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Tesis Doctoral

SOBRE LA DISTRIBUCIÓN DE NULIDAD DE UNA
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Resumen

En este trabajo estudiaremos la distribución de nulidad de una subvariedad M de una forma es-

pacial, que es (cuando está bien definida) la distribución dada por el núcleo común de todos los

operadores de forma de M . Trabajaremos con los modelos estándares de una forma espacial, esto

es, el espacio Eucĺıdeo Rn (κ = 0), la esfera Sn (κ = 1) y el espacio hiperbólico Hn (κ = −1). Pro-

baremos numerosas propiedades generales de la distribución de nulidad, entre ellas, daremos una

prueba geométrica de la completitud de las variedades integrales cuando la variedad es completa.

Posteriormente daremos una descripción local de cualquier subvariedad del espacio Eucĺıdeo o la

esfera como una unión de subvariedades paralelas, que involucra la distribución de nulidad. Final-

mente probaremos un resultado global, el principal de este trabajo, que establece que todo par de

puntos en una subvariedad conexa, completa, irreducible y con ı́ndice de nulidad constante pueden

unirse por una curva perpendicular a la distribución de nulidad, y daremos un contraejemplo para

mostrar que esta propiedad no es válida en el espacio hiperbólico.
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Introducción

Sea Mn una subvariedad de una forma espacial Qn+k. El subespacio de nulidad N , de la segunda

forma fundamental de M en un punto p dado es el núcleo común de todos los operadores de forma

de M en p. El ı́ndice de nulidad en p es la dimensión del subespacio de nulidad Np.

En el caso de subvariedades del espacio Eucĺıdeo, la distribución de nulidad aparece naturalmente

en muchos problemas, ya que N = ker(dG), donde G : M → Gk(Rn+k) es la aplicación de Gauss

que asigna a cada punto de M su espacio normal. Más aún, hay muchos ejemplos de subvariedades

del espacio Eucĺıdeo con ı́ndice de nulidad constante que se obtienen a partir de las denominadas

parametrizaciones de Gauss, que involucran la aplicación de Gauss (ver por ejemplo [9]).

El objetivo principal de este trabajo es probar un teorema global que establece que cualquier par

de puntos en una variedad conexa, completa e irreducible del espacio Eucĺıdeo o la esfera pueden

unirse por una curva perpendicular al subespacio de nulidad en cada punto (cf. Teorema 33). Esto

es equivalente a decir que la distribución complementaria N⊥ es completamente no integrable. En

un marco más general, para una distribución D en una variedad Riemanniana, es un problema

importante decidir si es completamente no integrable, en el sentido de que dos puntos cualesquiera

pueden unirse por una curva siempre tangente a D (esto implica, entre otras cosas, que la distancia

de Carnot-Caratheodory asociada a D es finita, ver [15]). Para el caso de subvariedades, un resultado

muy importante sobre la completa no integrabilidad de una autodistribución, y en el esṕıritu de

nuestro teorema global, es el denominado “Homogeneous Slice Theorem” (cf. [19]). Este teorema,

que tiene numerosas aplicaciones (ver por ejemplo [4], [36]), establece en particular, que para

una subvariedad conexa, irreducible e isoparamétrica de la esfera, la distribución perpendicular a

cualquier autodistribución del operador de forma es completamente no integrable. En dimensión

infinita, Heintze y Liu probaron en [17] un resultado similar al Teorema 33 para subvariedades

isoparamétricas de codimensión al menos dos en un espacio de Hilbert. Este resultado es un paso

crucial para probar que estas subvariedades son homogéneas, y en la prueba se usa fuertemente la

propiedad de isoparametricidad. En el teorema 33 mostramos que en dimensión finita, la completa

no integrabilidad de la distribución N⊥ es un hecho muy general que no depende de propiedades

adicionales de la subvariedad.



v

Esta Tesis está articulada en tres caṕıtulos:

En el Caṕıtulo 1 demostraremos las propiedades básicas que cumple la distribución de nu-

lidad. A partir de las ecuaciones de Codazzi, N resulta ser una distribución bien definida y

autoparalela, y por consiguiente con hojas (subvariedades integrales) totalmente geodésicas,

en un subconjunto abierto y denso adecuado de M . Sus hojas son además subvariedades to-

talmente geodésicas de la forma espacial ambiente. Si M es completa, sus hojas por puntos

con ı́ndice de nulidad mı́nimo son también completas. Este es un hecho fundamental probado

por Ferus en [14] (ver también [8]), en una prueba sencilla que utiliza técnicas de la teoŕıa de

ecuaciones diferenciales. En la sección 1.2.2 presentaremos un teorema más general, con una

prueba geométrica muy simple, del que se desprenderá este resultado.

También introduciremos el marco adecuado para poder demostrar el teorema global. Si con-

sideramos el espacio de hojas M/N y la proyección canónica pr : M → M/N , veremos que

pr : M → M/N es un espacio fibrado cuando M es una subvariedad del espacio Eucĺıdeo

o la esfera. Introduciremos una noción de levantamiento horizontal de curvas en M/N , don-

de el espacio horizontal es N⊥. Esto nos permitirá definir transporte paralelo y grupos de

holonomı́a, y probaremos que estos grupos tienen las propiedades usuales de los grupos de

holonomı́a asociados a conexiones lineales en fibrados vectoriales. Nuestro problema se tra-

ducirá entonces en demostrar que estos grupos de holonomı́a actúan transitivamente en cada

fibra de pr : M →M/N .

En el Caṕıtulo 2 demostraremos el teorema local, que establece que en una subvariedad

cualquiera del espacio Eucĺıdeo o la esfera, todo punto admite un entorno donde cualquier

otro punto puede unirse a él por una curva horizontal, o bien la variedad es localmente una

unión de variedades paralelas a lo largo de un fibrado paralelo y plano adecuado. Para la

prueba de este teorema utilizaremos herramientas delicadas de la teoŕıa de holonomı́a normal

en subvariedades, tales como variedades paralelas, tubos esféricos y holonómicos. Muchas de

estas herramientas fueron introducidas en [7].

Finalmente, en el Caṕıtulo 3 probaremos el teorema global y mostraremos con un contraejem-

plo que este resultado no es válido para subvariedades del espacio hiperbólico. Cabe observar
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que para la prueba del teorema global es muy importante el hecho de poder focalizar subva-

riedades tanto en el espacio Eucĺıdeo como en la esfera, hecho que no es posible, en general,

en el espacio Lorentziano, donde consideraremos contenido el espacio hiperbólico.

Los resultados principales de esta Tesis fueron reunidos en los art́ıculos “On the nullity distri-

bution of a submanifold of a space form” [37] y “On completeness of integral manifolds of nullity

distributions” [27], y fueron divulgados en trabajos presentados en la “XVI Escola Brasileira de

Geometria Diferencial”, en San Pablo (Brasil), en julio de 2010, en la Reunión Anual de la Unión

Matemática Argentina, en Tandil, en septiembre de 2010, en el “V Encuentro de Geometŕıa Dife-

rencial”, en Córdoba en junio de 2011 y el la Reunión Anual de la Unión Matemática Argentina,

en Tumumán en Septiembre de 2011. Cabe destacar además que este trabajo fue realizado con el

financiamiento del CONICET, a través de las Becas de Posgrado Tipo I (2007-2010) y Tipo II

(2010-2012).
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1.1. La distribución de nulidad

1.1.1. Subvariedades

En esta sección presentaremos los resultados básicos de la teoŕıa de subvariedades, principalmente

para establecer las notaciones que usaremos en el resto del trabajo. Para más detalles sobre estos

temas sugerimos consultar [4], [8] o [10]

Existen comúnmente tres definiciones de una subvariedad Riemanniana, que coinciden cuando

trabajamos en geometŕıa local. La definición más general consiste en considerar dos variedades

Riemannianas M y M y una inmersión isométrica f : M →M . En este caso decimos que M es una

subvariedad Riemanniana inmersa. Cuando f es una inmersión isométrica inyectiva o M es un

subconjunto de M y la inclusión es una inmersión, decimos simplemente que M es una subvariedad

Riemanniana de M . En este último caso, si además la inclusión es un embebimiento, decimos que

M es una subvariedad Riemanniana embebida. Como ya hemos mencionado, a nivel local estas

definiciones son equivalentes. En todo este trabajo consideraremos subvariedades Riemannianas de

una forma espacial, y supondremos que la subvariedad está contenida en el espacio ambiente, a

los efectos de simplificar la notación. Sin embargo, todos los resultados, incluso los globales, son

válidos para subvariedades inmersas.

Por una forma espacial entendemos una variedad Riemanniana Q simplemente conexa, com-

pleta y con curvatura seccional constante. Trabajaremos con los modelos estándards de una forma

espacial:

Rn con la estructura diferenciable y la métrica usuales, para κ = 0;

Sn(κ−1/2), la esfera de radio κ−1/2 considerada como subvariedad Riemanniana de Rn+1, para

κ > 0

Hn((−κ)−1/2), el espacio hiperbólico considerado como subvariedad Riemanniana del espacio

Lorentziano Ln+1 para κ < 0 (cf. la sección 3.3).
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Sea entonces Mn una subvariedad Riemanniana de una forma espacial Qn+k. Denotaremos por ∇

y ∇̃ las conexiones de Levi-Civita de M y Q respectivamente. Sea νM = (TM)⊥ el fibrado normal

de M , esto es

νM =
⋃
p∈M

νpM.

donde νpM es el complemento ortogonal de TpM en TpQ. Denotaremos por∇⊥ a la conexión normal

de M y por α y A a la segunda forma fundamental y al operador de forma de M respectivamente.

Recordemos que si X,Y ∈ X(M) son campos tangentes a M y η ∈ X⊥(M) es un campo normal

(i.e, una sección de νM), entonces

∇̃XY = ∇XY + α(X,Y ) (1.1)

∇̃Xη = −AηX +∇⊥Xη (1.2)

es la descomposición en sus partes tangente y normal de ∇̃XY y ∇̃Xη respectivamente, según la

descomposición TQ|M = TM ⊕ νM .

Además α es una forma C∞(M)-bilineal simétrica y Aξ es un operador autoadjunto que se

relacionan de la manera siguiente:

〈α(X,Y ), η〉 = 〈AηX,Y 〉 (1.3)

La fórmula (1.1) se denomina fórmula de Gauss y la fórmula (1.2) se denomina fórmula de

Weingarten (cf. [10]).

Recordemos las ecuaciones que relacionan la geometŕıa de M con la del espacio ambiente. Deno-

temos por R y R⊥ los tensores de curvatura de Riemann y normal (i.e., respecto de la conexión

normal) de M respectivamente. Entonces para X,Y, Z,W ∈ X(M) y ξ, η ∈ X⊥(M) valen (cf. [4]):

Ecuación de Gauss:

〈R(X,Y, Z),W 〉 = κ (〈Y,Z〉 〈X,W 〉 − 〈X,Z〉 〈Y,W 〉) + 〈α(X,W ), α(Y,Z)〉 − 〈α(X,Z), α(Y,W )〉 .

(1.4)

Ecuación de Codazzi:

(∇⊥Xα)(Y,Z) = (∇⊥Y α)(X,Z) (1.5)

donde (∇⊥Xα)(Y,Z) = ∇⊥X(α(Y,Z))− α(∇XY, Z)− α(Y,∇XZ);
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Ecuación de Ricci: 〈
R⊥(X,Y )ξ, η

〉
= 〈[Aξ, Aη]X,Y 〉 . (1.6)

La segunda forma fundamental y el operador de forma juegan un rol fundamental en la geo-

metŕıa de subvariedades y resultan de gran utilidad para dar una descripción simple de ciertas

subvariedades con propiedades importantes.

Recordemos que una subvariedad M de Q se denomina totalmente geodésica si toda geodésica

en Q por un punto de M cuya velocidad inicial sea un vector tangente a M yace ı́ntegramente en M .

Equivalentemente, M es totalmente geodésica si y sólo si el operador de forma α es idénticamente

nulo. Es fácil ver que las subvariedades totalmente geodésicas de Rn son los subespacios afines y las

subvariedades totalmente geodésicas, completas y conexas de la esfera Sn o el espacio hiperbólico

Hn son la intersección de Sn con los subespacios lineales de Rn+1 en el primer caso, y la intersección

de Hn con los subespacios lineales Lorentzianos de Ln+1 en el segundo (cf. [4, Sec. 2.4]).

La segunda forma fundamental permite además establecer un criterio simple para determinar si

una subvariedad es un producto de subvariedades.

Comencemos recordando que una distribución D en M se dice paralela si para cada par de

campos vectoriales X ∈ D, Y ∈ χ(M) vale ∇YX ∈ D, o equivalentemente, si D es invariante por

transporte paralelo en M . D se denomina una distribución autoparalela si ∇YX ∈ D para cada

par de campos vectoriales X,Y ∈ D. Es fácil comprobar que si M es una subvariedad Riemanniana,

entonces D es paralela si y sólo si D y D⊥ son ambas autoparalelas. Una distribución autoparalela es

automáticamente involutiva (y por lo tanto integrable) y sus subvariedades integrales son totalmente

geodésicas (cf.[5, Ch. 10]).

Un subespacio V de TpM se dice invariante por los operadores de forma de M (o de manera

más sintética A-invariante) si Aξp(V ) ⊂ V para cada ξp ∈ νpM . Una distribución D en M se dice

A-invariante si cada subespacio D(p) lo es. Finalmente, dada una subvariedad N de M decimos

que N es A-invariante si cada espacio tangente TpN ⊂ TpM es A-invariante, para cada p ∈ N .

Diremos que M es irreducible si no existe ninguna distribución no trivial, paralela y A-invariante

en M . Equivalentemente, M es irreducible si no admite ninguna distribución no trivial, A-invariante

y autoparalela tal que su complemento ortogonal también es una distribución autoparalela. A

partir del Lema de Moore (ver [4, Lema 2.7.1], [23]), si M es una subvariedad inmersa completa
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y simplemente conexa, esto es equivalente a pedir que f : M → Rn no sea el producto de dos

inmersiones isométricas.

Si M es una subvariedad de la esfera Sm, decimos que M es irreducible si lo es como subvariedad

del espacio Eucĺıdeo Rm+1.

Finalizaremos introduciendo el concepto de normales de curvatura (cf. [4, Sec. 6.1]). Suponga-

mos que M es una subvariedad con fibrado normal plano (i.e, R⊥ ≡ 0). Fijemos p ∈M . Entonces,

a partir de la ecuación de Ricci (1.6), los operadores de forma Aξp variando ξp en νpM conmutan

entre śı, y por lo tanto son simultáneamente diagonalizables. Esto induce una descomposición del

espacio tangente en p

TpM = E1(p)⊕ · · ·Eg(p)(p)

en autoespacios comunes distintos, esto es, tales que Aξp|Ei(p) = λi(ξp)Id|Ei(p). Existen entonces

vectores normales bien definidos ηi(p) tales que λi(ξp) = 〈ηi(p), ξp〉, o sea,

Aξp|Ei(p) = 〈ηi(p), ξp〉 Id|Ei(p).

El vector ηi(p) se denomina normal de curvatura asociado al autoespacio Ei(p) y la dimensión de

Ei(p) se denomina multiplicidad de ηi(p).

Es posible mostrar que existe un subconjunto abierto y denso Ω en M donde el número g(p)

de autodistribuciones es localmente constante. En Ω, los autoespacios Ei definen, localmente, au-

todistribuciones C∞ y los normales de curvatura asociados son campos normales localmente bien

definidos y C∞. Cada autodistribución en Ω es integrable y, si dim(Ei) ≥ 2, entonces ∇⊥Xηi = 0

si X ∈ Ei. Que ηi sea paralelo respecto de la conexión normal en direcciones normales a Ei es

equivalente a que Ei sea una distribución autoparalela (cf. [25]).

1.1.2. El subespacio de nulidad

Dado p ∈M , se denomina subespacio de nulidad de M en p al subespacio Np de TpM dado

por

Np := {x ∈ TpM : α(x, ·) = 0}.
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A partir de la relación (1.3) es inmediato verificar la caracterización

Np =
⋂

ξ∈νpM
ker(Aξ),

o sea que, como ya hemos adelantado, el subespacio de nulidad es el núcleo común de los operadores

de forma de M . Se denomina ı́ndice de nulidad de M en p a µ(p) := dim(Np) (algunos autores

denominan este ı́ndice como nulidad relativa, cf. [8], [9]).

A continuación estableceremos dos propiedades básicas que verifican la distribución de nulidad.

Ellas son bien conocidas, aunque dif́ıciles de hallar u omitidas en la bibliograf́ıa, por lo cual incluimos

aqúı sus pruebas. Para el caso de subvariedades del espacio Eucĺıdeo puede verse [2].

Lema 1 Sea C el conjunto de los puntos p ∈ M tales que µ(p) es mı́nimo en un entorno de p.

Entonces C es un abierto denso en M y µ es constante en cada componente conexa de C.

Demostración: Probaremos primero que µ no aumenta en un entorno de cada punto. Sea p ∈M

cualquiera y sea ξ1, · · · , ξk un marco local de νM en un entorno U de p. Definamos Fq =
∑k

i=1A
2
ξiq

para cada q ∈ U . Entonces Fq es un operador autoadjunto y es fácil ver que ker(Fq) = Nq.

Luego Im(Fq) es el complemento ortogonal en TqM de Nq y bastará probar que dim(Im(Fq))

no disminuye en un entorno de p. Supongamos que dim(Im(Fp)) = l. Sean X1, · · · , Xl campos

linealmente independientes en U (achicando U si es necesario) tales que {Fp(Xi(p))} es base de

Im(Fp) . Consideremos la aplicación f : U → R dada por f(q) = det
(〈
Fq(X

i
q), Fq(X

j
q )
〉)

. f es

continua y f(p) 6= 0, con lo cual f no se anula en un entorno de p y entonces {Fq(Xi(q))} es l.i en

Im(Fq) en un entorno Ũ de p. O sea dim(Im(Fq)) ≥ dim(Im(Fp)) en Ũ .

De este hecho se deduce inmediatamente que C es abierto en M . Si ahora q ∈ M es cualquiera

y U es un entorno de q donde µ no aumenta, entonces un punto p de U donde µ es mı́nimo debe

estar en C, lo que muestra que C es denso en M .

Finalmente, veamos que µ es constante en cada componente conexa de C. Sean p ∈ C, C0 la

componente conexa de p y C̃0 = {q ∈ C0 : µ(p) = µ(q)}. Resulta claro que C̃0 es abierto en C0,

veamos que también es cerrado. Sea {qj} una sucesión en C̃0 convergente a q0 ∈ C0. Sea U ⊂ C0 un

entorno de q0 tal que µ(q) = µ(q0) para todo q ∈ U . Luego existirá n0 ∈ N tal que µ(qj) = µ(q0)

para cada j ≥ n0. Como µ(qj) = µ(p) para cada j, resulta µ(q0) = µ(p) con lo cual q0 ∈ C̃0. �
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Lema 2 Sea C como en el Lema 1. Entonces N : p 7→ Np define una distribución C∞, autoparalela

(y por lo tanto integrable y con hojas totalmente geodésicas) en cada componente conexa de C,

denominada distribución de nulidad. Más aún, las hojas son totalmente geodésicas en el espacio

ambiente Q.

Demostración: Sea C0 una componente conexa de C. Por el lema 1, µ es constante, digamos r, en

C0. Sea Fq definido como en la demostración del lema 1 para cada q ∈ C0. Entonces hemos visto que

q → Im(Fq) define una distribución C∞ de dimensión l = n− r en C0. Como N es la distribución

ortogonal complementaria a Im(F ) resulta inmediato que es una distribución C∞.

Veamos que es autoparalela. Sean X,Y campos tangentes en C0 que yacen en N , y ξ y Z un campo

normal y uno tangente a C0 cualesquiera. Entonces AξX = AξY = 0 y como Aξ es autoadjunto,

resulta:

〈(∇ZAξ)Y,X〉 = 〈∇Z(AξX), Y 〉 − 〈Aξ(∇ZX), Y 〉 = −〈∇ZX,AξY 〉 = 0 (1.7)

Una de las consecuencias de la ecuación de Codazzi (1.5) es la igualdad 〈(∇ZAξ)Y,X〉 = 〈(∇XAξ)Y,Z〉.

Luego, a partir de (1.7), es inmediato que 〈Aξ(∇XY ), Z〉 = 0. Como Z y ξ son arbitrarios, resulta

que ∇XY ∈ N .

Finalmente veamos que las subvariedades integrales de N son totalmente geodésicas en Q. Sea S

una subvariedad integral conexa maximal deN por q ∈ C0 y αS su segunda forma fundamental como

subvariedad de Q. Entonces, por la fórmula de Gauss (1.1) y teniendo en cuenta que S es totalmente

geodésica en M , es inmediato verificar que αS coincide con la segunda forma fundamental de M

restringida a TS. Pero como los campos tangentes a S yacen en N , resulta αS = 0. �

1.2. Completitud de las subvariedades integrales

1.2.1. La aplicación de Gauss

Sea Gk(Rn+k) la grassmanniana de k-planos de Rn+k (i.e, la colección de subespacios de dimen-

sión k de Rn+k). Podemos dar a Gk(Rn+k) estructura de variedad diferenciable como el espacio

homogéneo O(n + k)/(O(k)× O(n)). Esta estructura es equivalente a la que describiremos a con-

tinuación.



CAPÍTULO 1. RESULTADOS GENERALES 9

Sea P un subespacio de dimensión k de Rn+k y sea S un subespacio complementario n-dimensional

(o sea, Rn+k = S ⊕ P ). Si T : S → P una aplicación lineal, entonces Γ(T ) = {x − T ∗x : x ∈ P}

es un subespacio vectorial de Rn+k de dimensión k tal que Γ(T ) ∩ S = {0}, donde T ∗ : P → S es

la transformación adjunta de T . Rećıprocamente, dado cualquier subespacio k-dimensional B de

Rn+k tal que B ∩ S = {0}, existe una única aplicación lineal T : S → P tal que Γ(T ) = B.

Denotemos por L(S, P ) al espacio de aplicaciones lineales de S en P y sea US el conjunto de

subespacios k-dimensionales de Rn+k cuya intersección con S es el subespacio trivial. Entonces,

por lo antes visto, ϕ : L(S, P ) → US , T 7→ ϕ(T ) = Γ(T ) es biyectiva. Eligiendo bases para S

y P , L(S, P ) puede identificarse con el espacio Mn×k de matrices reales n × k, que a su vez se

identifica con Rn.k. Pidiendo que las aplicaciones de la forma ϕ−1 : US → L(S, P ) sean cartas

locales, podemos dar una estructura de variedad diferenciable a Gk(Rn+k) (ver, por ejemplo, [22]).

Como L(S, P ) es un espacio vectorial, TPL(S, P ) se identifica con L(S, P ) y v́ıa el difeomorfismo

ϕ, identificamos TPGk(Rn+k) con L(S, P ).

Si Mn es una subvariedad de la forma espacial Qn+k, para cada p ∈ M podemos considerar a

νpM como un subespacio de dimesnión k de Rn+k si Q = Rn+k o como un subespacio de Rn+k+1

si Q es la esfera o el espacio hiperbólico, viendo a Q como subvariedad de Rn+k+1 (observando que

Hn+k es subvariedad del espacio lorentziano Ln+k+1, que como variedad diferenciable, o sea sin la

estructura pseudoriemanniana, coincide con Rn+k+1).

Se denomina aplicación de Gauss a la aplicación diferenciable

G : M → Gk(Rl), p 7→ νpM

con l = n+k si M es una subvariedad del espacio Eucĺıdeo, y l = n+k+1 si M es una subvariedad

de la esfera o el espacio hiperbólico. Con las identificaciones anteriores, resulta:

Lema 3 Para cada p ∈M , (dGpv)|TpM = α(v, ·). En particular, Np = ker(dGp).

Demostración: Sea p ∈M . Consideremos el entorno US de νpM en Gk(Rl), tomando S = TpM si

M es subvariedad del espacio eucĺıdeo y S = TpM ⊕Rp si M es subvariedad del espacio hiperbólico

o la esfera. Sea γ(t) una curva en M con γ(0) = p y γ′(0) = v. Entonces dGp(v) = ( ddt |0G(γ(t))) ≈
d
dt |0Tt donde Tt ∈ L(S, νpM) es tal que Γ(Tt) = νγ(t)M .
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Luego para cada ξ ∈ νpM existe un campo normal η(t) a lo largo de γ tal que η(0) = ξ y

ξ − T ∗t ξ = η(t). Por lo tanto

d

dt |0
T ∗t ξ = − d

dt |0
η(t) = Aξv −∇⊥v η.

Sea ahora w ∈ TpM cualquiera. Entonces, para ξ ∈ νpM , resulta:

〈(dGpv)(w), ξ〉 =

〈
d

dt |0
Ttw, ξ

〉
=

〈
w,

d

dt |0
T ∗t ξ

〉
= 〈w,Aξv〉 = 〈α(v, w), ξ〉 .

Como ξ ∈ νpM es arbitrario, resulta (dGpv)(w) = α(v, w). �

1.2.2. Completitud

En esta sección, probaremos un teorema geométrico general del cual se desprenderá el siguiente

resultado, probado en [14] (ver también [2] y [16] para el caso particular de subvariedades del espacio

Eucĺıdeo).

Teorema 4 Sea M una subvariedad de una forma espacial y sea C0 el conjunto (abierto) de puntos

de M donde el ı́ndice de nulidad es mı́nimo. Entonces, si M es completa, las subvariedades integrales

maximales de N por puntos de C0 son completas.

Lema 5 Sean M una variedad Riemanniana, N una variedad diferenciable y f : M → N una

función diferenciable de rango constante tal que f(M) es una subvariedad embebida de N (esto

puede siempre asumirse localmente). Asumamos que la distribución ker(df) es autoparalela y sea

Σ una subvariedad integral maximal cualquiera de ker(df). Sean γ(t) una geodésica en Σ, v ∈

Tf(γ(0))f(M) y sea J(t) el levantamiento horizontal de v a lo largo de γ, esto es, J(t) ∈ ker(dfγ(t))
⊥

y dfγ(t)J(t) = v. Entonces J(t) es un campo de Jacobi a lo largo de γ.

Demostración: Sea c(s) una curva en f(M) tal que c′(0) = v. Sea c̃q(s) el levantamiento horizontal

(local) de c por un punto q de Σ.

Como ker(df) es autoparalela, alrededor de cada punto de Σ c̃q(s) define una variación por varie-

dades totalmente geodésicas, que por lo tanto debe ser por isometŕıas (ver [26]). Luego c̃γ(t)(s) es

una variación por geodésicas, cuyo campo variacional asociado es J(t). Por lo tanto, J es un campo

de Jacobi a lo largo de γ. �
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Teorema 6 Sea M una variedad Riemanniana completa, f : M → N una función diferenciable

y U un subconjunto abierto de M donde el rango de f es máximo. Asumamos que ker(df)|U es

autoparalela. Entonces sus subvariedades integrales maximales son completas.

Demostración: Sea Σ la variedad integral maximal totalmente geodésica de ker(df) por un punto

p ∈ U y sea σ : [0, b)→ Σ una geodésica maximal en Σ. Sea γ : R→M su prolongación en M .

Observemos que f tiene rango máximo en un entorno de cada punto de Σ. De la forma local de

una aplicación de rango constante, no es dif́ıcil ver que dados t1, t2 ∈ [0, b) existen entornos abiertos

V1 y V2 de γ(t1) y γ(t2) respectivamente tales que f(V1) y f(V2) son subvariedades embebidas de N

y f(V1) ∩ f(V2) contiene un entorno abierto de f(γ(t1)) = f(γ(t2)) tanto en f(V1) como en f(V2).

En particular, Tf(γ(t1))f(V1) = Tf(γ(t2))f(V2) =: V.

Sea v ∈ V y apliquemos el lema anterior para definir un campo de Jacobi J a lo largo de γ

que se proyecte (por df) en v. Observemos que J se extiende a un campo de Jacobi a lo largo de

γ y, por la continuidad de df , J(b) se proyecta en v. Como v ∈ V es arbitrario, concluimos que

dfγ(b)(Tγ(b)M) contiene a V. Pero dfγ(0) tiene rango máximo, con lo cual rg(dfγ(b)) = rg(dfγ(0)) y

entonces γ(b) ∈ Σ. �

Observemos que el Teorema 4 se obtiene de forma inmediata del hecho que la nulidad es el núcleo

de la aplicación de Gauss.

1.3. Estructura de espacio fibrado

A lo largo de esta sección supondremos que M es una subvariedad completa y con ı́ndice de

nulidad constante del espacio Eucĺıdeo o la esfera. Los resultados que obtendremos establecerán el

marco de trabajo adecuado para la prueba del Teorema 33, resultado principal de esta Tesis. Nos

limitaremos a trabajar con la esfera unitaria Sn, pero como se verá fácilmente, todo lo probado vale

para una subvariedad de una esfera de radio arbitrario.

Consideraremos el espacio de hojas M/N y probaremos que puede dársele estructura de variedad

diferenciable de modo que la proyección canónica pr : M → M/N tenga estructura de espacio

fibrado. Podremos entonces definir el concepto de grupos de holonomı́a y probar que cumplen
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propiedades similares a las de los grupos de holonomı́a asociados a conexiones en fibrados vectoriales

o en fibrados principales.

1.3.1. Distribuciones regulares

Comenzaremos resumiendo en el siguiente teorema las propiedades que hemos probado en las

secciones anteriores, en el caso que la subvariedad M es completa:

Teorema 7 Si M es una subvariedad completa de una forma espacial Q con ı́ndice de nulidad µ

constante, entonces la distribución de nulidad p 7→ Np es diferenciable, autoparalela y con subva-

riedades integrales completas y totalmente geodésicas en Q.

Como ya hemos aclarado, nos restingiremos a una subvariedad n-dimensional Mn de codimensión

k del espacio Eucĺıdeo o la esfera. Si µ ≡ l ≤ n, entonces una subvariedad integral de N es un

subespacio af́ın de dimensión l de Rn+k en el primer caso y una esfera (centrada en el origen)

l-dimensional contenida en Sn+k en el segundo.

Denotemos por M/N al “espacio de hojas”, es decir, la colección de todas las subvariedades inte-

grales maximales de N y sea pr : M →M/N la proyección canónica (i.e., pr(p) es la subvariedad

integral maximal de N por p). Dotemos a M/N de la topoloǵıa cociente, o sea, la topoloǵıa más

fuerte que hace que pr sea continua. Nos proponemos dar estructura de variedad diferenciable a

M/N . Para ello necesitaremos la noción de distribución regular (cf. [30]).

Recordemos que dada una distribución l-dimensionalD enM , una carta local (U,ϕ = (x1, · · · , xn))

se dice plana para D si ϕ(U) es un producto de abiertos conexos U ′ × U ′′ ⊂ Rl × Rn−l y cada

rebanada

Sc = {q ∈ U : xl+1(q) = cl+1, · · · , xn(q) = cn}

de (U,ϕ) es una subvariedad integral de D.

Por el Teorema de Frobenius, si D es integrable, existe una carta plana para D alrededor de

cada punto de M que interseca cada subvariedad integral maximal de D en una unión numerable

disjunta de subconjutos abiertos de rebanadas de dicha carta.

Una carta (U,ϕ) de M se dice regular para D si es plana e interseca a cada hoja de D en a

lo sumo una rebanada l-dimensional de (U,ϕ). Una hoja de D se dice regular, si cada uno de sus
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puntos admite una carta local regular para D. Finalmente D se dice una distribución regular si

todas sus hojas son regulares.

Lema 8 Sea D una distribución autoparalela en una variedad Riemanniana N y sea N/D la co-

lección de subvariedades integrales de D con la topoloǵıa cociente. Si las subvariedades integrales

son completas, N/D es Hausdorff.

Demostración: Sea π : N → N/D la proyección canónica. Como N/D tiene la topoloǵıa cociente,

π es abierta (cf. [30]) y en consecuencia N/D es N2. Entonces bastará probar que

R = {(x, y) ∈ N ×N : π(x) = π(y)}

es cerrado. Sea (xn, yn) ∈ R una sucesión convergente a (x, y) ∈ N × N . Como xn e yn están

en la misma subvariedad integral (completa y totalmente geodésica) de D, existe una geodésica

cn(t) = expxn(tXn) contenida en π−1(π(xn)) tal que cn(0) = xn y cn(1) = yn. Observemos que

d(xn, yn) es acotada. Luego ||Xn|| es acotada y existe una subsucesión de (xn, Xn) que converge

a un punto (x,X) en TM . Como Xn ∈ D(xn), resulta X ∈ D(x) y entonces y = ĺım expxnXn =

expxX ∈ π−1(π(x)). Luego (x, y) ∈ R. �

Teorema 9 La distribución de nulidad N sobre M es una distribución regular y M/N es un

espacio de Hausdorff. En consecuencia, si (U,ϕ = (x1, · · · , xn)) es una carta local en M regular

con respecto a N , existe una única carta n− l dimensional ϕ en M/N con dominio pr(U) tal que

ϕ◦pr = (xl+1, · · · , xn). Dichas cartas, forman un atlas diferenciable en M/N . Con esta estructura,

pr : M →M/N es una submersión.

Demostración: Sea (U,ϕ = (x1, · · · , xn)) una carta local plana para N . Podemos suponer que

U es un entorno totalmente convexo de algún p ∈ M . Sea Σ una subvariedad integral maximal

(totalmente geodésica) cualquiera de N y sean q1, q2 en Σ ∩ U . Si γ es una geodésica minimizante

uniendo q1 con q2 y completamente contenida en U , siendo Σ totalmente geodésica en el el espacio

ambiente Rn+k o Sn+k, γ está completamente contenida en Σ. Luego Σ ∩ U es conexo y entonces

debe ser una única rebanada. Por lo tanto, N es regular. El resto sigue del lema anterior y de [30,

Thm.VIII,Ch.I]. �
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Notación: En lo que sigue, notaremos

Mr := pr−1(r)

para cada r ∈ M/N . Esto es, Mr es la subvariedad integral maximal de M por cualquier punto

p ∈ pr−1(r).

Observación 10 Como consecuencia del teorema, si (U,ϕ) es una carta regular en M respecto a

N , con ϕ = (x1, · · · , xn) y (U,ϕ) es la carta local asociada en M/N , entonces σϕ : U → pr−1(U)

definida por

σϕ(r) = ϕ−1(i0(ϕ(r))),

donde i0 : Rn−l → Rn es la inclusión i0(xl+1, · · · , xn) = (0, · · · , 0, xl+1, · · · , xn), define una sección

local de pr : M →M/N que denominamos sección local definida por (U,ϕ).

1.3.2. Fibrados afines y esféricos y grupos de holonomı́a

Dadas tres variedades diferenciables E, N y F , decimos que π : E → N es un espacio fibrado

con fibra estándard F , si

i) π es diferenciable y sobreyectiva;

ii) Existe un cubrimiento abierto U de N tal que para cada U ∈ U existe una aplicación diferen-

ciable Ψ : π−1(U)→ F tal que la función

Ψ := (π,Ψ) : π−1(U)→ U × F

es un difeomorfismo.

La función Ψ se denomina una trivialización local para el espacio fibrado.

La aplicación π es una submersión y para cada p ∈ M , la fibra Ep := π−1(π(p)) es una subva-

riedad embebida de E difeomorfa a F . Más aún, si (U,Ψ) es una trivialización local con p ∈ U y

Ψ = (π,Ψ), el difeomorfismo viene dado por Ψ|Ep .

Sea Diff(F ) el grupo de difeomorfismos de F y sean (π,Θ), (π,Ψ) trivializaciones locales sobre

abiertos U y V de N respectivamente. La función

fΘ,Ψ : U ∩ V → Diff(F ), p 7→ fΘ,Ψ(p) = Θ ◦Ψ−1
|Ep
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se denomina función de transición entre ambas trivializaciones. Si G es un subgrupo de Lie de

Diff(F ), decimos que el espacio fibrado π : E → N tiene grupo de estructura G si las funciones

de transición de dos trivializaciones locales cualesquiera están en G.

Denotemos por An el espacio Rn con la estrucura af́ın estándard. Un espacio fibrado π : E → N

con fibra estándar An se denomina un fibrado af́ın si tiene grupo de estructura Aff(n) :=

GL(n) n Rn, el grupo de transformaciones afines de An (o equivalentemente, si cada fibra tiene

estructura de espacio af́ın tal que para cada trivialización local (π,Ψ), Ψ|Ep : Ep → An es un

isomorfismo af́ın, análogo a [32, Prop. 1.14]).

Un espacio fibrado π : E → N se denomina fibrado esférico si tiene fibra estándard Sn y grupo

de estructura O(n+ 1).

Teorema 11 Si M es una subvariedad completa con ı́ndice de nulidad constante del espacio eucĺıdeo

o de la esfera, entonces pr : M →M/N es un fibrado af́ın en el primer caso y un fibrado esférico

en el segundo.

Demostración: Supongamos queM tiene ı́ndice de nulidad constante µ ≡ l. Sea (U,ϕ = (x1, · · · , xn))

una carta regular con respecto a N en M cualquiera y sean (U,ϕ) la carta asociada en M/N y

σ : U → U la sección local definida por (U,ϕ) (cf. Teorema 9 y observación 10). Para cada r ∈M/N ,

denotemos Xi(r) = (∂/∂xi)σ(r).

Analicemos primero el caso de Mn ⊂ Rn+k. Trivialmente las fibras de pr en M tienen estructura de

espacio af́ın pues son subespacios afines de Rn+k. Más aún, para cada r ∈ U , Mr = σ(r) +Tσ(r)Mr,

identificando Tσ(r)Mr con el correspondiente subespacio de Rn+k. Luego todo elemento x de Mr es

de la forma

x = σ(r) +

l∑
i=1

viXi(r),

donde nuevamente identificamos Xi(r) con el correspondiente vector en Rn+k.

Para cada (r, (v1, · · · , vl)) ∈ U × Al, pongamos ρ(r, (v1, · · · , vl)) = σ(r) +
∑l

i=1 v
iXi(r). Entonces

no es dificil ver que ρ : U × Al → pr−1(U) es un difeomorfismo tal que Ψ = ρ−1 define una

trivialización local para pr : M → M/N . La colección de todas las trivializaciones aśı definidas,

dan a pr : M →M/N estructura de fibrado af́ın.
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Supongamos ahora que Mn ⊂ Sn+k ⊂ Rn+k+1. Entonces Mr es la l-esfera en el subespacio (l+ 1)-

dimensional de Rn+k+1

Lr := Tσ(r)Mr ⊕ Rσ(r) (1.8)

Sea {Ei} el marco ortonormal local en TM que se obtiene aplicando el proceso de ortogonalización

de Gram-Schmidt a {Xi}. Definamos entonces ρ : U × Sl → pr−1(U) por

(r, (v1, · · · , vl+1)) 7→
l∑

i=1

viEi(σ(r)) + vl+1σ(r).

Entonces no es dif́ıcil ver que ρ es un difeomorfismo y Ψ := ρ−1 define una trivialización local

para pr : M →M/N . Es claro por como son contruidas estas trivializaciones, que las funciones de

transición están en O(l + 1), y entonces dan a pr : M →M/N estructura de fibrado esférico. �

Dada una curva diferenciable (a trozos) c̃ : I → M , decimos que c̃ es horizontal con respecto

a N si c̃ ′(t) ⊥ Nc̃ (t), para cada t ∈ I.

Dada una curva c : I → M/N decimos que c : I → M/N es un levantamiento horizontal de

c (con respecto a N ), si c es horizontal y pr(c (t)) = c(t), para cada t ∈ I. Si c(0) = p ∈ Mc(0),

decimos que c es un levantamiento horizontal de c por p.

Sea c : I → M/N una curva diferenciable, b ∈ I cualquiera y Ψ : pr−1(U) → U × F una

trivialización local para pr : M → M/N tal que c(b) ∈ U , donde F es la fibra estándard. Sea

y0 ∈ F y sea ϕ : W → V ⊂ Rl una carta local alrededor de y0 centrada en y0. Pongamos

Θ := Ψ ◦ (id, ϕ) : pr−1(U)→ U × V. (1.9)

Para cada (r, y) ∈ U × V sea

H(r,y) = dΘ|Θ−1(r,y)(N⊥Θ−1(r,y)).

Observemos que dpr|Θ−1(r,y) restringido a N⊥Θ−1(r,y) es un isomorfimo sobre Tr(M/N ). Denotemos

por L(r, y) a su inversa y pongamos

S(r, y) = dΘ2
|Θ−1(r,y) ◦ L(r, y), (1.10)

con Θ2 = π2 ◦Θ la proyección sobre V . Entonces no es dif́ıcil ver que S(r, y) es la única aplicación

lineal de Tr(M/N ) en Rl que verifica que

H(r,y) = {(v, S(r, y)v) : v ∈ Tr(M/N )}.
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Sea p = Θ−1(r, 0). Entonces c̃(t) es una curva horizontal, que se proyecta en c y tal que c̃(b) = p

si y sólo si (c(t), ε(t)) = Θ(c̃(t)) verifica

(E)

 ε′(t) = f(t, ε(t))

ε(0) = 0

donde f(t, x) = S(c(t), x)c′(t).

De la teoŕıa de ecuaciones diferenciales ordinarias (cf. [6, Ch. 1, Sec. 7]), obtenemos que existe un

entorno Jb de b, contenido en I y tal que c(Jb) ⊂ U , tal que (E) tiene una única solución en Jb. Más

aún, existe un número real δ > 0 tal que para cada (a, x) ∈ U := {(a, x) : a ∈ Jb, |x− ε(a)| < δ} el

problema y′ = f(t, y), y(a) = x tiene una única solución diferenciable εa,x definida en Jb, de modo

que la aplicación

(a, x, t) 7→ εa,x(t)

definida en U × Jb es diferenciable (cf. [21, Ap. 1],[11, Sec. 10.4]). Volviendo a M , tenemos:

Lema 12 Sea c : I → M/N una curva diferenciable. Fijemos b ∈ I y p ∈ Mc(b). Entonces existe

un intervalo Jb alrededor de b contenido en I y una curva horizontal c̃(t) definida en Jb tal que

c̃(b) = p y pr(c̃(t)) = c(t) para cada t ∈ Jb. Más aún, para cada a ∈ Jb existe un entorno Va de c̃(a)

en Mc(a) tal que para cada q ∈ Va existe una curva horizontal c̃a,q definida en Jb, que se proyecta

en c y tal que c̃a,q(a) = q. Además, la aplicación

(a, q, t) 7→ c̃a,q(t)

es diferenciable en Ũ × Jb, donde Ũ := {(a, q) : a ∈ Jb, q ∈ Va}.

Podemos entonces demostrar que toda curva en M/N admite un levantamiento horizontal a M .

Lema 13 Sea c : I → M/N una curva diferenciable y sea p ∈ Mc(0) cualquiera. Entonces existe

un único levantamiento horizontal de c por p.

Demostración: Sea c : I → M/N una curva diferenciable cualquiera, sea p ∈ Mc(0) y c : [0, b)→

M una curva horizontal maximal tal que c(0) = p y pr ◦ c = c. Supongamos que b < 1. Veremos

que c puede extenderse, lo cual lleva a una contradición.

En el caso que M ⊂ Sn+k, el resultado es inmediato pues las fibras de pr son compactas.
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Supongamos entonces que M ⊂ Rn+k. Sea p0 ∈ Mc(b) cualquiera y c̃ la única curva horizontal en

M definida en el entorno Jb de b dado por el lema 12 tal que c̃(b) = p0 y pr(c̃) = c. Sea a ∈ Jb y sea

Va el entorno de c̃(a) en Mc(a) dado por el lema 12. Sean q0 = c̃(a) y q1, · · · , ql en Mc(a) ∩ Va tales

que {qi− q0}li=1 es linealmente independiente. Para cada i = 1, · · · , l sea c̃qi la curva horizontal c̃a,qi

definida en el lema 12. Existen únicos λi ∈ R tales que c(a) = q0 +
∑l

i=1 λi(qi − q0). Pongamos

γ = c̃ +
∑
λi(c̃qi − c̃). Es claro que γ está definida en Jb y se proyecta en c. No es dif́ıcil ver que

γ es horizontal. Como γ(a) = c(a), γ y c deben coincidir en [0, b) ∩ Jb, con lo cual c se extiende a

[0, b) ∪ Jb. �

Estamos en condiciones de definir una noción de transporte paralelo en M . Sea r ∈ M/N y sea

c : I →M/N una curva diferenciable en M/N . Definimos el N -transporte paralelo como

τNc : Mc(0) → Mc(1)

p 7→ τNc (p) := cp(1)

donde cp es el levantamiento horizontal de c por p. Una definición análoga puede hacerse para

curvas diferenciables a trozos.

Si c1, c2 : I →M/N son curvas diferenciables (a trozos) en M/N y definimos c−1
1 (t) = c1(1− t),

entonces es inmediato de la definición de transporte paralelo que valen

τNc1 ◦ τ
N
c2 = τNc1·c2 (1.11)(

τNc1
)−1

= τN
c−1
1

(1.12)

Dado que cada levantamiento horizontal c(t) de c(t) es perpendicular en cada punto a la familica

{Mc(t)} de subvariedades totalmente geogésicas de M , del Lemma 2.8 en [26] (ver también [13,

Prop. 2.1]) obtenemos

Lema 14 Para cada curva c : I → M/N , el transporte paralelo τNc : Mc(0) → Mc(1) es una

isometŕıa.

Introduciremos finalmente los grupos de holonomı́a. Para r ∈ M/N , denotemos por Ω(r) (resp.

Ω0(r)) el conjunto de lazos diferenciables a trozos (resp. lazos homotópicos al lazo constante r) en

M/N basados en r. Denominamos grupo de holonomı́a (asociado a N ) basado en r ∈M/N a

Φr := {τNc : c ∈ Ω(r)} ⊂ Iso(Mr).
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A partir de las propiedades (1.11) y (1.12) es inmediato comprobar que Φr es un grupo. Denomi-

namos grupo de holonomı́a restringido (asociado a N ) basado en r ∈M/N al subgrupo

Φ0
r := {τNc : c ∈ Ω0(r)}.

Exactamente de la misma manera que para los grupos de holonomı́a definidos por conexiones en

fibrados principales (cf. [21, Cap. 2, Th. 4.2]) se demuestra

Lema 15 Φr y Φ0
r son grupos de Lie y Φ0

r es la componente conexa de IdMr ∈ Φr.

Se denomina grupo de holonomı́a local (asociado a N ) basado en r ∈M/N a

Φloc
r = ∩Φ0(r, U)

variando U entre todos los entornos abiertos de r, donde Φ0(r, U) := {τNc ∈ Φ0
r : c ⊂ U}. Al igual

que para los grupos de holonomı́a local asociados a conexiones en fibrados principales, existe un

entorno abierto U de r tal que Φloc
r = Φ0(r, V ), para cada entorno V de r contenido en U (ver [21,

Ch II, Prop. 10.1]).

Veremos que estos grupos de holonomı́a cumplen una propiedad de tipo Ambrose-Singer (cf. [3]).

Sea c : I →M/N una curva diferenciable a trozos. Denotemos

(τNc )∗(Φloc
r ) :=

{
(τNc )−1 ◦ τNα ◦ τNc : τNα ∈ Φloc

r

}
entonces se tiene

Teorema 16 Sea C un subconjunto denso de M/N . Entonces el grupo de holonomı́a restringido

Φ0
r está generado por los grupos (τNc )∗(Φloc

c(1)) variando c entre todas las curvas diferenciales en

M/N tal que c(0) = p y c(1) ∈ C.

Para la prueba de este teorema, necesitaremos considerar a pr : M → M/N como el fibrado

asociado a un fibrado principal π : E → M/N . Recordemos que π : E → N es un fibrado

principal con grupo de estructura G si es un espacio fibrado con fibra estándard un grupo de Lie

G que actúa a derecha en E y tal que si Ψ = (π,Ψ) es una trivialización local definida en π−1(U),

se verifica

Ψ(ug) = Ψ(u) · g
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para cada u ∈ π−1(U), g ∈ G.

Supongamos primero que M ⊂ Rn+k. Sea A(Mr) el conjunto de isomorfismos afines h : Rl →Mr.

Aff(l) actúa por composición a derecha sobre A(Mr) en forma libre. Pongamos

A(M) =
⋃

r∈M/N

A(Mr)

y definamos π : A(M) → M/N la proyección canónica (i.e. π(h) = r sii h ∈ A(Mr)). Sea (U,ϕ)

una carta local en M/N tal que Ψ = (pr,Ψ) : pr−1(U) → U × Rl es una trivialización local de

pr : M → M/N . Si h ∈ A(Mr), pongamos ρ(h) = Ψ ◦ h ∈ Aff(l). Sea η : Aff(l) → Rl2 × Rl la

carta global canónica definida sobre Aff(l). Entonces ϕ̃ : π−1(U)→ Rn+l2 tal que

ϕ̃(h) = (ϕ(π(h)), η(ρ(h)))

define una carta local para A(M).

Con esta estructura diferenciable, no es dif́ıcil ver que A(M) es un fibrado principal con grupo de

estructura Aff(l), cuyas trivializaciones locales son de la forma

ρ : π−1(U)→ U ×Aff(l), h 7→ ρ(h) = (π(h), ρ(h)).

Si M ⊂ Sn+k, pongamos A(Mr) el conjunto de isometŕıas h : Sl → Mr. En este caso, si (pr,Ψ)

es una trivialización local para pr : M → M/N , entonces ρ(h) := Ψ ◦ h ∈ O(l + 1) para cada

h ∈ A(Mr). No es dif́ıcil ver que poniendo A(M) =
⋃
r∈M/N A(Mr), π : A(M) → M/N es un

fibrado principal con grupo de estructura O(l + 1), cuyas trivializaciones locales son de la forma

ρ := (π, ρ).

Para h ∈ A(M), pongamos Vh := ker(dπh). Vh se denomina subespacio vertical y h 7→ Vh define

una distribución integrable cuyas subvariedades integrales son las fibras de π : A(M)→M/N . Una

conexión en A(M) es una distribución H complementaria a V, es decir tal que ThA(M) = Vh⊕Hh,

y tal que para cada a en el grupo de estructura,

(Ra)∗(Hh) = Hha,

donde Ra denota la multiplicaión por a según la acción a derecha del grupo de estructura en las

fibras de π : M → N .
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Decimos que una curva diferenciable γ(t) en A(M) es horizontal si γ(t)(ξ) es horizontal con

respecto a N en M , para cada ξ en Rl o S según corresponda. Si γ(t) es horizontal y π(γ(t)) = c(t),

decimos que γ(t) es el levantamiento horizontal de c por h = γ(0).

Dada una curva c(t) en M/N y h ∈ A(Mc(0)), sea γ(t) ∈ A(Mc(t)) la transformación que mapea

{0, ei} en {τNc[0,t](h(0)), τNc[0,t](h(ei))} en el caso af́ın o que mapea {ei} en {τNc[0,t](h(ei))} en el caso de

la esfera. Entonces no es dif́ıcil ver que γ(t) es la única curva horizontal en A(M) que se proyecta

por π en c(t). Esto es, dada c : I →M/N y h ∈ A(Mc(0)), existe un único levantamieno horizontal

de c a A(M) tal que γ(0) = h.

Lema 17 Sea r0 ∈M/N fijo.

1. Existe un entorno U de r0 y una función diferenciable y : TU → M/N tal que para cada

r ∈ U , y(0r) = r y d
dt |0y(tv) = v para cada v ∈ TrM/N .

2. La aplicación

Υ : Tr0M/N ×A(Mr0)× I → A(M)

(v, h, t) 7→ Υ(v, h, t) := γh,v(t)

es diferenciable, donde γh,v(t) es el levantamiento horizontal de y(tv) por h.

Demostración: Sea σ : U → M una sección local de pr : M → M/N definida en un entorno

abierto U de r0 y sea exp : TM →M la aplicación exponencial de M . Entonces y := pr ◦ exp ◦dσ

es la función buscada.

Consideremos ahora la aplicación Υ : Tr0M/N × Mr0 × I → M tal que Υ(v, p, t) = cv,p(t),

donde cv,p(t) es el levantamiento horizontal por P de y(tv). Entonces, si Θ es como en (1.9),

Υ(v, p, t) = Θ−1(y(tv), εv(t)), donde εv(t) es solución del problema

(Ev) ε′(t) = fv(t, ε(t)),

con fv(t, x) = S(y(tv), x)(y(tv))′ y S definida como en (1.10). De la dependencia diferenciable de

las soluciones respecto del parámetro v y de la condición inicial p se tiene que Υ es diferenciable.

Utilizando trivializaciones locales, de la relación entre las curvas horizontales en M y en A(M) no

es dif́ıcil ver que entonces Υ es diferenciable. �
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En lo que resta de esta sección denotaremos por F a la fibra estándard de pr : M → M/N y

por G al grupo de estructura de π : A(M) → M/N . Esto es, F = Rl y G = Aff(l) en el caso

M ⊂ Rn+k y F = Sl y G = O(l + 1) en el caso M ⊂ Sn+k.

Lema 18 Existe una única conexión H en A(M) tal que γ(t) es una curva horizontal para H (i.e.,

γ′(t) ∈ Hγ(t) para cada t) si y sólo si es horizontal en A(M) (i.e. γ(t)(ξ) es horizontal en M con

respecto a N , para cada ξ ∈ F ).

Demostración: Para cada h ∈ A(M), definamos Hh = {γ′(0) : γ(0) = h y γ es horizontal}.

Veremos primero que Hh es un espacio vectorial de dimensión n − l. Sea r = π(h) y sea Υ la

aplicación definida en el lema 17. Consideremos la aplicación k : TrM/N → ThA(M) dada por

k(v) =
d

dt |0
Υ(v, h, t).

Sea X : TrM/N × I → A(M) la función diferenciable dada por X(v, t) = Υ(v, h, t). Como t 7→

Υ(tv, h, 1) define una curva horizontal por h que se proyecta en y(tv), resulta

Υ(v, h, t) = Υ(tv, h, 1).

Entonces k(v) = dX(0,0)(v, 0). Luego k es lineal y de la propiedad 1 del Lema 17 resulta dπ ◦k = id.

Luego k es inyectiva.

Ahora bien, si γ(t) es una curva horizontal en A(M) por h y v = dπh(γ′(0)), entonces no es dif́ıcil

ver que γ′(0) = γ′h,v(0). Luego Hh = Im(k) es un espacio vectorial de dimensión n− l. Como dπ es

un isomorfismo restringido a H y ker(dπ) = V, resulta claro que ThA(M) = Vh ⊕Hh.

Veamos ahora que h 7→ Hh define una distribución C∞ en A(M). Consideremos la aplicación

g : A(M) → M dada por h 7→ g(h) := h(ei), (i ∈ {1, · · · , l} fijo cualquiera o e0 = 0 si M ⊂ Rl).

Si Ψ = (pr,Ψ) : pr−1(U) → U × F es una trivialización local en M , recordemos que ρ = (π, ρ) :

π−1(U)→ U×G con ρ(h) = Ψ◦h es una trivialización local en A(M). Usando estas trivializaciones

locales, resulta fácil ver que g es diferenciable y que dgh es un isomorfismo de Hh en N⊥g(h). Si ahora

Xi son campos que generan N⊥ en un entorno U de g(h), definamos Xi(h
′) como el único vector

de Hh′ mapeado en Xi(g(h′)) por dgh′ , para cada h′ ∈ g−1(U). Entonces no es dif́ıcil ver, utilizando

las trivializaciones locales, que los campos Xi generan H en g−1(U).
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Finalmente, si γ(t) es una curva horizontal en A(M) y a ∈ G, resulta claro que γ(t)a es hori-

zontal, pues en efecto γ(t)(aξ) es horizontal en M cualquiera sea ξ ∈ F . Obtenemos entonces que

(Ra)∗(Hh) = Hha. Luego H define una conexión en A(M).

Es claro, por la definición de H, que si γ(t) es una curva horizontal en A(M), entonces γ(t) es

horizontal con respecto a H. Si ahora γ(t) es horizontal con respecto a H, entonces dgγ(t)(γ
′(t)) ∈

N⊥γ(t)(ei)
, para cada t. Esto implica que γ(t)(ei) es horizontal en M , para cada i = 1, · · · , l y γ(t)(0)

es horizontal en M si M ⊂ Rl. Luego γ(t)(ξ) es horizontal en M cualquiera sea ξ ∈ F . �

Si c : I → M/N es una curva diferenciable en M/N , denotemos por τ̃c el transporte paralelo

en A(M) definido por H, esto es, si h ∈ A(M)c(0), τ̃c(h) = γ(1) donde γ(t) es el levantamiento

horizontal de c por h.

Sea Φ̃0
h el grupo de holonomı́a restringido asociado a la conexión H basado en h ∈ A(M),

Φ̃0
h := {a ∈ G : τ̃c(h) = h ◦ a, p.a. c ∈ Ω0(π(h))}

y sea Φ̃loc
h el grupo de holonomı́a local asociado a H basado en h, esto es

Φ̃loc
h :=

⋂
Φ̃0(h, U)

variando U entre todos los entornos abiertos de r = π(h), donde

Φ̃0(h, U) := {a ∈ Φ̃0(h) : τ̃c(h) = h ◦ a, p.a. c ∈ Ω0(r), c ⊂ U}.

Sea AM(h) el subfibrado de holonomı́a de A(M) por h, esto es

AM(h) := {h′ ∈ A(M) : h′ = τ̃c(h), p.a. c : I →M/N , c(0) = π(h)}.

Observemos que si h′ ∈ AM(h), entonces Φ̃0
h = Φ̃0

h′ ⊃ Φ̃loc
h′ .

Con una leve modificación en la prueba del Teorema 10.2 en [21], tenemos:

Lema 19 Sea h ∈ A(M) y sea U un subconjunto denso de AM(h). Denotemos por g(h) y g∗(h) las

álgebras de Lie de Φ̃0
h y Φ̃loc

h respectivamente. Entonces (como espacio vectorial) g(h) está generada

por g∗(h′), variando h′ ∈ U . En consecuencia, Φ̃0
h está generado por los grupos Φ̃loc

h , variando

h′ ∈ U .
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Demostración: Sea Ω la forma de curvatura de la conexión H en A(M) (cf. [21, p. 75]). Por el

Teorema de Ambrose-Singer ([3]) g(h) = span{Ωv(X,Y ) : v ∈ AM(h), X, Y ∈ Hv}. Definamos

g′ := span{Ωv(X,Y ) : v ∈ U , X, Y ∈ Hv}.

Es claro que g′ ⊂ g, y como U es denso en AM(h), de la continuidad de Ω en v, X e Y surge la

otra contención. A partir de aqúı, la prueba es exáctamente igual al correspondiente teorema para

una conexión en un fibrado principal (cf. [21, Ch. II, Th. 10.2]) �

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema 16:

Demostración Teorema 16: Sea h ∈ A(M) y sea r = π(h). Consideremos la aplicación Th(a) =

h ◦ a ◦ h−1, a ∈ G. Si a ∈ Φ̃0
h, sea c ∈ Ω0(r) y sea γ(t) el levantamiento horizontal de c por h tal

que γ(1) = h ◦ a. Entonces h ◦ a ◦h−1 = γ(1) ◦h−1 = τNc ∈ Φ0
r . Rećıprocamente, h−1 ◦ τNc ◦h ∈ Φ̃0

h,

con lo cual Th define un isomorfismo de Φ̃0
h en Φ0

r . Es posible hallar un entorno U de r tal que

Φ̃loc
h = Φ̃0(h, U) y Φloc

r = Φ0(r, U) (cf. [21, Prop. 10.1]), de donde resulta que Th define también un

isomorfismo entre Φ̃loc
h y Φloc

r .

Sea C un subconjunto denso de M/N y pongamos U = π−1(C) ∩ AM(h). Entonces U es denso

en AM(h) y a partir del Lema 19 resulta que Φ0
r está generado por Th(Φloc

h′ ), variando h′ ∈ U .

Observemos que h′ = τ̃c(h) para alguna curva c : I → M/N tal que c(0) = r, c(1) = π(h′) ∈ C.

Bastará ver que Th(Φ̃loc
h′ ) = (τNc )∗(Φloc

c(1)).

En efecto, si f ∈ Φ̃loc
h′ , entonces existe un elemento τNα ∈ Φloc

π(h′) tal que f = (h′)−1 ◦ τNα ◦h′. Luego

Th(f) = (τ̃c(h) ◦ h−1)−1 ◦ τNα ◦ (τ̃c ◦ h−1) = (τNc )−1 ◦ τNα ◦ τNc ∈ (τNc )∗(Φloc
c(1)). �
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2.1. Variedades focales, tubos esféricos y holonómicos

En esta sección introduciremos las principales herramientas de la teoŕıa de subvariedades que

necesitaremos en el resto del trabajo: focalización y la construcción de tubos holonómicos. No

presentaremos las pruebas de la mayoŕıa de las propiedades. Para las mismas y otros detalles

referimos a [4], [31] y [19].

Sea M una subvariedad (pseudo-)riemanniana de una variedad (pseudo-)riemanniana completa

M . Se denomina exponencial normal de M a la aplicación exp⊥ : νM →M tal que exp⊥(p, ξp) =

γξp(1), donde γξp es la única geodésica por p en M con velocidad inicial ξp. De manera análoga

al caso de la aplicación exponencial exp : TM → M , puede verse que la exponencial normal es

diferenciable. Sea Z : M → νM la sección cero, esto es, Z(p) = 0p ∈ νpM . Un entorno abierto U

de M en M se denomina entorno normal si es la imagen difeomorfa v́ıa exp⊥ de un entorno de Z

en νM . Es posible probar que si M es embebida entonces M admite un entorno normal en M (cf.

[29, Prop. 7.26]). Si M no es embebida, entonces este resultado vale sólo localmente.

Si el espacio ambiente M es Rn o Ln, la exponencial normal viene dada por

exp⊥(p, ξp) = exp⊥p ξp = p+ ξp.

La conexión normal en M induce una partición en el fibrado tangente del fibrado normal de M

en las distribuciones vertical y horizontal correspondientes. Esto es T(p,ξp)νM = Ṽ(p,ξp) ⊕ H̃(p,ξp),

donde Ṽ(p,ξp) es el espacio tangente a las fibras del fibrado pr : νM →M , o sea

Ṽ(p,ξp) = T(p,ξp)νpM

y H̃(p,ξp) es el espacio horizontal dado por la conexión normal en M , o sea,

H̃(p,ξp) = { d
dt
|0ξ(t) : ξ(0) = (p, ξp)},

donde ξ(t) es el transporte paralelo de ξp a lo largo de curvas en M por p y la derivada representa

la derivación como curva en νM (cf. [32]). Por otra parte, como pr−1(p) = νpM es un espacio
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vectorial, el espacio vertical Ṽ(p,ξp) se identifica con νpM via el isomorfismo J(p,ξp) : νpM → Ṽ(p,ξp)

tal que J(p,ξp)(ηp) = d
dt |0(p, ξp + tηp). Mediante un sencillo cálculo resulta que

d exp⊥(p,ξp) |Ṽ(p,ξp) = J −1
(p,ξp) (2.1)

d exp⊥(p,ξp) |H̃(p,ξp)
= (Id−Aξp) ◦ d pr(p,ξp) (2.2)

Observemos que la diferencial de la exponencial normal mapea vectores verticales en vectores

normales a M y vectores horizontales en vectores tangentes a M .

Sea entonces M una subvariedad Riemanniana del espacio Eucĺıdeo. Un punto p + ξp ∈ Rn se

dice focal para M si es un valor cŕıtico de exp⊥. De (2.1) y (2.2) resulta que d exp⊥(p,ξp) tiene el

mismo rango que (Id−Aξp), con lo cual p+ ξp es un punto focal si ker(Id−Aξp) 6= 0.

Si existe un campo normal paralelo ξ a M (i.e, ∇⊥ξ ≡ 0) tal que 1 es un autovalor de Aξ de

multiplicidad constante, entonces dim(ker(Id−Aξp)) no depende de p y

Mξ = {x+ ξ(x) : x ∈M}

es una subvariedad del espacio ambiente denominada variedad focal de M si ker(Id − Aξp) 6= 0

y una subvariedad paralela a M si ker(Id−Aξ) = {0}. La proyección

π : M →Mξ / π(x) = x+ ξ(x)

que denominaremos mapa focal es una submersión si Mξ es focal y un difeomorfismo si Mξ es

paralela (cf. [4, sec. 4.4]).

Denotemos por Vp y Hp a los espacios vertical y horizontal de π en p respectivamente, es decir,

Vp = Tp(π
−1(π(p))) y Hp es su complemento ortogonal en TpM . Entonces es inmediato verificar

que:

Vp = ker(Id−Aξ) = ker(dπp) ;

Hp = Tπ(p)Mξ (como subespacios de Rn);

νπ(p)Mξ = Vp ⊕ νpM (como subespacios de Rn).

La distribución vertical V es integrable, sus subvariedades integrales son las fibras de la submersión

π. Más aún, a partir de la ecuación de Codazzi (1.5) es muy simple verificar que V es autoparalela

(cf. [4, lema 4.4.5]) y en consecuencia las fibras son subvariedades totalmente geodésicas de M .
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Por otra parte, como ξ es paralelo respecto de la conexión normal de M , R⊥(X,Y )ξ = 0. Luego,

por la ecuación de Ricci (1.6), Aξ conmuta con todos los operadores de forma y entonces V (y en

consecuencia H) es invariante por todos los operadores de forma de M .

Si Mξ una variedad focal de M , existe una relación muy importante entre los transportes paralelos

en M y Mξ. Fijemos p ∈ M y sean η ∈ νpM ⊂ νπ(p)Mξ y c̃ una curva horizontal por p, esto es,

c̃(0) = p y c̃ ′(t) ∈ Hc̃(t) para cada t. Si c = π(c̃), entonces el transporte paralelo de η a lo largo de

c̃ y c respecto de las conexiones normales de M y Mξ respectivamente, coinciden.

En efecto, sea η̃(t) el transporte paralelo de η a lo largo de c̃(t). Entonces η̃(t) ∈ νc̃(t)M ⊂ νc(t)Mξ.

Denotemos por A el operador de forma de M y por Â el de Mξ. Entonces, como c̃ ′(t) ∈ Hc̃(t) y H

es invariante por A, resulta η̃ ′(t) = −Aη̃(t)c̃
′(t) ∈ Hc̃(t) = Tc(t)Mξ. Por otra parte,

∇⊥c′(t)η̃(t) = ∇̃c′(t)η̃(t) + Âη̃(t)c
′(t) = η̃′(t) + Âη̃(t)c

′(t) ∈ Tc(t)Mξ

Luego η̃(t) es paralelo a lo largo de c. Si ahora η(t) es el transporte paralelo de η a lo largo de c(t),

es fácil ver que η(t) es normal a M y (de manera análoga a lo anterior) que η(t) es paralelo a lo

largo de c̃.

A partir de esta propiedad, es fácil establecer cómo se relacionan los operadores de forma de

una variedad y sus variedades focales, mediante las denominadas fórmulas de tubo (cf. [4, lema

4.4.7]): para cada η ∈ νpM ⊂ νπ(p)Mξ se verifican

Âη = Aη
[
(Id−Aξ)|H

]−1
; Aη = Âη(Id+ Âξ)

−1. (2.3)

Sea ahora r > 0 un número real y consideremos el subconjunto

νrM = {(p, ξp) ∈ νM : ‖ξp‖ = r}.

del fibrado normal νM . Entonces νrM es un subfibrado de νM con fibra estándar Sk−1(r) (donde

k = codim(M)) denominado subfibrado esférico de νM (cf. [32, 9.25]). Supongamos que existen

un entorno V de la sección cero en νM y un entorno U de M de modo que exp⊥ : V → U es un

difeomorfismo y es posible tomar r lo suficientemente pequeño de modo que νrM ⊂ V (en particular

1 no es autovalor de Aξ cada vez que ‖ξ‖ = r), entonces

Sr(M) = exp⊥(νrM)
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es una subvariedad inmersa de Rn (o Ln) denominada tubo esférico de M (esta construcción puede

hacerse siempre al menos localmente). Observemos que dimSr(M) = dim(M) + dim(νpM) − 1 =

n− 1, o sea que Sr(M) es una hipersuperficie en Rn, y en consecuencia tiene fibrado normal plano.

Cada elemento de Sr(M) es de la forma x = p + ξp con p ∈ M y ξp ∈ (νrM)p. Podemos definir

entonces la proyección

π : Sr(M)→M / π(x = p+ ξp) = p. (2.4)

Observemos que π◦exp⊥ = pr con lo cual π es una submersión. Denotemos por Vπ a la distribución

vertical de π y por Hπ a su complemento ortogonal en TSr(M). Entonces es claro que

Vπp+ξp = d exp⊥(p,ξp)(Ṽ(p,ξp) ∩ T(p,ξp)(νrM)p)

y en particular,

π−1(p) = p+ (νrM)p.

A partir de (2.2) obtenemos que d exp⊥(H) es tangente a M y en consecuencia normal a Vπ. Como

TSr(M) = d exp⊥(V)⊕ d exp⊥(H), deberá ser Hπ = d exp⊥(H) y en particular

Hπx = Tπ(x)M

para cada x ∈ Sr(M).

Consideremos ahora el campo normal Ψ a M definido por

Ψ(x) = π(x)− x. (2.5)

Un simple cálculo muestra que Ψ es paralelo en las direcciones verticales y horizontales en Sr(M) y

en consecuencia es paralelo respecto a la conexión normal en Sr(M). Más aún, si Â es el operador

de forma de Sr(M), entoces ker(Id − ÂΨ) = ker(dπ) y en consecuencia M = (Sr(M))Ψ es una

variedad focal a Sr(M) en la dirección de Ψ y el mapa focal coincide con π.

Fijemos ahora p ∈ M y consideremos un vector normal ηp ∈ νpM con ‖ηp‖ = r. Dado cualquier

otro vector ξq normal a M en q ∈ M , denotaremos ξq ∼ ηq para indicar que ξq puede obtenerse

trasladando paralelamente ηp a lo largo de una curva en M que una p con q. El subconjunto

Hol(ηp) := {ξq ∈ νM : ξq ∼ ηp}
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del fibrado normal νM de M , constituye un subfibrado principal (no vectorial) de νM , denominado

subfibrado de holonomı́a por ηp (cf. [21] o [32]). Más aún, Hol(ηp) ⊂ νrM . Denominamos tubo

holonómico de M por ηp a

Mηp = exp⊥(Hol(ηp))

o sea que los elementos de Mηp son de la forma c(1) + τ⊥c (ηp) con c : [0, 1] → M una curva

diferenciable por p. El tubo holonómico Mηp es una subvariedad inmersa de Rn contenida en el

tubo esférico Sr(M) y tenemos entonces definida la submersión

π : Mηp →M / c(1) + τ⊥c (ηp)
π→ c(1).

Es fácil verificar que las fibras de π son órbitas de la acción del grupo de holonomı́a normal de M

sobre los espacios normales afines de M (cf [4], [19]). Más precisamente,

π−1(π(x)) = π(x) + Φ⊥π(x) · (x− π(x)).

El campo normal Ψ(x) = π(x)−x restringido aMηp es un campo normal paralelo al tubo holonómico

y M es una variedad focal a Mηp en la dirección de Ψ con proyección π.

Como ya hemos mencionado, los tubos esféricos son hipersuperficies en Rn o Ln y por lo tanto

tienen fibrado normal plano. Los tubos holonómicos son subvariedades de los tubos esféricos pero no

hay razón para que compartan esta propiedad. Denominamos distancia focal de M al supremo de

los reales positivos ε tales que 1 no es un autovalor de Aξ si ‖ξ‖ < ε. Observemos que la distancia

focal de M puede ser 0, pero al menos localmente (es decir, en un entorno de cada punto) es

estrictamente positiva. Entoces tenemos (cf. [4, Prop. 4.4.12], [19, Th. B])

Lema 20 Si ηp está en una órbita de dimensión máxima en el espacio normal νpM para la acción

del grupo de holonomı́a normal restringido (Φ⊥p )0 y ‖ηp‖ es menor que la distancia focal de M ,

entonces el tubo holonómico Mηp tiene fibrado normal plano.

Es importante observar que este resultado es consecuencia del denominado Teorema de Holonomı́a

Normal, [24], que establece que el grupo de holonomı́a normal restringido actúa polarmente en el

espacio normal.
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2.2. Foliación por tubos holonómicos

Esta sección está mayormente inspirada en [7]. En este trabajo, los autores introducen la foliación

de un tubo holonómico N de una subvariedad M del espacio Eucĺıdeo por tubos holonómicos, y

establecen relaciones entre la geometŕıa de N y la de M . Dedicaremos esta sección a la prueba

de propiedades similares que obtendremos de trabajar con un tubo esférico foliado por tubos ho-

lonómicos. De esta manera, mucho del trabajo presentado en [7] se simplifica y será suficiente para

nuestras necesidades.

Sea M una subvariedad de Rn y asumamos que existe un tubo esférico bien definido

N = Sε(M) = {q + ξq : q ∈M, ξq ∈ νqM, ‖ξq‖ = ε}

alrededor de M (como ya hemos remarcado, esto siempre ocurre localmente). Sean π : N → M y

Ψ la proyección y el campo normal paralelo a N definidos en la sección anterior, respectivamente.

Asumamos que N tiene ı́ndice de nulidad constante. Denotemos por Â el operador de forma de

N . Entonces E0 = ker(ÂΨ) es la distribución de nulidad de N . Para cada x ∈ N , definamos

S(x) := π−1(π(x)).

Sea E1 = ker(Id− ÂΨ) = ker(dπ). Entonces E1(x) = TxS(x) para cada x ∈ N . Consideraremos M

y N como subvariedades del espacio de Lorentz de dimensión n+2, Ln+2, identificando Rn con una

horosfera n-dimensional del espacio hiperbólico Hn+1 (cf. [1]). Denotemos por η el campo normal

a Hn+1 dado por η(x) = −x y pongamos

Ψ̃ := δΨ + η,

para cualquier δ de modo que Ψ̃ sea temporal (este requerimiento es necesario para trabajar con

holonomı́a normal en el espacio de Lorentz, cf. [28]). Un simple cálculo muestra que

ker(Id− Â
Ψ̃

) = E0.

Entonces podemos foliar N (localmente, ver [4]) por los tubos holonómicos

H(x) = (N
Ψ̃

)−Ψ̃(x)
⊂ N. (2.6)
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Como trabajaremos localmente, podemos asumir que estos tubos holonómicos tienen todos la misma

dimensión.

Consideremos la distribución ν̃ en N que a cada x ∈ N le asocia el espacio normal del tubo

holonómico H(x), como subvaridad de N . Esta distribución verifica las siguientes propiedades,

Lema 21 (Prop. 2, [7]) . Con las notaciones anteriores,

1. La distribución ν̃ en M es autoparalela (por consiguiente con subvariedades integrales total-

mente geodésicas), invariante bajo el operador de forma de N y contenida en la nulidad de

N . Más aún, si Σ̃(x) es la subvariedad integral de ν̃ por x ∈ N , entonces

Σ̃(x) = (x+ νxH(x)) ∩N.

2. La restricción de ν̃ a cualquier H(x) es un subfibrado paralelo y plano de ν0H(x), el mayor

subfibrado paralelo y plano de νH(x). Más aún, si y ∈ H(x), Σ̃(y) se mueve paralelamente

respecto de la conexión normal de H(x).

3. Si y ∈ Σ̃(x), entonces existe un campo normal paralelo ς a H(x) tal que ς(x) = y − x y

H(y) = H(x)ς .

Dedicaremos el resto de esta sección a la prueba de la siguiente propiedad (cf. [7, Sec. 2.5]),

Teorema 22 La distribución ν̃ se proyecta a una distribución C∞, integrable, ν∗ = π∗(ν̃) en

M , que resulta autoparalela y contenida en la distribución de nulidad N de M . Dado p ∈ M , la

subvariedad integral maximal Σ∗(p) de ν∗ por p, es una subvariedad totalmente geodésica del espacio

Eucĺıdeo ambiente y para cualquier x ∈ π−1(p),

Σ∗(p) = Σ̃(x) + Ψ(x).

La distribución ortogonal complementaria H∗ a ν∗ en M es integrable e invariante por los operadores

de forma de M . Una subvariedad integral por p coincide localmente con π(H(x)), cualquiera sea

x ∈ π−1(p). Más aún, la restricción de ν∗ a π(H(x)) es un subfibrado paralelo y plano del fibrado

normal ν(π(H(x))) en el espacio ambiente.
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Necesitaremos del siguiente

Lema 23 Sea w ∈ S(x), entonces Σ̃(x) = Σ̃(w) + (x− w).

Demostración: Denotemos por π̃ : N → N
Ψ̃

el mapa focal. Si x, y ∈ N , denotaremos x ∼E0 y si

x e y pueden unirse mediante una curva (diferenciable a trozos) en N , normal a E0 en todo punto.

Veamos que, localmente,

H(x) = {y ∈ N : x ∼E0 y}. (2.7)

En efecto, sea y en un entorno de x tal que H(x) ⊂ N . Entonces y = c(1) + τ̃⊥c (−Ψ̃(x)) con

c : [0, 1]→ N
Ψ̃

una curva tal que c(0) = π̃(x), donde τ̃⊥ representa el transporte paralelo respecto

de la conexión normal en M
Ψ̃

. Sea c el levantamiento horizontal de c por x, respecto de π̃. Entonces

c(t) = c(t) + Ψ̃(c(t)). Como el transporte paralelo de Ψ̃(x) a lo largo de c respecto de la conexión

normal de N
Ψ̃

y a lo largo de c respecto de la conexión normal en N coinciden y Ψ̃ es paralelo en

N , resulta y = c(1)− Ψ̃(x) = c(1). Recordando que el subespacio horizontal para π̃ viene dado por

ker(π̃)⊥ = E⊥0 , concluimos que x ∼E0 y. La otra contención se demuestra similarmente.

Observemos que para cada x ∈ N , TS(x) = E1 ⊥ E0, con lo cual obtenemos

S(x) ⊂ H(x).

Veremos primero que Ψ puede ser considerado como un normal de curvatura paralelo de H(x),

para cada x ∈ N . Necesitaremos de la siguiente propiedad: si C ⊂ D ⊂ Rn son subvariedades con

fibrado normal plano tal que C es invariante bajo el operador de forma de D, y η es un normal de

curvatura paralelo de D con autodistribución asociada E tal que E|C ⊂ TC, entonces η := η|C es

un normal de curvatura paralelo de C (cf. [7, Lemma 1]).

Observemos que Ψ es el normal de curvatura paralelo asociado al autovalor 1 del operador de

forma ÂΨ de N . De la propiedad (2) del Lema 21 obtenemos que H(x) tiene fibrado normal plano.

En efecto,

νH(x) = ν̃|H(x) ⊕ νN|H(x) = ν̃|H(x) ⊕ RΨ|H(x). (2.8)

Por otra parte, TN|H(x) = ν̃|H(x)

⊥
⊕ TH(x) y ν̃ es Â-invariante. Luego H(x) es Â invariante.

Finalmente observemos que la autodistribución asociada al autovalor 1 de ÂΨ es E1 = TS(x), y
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como S(x) ⊂ H(x), obtenemos (E1)|H(x) ⊂ TH(x). Podemos aplicar la propiedad a C = H(x) y

D = N y obtenemos que Ψ := Ψ|H(x) es un normal de curvatura paralelo de H(x).

Fijemos x ∈ N y sea y ∈ Σ̃(x). Sea ς el campo normal paralelo a H(x) tal que ς(x) = y − x dado

por el Lemma 21 (2). Veremos ahora que ς es constante a lo largo de cada fibra S(z), para cada

z ∈ H(x).

Como Ψ y ς son ambos paralelos, y ς es tangente a las subvariedades totalmente geodésicas Σ̃,

obtenemos 〈Ψ, ς〉 ≡ 0. Por otra parte, dada una curva arbitraria c(t) ⊂ S(z), resulta

d

dt
ς(c(t)) = AH(x)

ς c′(t) = 〈ς,Ψ〉 c′(t) = 0

donde AH(x) es el operador de forma de H(x) como subvariedad del espacio ambiente. Luego ς es

constante en el espacio Eucĺıdeo ambiente a lo largo de c.

Sea entonces w ∈ S(x). Dado y ∈ Σ̃(x), definamos el campo ς como recién hicimos. Sea c una

curva en S(x) ⊂ H(x) uniendo x con w. Entonces, del Lema 21 (3), w+τ
H(x)
c (y−x) ∈ Σ̃(w), donde

τH(x) representa el transporte paralelo respecto de la conexión normal en H(x). Pero por lo que

acabamos de probar, τ
H(x)
c (y − x) = τ

H(x)
c ς(x) = y − x, de donde obtenemos y + (w − x) ∈ Σ̃(w),

o sea Σ̃(x) + (w − x) ⊂ Σ̃(w). La otra contención es análoga. �

Observación 24 Sea y ∈ S(x) y ς el campo normal a H(x) definido en la demostración anterior.

Dado z ∈ S(x), como Σ̃(z) está contenida en la distribución de nulidad de N , resulta que Σ̃(z) es

totalmente geodésica en el espacio ambiente y el campo normal Ψ a N es constante a lo largo de

Σ̃. Entonces z + ς(z) ∈ Σ̃(z) y Ψ(z + ς(z)) = Ψ(z).

Demostración Lema 22: Como consecuencia del Lema 23 obtenemos que ν̃ es constante en el

espacio ambiente a lo largo de cada fibra de la submersión π. Por otra parte, dπ = (Id − ÂΨ),

donde Â es el operador de forma de N . Como ν̃ está contenida en la nulidad de N , es inmediato

que ν̃ se proyecta a una distribución ν∗, bien definida y C∞ sobre M . Como ν̃ es horizontal para

π, si X ∈ ν∗p y X es su levantamiento horizontal por x ∈ N respecto de π, entonces X ∈ ν̃x, y

Xπ(x) = dπx(Xx) = Xx, como vectores en Rn. De aqúı resulta fácilmente que ν∗ es autoparalela. y

que las subvariedades integrales de ν∗ son π(Σ̃(x)) = Σ̃(x) + Ψ(x).
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Para cada p ∈ M definamos H∗p = (ν∗p)⊥, donde el complemento ortogonal es tomado en TpM .

Entonces H∗ es una distribución C∞ en M . Probaremos que H∗p = dπx(TxH(x)) cualquiera sea

x ∈ π−1(x). Seguirá entonces que la subvariedad integral por p coincide localmente con π(H(x))

cualquiera sea x ∈ π−1(p).

Sea c̃ una curva en H(x) por x y sea X un campo vectorial en ν∗ definido cerca de p. Sea X su

levantamiento horizontal a N . Entonces, como dπx(c̃′(0)) = (Id−ÂΨ)c̃′(0) y ÂΨXx = 0, obtenemos

〈
dπx(c̃′(0)), Xp

〉
=
〈

(Id− ÂΨ)c̃′(0), Xx

〉
=
〈
c̃′(0), Xx

〉
−
〈
c̃′(0), ÂΨXx

〉
= 0.

Luego dπx(TxH(x)) ⊂ H∗π(x). La otra inclusión es inmediata, dado que el levantamiento horizontal

de un vector en H∗(p) a TxN yace en TxH(x).

De (2.8) obtenemos además inmediatamente que la restricción de ν∗ a π(H(x)) es un subfibrado

paralelo y plano del espacio normal ν(π(H(x))) en el espacio ambiente. Esto, junto con el hecho

de que las subvariedades integrales de ν∗ son totalmente geodésicas en el espacio ambiente, prueba

que ν∗ está contenida en la nulidad N de M . �

Observación 25 Como consecuencia del lema anterior, obtenemos que cualquier campo normal

paralelo a H(x) (tangente a N) se proyecta a un campo normal paralelo a π(H(x)).

2.3. El teorema local

En esta sección daremos una descripción local de cualquier subvariedad del espacio Eucĺıdeo o la

esfera que involucra la distribución de nulidad. Más precisamente, probaremos

Teorema 26 Sea M una subvariedad del espacio Eucĺıdeo Rn o la esfera Sn y sea Np el subespacio

de nulidad de M en p. Si U es un subconjunto abierto de M y p, q ∈ U , denotaremos por p ∼U q

si p y q pueden unirse por una curva c contenida en U tal que c′(t) ⊥ Nc(t) para cada t. Para cada

p ∈ U , sea [p]U la clase de equivalencia

[p]U := {q ∈ U : p ∼U q}.

Entonces existe un subconjunto abierto y denso C de M tal que para cada p ∈ C se satisface uno y

sólo uno de los siguientes enunciados:
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1. [p]U contiene un entorno de p, para cada entorno abierto U de p.

2. Existe un entorno abierto U de p y una subvariedad propia S de U tal que p ∈ S y U es

la unión de variedades paralelas a S a lo largo de un subfibrado paralelo y plano ν∗ de ν(S)

contenido en N|U . Más aún, las hojas de esta foliación paralela son, localmente, clases de

equivalencia.

Probaremos primero un lema técnico.

Sea p ∈ M y sea U un entorno abierto de p tal que existe un tubo esférico S(U) bien definido

alrededor de U . Decimos que p es un punto genérico de M si p está en la imagen, v́ıa la proyección

radial π definida en (2.4), de un subconjunto abierto de S(U), donde el ı́ndice de nulidad de S(U)

es constante y los tubos holonómicos H(x) definidos en (2.6) tienen la misma dimensión. Tenemos

entonces,

Lema 27 El conjunto de puntos genéricos de M es abierto y denso en M .

Demostración: Sea C̃ el subconjunto abierto y denso de M formado por los puntos donde el ı́ndice

de nulidad es localmente constante (cf. Lema 1). Consideremos un cubrimiento abierto {Uα} de C̃

tal que el ı́ndice de nulidad µ de M sea constante en cada Uα y tal que el tubo esférico

Nα = Sεα(Uα) = {q + ξq : q ∈ Uα, ‖ξq‖ < εα}

esté bien definido para algún εα > 0. Sea πα : Nα → Uα la proyección radial correspondiente y Ψα

el campo normal paralelo a Nα definido en (2.5). Podemos considerar un subconjunto abierto y

denso Aα de Nα tal que el ı́ndice de nulidad de Nα sea constante en cada componente conexa de

Aα. Achicando Aα, en virtud de que la unión de las órbitas de dimensión máxima para la acción

polar de un grupo de isometŕıas en el espacio Eucĺıdeo forman un subconjunto denso (cf. la sección

3.1), podemos asumir que los tubos holonómicos

Hα(x) = (Nα
Ψ̃α

)−Ψ̃α(x)

tienen la misma dimensión en cada componente conexa de Aα. Observemos que π(Aα) es abierto

y denso en Uα y entonces C :=
⋃
α πα(Aα) ⊂ C̃ es abierto y denso en M . �
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Demostración Teorema 26: Asumamos primero que M es una subvariedad del espacio Eucĺıdeo.

Sea C el conjunto abierto y denso de M de puntos genéricos dado por el Lema 27.

Sea p ∈ C y supongamos que no vale la afirmación (1). Sean U un entorno abierto de p, N un

tubo esférico alrededor de U y π : N → U la proyección radial. Sea V un abierto en N con ı́ndice

de nulidad constante, tal que los tubos holonómicos

H(x) = (N
Ψ̃

)−Ψ̃(x)

(cf. sección 2.2) tienen dimensión constante y tal que p ∈ π(V ).

Entonces, a partir del Lema 22, obtenemos que π(V ) está foliado por las subvariedades π(H(x)).

A partir del Lema 21 (3) y de la observación 25, obtenemos que estas subvariedades son paralelas

a lo largo de el subfibrado paralelo y plano ν∗ de νπ(H(x)). Basta tomar x0 ∈ π−1(p) ∩ V y

S = π(H(x0)).

Veremos ahora que si q = π(x) ∈ π(V ), entonces

π(H(x)) = [q]U (localmente, alrededor de q).

Tomemos y ∈ H(x) (cercano a x). Entonces, de (2.7), existe una curva c̃(t) en V uniendo x e y,

perpendicular a E0 = ker ÂΨ en todo punto, donde Â es el operador de forma de N . Pongamos

c(t) = π(c̃(t)) = c̃(t) + Ψ(c̃(t)). Veremos que entonces c es perpendicular a (π)∗(E0) en todo punto.

En efecto, fijemos t0 y sea ṽ ∈ E0(c̃(t0)). Entonces dπc̃(t0)ṽ = ṽ − ÂΨṽ = ṽ. Luego

〈
c′(t0), dπc̃(t0)ṽ

〉
=
〈
c̃′(t0)− ÂΨ(c̃′(t0)), ṽ

〉
=
〈
c̃′(t0), ṽ

〉
−
〈
c̃′(t0), ÂΨṽ

〉
= 0.

A partir de la fórmula del tubo relacionando los operadores de forma de M y N (cf. 2.3) obtenemos

fácilmente que N ⊂ (π)∗(E0). Luego c(t) es una curva horizontal con respecto a N en U uniendo

q y π(y). Concluimos que π(H(x)) ⊂ [q]U (localmente, alrededor de q).

La otra inclusión se obtiene del hecho que la distribución H∗ definida en el lema 22 es integrable

y sus subvariedades integrales son los conjuntos π(H(x)). De hecho, si q′ ∈ [q]U , existe una curva

horizontal (con respecto a N ), c(t) uniendo q y q′ contenida en U . Pero por el lema 22, ν∗ ⊂ N .

Luego c′(t) ⊥ ν∗(c(t)), esto es c′(t) ∈ H∗(c(t)), para cada t. Luego q′ está en la misma subvariedad

integral de H∗ que q, o sea q′ ∈ π(H(x)).
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Supongamos ahora que M es una subvariedad de la esfera. Consideremos el campo normal po-

sición η en Sn definido por η(p) = p. Observemos que η es paralelo en la conexión normal de Sn

como subvariedad de Rn+1, y que ASn
η = −Id. Podemos elegir un número real positivo δ < 1 lo

suficientemente pequeño de modo que

M :=
⋃

−δ<ε<δ
Mεη (2.9)

sea una subvariedad bien definida de Rn+1, donde Mεη es la variedad paralela a M definida por el

campo normal paralelo εη. Observemos que Mεη está contenida en la esfera Sn(1+ε), centrada en el

origen de radio 1 + ε. Denotemos por πε : M →Mεη el mapa focal usual (observar que π0 = IdM ).

Sea N q el subespacio de nulidad de M en q ∈M . Probaremos que

N πε(p) = (dπε)p(Np)⊕ Rη(p). (2.10)

Pongamos q = πε(p) ∈Mεη. Observemos primero que

TqM = TqMεη

⊥
⊕ Rηq.

Sea Ã el operador de forma de M (como subvariedad de Rn+1). Veamos que TqMεη, y en conse-

cuencia Rηq, son Ã-invariantes. En efecto, sea c(t) una curva en Mεη con c(0) = q y sea ξq ∈ νqM .

Sea ξ(t) el transporte paralelo de ξq a lo largo de c respecto de la conexión normal de M . Entonces

〈
Ãξqc

′(0), ηp

〉
= −

〈
ξ′(0), ηq

〉
=

〈
ξ(0),

d

dt |0
η(c(t))

〉
− d

dt |0
〈ξ(t), η(c(t))〉 = −

〈
ξq, c

′(0)
〉

= 0.

Concluimos entonces que cualquiera sea ξq ∈ νqM

ker Ãξq = ker Ãξq |TqMεη
⊕ ker Ãξq |Rηq .

Sea v ∈ ker Ãξq |TqMεη
. Sea c̃ una curva en M tal que c̃(0) = p y c ′(0) = v, con c(t) = πε(c̃(t)). Sea

ξ(t) el transporte paralelo a lo largo de c respecto de la conexión normal en M . Observemos que

ξ(t) puede también considerarse como un campo normal a M a lo largo de c̃, pues M y Mεη son

variedades paralelas. Entonces

0 = −Ãξq(v) = ξ ′(0) = ∇Sn
c̃ ′(0)ξ + αSn(c̃ ′(0), ξ(0)),
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donde ∇Sn es la conexión de Levi-Civita de Sn y αSn es la segunda forma fundamental de Sn como

subvariedad de Rn+1. Pero

αSn(c̃ ′(0), ξ) = −
〈
c̃ ′(0), ξ

〉
η = 0

con lo cual

0 = ∇Sn
c̃ ′(0)ξ = Aξ c̃

′(0) +∇⊥c̃ ′(0)ξ

(A y ∇⊥ son la segunda forma fundamental y la conexión normal de M como subvariedad de Sn

respectivamente). Concluimos que ξ es paralelo en M a lo largo de c̃ respecto de la conexión normal

de M (como subvariedad de Sn) y c̃′(0) ∈ kerAξ. Luego

v = (dπε)p(c̃
′(0)) ∈ (dπε)p(kerAξ(0)).

De manera análoga probamos que si c̃ ′(0) ∈ kerAMξ , entonces dπεc̃
′(0) ∈ ker Ãξq |TqMεη

. Luego

⋂
ξ∈νqN

ker Ãξq |TqMεη
= (dπε)pNp.

Es fácil ver que Ãξqη = 0, lo que concluye la prueba de (2.10).

Sea U un subconjunto abierto en M tal que U := U ∩M es abierto en M . Denotemos por [q]∗
U

el

conjunto de puntos de M que pueden ser unidos a q por una curva perpendicular a N contenida en

U . A partir de (2.10) es claro que si q ∈Mεη entonces [q]∗
U
⊂Mεη y, en particular, si p ∈M entonces

[p]∗
U

= [p]U . Entonces le teorema para M sigue de aplicar a M el resultado del caso Eucĺıdeo. �



Caṕıtulo 3

El teorema global

41
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3.1. Acciones de un grupo por isometŕıas

Denotemos por Q una forma espacial Rn, Sn o Hn y consideremos la acción de un subgrupo de

Lie G de Iso(Q) en Q. Sea p ∈ Q y sea Gp el subgrupo de isotroṕıa en p para la acción de G en

Q. Una órbita G · p se dice principal si para cada q ∈ Q, Gp es conjugado en G a algún subgrupo

de Gq. Si G · p es una órbita principal, p se dice un punto principal. Cada órbita principal es de

dimensión máxima y el conjunto P de puntos principales es abierto y denso de Q.

La acción de Gp en Q deja invariantes los espacios tangente y normal a la órbita G · p (o sea, si

g ∈ Gp y v ∈ Tp(G · p), entonces dgp(v) ∈ Tp(G · p), y análogamente para νp(G · p)). Entonces están

bien definidas las acciones de Gp en Tp(G · p) y νp(G · p) dadas por

χp : Gp × Tp(G · p)→ Tp(G · p), (g,X) 7→ g ·X = dgpX (3.1)

σp : Gp × νp(G · p)→ νp(G · p), (g, ξ) 7→ g · ξ = dgpξ. (3.2)

La acción (3.1) se denomina representación isotrópica de la acción en p, mientras que la ac-

ción (3.2) se denomina representación slice de la acción en p. La representación slice permite

caracterizar las órbitas principales. En efecto, tenemos el siguiente resultado (cf. [4, Th. 3.1.3])

Lema 28 Una órbita G · p es principal si y sólo si la representación slice σp es trivial.

Un campo vectorial X en Q se dice G-equivariante si Xgp = g · Xp para cada p ∈ Q, g ∈ G.

Supongamos que G · p es una órbita principal y sea ξp ∈ νp(G · p). Definamos

ξ̂gp = g · ξp

Entonces ξ̂ es un campo normal a G · p, G-equivariante, bien definido. En efecto, si g, g′ ∈ G son

tales que gp = g′p entonces g−1g′ ∈ Gp y, a partir del Lema 28, g−1g′ · ξp = ξp.

Presentaremos en lo que sigue los conceptos de acción polar y subvariedades isoparamétricas. Am-

bos son muy importantes en el estudio de la geometŕıa de subvariedades y resultarán fundamentales

en la prueba de nuestro teorema global.



CAPÍTULO 3. EL TEOREMA GLOBAL 44

Decimos que la acción de un subgrupo de Lie G de Iso(G) es polar si existe una subvariedad

totalmente geodésica Σ, denominada una sección para la acción de G, que interseca a todas las

órbitas y es perpendicular a ellas en los puntos de intersección. Si la acción de G en Q es polar,

una órbita es principal si y sólo si es de dimensión máxima (cf. [4, Cor. 5.4.3])).

Podemos dar una definición equivalente de una acción polar para una forma espacial. En efecto,

la acción de G en Q es polar si y sólo si la distribución en P dada por los espacios normales de las

órbitas principales es integrable. En ese caso, una sección para la acción viene dada por cualquier

subvariedad integral (cf. [18]).

El siguiente resultado nos será muy util en la próxima sección.

Lema 29 Sea Q una forma espacial y sea G ⊂ Iso(Q) un subgrupo de Lie conexo. Supongamos

que el álgebra de Lie g de G está linealmente generada (como espacio vectorial) por las subálgebras

de Lie gi < g, i = 1, · · · , k. Sea Gi el subgrupo de Lie conexo de G asociado al álgebra de Lie gi.

Entonces, si la acción de cada Gi sobre Q es polar, también lo es la acción de G.

Demostración:

Sea Σi una sección para la acción de Gi por un punto fijo p ∈M . Entonces, en un punto principal

q ∈ Σi, resulta

TqΣi = νqGi · q = (gi · q)⊥ :=

{
X · q :=

d

dt |0
exp(tX) · q / X ∈ gi

}⊥
Definamos Σ :=

⋂
i∈I Σi. Entonces Σ es una sección para la acción de G. En efecto, Σ es claramente

una subvariedad totalmente goedésica de Q que interseca todas las órbitas de G y tal que en los

puntos principales verifica TqΣ⊥
⋂
gi · q, con lo cual TqΣ ⊂ νqG · q. �

Una subvariedad M de Rn se dice isoparamétrica si tiene fibrado normal plano y las curvatu-

ras principales en la dirección de cualquier campo normal paralelo son constantes (cf. [35]). Una

subvariedad de la esfera Sn es isoparamétrica si lo es como subvariedad de Rn+1. Cualquier subva-

riedad isoparamétrica del espacio Eucĺıdeo es esencialmente el producto de un espacio af́ın por una

subvariedad (compacta) isoparamétrica de la esfera. En efecto, (cf. [4, Th. 5.2.11], [31, Cor. 6.3.12])

Lema 30 Si M es una subvariedad isoparamétrica completa de Rn con distribución de nulidad E0,
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entonces existe una subvaridad isoparamétrica de la esfera M1 tal que que M se descompone como

el producto directo extŕınsico de M1 y E0.

En el siguiente lema resumimos resultados básicos que vinculan las acciones polares con las

subvariedades isoparamétricas. Para las pruebas remitimos a [4] y [31].

Lema 31 Sea Q = Rn o Sn y G ⊂ Iso(Q) un grupo de Lie que actua polarmente por isometŕıas

en Q. Entonces

1. Todo vector normal a una órbita principal se extiende a un campo normal equivariante paralelo

respecto de la conexión normal de la órbita. ([31, Cor. 5.4.9], [4, Cor. 3.2.5]).

2. Las órbitas principales son subvariedades isoparamétricas ([31, Teor. 5.7.1]).

Finalizaremos esta sección probando un resultado básico que necesitaremos en la sección siguiente:

Lema 32 Sea G un subgrupo de Lie de Iso(Rn). Si existe un subconjunto abierto U de Rn tal que

los espacios normales a las órbitas principales por puntos de U forman una distribución integrable

en U , entonces la acción de G es polar.

Demostración: Bajo las hipótesis del lema y dado que la isoparametricidad es una propiedad

local, concluimos que las órbitas principales por puntos de U son subvariedades isoparamétricas de

Rn y, en particular, son cerradas. Luego G es un grupo cerrado que tiene las mismas órbitas que G.

Entonces el espacio normal νp(G · p) interseca cualquier otra órbita de G (cf. [4]). Sea ξp ∈ νp(G · p)

un vector normal en p tal que la órbita G · (p + ξp) tiene dimensión máxima. Podemos extender

ξp a un campo normal paralelo equivariante ξ en G · p. Luego la órbita G · (p + ξp) es la variedad

paralela (G · p)ξ, y por lo tanto tienen el mismo espacio normal. Concluimos que la acción de G es

polar. �

3.2. El Teorema global

En esta sección probaremos el resultado principal de este trabajo.
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Teorema 33 Sea M una subvariedad, completa e irreducible del espacio Eucĺıdeo o de la esfera

con ı́ndice de nulidad constante. Entonces cualquier par de puntos de M pueden ser unidos por una

curva siempre perpendicular a la distribución de nulidad de M .

Consideremos el espacio fibrado pr : M →M/N definido en la sección 1.3.2. Denotaremos, como

en las secciones previas, Mr := pr−1(r), para cada r ∈ M/N . Consideraremos además para cada

r ∈M/N el grupo de holonomı́a Φr, el grupo de holonomı́a restringido Φ0
r y el grupo de holonomı́a

local Φloc
r como fueron definidos en la sección 1.3.2.

A lo largo de toda la sección denotaremos

H := N⊥ ⊂ TM.

Demostraremos previamente una serie de lemas técnicos a los efectos de facilitar posteriormente

la lectura de la prueba del teorema. En todos los enunciados M será una subvariedad completa e

irreducible del espacio Eucĺıdeo o la esfera con ı́ndice de nulidad constante.

Lema 34 Si existe un punto p ∈M tal que se verifica el enunciado (1) del Teorema 26, entonces

para cada r ∈Mr, el grupo de holonomı́a restringido Φ0
r actúa transitivamente en Mr.

Demostración: Antes que nada, observemos que si Φ0
r actúa transitivamente en Mr para algún

r ∈M/N , entonces Φ0
s actúa transitivamente en Ms para cada s ∈M/N .

En efecto, consideremos una curva c : I →M/N cualquiera uniendo r y s. Sean q1, q2 ∈Ms y sean

α el levantamiento horizontal de c−1 por q1 y β el levantamiento horizontal de c−1 por q2. Como

α(1), β(1) ∈ Mr y Φ0
r actúa transitivamente en Mr, existe una curva horizontal δ en M uniendo

α(1) con β(1). Entonces α · δ · β−1 es una curva horizontal en M uniendo q1 y q2, esto es,

τNpr(α·δ·β−1)q1 = q2.

Luego Φs actúa transitivamente en Ms y como Ms es conexo, esto implica que Φ0
s actúa transiti-

vamente en Ms (cf. [20, Prop. 4.3, Ch. II]).

Sea C el abierto denso en M dado por el Teorema 26. Supongamos que la condición (1) del Teorema

26 se satisface para algún p ∈ C. Sea r = pr(p). Entonces debe existir ε > 0 tal que

B(p, ε) ∩Mr ⊂ Φr · p.
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Sea ahora q = τNc (p) ∈ Φr · p, para algún lazo c ∈ M/N basado en r. Sea q′ ∈ B(q, ε) ∩Mr y

sea p′ = τNc−1(q′). Como τNc es una isometŕıa de Mr, entonces p′ ∈ B(p, ε) ∩Mr ⊂ Φr · p. Luego

q′ = τNc (p′) ∈ Φr · p, de donde B(q, ε) ∩Mr ⊂ Φr · p. Luego Φr · p es abierto.

Observemos que además hemos probado que existe un número real positivo fijo ε tal que B(q, ε)∩

Mr ⊂ Φr · p para cada q ∈ Φr · p. Esto nos permitirá probar que Φr · p es cerrado. En efecto, sea

{xn} una sucesión en Φr · p que converge a x ∈ Mr. Tomemos ε > 0 tal que B(p, ε) ∩Mr ⊂ Φr · p

como antes. Entonces para cada n ≥ N ∈ N, xn ∈ B(x, ε). En particular, x ∈ B(xN , ε) ⊂ Φr · p.

Como Mr es conexa, deducimos que Φr, y en consecuencia Φ0
r , actúa transitivamente en Mr. �

Observación 35 Observemos que en la prueba de este lema concluimos que si Φr actúa transitiva-

mente en Mr para algún r ∈M/N , entonces cada Φs actúa transitivamente en Ms. Como es posible

conectar horizontalmente cualquier par de fibras de pr : M → M/N (basta considerar el levanta-

miento horizontal de una curva adecuada en M/N ), para demostrar el Teorema 33, bastará probar

que algún Φr actúa transitivamente en Mr.

Lema 36 Para cada r ∈ M/N , el grupo de holonomı́a restringido Φ0
r actúa transitivamente o

polarmente en Mr.

Demostración: A lo largo de la prueba mantendremos las notaciones del Teorema 26.

Sea C el abierto denso de M dado en el Teorema 26. Asumamos que Φr no actúa transitivamente

en Mr para algún (y en consecuencia para todo) r ∈ M/N . En función del Lema 34 podemos

suponer que la condición (2) del Teorema 26 se debe satisfacer para cada p ∈ C.

Fijemos entonces p ∈ C y sea U el entorno de p dado por el Teorema 26. Pongamos r = pr(p).

Probaremos que para cada q ∈ U ∩Mr se satisface

Φloc
r · q = [q]U ∩Mr (localmente alrededor de q). (3.3)

Podemos asumir, posiblemente tomando un entorno U menor, que

Φloc
r = Φ0(r,pr(U)).

Recordemos que [q]U es el conjunto de puntos que pueden unirse a q mediante una curva perpen-

dicular a N ı́ntegramente contenida en U . Entonces es inmediato que [q]U ∩Mr ⊂ Φloc
r · q.
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Fijemos ahora una métrica Riemanniana en M/N y definamos una métrica Riemanniana en M

tal que las distribuciones vertical y horizontal definidas por pr, esto es N y H, sean ortogonales

para la nueva métrica y pr sea una submersión Riemanniana.

Para un δ > 0 fijo, sea Pδ el subconjunto de Φloc
r formado por las transformaciones τNc determina-

das por lazos en pr(U) basados en r, de longitud menor que δ. Siguiendo exáctamente las mismas

ideas que en [12, Appendix], obtenemos que Pδ contiene un entorno abierto U(r) de la identidad en

Φloc
r . Podemos tomar δ lo suficientemente pequeño de modo que Bδ(q) (la bola abierta de centro q

y radio δ para la nueva métrica) esté contenida en U . Luego si c es un lazo basado en r de longitud

menor que δ, su levantamiento horizontal por q está contenido en U . Luego U · q es un entorno

abierto de q en Φloc
r · q contenido en [q]U . Esto prueba la otra inclusión y la fórmula (3.3).

A partir del Teorema 26 y del Lema 32, obtenemos que la acción de Φloc
r en Mr es polar.

Definamos C̃ := pr−1(pr(C)). Hemos probado que para cada p ∈ C̃ el grupo de holonomı́a local

Φloc
pr(p) actúa polarmente en Mpr(p). A partir del Torema 16 y del Lema 29, obtenemos que el

grupo de holonomı́a restringido, que está generado por estos grupos, actúa polarmente en Mr como

queŕıamos probar. �

Lema 37 Para cada r ∈M/N sea Vr el subconjunto abierto y denso de Mr formado por los puntos

principales para la acción de Φr. Entonces V =
⋃
r∈M/N Vr es abierto y denso en M .

Demostración: Es claro que V es denso en M . Veamos que además es abierto.

Sea p ∈ V y sea ε > 0 tal que B(p, ε) ∩Mr ⊂ Vr, con r = pr(p). Consideremos la nueva métrica

Riemanniana en M definida en la demostración del Lema 36 y tomemos un valor δ > 0 de modo

que la bola B∗δ (p) de centro p y radio δ para la nueva métrica, esté contenida en B(p, ε/2).

Recordemos que esta nueva métrica proviene de dotar a M/N de una métrica Riemanniana y

hacer que pr sea una submersión Riemanniana con subespacio horizontal H. Es fácil ver que

pr(B∗δ (p)) = BM/N (pr(p), δ).

Sea s ∈ BM/N (r, δ) y sea c : I →M/N una curva uniendo r y s de longitud menor que δ. Entonces

q := τNc (p) ∈ B∗δ (p) ∩Ms.
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Como τNc es una isometŕıa para la métrica original en M/N , resulta claro que τNc (B(p, ε)∩Mr) =

B(q, ε)∩Ms. Además es fácil ver que τNc mapea órbitas principales para la acción de Φr en órbitas

principales para la acción de Φs. Concluimos entonces que B(q, ε) ∩Ms ⊂ Vs.

Si tomamos q′ ∈ B∗δ (p) ∩Ms ⊂ B(p, ε/2) y denotamos por d la distancia que define la métrica

original en M , entonces tenemos

d(q′, q) ≤ d(q′, p) + d(p, q) <
ε

2
+
ε

2
= ε

con lo cual q′ ∈ B(q, ε) ∩Ms ⊂ Vs. Concluimos que B∗δ (p) ⊂ V y entonces V es abierto. �

Para cada p ∈M consideremos el subconjunto [p] de M dado por

[p] := {τNc (p) / c : I →M/N , c(0) = pr(p)}. (3.4)

Esto es, [p] es el conjunto de los puntos de M que pueden conectarse a p mediante una curva

horizontal. Obviamente, nuestro objetivo es probar que [p] = M para cada p ∈M .

Lema 38 Para cada p ∈M , [p] es una subvariedad inmersa de M .

Demostración: Sea DN el conjunto de campos tangentes a M que yacen en N , esto es,

DN := {X ∈ X(M) : X(q) ∈ Nq, ∀ q ∈M}.

Para cada X ∈ DN , sea ϕt su flujo asociado, i.e., tal que para cada p ∈M , t 7→ ϕt(p) es una curva

integral de X por p. Recordemos que para cada t fijo ϕt define un difeomorfismo local de M (cf.

[38]). Si ϑ = (X1, · · ·Xm) ∈ Dm
N y T = (t1, · · · , tm) ∈ Rm, pongamos

ϑT (p) := ϕmtm ◦ · · · ◦ ϕ
2
t2 ◦ ϕ

1
t1(p),

donde ϕit es el flujo del campo Xi. Definimos en M la siguiente relación de equivalencia: q y p están

relacionados si existen m ∈ N, ϑ ∈ Dm
N y T ∈ Rm tal que ϑT (p) = q. La clase de equivalencia S(p)

de p se denomina una órbita de DN . Por el Teorema de la órbita de Sussmann-Stefan (cf. [33], [34])

S(p) es una subvariedad inmersa de M .
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Bastará ver entonces que [p] = S(p). Si X ∈ DN y ϕt es su flujo, entonces ϕt(p) es una curva

horizontal para N con lo cual resulta claro que S(p) ⊂ [p].

Sea PN la menor distribución que contiene a N y es invariante por ϕXt para cada X ∈ DN

(i.e., dϕXt mapea PN (p) en PN (ϕXt (p))). Entonces PN es involutiva y cada órbita de DN es una

subvariedad integral maximal de PN (cf. [34, Th. 4.1]). Como N ⊂ PN resulta claro que que

[p] ⊂ S(p) para cada p ∈M lo que prueba la igualdad. �

Lema 39 Supongamos que M es simplemente conexa. Sea V el subconjunto abierto y denso de M

definido en el Lema 37. Sea p ∈ V y ξp ∈ νp[p] ⊂ Np. Si q = τNc (p) ∈ [p], pongamos

ξ(q) := (dτNc )p(ξp).

Entonces ξ es un campo normal a [p] ∇⊥-paralelo.

Demostración: Observemos primero que si M es simplemente conexa, también lo es M/N y

entonces Φr = Φ0
r para cada r ∈M/N .

Supongamos que M es una subvariedad del espacio Eucĺıdeo. Fijemos r = pr(p). Como [p]∩Mr =

Φ0
r · p es una órbita principal para la acción de Φr , ξ es un campo normal a [p] bien definido.

En efecto, si suponemos q = τNc (p) = τNγ (p) entonces τNc−1 ◦ τNγ ∈ (Φr)p y a partir del Lema 28

ξp = τNc−1 ◦ τNγ (ξp).

Veamos que ξ es paralelo respecto de la conexión normal de [p]. Fijemos q ∈ [p] y observemos que

Tq[p] = Tq(Φ
0
pr(q) · q)⊕Hq.

Tomemos v ∈ Tq(Φ0
pr(q) ·q). Es fácil ver que ξ restringido a cada órbita Φ0

pr(q) ·q es un campo Φ0
pr(q)-

equivariante. Esto implica que ξ|Φ0
pr(q)

·q es paralelo en la conexión normal de Φ0
pr(q) ·q, considerando

Φ0
pr(q) · q como subvariedad de Mpr(q) (cf. Lema 31). Entonces es fácil ver que (∇[p])⊥v ξ = 0, donde

(∇[p])⊥ es la conexión normal de [p] como subvariedad de M .

Tomemos ahora v ∈ Hq. Sea σ(t) una curva horizontal por q con σ′(0) = v. Sea qs := q +

sξ(q) ∈Mpr(q) para cada s ∈ R. Sea δ(t) el levantamiento horizontal de pr(σ(t)) por q1. Definamos

η(t) = δ(t)−σ(t) ∈ Nc(t). Es claro que el levantamiento horizontal de pr(σ(t)) por qs es σ(t)+sη(t).
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Veamos que η(t) = ξ(σ(t)). Sea α(s) = q + sξ(q) = qs ⊂Mpr(q). Entonces

ξ(σ(t)) = dτNσ|[0,t](ξ(q)) =
d

ds
τNσ|[0,t](α(s)).

Pero τNσ|[0,t](α(s)) = σ(t) + sη(t). Luego d
dsτ
N
σ|[0,t]

(α(s)) = η(t) como queŕıamos ver. Concluimos

entonces que

d

dt
ξ(σ(t)) = σ′(t)− δ′(t) ∈ Hσ(t)

y en particular, esta derivada es tangente a [p]. Luego (∇[p])⊥v ξ = 0.

La prueba para una subvariedad de la esfera es análoga, considerando la subvariedad M de Rn+k+1

definida en 2.9 y observando la relación entre la nulidad N de M como subvariedad de la esfera y

la nulidad N de M dada en (2.10). �

Observación 40 De la demostración del lema anterior deducimos que si M ⊂ Rn+k, p ∈ V y

ξp ∈ ηp[p], entonces

[p+ ξp] = [p]ξ.

Lema 41 Sea M una subvariedad de una forma espacial Q y sean N una subvariedad de M AM -

invariante y D la distribución de nulidad de N como subvariedad de M . Entonces D es autoparalela.

Demostración: Sean νN el fibrado normal de N como subvariedad de Q y νMN el fibrado normal

de N como subvariedad de M . Entonces es claro que

νN = νMN
⊥
⊕ νM|N .

Comencemos probando que νMN es un subfibrado paralelo de νN .

Sea c(t) una curva en N y sea ξ0 ∈ νc(0)M . Sea ξ(t) el transporte paralelo de ξ(0) respecto de la

conexión normal de M . Si ∇ es la conexión de Levi-Civita de Q, tenemos

∇c ′(t)ξ(t) = AMξ(t)c
′(t) ∈ Tc(t)N

pues N es AM -invariante. Luego ξ(t) es paralelo respecto de la conexión normal de N (como

subvariedad de Q) y por lo tanto νM|N es un subfibrado paralelo de νN . Concluimos que νMN
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también es un subfibrado paralelo de νN . Esto implica que si ξ ∈ νMN , entonces el operador de

forma de N como subvariedad de M en la dirección de ξ coincide con el operador de forma Âξ de

N como subvariedad de Q en la dirección ξ. Podemos aplicar entonces la ecuación de Codazzi como

en (1.7) en el Lema 2 y concluimos que D es autoparalela. �

Demostración Teorema 33: Como estamos trabajando con subvariedades inmersas, podemos

suponer (pasando eventualmente al cubrimiento universal) que M es simplemente conexa. Entonces

M/N resulta simplemente conexa y en consecuencia Φ0
r = Φr para cada r ∈M/N .

Sea V el subconjunto abierto y denso de M definido en el lema 37.

Supongamos primero que M es una subvariedad del espacio Eucĺıdeo. Si p ∈ V y r = pr(p), como

la acción de Φ0
r en Mr es polar por el Lema 36, entonces Φ0

r · p es una subvariedad isoparamétrica

completa del espacio Eucĺıdeo Mr. Luego Φ0
r · p es el producto extŕınseco de su nulidad E0(p) por

una subvariedad isoparamétrica S(p) de la esfera (cf. Lema 30).

Sea D(p) el subespacio de nulidad de [p] en p, considerando [p] como subvariedad de M y no del

espacio Eucĺıdeo ambiente. Probaremos que

D(p) = Hp ⊕ E0(p). (3.5)

Es fácil ver que Hp y Np∩Tp[p] son invariantes por el operador de forma de [p] y resulta claro que

E0 es la parte de la nulidad de [p] contenida en Np. Para probar (3.5) bastará ver entonces que Hp

está contenido en D(p).

Recordemos que los espacios horizontales H son constantes, como subespacios del espacio Eucĺıdeo

ambiente, a lo largo de cada fibra de pr : M → M/N . Fijemos ξp ∈ νp[p] ⊂ Np y pongamos

q = p + ξp. Entonces Hp y Hq coinciden y son ambos isomorfos a TrM/N via dpr. Tenemos

entonces el isomorfismo

ϕξp := dpr−1
q ◦ (dprp)|Hp : Hp → Hq ' Hp

Sea X ∈ TrM/N y c(t) una curva en M/N tal que c(0) = r y c′(0) = X. Sean σ(t) y β(t) los

levantamientos horizontales de c por p y q respectivamente. Hemos visto que β(t) = σ(t) + ξ(σ(t)),

donde ξ es el campo normal paralelo a [p] definido en el Lema 39 por ξp. Luego

β′(0) = σ′(0) +
d

dt
ξ(σ(t)) = (Id− Âξp)σ′(0)
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donde Âξp es el operador de forma de [p] como subvariedad de M (que coincide con el operador de

forma como subvariedad de Rn+k).

Luego ϕξp = (Id − Âξp) es un automorfismo de Hp para cada ξp ∈ νp(Φ0
r · p). Supongamos que

Âξp|Hp 6= 0. Entonces existe un autovector v ∈ Hp asociado a un autovalor real λ 6= 0 de Â. Luego

ϕξp/λ(v) = (Id − Âξp/λ)v = 0, lo cual no puede ocurrir pues ϕξp/λ es un automorfismo de Hp.

Concluimos que Hp ⊂ D(p) como queŕıamos mostrar.

D(p) es entonces una distribución bien definida sólo en el subconjunto abierto y denso V de M .

Observemos ahora que dado que dos órbitas principales cualesquiera en la misma fibra Mr son

variedades paralelas, a partir de la fórmula del tubo (2.3) es inmediato que tienen el mismo factor

Eucĺıdeo extŕınsico (vistos como subvariedades de Mr). Luego todos los subespacios E0(p) pueden

ser identificados en V ∩Mr, para cada fibra Mr. Podemos entonces extender E0 a todo Mr definiendo

E0(q), para q ∈Mr, como cualquiera de los subespacios comunes E0(p), p ∈Mr ∩ V .

Si p y q están en fibras distintas, sea c(t) una curva en M/N uniendo pr(p) con pr(q). Entonces

q′ = τNc (p) ∈ Mpr(p) y Φ0
pr(q) · q

′ = τNc (Φ0
pr(p) · p) es isométrica a Φ0

pr(p) · p. Luego dim(E0(q)) =

dim(E0(q′)) = dim(E0(p)) y entonces E0 puede definirse en todo M . Como H está definida en M ,

resulta que D es una distribución diferenciable bien definida en todo M .

Probaremos que D y D⊥ son autoparalelas e invariantes por el operador de forma A de M .

Observemos que D⊥(p) es el complemento ortogonal de E0(p) en Mpr(p) y por lo tanto es una

distribución autoparalela en M , que resulta paralela cuando nos restringimos a cualquier fibra Mr.

Como Aξ|D⊥ ≡ 0, resulta D⊥ trivialmente A-invariante.

Por otra parte, es fácil ver que [p] es A-invariante y entonces, en virtud del Lema 41, resulta

D autoparalela. Dado que H es A-invariante y A|E0
≡ 0 pues E0 ⊂ N , obtenemos que D es

A-invariante.

Como M es irreducible y H ⊂ D no es trivial, D⊥ debe ser trivial, o sea que S(p) es trivial y

cualquier órbita Φ0
pr(p) · p coincide con la fibra Mpr(p), lo que prueba el teorema.

Asumamos ahora que M es una subvariedad de la esfera Sn+k. Como en el Teorema 26 pongamos

η(p) = p el campo normal posición y definamos

M :=
⋃

−δ<ε<δ
Mεη.
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como en (2.9). Si r = pr(p), sea Lr := TpMr ⊕Rηp. Observemos que Lr es el menor subespacio de

Rn+k+1 que contiene la fibra Mr y su definición es independiente del punto p ∈Mr elegido.

Observemos que el complemento ortogonal Hp de Np en TpM es constante a lo largo de Mpr(p),

pues en efecto, si consideramos la nulidad N de M , entonces H es también el espacio horizontal

asociado a N , y por lo tanto constante a lo largo de Lpr(p) ⊃Mpr(p).

Fijemos p ∈ V . Supongamos que existe un vector normal no nulo ξp ∈ νp[p], donde νp[p] es el

espacio normal de [p] en p como subvariedad de M . Entonces ξp ∈ Lpr(p) es normal a la órbita

isoparamétrica Φ0
r · p. Extendemos ξp a un campo normal paralelo ξ a [p] según el Lema 39.

Consideremos en Rn+k+1 la variedad paralela [̃p] := [p]ξ. Observemos que [̃p] está contenida en

la esfera centrada en el origen y de radio R =
√

1 + ‖ξp‖2. Denotemos por πξ : [p] → [̃p] el

correpondiente mapa focal. Es claro que para cada q ∈ [p], πξ(q) ∈ Lpr(q).

Sea λ = 1/R− 1 y pongamos Ψ = λη, donde η es el campo posición en Rn+k+1, y por lo tanto un

campo normal paralelo a [p̃]. Consideremos la variedad paralela [̃p]Ψ y sea πΨ el correspondiente

mapa focal. Observemos que πΨ no es más que la proyección a la esfera Sn+k y por lo tanto

πΨ(πξ(q)) ∈Mpr(q) para cada q ∈ [p].

Pongamos r = pr(p) y fijemos q = πΨ(πξ(p)), veremos que como subvariedades de Rn+k+1 resulta

[q] = [̃p]Ψ. (3.6)

Observemos primero que los operadores de forma de [p] en direcciones normales a [p] tangentes a

M , como subvariedad de M , como subvariedad de Sn+k o como subvariedad de Rn+k+1 coinciden.

Denotémoslo Â.

Sea c(t) una curva horizontal en M respecto a N tal que c(0) = p y sea

c̃(t) := πΨ(πξ(c(t))) = (1 + λ)c(t) + (1 + λ)ξ(c(t)).

Luego c̃ ′(t) = (1 +λ)(Id− Âξ)(c ′(t)) ∈ Hc(t), y como Hc(t) y Hc̃(t) pueden identificarse, c̃(t) es una

curva horizontal respecto a N por q. Esto muestra que [̃p]Ψ ⊂ [q]. La otra contención es análoga.

Observemos que además hemos probado que si c(t) es una curva en M/N por r y c(t) es su

levantamiento horizontal por p, entonces πΨ(πξ(c(t))) es su levantamiento horizontal por q.

Ahora bien, recordemos que a lo largo de Mr los espacios horizontales son constantes, y son todos

isomorfos, v́ıa dpr, con TrM/N . Entonces es claro que el isomorfismo dpr−1
q ◦ dprp de Hp en



CAPÍTULO 3. EL TEOREMA GLOBAL 55

Hq ' Hp está dado por ϕξp := (1 + λ)(Id− Âξ)|Hp . De la misma manera que en el caso Eucĺıdeo,

concluimos que Â|Hp ≡ 0.

Sea entonces D(p) el subespacio de nulidad de [p] en p como subvariedad de M . Entonces Hp ⊂

D(p). Dado que las órbitas de Φ0
r por puntos de V son subvariedades isoparamétricas de una esfera,

podemos asumir (restringiéndonos posiblemente a un subconjunto abierto y denso de V ) que no

tienen nulidad en la esfera. De hecho es fácil ver que si una órbita principal tiene nulidad en la

esfera, cualquier subvariedad paralela cercana, que es una órbita principal por 3.6, no tiene nulidad.

Luego H|V = D es una distribución autoparalela en V y, dado que V es denso en M , resulta H

una distribución autoparalela en M . Como M es irreducible y tanto H como N son no triviales,

concluimos que el espacio normal a cualquier órbita debe ser trivial, o equivalentemente, las órbitas

coinciden con Mr. �

3.3. Contraejemplo en el espacio hiperbólico

Construiremos una subvariedad inmersa, 1-1, conexa, completa e irreducible de dimensión 2 del

espacio hiperbólico H3 con ı́ndice de nulidad constante igual a 1. La distribución perpendicular a

la nulidad tendrá dimensión 1 y por lo tanto será automáticamente integrable.

Para ello, observemos que dado que queremos una subvariedad M con ı́ndice de nulidad 1 y

las subvariedades integrales de la distribución de nulidad son totalmente geodésicas en el espacio

ambiente, éstas deben ser geodésicas de H3. Con esta motivación, consideraremos una geodésica

σ(s) de H3 y describiremos a M como la unión de las órbitas por puntos de σ para la acción de un

grupo monoparamétrico de isometŕıas, obtenido como el flujo de un campo de Killing adecuado.

Comenzaremos recordando el modelo que utilizaremos de H3. Sea L4 el espacio de Lorentz de

dimensión 4, esto es, R4 con el producto escalar

〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + x3y3 − x4y4.

El espacio hiperbólico de dimensión 3 es el subconjunto H3 de L4 dado por

H3 = {x ∈ L4 : 〈x, x〉 = −1}.
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Sea O1(4) el grupo semi-ortogonal de L4, esto es, el conjunto de matrices B, 4×4, que satisfacen

〈Bx,By〉 = 〈x, y〉 para cada x, y ∈ L4. El grupo de isometŕıas Iso(H3) de H3 es el subconjunto

de O1(4) formado por aquellos elementos que dejan H3 invariante. El álgebra de Lie de Iso(H3) es

o1(4), el subconjunto de gl(4) de matrices de la forma

A =

 a x

xt 0


donde a ∈ o(3), i.e, at = −a, y x ∈ R3 (cf. [29]).

Recordemos que un campo de Killing en una variedad Riemanniana es un campo vectorial tal que

el grupo monoparamétrico asociado está formado por isometŕıas. Como H4 es completo, existe un

anti-isomorfismo de álgebras de Lie de campos de Killing y el álgebra de Lie del grupo de isometŕıas

(cf. [29]) y entonces todo campo de Killing X de H3 es de la forma

Xq =
d

dt |0
(etAq) = Aq (3.7)

para alguna matriz A ∈ o1(4). Ahora, si v = c ′(0) ∈ TqHn, entonces

∇vX =
D

ds |0
Xc(s) =

(
d

dt |0
Xc(s)

)T
= (Av)T . (3.8)

Necesitaremos del siguiente lema técnico.

Lema 42 Sean v ⊥ x dos vectores unitarios perpendiculares en R3. Entonces existe una matriz

a ∈ o(3) tal que av = 0, ax 6= 0 y tal que la matriz

A =

 a x

xt 0


verifica A3 = 0.

Demostración: Consideremos la matriz

ã =


0 1 0

−1 0 0

0 0 0


Sea B ∈ O(3) una matriz ortogonal que mapee x en e1 y v en e3 y definamos a = BtãB. Entonces

av = Btãe3 = 0; ax = Btãe1 = Bt(−e2) 6= 0.
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Pongams Ã =

 ã e1

et1 0

 y B̃ =

 B 0

0 1

. No es dif́ıcil probar que Ã3 = 0. Entonces A =

B̃tÃB̃ =

 BtãB Bte1

et1B 0

 es la matriz que buscamos. �

Lema 43 Sea σ una geodésica con velocidad unitaria en H3 por p = e4 con σ′(0) = v = (v, 0) para

algún v ∈ R3. Sea x = (x, 0) un vector tangente unitario en p perpendicular a v y sea J(s) el campo

de Jacobi a lo largo de σ con condiciones iniciales J(0) = x y J ′(0) = 0. Entonces

1. J(s) = cosh(s)x.

2. Si A es la matriz del Lema 42 para los vectores v y x, entonces el campo de Killing Xq = Aq

en H3 verifica Xσ(s) = J(s).

3. Sea {ϕt}t∈R el grupo monoparamétrico de isometŕıas de H3 asociado a X. Entonces

ϕt = etA = I + tA+
t2

2
A2.

Más aún, la función

f : R2 → H3 / (t, s) 7→ f(t, s) = etAσ(s)

es una inmersión 1− 1.

Demostración: Recordemos primero que la geodésica por p con condición inicial v es

σ(s) = sinh(s)v + cosh(s)e4.

Sea J̃(s) = cosh(s)x, entonces
〈
J̃(s), σ(s)

〉
= cosh(s) sinh(s)xtv = 0. Luego J̃(s) es un campo

vectorial tangente a lo largo de σ. Ahora, J̃ ′′(s) = J̃(s) y por lo tanto J̃ es un campo de Jacobi en

H3 que satisface J̃(0) = x, J̃ ′(0) = sinh(0)x = 0. Entonces J̃ = J , lo que prueba (1).

Sea A la matriz del Lema 42 para los vectores v y x y sea X el campo de Killing que tiene asociado.

Entonces Xσ(s) es un campo de Jacobi. Pero Xp = Ae4 = x = J(0) y ∇vX = (Av)T = av = 0 =

J ′(0). Luego Xσ = J , lo que prueba (2).
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Para probar (3), observemos que como A3 = 0, resulta ϕt = I + tA+ t2

2 A
2. Por otra parte,

∂f

∂t |(t0,s0)
=

d

dt |0
ϕt0+tσ(s0) = (dϕt0)σ(s0)

d

dt |0
ϕt(σ(s0))

= (dϕt0)σ(s0)Xσ(s0) = (dϕt0)σ(s0)J(s0) 6= 0

∂f

∂s |(t0,s0)
=

d

ds |s0
ϕt0σ(s) = (dϕt0)σ(s0)σ

′(s0) 6= 0

Como ϕt0 es una isometŕıa, tenemos〈
∂f

∂t
,
∂f

∂s

〉
f(t0,s0)

=
〈
J(s0), σ′(s0)

〉
= 0

y por lo tanto f es una inmersión.

Probaremos finalmente que f es inyectiva. Observemos que A2 =

 a2 + xxt ax

xta 1

 y como

av = 0 y xtv = 0, obtenemos

f(s, t) = ϕt(σ(s)) =

 sinh(s)v + t cosh(s)x+ t2

2 cosh(s)ax

(1 + t2

2 ) cosh(s)


Supongamos que existen t, t′, s, s′ tales que f(t, s) = f(t′, s′). Entonces 〈f(t, s), v〉 = 〈f(t′, s′), v〉 de

donde sinh(s) = sinh(s′), y s = s′. Además debeŕıamos tener 〈f(t, s), x〉 = 〈f(t′, s′), x〉, pero como

(ax)tx = 0, obtenemos entonces t cosh(s) = t′ cosh(s′) de donde t = t′. �

Teorema 44 Sea f como en el lema anterior. Entonces, con la métrica inducida, f : R2 → H3 es

una subvariedad completa, irreducible y con ı́ndice de nulidad constante igual a 1.

Demostración: Pongamos M = f(R2). Comencemos probando que M tiene ı́ndice de nulidad

constante igual a 1. Sea αf le segunda forma fundamental de M y Nq el subespacio de nulidad de

M en q. Veamos que N = span{∂f∂s }.

Como σt0(s) := f(t0, s) es una geodésica en H3 para cada t0 fijo, sigue que

αf
(
∂f

∂s
,
∂f

∂s

)
= 0.

Por otra parte, ∂f
∂t = X y entonces

∇σ′t0 (s0)X = (Aσ′t0(s0))T = (Aet0Aσ′(s0))T = (et0AAσ′(s0))T = et0AJ ′(s0)
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Pero por (1) en el Lema 43 tenemos J ′(s) = sinh(s)x = tanh(s)J(s) y entonces

∇σ′t0 (s0)X = tanh(s0)et0AJ(s0) = tanh(s0)Xσt0 (s0)

Luego αf (σ′t0(s0), Xσt0 (s0)) = 0 y por lo tanto ∂f
∂s ∈ N .

Veamos que ∂f
∂t |(t0,s0)

= Xf(t0,s0) /∈ N . Ahora,

(∇XX)f(t0,s0) = (AXf(t0,s0))
T = (A2f(t0, s0))T = (A2et0Aσ(s0))T = (et0AA2σ(s0))T

Como et0A es una isometŕıa que preserva M bastará ver que (A2σ(s0))T no es tangente a M .

Tenemos

A2σ(s0) =

 a2 + xxt ax

xta 1

 sinh(s)v

cosh(s)

 = cosh(s)

 ax

1


como av = 0 y xtv = 0, y

(A2σ(s0))T = A2σ(s0) +
〈
A2σ(s0), σ(s0)

〉
σ(s0).

Pero
〈
A2σ(s0), σ(s0)

〉
= cosh(s0)(sinh(s0)(ax)tv − cosh(s0)) = − cosh2(s0) y entonces

(A2σ(s0))T =

 cosh(s0)ax− cosh2(s0) sinh(s0)v

cosh(s0)− cosh3(s0)


Observemos que cosh(s0)− cosh3(s0) = 0 si y sólo si s0 = 0 en cuyo caso

cosh(0)ax− cosh2(0) sinh(0)v = ax 6= 0.

Concluimos que (A2σ(s0))T 6= 0 para cada s0. Si (A2σ(s0))T es tangente M , deben existir α, β tales

que

(A2σ(s0))T = ασ′(s0) + βXσ(s0) = ασ′(s0) + βJ(s0).

Como σ′(s0) ⊥ J(s0), obtenemos

α =
〈
A2σ(s0), σ′(s0)

〉
= − cosh(s0) sinh(s0).

Entonces debeŕıamos tener

cosh(s0)ax− cosh2(s0) sinh(s0)v = − cosh2(s0) sinh(s0)v + β cosh(s0)x
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y luego ax = βx lo que no es posible pues (ax)tx = 0 and ax 6= 0. Concluimos que

αf
(
∂f

∂t (t0,s0)
,
∂f

∂t (t0,s0)

)
6= 0.

Esto muestra además que M es irreducible, pues si no lo fuese, debeŕıa ser el producto de dos

subvariedades 1-dimensionales y por lo tanto, debeŕıa tener curvatura constante igual a 0. Pero de

la fórmula de Gauss se tiene K
(
∂f
∂t ,

∂f
∂s

)
= −1 dado que αf

(
∂f
∂t ,

∂f
∂s

)
= 0.

Probaremos finalmente que M es completa. Consideremos una sucesión de Cauchy wk = ϕtkσ(sk)

in M . Entonces existe un punto w ∈ Hn tal que wk → w in H3. Pero entonces 〈wk, v〉 → 〈w, v〉

de donde sinh(sk) es convergente. Ésto implica que {sk} es acotada y contiene una subsucesión

convergente, que seguiremos denotando {sk}. Pero además 〈wk, x〉 → 〈w, x〉, y entonces tk cosh(sk)

es convergente. Como sk → s0, obtenemos 1 ≤ cosh(sk) ≤ C. Por lo tanto tk debe ser acotada.

Concluimos que wk tiene una subsucesión convergente en M . Como {wk} converge a w en H3, debe

ser w ∈M . Luego M es completa. �
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En este trabajo hemos estudiado la distribución de nulidad de la segunda forma fundamental de

una subvariedad M de una forma espacial. Hemos comenzado demostrando algunas propiedades

básicas, entre las que destacamos una prueba geométrica de la completitud de las variedades inte-

grales cuando la variedad es completa (cf. Teorema 4). Debido a que este resultado se desprende

de una propiedad más general (cf. Teorema 6), esperamos que pueda ser útil para el estudio de

la completitud de las variedades integrales de otras distribuciones determinadas por la nulidad de

algún operador en la variedad (por ejemplo, para el estudio de la nulidad del tensor de curvatura).

Posteriormente hemos hecho una descripción local muy general de cualquier subvariedad del es-

pacio Eucĺıdeo o la esfera como unión de subvariedades paralelas, que involucra la distribución de

nulidad. Consideramos que esta descripción puede ser de gran utilidad para el estudio de subvarie-

dades de estas formas espaciales, debido a que el subespacio de nulidad es el núcleo de la aplicación

de Gauss que juega un rol importante, fundamentalmente en la teoŕıa de subvariedades del espacio

Eucĺıdeo. En [9] ya se da una clasificación local, pero sólo de hipersuperficies de una forma espacial

con ı́ndice de nulidad constante, utilizando las denominadas “parametrizaciones de Gauss”.

Finalmente, hemos probado en el Teorema 33 que la distribución perpendicular a la nulidad es

completamente no integrable, cuando la variedad M es una subvariedad completa e irreducible del

espacio Eucĺıdeo o la esfera. La prueba es altamente no trivial. Para ello hemos debido proporcionar

el marco adecuado recurriendo a la teoŕıa de espacios fibrados, y probar varios resultados adaptando

esta teoŕıa al objeto de nuestro estudio: los fibrados afines y esféricos. Hemos utilizado además

técnicas delicadas de la teoŕıa de holonomı́a normal, trabajando con variedades focales y paralelas,

tubos holonómicos, etc. El hecho de que esta propiedad no sea válida, como hemos probado al final

del Caṕıtulo 3, para subvariedades del espacio hiperbólico, nos da la pauta de que no es posible

encontrar una prueba más sencilla utilizando sólo herramientas de la geometŕıa local.

Resultados globales del tipo del Teorema 33 (como el “Homogeneous slice theorem”, cf. [19]) han

demostrado ser de gran utilidad en la teoŕıa de subvariedades. Un resultado similar ha sido probado

para subvariedades isoparamétricas en espacios de Hilbert y ha resultado ser una herramienta

fundamental para probar la homogeneidad de este tipo de subvariedades (cf. [17]). Estimamos por

ello que este Teorema global representa un aporte significativo para la teoŕıa de subvariedades y

será, personalmente, tema de futuras investigaciones.
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