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Resumen

En este trabajo estudiaremos la distribucion de nulidad de una subvariedad M de una forma es-
pacial, que es (cuando estd bien definida) la distribucion dada por el nicleo comin de todos los
operadores de forma de M. Trabajaremos con los modelos estdndares de una forma espacial, esto
es, el espacio Euclideo R" (k =0), la esfera S™ (k = 1) y el espacio hiperbélico H" (k = —1). Pro-
baremos numerosas propiedades generales de la distribucion de nulidad, entre ellas, daremos una
prueba geométrica de la completitud de las variedades integrales cuando la variedad es completa.
Posteriormente daremos una descripcion local de cualquier subvariedad del espacio Euclideo o la
esfera como una union de subvariedades paralelas, que involucra la distribucion de nulidad. Final-
mente probaremos un resultado global, el principal de este trabajo, que establece que todo par de
puntos en una subvariedad conexa, completa, irreducible y con indice de nulidad constante pueden
unirse por una curva perpendicular a la distribucion de nulidad, y daremos un contraejemplo para

mostrar que esta propiedad no es vdlida en el espacio hiperbdlico.






v

Introduccion

Sea M"™ una subvariedad de una forma espacial Q"1*. El subespacio de nulidad NV, de la segunda
forma fundamental de M en un punto p dado es el niicleo comtn de todos los operadores de forma
de M en p. El indice de nulidad en p es la dimensién del subespacio de nulidad N,.

En el caso de subvariedades del espacio Euclideo, la distribucién de nulidad aparece naturalmente
en muchos problemas, ya que N = ker(dG), donde G : M — G(R"**) es la aplicacién de Gauss
que asigna a cada punto de M su espacio normal. Mds ain, hay muchos ejemplos de subvariedades
del espacio Euclideo con indice de nulidad constante que se obtienen a partir de las denominadas
parametrizaciones de Gauss, que involucran la aplicacién de Gauss (ver por ejemplo [9]).

El objetivo principal de este trabajo es probar un teorema global que establece que cualquier par
de puntos en una variedad conexa, completa e irreducible del espacio Euclideo o la esfera pueden
unirse por una curva perpendicular al subespacio de nulidad en cada punto (cf. Teorema 33). Esto
es equivalente a decir que la distribucién complementaria N es completamente no integrable. En
un marco mas general, para una distribucién D en una variedad Riemanniana, es un problema
importante decidir si es completamente no integrable, en el sentido de que dos puntos cualesquiera
pueden unirse por una curva siempre tangente a D (esto implica, entre otras cosas, que la distancia
de Carnot-Caratheodory asociada a D es finita, ver [15]). Para el caso de subvariedades, un resultado
muy importante sobre la completa no integrabilidad de una autodistribucion, y en el espiritu de
nuestro teorema global, es el denominado “Homogeneous Slice Theorem” (cf. [19]). Este teorema,
que tiene numerosas aplicaciones (ver por ejemplo [4], [36]), establece en particular, que para
una subvariedad conexa, irreducible e isoparamétrica de la esfera, la distribucién perpendicular a
cualquier autodistribucién del operador de forma es completamente no integrable. En dimensién
infinita, Heintze y Liu probaron en [17] un resultado similar al Teorema 33 para subvariedades
isoparamétricas de codimensién al menos dos en un espacio de Hilbert. Este resultado es un paso
crucial para probar que estas subvariedades son homogéneas, y en la prueba se usa fuertemente la
propiedad de isoparametricidad. En el teorema 33 mostramos que en dimensién finita, la completa
no integrabilidad de la distribucién N+ es un hecho muy general que no depende de propiedades

adicionales de la subvariedad.



Esta Tesis esta articulada en tres capitulos:

= En el Capitulo 1 demostraremos las propiedades basicas que cumple la distribucién de nu-
lidad. A partir de las ecuaciones de Codazzi, N resulta ser una distribucién bien definida y
autoparalela, y por consiguiente con hojas (subvariedades integrales) totalmente geodésicas,
en un subconjunto abierto y denso adecuado de M. Sus hojas son ademads subvariedades to-
talmente geodésicas de la forma espacial ambiente. Si M es completa, sus hojas por puntos
con indice de nulidad minimo son también completas. Este es un hecho fundamental probado
por Ferus en [14] (ver también [8]), en una prueba sencilla que utiliza técnicas de la teoria de
ecuaciones diferenciales. En la seccién 1.2.2 presentaremos un teorema mas general, con una

prueba geométrica muy simple, del que se desprendera este resultado.

También introduciremos el marco adecuado para poder demostrar el teorema global. Si con-
sideramos el espacio de hojas M /N y la proyeccién canénica pr : M — M /N, veremos que
pr : M — M/N es un espacio fibrado cuando M es una subvariedad del espacio Euclideo
o la esfera. Introduciremos una nocién de levantamiento horizontal de curvas en M /N, don-
de el espacio horizontal es Nt Esto nos permitird definir transporte paralelo y grupos de
holonomia, y probaremos que estos grupos tienen las propiedades usuales de los grupos de
holonomia asociados a conexiones lineales en fibrados vectoriales. Nuestro problema se tra-

ducira entonces en demostrar que estos grupos de holonomia actiian transitivamente en cada

fibra de pr: M — M/N.

= En el Capitulo 2 demostraremos el teorema local, que establece que en una subvariedad
cualquiera del espacio Euclideo o la esfera, todo punto admite un entorno donde cualquier
otro punto puede unirse a él por una curva horizontal, o bien la variedad es localmente una
unién de variedades paralelas a lo largo de un fibrado paralelo y plano adecuado. Para la
prueba de este teorema utilizaremos herramientas delicadas de la teoria de holonomia normal
en subvariedades, tales como variedades paralelas, tubos esféricos y holonémicos. Muchas de

estas herramientas fueron introducidas en [7].

= Finalmente, en el Capitulo 3 probaremos el teorema global y mostraremos con un contraejem-

plo que este resultado no es valido para subvariedades del espacio hiperbdlico. Cabe observar



VI

que para la prueba del teorema global es muy importante el hecho de poder focalizar subva-
riedades tanto en el espacio Euclideo como en la esfera, hecho que no es posible, en general,

en el espacio Lorentziano, donde consideraremos contenido el espacio hiperbdlico.

Los resultados principales de esta Tesis fueron reunidos en los articulos “On the nullity distri-
bution of a submanifold of a space form” [37] y “On completeness of integral manifolds of nullity
distributions” [27], y fueron divulgados en trabajos presentados en la “XVI Escola Brasileira de
Geometria Diferencial”, en San Pablo (Brasil), en julio de 2010, en la Reunién Anual de la Unién
Matematica Argentina, en Tandil, en septiembre de 2010, en el “V Encuentro de Geometria Dife-
rencial”, en Cérdoba en junio de 2011 y el la Reuniéon Anual de la Unién Matematica Argentina,
en Tumumaén en Septiembre de 2011. Cabe destacar ademds que este trabajo fue realizado con el
financiamiento del CONICET, a través de las Becas de Posgrado Tipo I (2007-2010) y Tipo II

(2010-2012).
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CAPITULO 1. RESULTADOS GENERALES 3

1.1. La distribucion de nulidad

1.1.1. Subvariedades

En esta seccion presentaremos los resultados bésicos de la teoria de subvariedades, principalmente
para establecer las notaciones que usaremos en el resto del trabajo. Para mas detalles sobre estos
temas sugerimos consultar [4], [8] o [10]

Existen comunmente tres definiciones de una subvariedad Riemanniana, que coinciden cuando
trabajamos en geometria local. La definicién mé&s general consiste en considerar dos variedades
Riemannianas M y M y una inmersién isométrica f : M — M. En este caso decimos que M es una
subvariedad Riemanniana inmersa. Cuando f es una inmersion isométrica inyectiva o M es un
subconjunto de M y la inclusién es una inmersién, decimos simplemente que M es una subvariedad
Riemanniana de M. En este dltimo caso, si ademads la inclusién es un embebimiento, decimos que
M es una subvariedad Riemanniana embebida. Como ya hemos mencionado, a nivel local estas
definiciones son equivalentes. En todo este trabajo consideraremos subvariedades Riemannianas de
una forma espacial, y supondremos que la subvariedad estd contenida en el espacio ambiente, a
los efectos de simplificar la notaciéon. Sin embargo, todos los resultados, incluso los globales, son
validos para subvariedades inmersas.

Por una forma espacial entendemos una variedad Riemanniana () simplemente conexa, com-
pleta y con curvatura seccional constante. Trabajaremos con los modelos estandards de una forma

espacial:
= R" con la estructura diferenciable y la métrica usuales, para k = 0;

= S"(k~/2), la esfera de radio x~'/2 considerada como subvariedad Riemanniana de R**!, para

k>0

= H"((—k)~/?), el espacio hiperbélico considerado como subvariedad Riemanniana del espacio

Lorentziano L"! para k < 0 (cf. la seccién 3.3).
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Sea entonces M"™ una subvariedad Riemanniana de una forma espacial Q"*. Denotaremos por V
y V las conexiones de Levi-Civita de M y Q respectivamente. Sea vM = (T'M)* el fibrado normal
de M, esto es

vM = U vpM.
peEM

donde v, M es el complemento ortogonal de T}, M en T},Q). Denotaremos por V+ ala conexién normal
de M y por a y A a la segunda forma fundamental y al operador de forma de M respectivamente.
Recordemos que si X,Y € X(M) son campos tangentes a M y n € X+ (M) es un campo normal

(i.e, una seccién de vM), entonces

VxY = VxY +a(X,Y) (1.1)

Vxn=—A,X + V1 (1.2)

es la descomposicién en sus partes tangente y normal de \Y xYy v x1 respectivamente, segin la
descomposicion Q| =TM & v M.

Ademés a es una forma C°°(M)-bilineal simétrica y A¢ es un operador autoadjunto que se

relacionan de la manera siguiente:

La férmula (1.1) se denomina férmula de Gauss y la férmula (1.2) se denomina férmula de
Weingarten (cf. [10]).

Recordemos las ecuaciones que relacionan la geometria de M con la del espacio ambiente. Deno-
temos por R y R* los tensores de curvatura de Riemann y normal (i.e., respecto de la conexién
normal) de M respectivamente. Entonces para X,Y, Z,W € X(M) y &,n € X+(M) valen (cf. [4]):

FEcuacion de Gauss:

(R(X,Y,Z2),W) = ((Y,Z) (X, W) = (X, Z) (Y, W) + {a(X, W), a(Y, Z)) — (a(X, Z),a(Y,W)) .
(1.4)
Ecuacion de Codazzi:

(Vxa)(Y,2) = (Vya)(X, Z) (1.5)

donde (Vxa)(Y,Z) = Vx(a(Y, 2)) — a(VxY, Z) — a(Y,Vx Z);
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FEcuacion de Ricei:

(RH(X,Y)em) = (e, A X,Y) (1.6)

La segunda forma fundamental y el operador de forma juegan un rol fundamental en la geo-
metria de subvariedades y resultan de gran utilidad para dar una descripcion simple de ciertas
subvariedades con propiedades importantes.

Recordemos que una subvariedad M de ) se denomina totalmente geodésica si toda geodésica
en ) por un punto de M cuya velocidad inicial sea un vector tangente a M yace integramente en M.
Equivalentemente, M es totalmente geodésica si y sélo si el operador de forma « es idénticamente
nulo. Es facil ver que las subvariedades totalmente geodésicas de R™ son los subespacios afines y las
subvariedades totalmente geodésicas, completas y conexas de la esfera S™ o el espacio hiperbdlico
H" son la interseccién de S™ con los subespacios lineales de R"! en el primer caso, y la interseccién
de H" con los subespacios lineales Lorentzianos de L"*! en el segundo (cf. [4, Sec. 2.4]).

La segunda forma fundamental permite ademas establecer un criterio simple para determinar si
una subvariedad es un producto de subvariedades.

Comencemos recordando que una distribucién D en M se dice paralela si para cada par de
campos vectoriales X € D, Y € x(M) vale Vy X € D, o equivalentemente, si D es invariante por
transporte paralelo en M. D se denomina una distribuciéon autoparalela si Vy X € D para cada
par de campos vectoriales X,Y € D. Es facil comprobar que si M es una subvariedad Riemanniana,
entonces D es paralela si y sélo si Dy D+ son ambas autoparalelas. Una distribucién autoparalela es
automaticamente involutiva (y por lo tanto integrable) y sus subvariedades integrales son totalmente
geodésicas (cf.[5, Ch. 10]).

Un subespacio V' de T, M se dice invariante por los operadores de forma de M (o de manera
més sintética A-invariante) si A¢, (V) C V para cada &, € v, M. Una distribuciéon D en M se dice
A-invariante si cada subespacio D(p) lo es. Finalmente, dada una subvariedad N de M decimos
que N es A-invariante si cada espacio tangente T,N C T),M es A-invariante, para cada p € N.

Diremos que M es irreducible si no existe ninguna distribucién no trivial, paralela y A-invariante
en M. Equivalentemente, M es irreducible si no admite ninguna distribucién no trivial, A-invariante
y autoparalela tal que su complemento ortogonal también es una distribucién autoparalela. A

partir del Lema de Moore (ver [4, Lema 2.7.1], [23]), si M es una subvariedad inmersa completa
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y simplemente conexa, esto es equivalente a pedir que f : M — R"™ no sea el producto de dos
inmersiones isométricas.

Si M es una subvariedad de la esfera S™, decimos que M es irreducible si lo es como subvariedad
del espacio Euclideo R™*1.

Finalizaremos introduciendo el concepto de normales de curvatura (cf. [4, Sec. 6.1]). Suponga-
mos que M es una subvariedad con fibrado normal plano (i.e, R+ = 0). Fijemos p € M. Entonces,
a partir de la ecuacion de Ricci (1.6), los operadores de forma A, variando &, en v, M conmutan
entre si, y por lo tanto son simultdneamente diagonalizables. Esto induce una descomposicién del
espacio tangente en p

TpM = El(p) - Eg(p) (p)

en autoespacios comunes distintos, esto es, tales que A§p| Ei(p) = Xi(&p)] d|g,(p)- Existen entonces

vectores normales bien definidos 7;(p) tales que \;(§,) = (1i(p),&p), 0 sea,

Ae1E:p) = i(P), &p) Td B, (p)-

El vector n;(p) se denomina normal de curvatura asociado al autoespacio F;(p) y la dimensién de
E;(p) se denomina multiplicidad de n;(p).

Es posible mostrar que existe un subconjunto abierto y denso €2 en M donde el nimero g(p)
de autodistribuciones es localmente constante. En €2, los autoespacios E; definen, localmente, au-
todistribuciones C'*° y los normales de curvatura asociados son campos normales localmente bien
definidos y C*°. Cada autodistribucién en €2 es integrable y, si dim(F;) > 2, entonces Vﬁgm =0
si X € E;. Que n; sea paralelo respecto de la conexién normal en direcciones normales a Fj; es

equivalente a que E; sea una distribucién autoparalela (cf. [25]).

1.1.2. El subespacio de nulidad

Dado p € M, se denomina subespacio de nulidad de M en p al subespacio N, de T,,M dado
por

Ny i ={z € T,M : a(z,-) = 0}.
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A partir de la relacién (1.3) es inmediato verificar la caracterizacién
Np = m ker(Ag),
cevpM
0 sea que, como ya hemos adelantado, el subespacio de nulidad es el nticleo comun de los operadores
de forma de M. Se denomina 7ndice de nulidad de M en p a p(p) := dim(N,) (algunos autores
denominan este indice como nulidad relativa, cf. [8], [9]).
A continuacion estableceremos dos propiedades basicas que verifican la distribucién de nulidad.
Ellas son bien conocidas, aunque dificiles de hallar u omitidas en la bibliografia, por lo cual incluimos

aqui sus pruebas. Para el caso de subvariedades del espacio Euclideo puede verse [2].

Lema 1 Sea C el conjunto de los puntos p € M tales que u(p) es minimo en un entorno de p.

Entonces C es un abierto denso en M y p es constante en cada componente conezxa de C.

Demostracién: Probaremos primero que 4 no aumenta en un entorno de cada punto. Sea p € M
cualquiera y sea ¢!, -+, €F un marco local de M en un entorno U de p. Definamos F,= Zle Agé
para cada ¢ € U. Entonces F, es un operador autoadjunto y es ficil ver que ker(F,) = Nj.
Luego Im(Fy) es el complemento ortogonal en T;M de N, y bastard probar que dim(Im(Fy))
no disminuye en un entorno de p. Supongamos que dim(Im(F,)) = [. Sean Xi,---,X; campos
linealmente independientes en U (achicando U si es necesario) tales que {F,(X;(p))} es base de
Im(F,) . Consideremos la aplicaciéon f : U — R dada por f(q) = det <<Fq(Xé),Fq(XZ)>>. f es
continua y f(p) # 0, con lo cual f no se anula en un entorno de p y entonces {F,(X;(¢))} es Li en
Im(F,) en un entorno U de p. O sea dim(Im(Fy)) > dim(Im(Fy,)) en U.

De este hecho se deduce inmediatamente que C es abierto en M. Si ahora ¢ € M es cualquiera
y U es un entorno de ¢ donde p no aumenta, entonces un punto p de U donde p es minimo debe
estar en C, lo que muestra que C es denso en M.

Finalmente, veamos que p es constante en cada componente conexa de C. Sean p € C, Cp la
componente conexa de p y Cp = {q € Cy : u(p) = u(q)}- Resulta claro que Co es abierto en Co,
veamos que también es cerrado. Sea {¢;} una sucesién en 50 convergente a qg € Cy. Sea U C Cp un
entorno de qo tal que p(q) = p(qo) para todo ¢ € U. Luego existird ng € N tal que p(g;) = p(qo)

para cada j > ng. Como u(qj) = pu(p) para cada j, resulta 11(go) = p(p) con lo cual g € Co. [ |
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Lema 2 Sea C como en el Lema 1. Entonces N : p — N, define una distribucion C*, autoparalela
(y por lo tanto integrable y con hojas totalmente geodésicas) en cada componente conexa de C,
denominada distribucion de nulidad. Mds ain, las hojas son totalmente geodésicas en el espacio

ambiente Q.

Demostracién: Sea Cy una componente conexa de C. Por el lema 1, u es constante, digamos r, en
Co. Sea Iy definido como en la demostraciéon del lema 1 para cada g € Cy. Entonces hemos visto que
q — Im(F,) define una distribucién C*° de dimensién | = n —r en Cyp. Como N es la distribucién
ortogonal complementaria a I'm(F') resulta inmediato que es una distribucién C°.

Veamos que es autoparalela. Sean X, Y campos tangentes en Cy que yacen en N, y £ y Z un campo
normal y uno tangente a Co cualesquiera. Entonces A¢X = A¢Y = 0y como A¢ es autoadjunto,
resulta:

(VZAY, X) = (V2(AX),Y) — {A(V2X),Y) = — (V2X, AY) = 0 (L.7)

Una de las consecuencias de la ecuacién de Codazzi (1.5) es laigualdad (VzA¢)Y, X) = (VxAe)Y, Z).
Luego, a partir de (1.7), es inmediato que (A¢(VxY),Z) = 0. Como Z y & son arbitrarios, resulta
que VxY € N.

Finalmente veamos que las subvariedades integrales de N son totalmente geodésicas en Q. Sea S
una subvariedad integral conexa maximal de A por ¢ € Cy y o su segunda forma fundamental como
subvariedad de Q). Entonces, por la férmula de Gauss (1.1) y teniendo en cuenta que S es totalmente

S

geodésica en M, es inmediato verificar que a” coincide con la segunda forma fundamental de M

restringida a T'S. Pero como los campos tangentes a S yacen en N, resulta a® = 0. |

1.2. Completitud de las subvariedades integrales

1.2.1. La aplicacion de Gauss

Sea G1(R™*) la grassmanniana de k-planos de R™* (i.e, la coleccién de subespacios de dimen-
sién k de R™*). Podemos dar a G(R""*) estructura de variedad diferenciable como el espacio
homogéneo O(n + k)/(O(k) x O(n)). Esta estructura es equivalente a la que describiremos a con-

tinuacién.
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Sea P un subespacio de dimensién k de R"** y sea S un subespacio complementario n-dimensional
(o sea, R"** = S @ P). Si T': S — P una aplicacién lineal, entonces I'(T') = {z — T*r : x € P}
es un subespacio vectorial de R"** de dimensién k tal que T'(T) N S = {0}, donde T* : P — S es
la transformacién adjunta de T'. Reciprocamente, dado cualquier subespacio k-dimensional B de
R™% tal que B NS = {0}, existe una tnica aplicacién lineal 7' : S — P tal que I'(T') = B.

Denotemos por L(S, P) al espacio de aplicaciones lineales de S en P y sea Ug el conjunto de
subespacios k-dimensionales de R™** cuya intersecciéon con S es el subespacio trivial. Entonces,
por lo antes visto, ¢ : L(S,P) — Ug, T + (T) = I'(T) es biyectiva. Eligiendo bases para S
y P, L(S, P) puede identificarse con el espacio M™** de matrices reales n x k, que a su vez se
identifica con R™*. Pidiendo que las aplicaciones de la forma ¢~ : Ug — L(S, P) sean cartas
locales, podemos dar una estructura de variedad diferenciable a Gj(R"**) (ver, por ejemplo, [22]).
Como L(S, P) es un espacio vectorial, TpL(S, P) se identifica con L(S, P) y via el difeomorfismo
¢, identificamos TpG},(R™1*) con L(S, P).

Si M™ es una subvariedad de la forma espacial Q"*, para cada p € M podemos considerar a
vpM como un subespacio de dimesnién k de R"** si Q = R"** o como un subespacio de R"+k+1
si Q es la esfera o el espacio hiperbélico, viendo a @ como subvariedad de R"***! (observando que
H"** es subvariedad del espacio lorentziano L"T**1 que como variedad diferenciable, o sea sin la
estructura pseudoriemanniana, coincide con R™"F+1),

Se denomina aplicacion de Gauss a la aplicacion diferenciable
G: M — Gp(RY),p+— v, M

conl =n+k si M es una subvariedad del espacio Euclideo, y I = n+k+1 si M es una subvariedad

de la esfera o el espacio hiperbdlico. Con las identificaciones anteriores, resulta:
Lema 3 Para cada p € M, (dGpv) 0 = a(v,-). En particular, Nj = ker(dG)).

Demostracién: Sea p € M. Consideremos el entorno Us de v,M en G(R!), tomando S = T, M si
M es subvariedad del espacio euclideo y S = T, M ©Rp si M es subvariedad del espacio hiperbélico
o la esfera. Sea 7(t) una curva en M con v(0) = py +/(0) = v. Entonces dGp(v) = (%|OG(7(t))) ~

%mTt donde Ty € L(S,v,M) es tal que I'(T}) = v M.



CAPITULO 1. RESULTADOS GENERALES 10

Luego para cada £ € v, M existe un campo normal 7(t) a lo largo de ~ tal que n(0) = &y
& —T7& =n(t). Por lo tanto

d ., d

76 =——
¢ dt|077

— t) = Aev — Vi
dt‘ot () fo v’un

Sea ahora w € T),M cualquiera. Entonces, para £ € v, M, resulta:

(@60)0).9) = {7 T ) = (w gy T76) = fw,Aev) = fa(v,0),).

Como & € v, M es arbitrario, resulta (dG,v)(w) = a(v,w). [

1.2.2. Completitud

En esta seccion, probaremos un teorema geométrico general del cual se desprendera el siguiente
resultado, probado en [14] (ver también [2] y [16] para el caso particular de subvariedades del espacio

Euclideo).

Teorema 4 Sea M una subvariedad de una forma espacial y sea Cy el conjunto (abierto) de puntos
de M donde el indice de nulidad es minimo. Entonces, si M es completa, las subvariedades integrales

mazimales de N' por puntos de Cy son completas.

Lema 5 Sean M wuna variedad Riemanniana, N una variedad diferenciable y f : M — N una
funcién diferenciable de rango constante tal que f(M) es una subvariedad embebida de N (esto
puede siempre asumirse localmente). Asumamos que la distribucion ker(df) es autoparalela y sea
Y una subvariedad integral mazimal cualquiera de ker(df). Sean ~(t) una geodésica en ¥, v €
Ttyop f (M) y sea J(t) el levantamiento horizontal de v a lo largo de vy, esto es, J(t) € ker(dfv(t))J—

y dfy)J (t) = v. Entonces J(t) es un campo de Jacobi a lo largo de 7.

Demostracién: Sea c(s) una curva en f(M) tal que ¢/(0) = v. Sea ¢4(s) el levantamiento horizontal
(local) de ¢ por un punto ¢ de X.

Como ker(df) es autoparalela, alrededor de cada punto de ¥ ¢,(s) define una variacién por varie-
dades totalmente geodésicas, que por lo tanto debe ser por isometrias (ver [26]). Luego ¢, (s) es
una variacién por geodésicas, cuyo campo variacional asociado es J(t). Por lo tanto, J es un campo

de Jacobi a lo largo de ~. |
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Teorema 6 Sea M wuna variedad Riemanniana completa, f : M — N una funcion diferenciable
y U un subconjunto abierto de M donde el rango de f es mdzimo. Asumamos que ker(df )y es

autoparalela. Entonces sus subvariedades integrales mazximales son completas.

Demostracién: Sea Y. la variedad integral maximal totalmente geodésica de ker(df) por un punto
p €U yseao:|[0,b) - X una geodésica maximal en ¥. Sea 7 : R — M su prolongacién en M.

Observemos que f tiene rango maximo en un entorno de cada punto de X. De la forma local de
una aplicacién de rango constante, no es dificil ver que dados t1, t2 € [0,b) existen entornos abiertos
Viy Vo dey(t1) y y(t2) respectivamente tales que f(V1) y f(V2) son subvariedades embebidas de N
y f(V1) N f(Va) contiene un entorno abierto de f(y(t1)) = f(y(t2)) tanto en f(Vi) como en f(Va).
En particular, T¢(y,))f(V1) = Tya)) f(V2) =: V.

Sea v € V y apliquemos el lema anterior para definir un campo de Jacobi J a lo largo de =~
que se proyecte (por df) en v. Observemos que J se extiende a un campo de Jacobi a lo largo de
7 vy, por la continuidad de df, J(b) se proyecta en v. Como v € V es arbitrario, concluimos que
df @) (Ty )M ) contiene a V. Pero df, ) tiene rango maximo, con lo cual rg(dfyw)) = rg(dfyo)) ¥

entonces y(b) € X. [ ]

Observemos que el Teorema 4 se obtiene de forma inmediata del hecho que la nulidad es el nicleo

de la aplicacién de Gauss.

1.3. Estructura de espacio fibrado

A lo largo de esta seccién supondremos que M es una subvariedad completa y con indice de
nulidad constante del espacio Euclideo o la esfera. Los resultados que obtendremos estableceran el
marco de trabajo adecuado para la prueba del Teorema 33, resultado principal de esta Tesis. Nos
limitaremos a trabajar con la esfera unitaria S™, pero como se verd facilmente, todo lo probado vale
para una subvariedad de una esfera de radio arbitrario.

Consideraremos el espacio de hojas M /N y probaremos que puede dérsele estructura de variedad
diferenciable de modo que la proyeccién candnica pr : M — M/N tenga estructura de espacio

fibrado. Podremos entonces definir el concepto de grupos de holonomia y probar que cumplen
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propiedades similares a las de los grupos de holonomia asociados a conexiones en fibrados vectoriales

o en fibrados principales.

1.3.1. Distribuciones regulares

Comenzaremos resumiendo en el siguiente teorema las propiedades que hemos probado en las

secciones anteriores, en el caso que la subvariedad M es completa:

Teorema 7 Si M es una subvariedad completa de una forma espacial Q@ con indice de nulidad p
constante, entonces la distribucion de nulidad p — N, es diferenciable, autoparalela y con subva-

riedades integrales completas y totalmente geodésicas en Q).

Como ya hemos aclarado, nos restingiremos a una subvariedad n-dimensional M™ de codimensién
k del espacio Euclideo o la esfera. Si u = [ < n, entonces una subvariedad integral de N es un
subespacio affn de dimensién | de R™™* en el primer caso y una esfera (centrada en el origen)
I-dimensional contenida en S"** en el segundo.

Denotemos por M /N al “espacio de hojas”, es decir, la coleccién de todas las subvariedades inte-
grales maximales de Ny sea pr : M — M /N la proyeccién canénica (i.e., pr(p) es la subvariedad
integral maximal de N por p). Dotemos a M /N de la topologia cociente, o sea, la topologia més
fuerte que hace que pr sea continua. Nos proponemos dar estructura de variedad diferenciable a
M /N Para ello necesitaremos la nocién de distribucién regular (cf. [30]).

Recordemos que dada una distribucién I-dimensional D en M, una carta local (U, ¢ = (z!,---,z™))
se dice plana para D si p(U) es un producto de abiertos conexos U’ x U” C Rl x R* y cada

rebanada

Se={qeU:aT(q) =", a"(q) ="}

de (U, ¢) es una subvariedad integral de D.

Por el Teorema de Frobenius, si D es integrable, existe una carta plana para D alrededor de
cada punto de M que interseca cada subvariedad integral maximal de D en una unién numerable
disjunta de subconjutos abiertos de rebanadas de dicha carta.

Una carta (U,¢) de M se dice regular para D si es plana e interseca a cada hoja de D en a

lo sumo una rebanada [-dimensional de (U, ¢). Una hoja de D se dice regular, si cada uno de sus
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puntos admite una carta local regular para D. Finalmente D se dice una distribucion regular si

todas sus hojas son regulares.

Lema 8 Sea D una distribucion autoparalela en una variedad Riemanniana N y sea N/D la co-
leccion de subvariedades integrales de D con la topologia cociente. Si las subvariedades integrales

son completas, N/D es Hausdorff.

Demostraciéon: Sea 7 : N — N/D la proyeccién canénica. Como N/D tiene la topologia cociente,

7 es abierta (cf. [30]) y en consecuencia N/D es Na. Entonces bastara probar que
R={(z,y) € Nx N:m(x) =7(y)}

es cerrado. Sea (Tp,y,) € R una sucesién convergente a (z,y) € N x N. Como z, e y, estdn
en la misma subvariedad integral (completa y totalmente geodésica) de D, existe una geodésica
cn(t) = exp,y, (tX,) contenida en m!(7(z,)) tal que ¢,(0) = z, y ¢u(1) = yn. Observemos que
d(xn,yn) es acotada. Luego || X, || es acotada y existe una subsucesién de (z,, X,) que converge
a un punto (x,X) en TM. Como X,, € D(z,), resulta X € D(z) y entonces y = limexp,, X, =

exp, X € 7 (7m(z)). Luego (z,y) € R. [ |

Teorema 9 La distribucion de nulidad N sobre M es una distribucion reqular y M/N es un
espacio de Hausdorff. En consecuencia, si (U, = (2',---,2")) es una carta local en M regqular
con respecto a N, existe una unica carta n — 1 dimensional p en M/N con dominio pr(U) tal que

Popr = (x*1 ... 2. Dichas cartas, forman un atlas diferenciable en M /N'. Con esta estructura,

pr: M — M/N es una submersidn.

Demostracién: Sea (U, ¢ = (z!,---,2")) una carta local plana para A. Podemos suponer que

U es un entorno totalmente convexo de algiin p € M. Sea ¥ una subvariedad integral maximal
(totalmente geodésica) cualquiera de Ny sean ¢1, g2 en X N U. Si 7 es una geodésica minimizante
uniendo ¢; con g» y completamente contenida en U, siendo ¥ totalmente geodésica en el el espacio
ambiente R"* o S"*F ~ estd completamente contenida en . Luego ¥ N U es conexo y entonces
debe ser una tnica rebanada. Por lo tanto, N es regular. El resto sigue del lema anterior y de [30,

Thm.VIIT,Ch.I]. |
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Notacion: En lo que sigue, notaremos

M, :=pr'(r)
para cada r € M/N. Esto es, M, es la subvariedad integral maximal de M por cualquier punto
p €pri(r).

Observacion 10 Como consecuencia del teorema, si (U, ) es una carta reqular en M respecto a
N, con ¢ = (z',---,2™) y (U, 9) es la carta local asociada en M/N, entonces o, : U — pr=*(U)

definida por

donde ig : R"™ — R™ es la inclusion ig(z!T1,--- 2™) = (0,---,0,2F1, ... 2™, define una seccién

local de pr : M — M /N que denominamos seccion local definida por (U, ).

1.3.2. Fibrados afines y esféricos y grupos de holonomia

Dadas tres variedades diferenciables £, N y F', decimos que 7w : E — N es un espacio fibrado

con fibra estandard F, si

i) 7 es diferenciable y sobreyectiva;

ii) Existe un cubrimiento abierto U de N tal que para cada U € U existe una aplicacién diferen-

ciable ¥ : 77 1(U) — F tal que la funcién
U= (m,¥): 7' (U) - UxF
es un difeomorfismo.

La funcién ¥ se denomina una trivializacién local para el espacio fibrado.

La aplicacién 7 es una submersién y para cada p € M, la fibra E, := 7~ (7(p)) es una subva-
riedad embebida de E difeomorfa a F. Més atin, si (U, ¥) es una trivializacién local con p € U y
W = (7, ¥), el difeomorfismo viene dado por Vg,

Sea Dif f(F) el grupo de difeomorfismos de F' y sean (m,©), (m, ¥) trivializaciones locales sobre

abiertos U y V de N respectivamente. La funcién

f@}q;tUﬂV*)Diff(F)v prQ,\I/(p):QO\PrElp
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se denomina funcion de transicion entre ambas trivializaciones. Si G es un subgrupo de Lie de
Dif f(F'), decimos que el espacio fibrado 7 : E— N tiene grupo de estructura G si las funciones
de transicién de dos trivializaciones locales cualesquiera estdn en G.

Denotemos por A™ el espacio R™ con la estrucura afin estandard. Un espacio fibrado 7 : E — N
con fibra estdndar A™ se denomina un fibrado afin si tiene grupo de estructura Aff(n) :=
GL(n) x R™, el grupo de transformaciones afines de A™ (o equivalentemente, si cada fibra tiene
estructura de espacio afin tal que para cada trivializacién local (m, ¥), Vg, + By & A" es un
isomorfismo afin, andlogo a [32, Prop. 1.14]).

Un espacio fibrado 7 : E — N se denomina fibrado esférico si tiene fibra estdndard S™ y grupo

de estructura O(n + 1).

Teorema 11 Si M es una subvariedad completa con indice de nulidad constante del espacio euclideo
o de la esfera, entonces pr: M — M/N es un fibrado afin en el primer caso y un fibrado esférico

en el sequndo.

Demostracién: Supongamos que M tiene indice de nulidad constante yu = 1. Sea (U, p = (x!,---,2"))
una carta regular con respecto a N en M cualquiera y sean (U, %) la carta asociada en M/N y
o : U — U laseccién local definida por (U, ¢) (cf. Teorema 9 y observacién 10). Para cadar € M /N,
denotemos X;(r) = (9/0x") (.

Analicemos primero el caso de M™ C R™*. Trivialmente las fibras de pr en M tienen estructura de
espacio affn pues son subespacios afines de R"**. M4s atin, para cada r € U, M, = o(r) + Ty My,
identificando T5(,) M, con el correspondiente subespacio de R"**. Luego todo elemento = de M, es

de la forma
!

x=o(r)+ ZviXi(r),

i=1
donde nuevamente identificamos X;(r) con el correspondiente vector en R™*¥,
Para cada (r, (v',---,v")) € U x Al, pongamos p(r, (v!,---,0")) = o(r) + 22:1 v"X;(r). Entonces
no es dificil ver que p : U x Al — pr=}(U) es un difeomorfismo tal que ¥ = p~! define una
trivializacién local para pr : M — M/N. La coleccién de todas las trivializaciones asi definidas,

dan a pr: M — M /N estructura de fibrado afin.
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Supongamos ahora que M™ C S"** ¢ R***+1 Entonces M, es la [-esfera en el subespacio (I +1)-
dimensional de R™t++1

Ly :=T,,yM, ®Ro(r) (1.8)

Sea {F;} el marco ortonormal local en T'M que se obtiene aplicando el proceso de ortogonalizacién

de Gram-Schmidt a {X;}. Definamos entonces p : U x S! — pr~'(U) por
!
(r, (@', o) = Y v Ei(o(r) + 0o (r).
i=1

Entonces no es dificil ver que p es un difeomorfismo y ¥ := p~! define una trivializacién local
para pr : M — M/N. Es claro por como son contruidas estas trivializaciones, que las funciones de

transicién estan en O(l + 1), y entonces dan a pr : M — M /N estructura de fibrado esférico. W

Dada una curva diferenciable (a trozos) ¢ : I — M, decimos que ¢ es horizontal con respecto
a N'sic'(t) L Nz, para cada t € 1.

Dada una curva ¢ : I — M /N decimos que ¢ : I — M/N es un levantamiento horizontal de
¢ (con respecto a N'), si ¢ es horizontal y pr(¢(t)) = c(t), para cada t € I. Si ¢(0) = p € M),
decimos que € es un levantamiento horizontal de ¢ por p.

Sea ¢ : I — M/N una curva diferenciable, b € I cualquiera y ¥ : pr-}(U) — U x F una
trivializacién local para pr : M — M/N tal que c(b) € U, donde F es la fibra estdndard. Sea

yo € F ysea ¢ : W — V C R! una carta local alrededor de g centrada en 9. Pongamos
0 :=Vo (id,):pr Y(U) - U x V. (1.9)

Para cada (r,y) € U x V sea
1
Hir) = dOj0-1(ry) N1 (1)
Observemos que dpr|g-1(, ) restringido a /\/@{1(7, y) €8 un isomorfimo sobre T.(M/N'). Denotemos

por L(r,y) a su inversa y pongamos
S(ryy) = 0% 1, o L(r,y), (1.10)

con ©2 = 75 0 O la proyeccién sobre V. Entonces no es dificil ver que S(r,y) es la tnica aplicacién

lineal de T,-(M/N') en R! que verifica que

Hiryy = (v, S(r,y)v) v € T,(M/N)}.
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Sea p = ©~1(r,0). Entonces ¢(t) es una curva horizontal, que se proyecta en c y tal que ¢(b) = p

si y sélo si (¢(t),e(t)) = O(c(t)) verifica

donde f(t,z) = S(c(t), ) (t).

De la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias (cf. [6, Ch. 1, Sec. 7]), obtenemos que existe un
entorno Jj, de b, contenido en I y tal que ¢(.J,) C U, tal que (E) tiene una tinica solucién en J,. Mds
aln, existe un nimero real § > 0 tal que para cada (a,z) € U :={(a,z) : a € Jp, |x —e(a)| < §} el
problema y’' = f(¢,y), y(a) = x tiene una tnica solucién diferenciable ¢, , definida en Jj, de modo
que la aplicacion

(a,z,t) = €4,2(t)
definida en U x J,, es diferenciable (cf. [21, Ap. 1],[11, Sec. 10.4]). Volviendo a M, tenemos:

Lema 12 Sea ¢ : I — M/N una curva diferenciable. Fijemosb € I yp € M. ). Entonces existe
un intervalo Jy alrededor de b contenido en I y una curva horizontal ¢(t) definida en Jy tal que
c(b) =p ypr(c(t)) = c(t) para cada t € Jy. Mds atin, para cada a € Jy, existe un entorno V, de ¢(a)
en M) tal que para cada q € V, existe una curva horizontal ¢, 4 definida en Jy, que se proyecta

en ¢ y tal que ¢, 4(a) = q. Ademds, la aplicacion
(a,q,t) — Cqq(t)
es diferenciable en U x Jy, donde U := {(a,q) : a € Jy,q € V,}.

Podemos entonces demostrar que toda curva en M /N admite un levantamiento horizontal a M.

Lema 13 Sea ¢ : I — M/N wuna curva diferenciable y sea p € Moy cualquiera. Entonces existe

un unico levantamiento horizontal de c por p.

Demostracién: Sea ¢ : I — M /N una curva diferenciable cualquiera, sea p € Moy yec: [0,0) —
M una curva horizontal maximal tal que ¢(0) = p y pr o¢ = ¢. Supongamos que b < 1. Veremos
que ¢ puede extenderse, lo cual lleva a una contradicién.

En el caso que M C S"t*, el resultado es inmediato pues las fibras de pr son compactas.
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Supongamos entonces que M C R Sea py € M.y cualquiera y ¢ la tnica curva horizontal en
M definida en el entorno J, de b dado por el lema 12 tal que ¢(b) = po y pr(c) = c. Sea a € Jp y sea
Va el entorno de c(a) en M.,y dado por el lema 12. Sean qo = c(a) y q1,- -, q en My, NV, tales
que {g; — qo}éz1 es linealmente independiente. Para cada ¢ = 1,-- -, sea ¢, la curva horizontal ¢, 4,
definida en el lema 12. Existen tnicos \; € R tales que @(a) = go + >.._; Ai(¢; — o). Pongamos
v =c¢+ > Ai(¢y —¢). Es claro que v estd definida en Jj, y se proyecta en c. No es dificil ver que
«v es horizontal. Como ~y(a) = ¢(a), v y ¢ deben coincidir en [0,b) N J,, con lo cual ¢ se extiende a

[0,b) U Jp. u

Estamos en condiciones de definir una nocién de transporte paralelo en M. Sea r € M /N y sea
¢: I — M/N una curva diferenciable en M/N. Definimos el N -transporte paralelo como
i Mgy = My
poom =)
donde ¢, es el levantamiento horizontal de ¢ por p. Una definicién andloga puede hacerse para
curvas diferenciables a trozos.
Si c1,¢0: I — M/N son curvas diferenciables (a trozos) en M/N y definimos ¢ (t) = ¢1(1 — t),

entonces es inmediato de la definicién de transporte paralelo que valen

T&/:/’OT(':AZ/ = Té\[_cz (1.11)
—1
(r) =7k (1.12)

Dado que cada levantamiento horizontal ¢(¢) de ¢(t) es perpendicular en cada punto a la familica
{Mc)} de subvariedades totalmente geogésicas de M, del Lemma 2.8 en [26] (ver también [13,

Prop. 2.1]) obtenemos

Lema 14 Para cada curva ¢ : I — M/N, el transporte paralelo Tév : Moy = My es una

isometria.

Introduciremos finalmente los grupos de holonomfia. Para r € M /N, denotemos por Q(r) (resp.
Q0(r)) el conjunto de lazos diferenciables a trozos (resp. lazos homotépicos al lazo constante r) en

M /N basados en r. Denominamos grupo de holonomia (asociado a ') basado en r € M/N a

@, :={rN :ceQ(r)} C Iso(M,).

C
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A partir de las propiedades (1.11) y (1.12) es inmediato comprobar que ®, es un grupo. Denomi-

namos grupo de holonomia restringido (asociado a N') basado en r € M /N al subgrupo

0= (N :ce Q).

T

Exactamente de la misma manera que para los grupos de holonomia definidos por conexiones en

fibrados principales (cf. [21, Cap. 2, Th. 4.2]) se demuestra
Lema 15 ®, y ® son grupos de Lie y ®° es la componente conexa de Idy;, € ®,.

Se denomina grupo de holonomia local (asociado a N') basado en r € M/N a
®lo¢ = nd’(r,U)

variando U entre todos los entornos abiertos de r, donde ®°(r,U) := {7V € &0 : ¢ ¢ U}. Al igual
que para los grupos de holonomia local asociados a conexiones en fibrados principales, existe un
entorno abierto U de 7 tal que ®!°¢ = ®°(r, V), para cada entorno V' de r contenido en U (ver [21,
Ch II, Prop. 10.1]).

Veremos que estos grupos de holonomia cumplen una propiedad de tipo Ambrose-Singer (cf. [3]).

Sea ¢ : I — M /N una curva diferenciable a trozos. Denotemos

« «

() @)= { ) o o 7Y € lec)
entonces se tiene

Teorema 16 Sea C' un subconjunto denso de M /N . Entonces el grupo de holonomia restringido

@Y estd generado por los grupos (TN

C )*(@lcoé)) variando ¢ entre todas las curvas diferenciales en

M/N tal que ¢c(0) =p yc(1) € C.

Para la prueba de este teorema, necesitaremos considerar a pr : M — M /N como el fibrado
asociado a un fibrado principal 7 : E — M/N. Recordemos que m : E — N es un fibrado
principal con grupo de estructura G si es un espacio fibrado con fibra estdndard un grupo de Lie
G que actiia a derecha en E y tal que si ¥ = (7, ¥) es una trivializacién local definida en 7= 1(U),

se verifica

U(ug) = ¥(u) - g
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para cada u € 7 1(U), g € G.
Supongamos primero que M C R**. Sea A(M,) el conjunto de isomorfismos afines h : Rt — M,..
Aff(l) actia por composicién a derecha sobre A(M,) en forma libre. Pongamos

A= |J Ay
reM/N

y definamos 7 : A(M) — M /N la proyeccién canénica (i.e. w(h) = r sii h € A(M,)). Sea (U, )
una carta local en M/N tal que ¥ = (pr,¥) : pr~}(U) — U x R! es una trivializacién local de
pr: M — M/N. Si h € A(M,), pongamos p(h) = Woh € Aff(l). Sea n: Aff(I) - R” x R! la

carta global canénica definida sobre Af f(1). Entonces & : 7~ 1(U) — R tal que

define una carta local para A(M).
Con esta estructura diferenciable, no es dificil ver que A(M) es un fibrado principal con grupo de

estructura Af f(l), cuyas trivializaciones locales son de la forma
p:n '(U) = UxAff(l), hw p(h) = (x(h),p(h)).

Si M c S"**, pongamos A(M,) el conjunto de isometrias h : S' — M,. En este caso, si (pr, ¥)
es una trivializacién local para pr : M — M/N, entonces p(h) := Vo h € O(l + 1) para cada
h € A(M;). No es diffcil ver que poniendo A(M) = U,epp AM;), m 0 A(M) — M/N es un
fibrado principal con grupo de estructura O(l + 1), cuyas trivializaciones locales son de la forma
p=(m,p).

Para h € A(M), pongamos V), := ker(dry,). Vj, se denomina subespacio vertical y h — Vj, define
una distribucién integrable cuyas subvariedades integrales son las fibras de 7 : A(M) — M /N . Una
conexién en A(M) es una distribucién H complementaria a V, es decir tal que T, A(M) = V;, &Hp,

y tal que para cada a en el grupo de estructura,
(Ra)«(Hn) = Hha,

donde R, denota la multiplicaién por a segin la accién a derecha del grupo de estructura en las

fibrasde 7 : M — N.
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Decimos que una curva diferenciable y(t) en A(M) es horizontal si (t)(£) es horizontal con
respecto a N en M, para cada & en R! o S segiin corresponda. Si y(t) es horizontal y 7(v(t)) = ¢(t),
decimos que 7(t) es el levantamiento horizontal de ¢ por h = v(0).

Dada una curva c(t) en M/N y h € A(Mcy), sea (t) € A(My)) la transformacion que mapea

{0,e;} en {7V ](h(O)) 7N (h(e;))} en el caso afin o que mapea {e;} en {TJY

‘ot 7 €0, Clo,t]

(h(e;))} en el caso de
la esfera. Entonces no es dificil ver que ~y(¢) es la tnica curva horizontal en A(M) que se proyecta
por 7 en c(t). Esto es, dada c¢: I — M/N y h € A(M,()), existe un tinico levantamieno horizontal

de c a A(M) tal que y(0) = h.
Lema 17 Sea rg € M/N fijo.

1. Eriste un entorno U de ro y una funcién diferenciable y : TU — M/N tal que para cada

reU,y0,)=ry %loy(tv) = v para cada v € T,M/N.

2. La aplicacion
YT: T,,M/N x A(M,,) xI — A(M)

(v, h,t) = Y(v,h,t) == yh0(t)

es diferenciable, donde vy, ,(t) es el levantamiento horizontal de y(tv) por h.

Demostracién: Sea o : U — M una seccién local de pr : M — M /N definida en un entorno
abierto U de ¢ y sea exp : TM — M la aplicacién exponencial de M. Entonces y := pr o exp odo
es la funcién buscada.

Consideremos ahora la aplicacion T : T, ) M/N x M,, x I — M tal que T(v,p,t) = T ,(t),
donde ¢, ,(t) es el levantamiento horizontal por P de y(tv). Entonces, si © es como en (1.9),

T(v,p,t) = O 1 (y(tv), e, (t)), donde £,(t) es solucién del problema

(Ev) €'(t) = folte(t)),

con f,(t,z) = S(y(tv), x)(y(tv))" y S definida como en (1.10). De la dependencia diferenciable de
las soluciones respecto del pardmetro v y de la condicién inicial p se tiene que Y es diferenciable.
Utilizando trivializaciones locales, de la relacién entre las curvas horizontales en M y en A(M) no

es dificil ver que entonces Y es diferenciable. |
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En lo que resta de esta seccién denotaremos por F a la fibra estdndard de pr : M — M/N 'y
por G al grupo de estructura de 7 : A(M) — M/N. Esto es, F = Rl y G = Aff(l) en el caso
McR"Wy F=SyG=0(+1)enel caso M C S"*F.

Lema 18 Euriste una tinica conexion H en A(M) tal que y(t) es una curva horizontal para H (i.e.,
Y (t) € Hoyy para cada t) si y solo si es horizontal en A(M) (i.e. y(t)(§) es horizontal en M con

respecto a N, para cada § € F).

Demostracién: Para cada h € A(M), definamos H; = {7/(0) : v(0) = h y ~ es horizontal}.
Veremos primero que Hj es un espacio vectorial de dimensién n — I. Sea r = 7(h) y sea Y la

aplicacién definida en el lema 17. Consideremos la aplicacién k : T, M/N — T, A(M) dada por

d
k(v) = a‘o'f(v,h,t).

Sea X : T, M/N x I — A(M) la funcién diferenciable dada por X (v,t) = Y(v,h,t). Como ¢ —

Y (tv, h,1) define una curva horizontal por h que se proyecta en y(tv), resulta
Y (v, h,t) =Y (tv,h,1).

Entonces k(v) = dX()(v,0). Luego k es lineal y de la propiedad 1 del Lema 17 resulta dmok = id.
Luego k es inyectiva.

Ahora bien, si v(t) es una curva horizontal en A(M) por h'y v = dm,(7/(0)), entonces no es dificil
ver que 7'(0) = v}, ,(0). Luego Hy, = Im(k) es un espacio vectorial de dimensién n —I. Como dr es
un isomorfismo restringido a H y ker(dr) = V), resulta claro que T, A(M) =V, @ Hy.

Veamos ahora que h — Hj, define una distribucién C* en A(M). Consideremos la aplicacién
g: A(M) — M dada por h ~— g(h) := h(e;), (i € {1,---,1} fijo cualquiera 0 eg = 0 si M C R!).
Si ¥ = (pr,¥): pr Y(U) — U x F es una trivializacién local en M, recordemos que p = (7, p) :
771 (U) — U xG con p(h) = Yoh es una trivializacién local en A(M). Usando estas trivializaciones
locales, resulta facil ver que g es diferenciable y que dgj, es un isomorfismo de Hj, en N ﬁh)‘ Si ahora
X; son campos que generan N en un entorno U de g(h), definamos X;(h’) como el tinico vector
de H;, mapeado en X;(g(h')) por dgy, para cada h' € g71(U). Entonces no es dificil ver, utilizando

las trivializaciones locales, que los campos X; generan H en g~ (U).
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Finalmente, si y(t) es una curva horizontal en A(M) y a € G, resulta claro que 7(t)a es hori-
zontal, pues en efecto y(t)(a) es horizontal en M cualquiera sea £ € F. Obtenemos entonces que
(R.)«(Hp) = Hpa- Luego H define una conexién en A(M).

Es claro, por la definicién de H, que si (¢) es una curva horizontal en A(M), entonces (t) es
horizontal con respecto a H. Si ahora 7(t) es horizontal con respecto a H, entonces dg. (7' (t)) €
Nvl(t)(ei), para cada t. Esto implica que 7(¢)(e;) es horizontal en M, para cadai=1,---,1y v(t)(0)

es horizontal en M si M C R!. Luego v(t)(€) es horizontal en M cualquiera sea & € F. [

Sic: I — M/N es una curva diferenciable en M/N, denotemos por 7. el transporte paralelo
en A(M) definido por H, esto es, si h € A(M).q), Te(h) = 7(1) donde 7(t) es el levantamiento
horizontal de ¢ por h.

Sea Cf% el grupo de holonomfia restringido asociado a la conexién H basado en h € A(M),
) :={acG:7.(h)=hoa, pa.cecQx(h)}
y sea @fc el grupo de holonomia local asociado a H basado en h, esto es
ojec == () @°(h, U)
variando U entre todos los entornos abiertos de r = m(h), donde
®'(h,U) :={a € ®°(h) : 7o(h) = hoa, p.a.ceQ(r), ccU}.
Sea AM (h) el subfibrado de holonomia de A(M) por h, esto es

AM(h) :=={h € A(M): W =7.(h), pa.c:I— M/N, c0)=mn(h)}.

Observemos que si b’ € AM(h), entonces &)2 = &32, D (AI;%‘ZC

Con una leve modificacién en la prueba del Teorema 10.2 en [21], tenemos:

Lema 19 Sea h € A(M) y sea U un subconjunto denso de AM (h). Denotemos por g(h) y g*(h) las
dlgebras de Lie de 52 Y &)l,fc respectivamente. Entonces (como espacio vectorial) g(h) estd generada

por g*(h'), variando ' € U. En consecuencia, 5,01 estd generado por los grupos Cfloc, variando

Mel.
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Demostracién: Sea 2 la forma de curvatura de la conexién H en A(M) (cf. [21, p. 75]). Por el

Teorema de Ambrose-Singer ([3]) g(h) = span{Q,(X,Y):v e AM(h), X, Y € H,}. Definamos
g = span{Q,(X,Y):vel, X, Y € Hy}.

Es claro que g’ C g, y como U es denso en AM (h), de la continuidad de Q en v, X e Y surge la
otra contencién. A partir de aqui, la prueba es exdctamente igual al correspondiente teorema para

una conexioén en un fibrado principal (cf. [21, Ch. II, Th. 10.2]) |

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema 16:

Demostracién Teorema 16: Sea h € A(M) y sea r = w(h). Consideremos la aplicacion Tj,(a) =
hoaoh™ a€G.Siac 52, sea ¢ € Q°(r) y sea (t) el levantamiento horizontal de ¢ por h tal
que v(1) = hoa. Entonces hoaoh™ =~(1)oh™! = 7V € ®Y. Reciprocamente, h' o7V o h € 52,
con lo cual T}, define un isomorfismo de &32 en ®Y. Es posible hallar un entorno U de r tal que
52"0 = 3%(h,U) y ®loc = 3°(r, T) (cf. [21, Prop. 10.1]), de donde resulta que T}, define también un
isomorfismo entre Cﬁf‘: y dloe,

Sea C un subconjunto denso de M /N y pongamos U = 7~ (C) N AM (k). Entonces U es denso
en AM(h) y a partir del Lema 19 resulta que ®! estd generado por Th(fl)lho,c), variando h' € U.
Observemos que h' = 7.(h) para alguna curva ¢ : I — M /N tal que ¢(0) = r, ¢(1) = n(h') € C.
Bastara ver que Th(:I;%",C) = (Té\/)*(tblc‘z‘i))

En efecto, si f € &)lho,c, entonces existe un elemento chy\f € @?(Ch,) tal que f = (h/)! OTévo 1. Luego

Th(f) = Fe(h)oh ™) oM o(Fooh™ ) =(N) L orN oV ¢ (TCN)*(@CO(;). n
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2.1. Variedades focales, tubos esféricos y holonémicos

En esta seccién introduciremos las principales herramientas de la teoria de subvariedades que
necesitaremos en el resto del trabajo: focalizacion y la construccion de tubos holonémicos. No
presentaremos las pruebas de la mayoria de las propiedades. Para las mismas y otros detalles
referimos a [4], [31] y [19].

Sea M una subvariedad (pseudo-)riemanniana de una variedad (pseudo-)riemanniana completa
M. Se denomina exponencial normal de M ala aplicacién exp’ : vM — M tal que exp*(p, &) =
7e,(1), donde 7¢, es la tinica geodésica por p en M con velocidad inicial §p- De manera analoga
al caso de la aplicacién exponencial exp : TM — M, puede verse que la exponencial normal es
diferenciable. Sea Z : M — vM la seccién cero, esto es, Z(p) = 0, € v, M. Un entorno abierto U
de M en M se denomina entorno normal si es la imagen difeomorfa via exp’ de un entorno de Z
en vM. Es posible probar que si M es embebida entonces M admite un entorno normal en M (cf.
[29, Prop. 7.26]). Si M no es embebida, entonces este resultado vale s6lo localmente.

Si el espacio ambiente M es R™ o L™, la exponencial normal viene dada por

exp(p, &) = expy & =p+ &

La conexién normal en M induce una particién en el fibrado tangente del fibrado normal de M
en las distribuciones vertical y horizontal correspondientes. Esto es T(, ¢ yvM = )7(1,@) &) ﬁ(p’gp),

donde ]7(1,’51)) es el espacio tangente a las fibras del fibrado pr: vM — M, o sea
V(pfp) - T(Ihfp)pr
y ﬁ(p,ﬁp) es el espacio horizontal dado por la conexién normal en M, o sea,
~ d
H(p,fp) = {%‘Og(t) : E(O) = (p7 gp)}a

donde £(t) es el transporte paralelo de &, a lo largo de curvas en M por p y la derivada representa

la derivacién como curva en vM (cf. [32]). Por otra parte, como pr—'(p) = v, M es un espacio
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vectorial, el espacio vertical ]7(1,@) se identifica con v, M via el isomorfismo J,¢,) : vpM — ﬁ(p,gp)

tal que J(,.¢,)(Mp) = %]o(p, &p + tnp). Mediante un sencillo célculo resulta que

1 _ -1
dexpp ¢ ) ’ﬁ(p,gp) - *7(p,£p) (2.1)
I
dexpipe,) iy, = 14— Ag) 0 dpripg,) (2:2)

Observemos que la diferencial de la exponencial normal mapea vectores verticales en vectores
normales a M y vectores horizontales en vectores tangentes a M.

Sea entonces M una subvariedad Riemanniana del espacio Euclideo. Un punto p + §, € R" se
dice focal para M si es un valor critico de exp’. De (2.1) y (2.2) resulta que dexpé} ¢, tiene el
mismo rango que (Id — Ag,), con lo cual p + £, es un punto focal si ker(Id — Ag,) # 0.

Si existe un campo normal paralelo ¢ a M (i.e, V+¢ = 0) tal que 1 es un autovalor de Ag de

multiplicidad constante, entonces dim(ker(/d — A¢,)) no depende de p y
Me={z+§{(z):x € M}

es una subvariedad del espacio ambiente denominada variedad focal de M si ker(Id — Ag,) # 0

y una subvariedad paralela a M si ker(Id — A¢) = {0}. La proyeccién
7 M — My | w(x) =2+ &(x)

que denominaremos mapa focal es una submersién si Mg es focal y un difeomorfismo si M es
paralela (cf. [4, sec. 4.4]).

Denotemos por V, y H, a los espacios vertical y horizontal de 7 en p respectivamente, es decir,
V, = Tpy(r~1(7(p))) y Hp es su complemento ortogonal en T,M. Entonces es inmediato verificar

que:
= V, = ker(Id — A¢) = ker(drmp) ;
" H, = T,r(p) M (como subespacios de R™);
VrpyMe = Vp ® vpM (como subespacios de R").

La distribucién vertical V es integrable, sus subvariedades integrales son las fibras de la submersién
7. Més atn, a partir de la ecuacién de Codazzi (1.5) es muy simple verificar que V es autoparalela

(cf. [4, lema 4.4.5]) y en consecuencia las fibras son subvariedades totalmente geodésicas de M.
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Por otra parte, como ¢ es paralelo respecto de la conexién normal de M, R*+(X,Y)¢ = 0. Luego,
por la ecuacién de Ricci (1.6), A¢ conmuta con todos los operadores de forma y entonces V (y en
consecuencia H) es invariante por todos los operadores de forma de M.

Si M¢ una variedad focal de M, existe una relacién muy importante entre los transportes paralelos
en My M. Fijemos p € M y sean n € v, M C vy, M¢ y ¢ una curva horizontal por p, esto es,
c(0) =py c'(t) € Hzy para cada t. Si c = 7(c), entonces el transporte paralelo de 1 a lo largo de
¢y crespecto de las conexiones normales de M y M respectivamente, coinciden.

En efecto, sea 7j(t) el transporte paralelo de 7 a lo largo de ¢(t). Entonces 7)(t) € vgy) M C vy Me.
Denotemos por A el operador de forma de M y por A el de M. Entonces, como ¢'(t) € Hzp) y H
es invariante por A, resulta 77 '(t) = — Az (t) € Hey) = Ter)Me. Por otra parte,

Vawi(t) = Vewyi(t) + Az e (t) = 7' (t) + g (t) € To Mg
Luego 7(t) es paralelo a lo largo de c. Si ahora 7(t) es el transporte paralelo de 7 a lo largo de ¢(t),
es facil ver que 7n(t) es normal a M y (de manera andloga a lo anterior) que 7(t) es paralelo a lo
largo de c.

A partir de esta propiedad, es facil establecer cémo se relacionan los operadores de forma de
una variedad y sus variedades focales, mediante las denominadas férmulas de tubo (cf. [4, lema

4.4.7]): para cada n € v, M C vy, Mg se verifican

(»

- -1 -~ ~
Ag= Ay [(Id = Ap] ™3 Ay = Ay(Id+ Ag) ™ (2.3)
Sea ahora r > 0 un ntimero real y consideremos el subconjunto

vrM = {(p,&p) € vM = [|&p]| = r}.

del fibrado normal vM. Entonces v, M es un subfibrado de vM con fibra estandar S*~!(r) (donde
k = codim(M)) denominado subfibrado esférico de vM (cf. [32, 9.25]). Supongamos que existen
un entorno V de la seccién cero en vM y un entorno U de M de modo que exp™ : V — U es un
difeomorfismo y es posible tomar r lo suficientemente pequeno de modo que v, M C V (en particular

1 no es autovalor de A¢ cada vez que ||£|| = r), entonces

S, (M) = exp™ (v, M)
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es una subvariedad inmersa de R" (o L") denominada tubo esférico de M (esta construccién puede
hacerse siempre al menos localmente). Observemos que dimS, (M) = dim(M) + dim(vyM) — 1 =
n—1, o sea que S,(M) es una hipersuperficie en R", y en consecuencia tiene fibrado normal plano.

Cada elemento de S, (M) es de la forma z =p+ &, con p € M y &, € (v, M),. Podemos definir
entonces la proyeccién

7S (M) =M | n(x=p+&) =p. (2.4)

Observemos que moexp™ = pr con lo cual 7 es una submersién. Denotemos por V™ a la distribucién

vertical de 7w y por H™ a su complemento ortogonal en TS, (M). Entonces es claro que

s 1 1)
Vpre, = dexpi, e s(Vipie,) N Tipig,) (vrM)p)

y en particular,

71 (p) = p + (M),

A partir de (2.2) obtenemos que d exp(#H) es tangente a M y en consecuencia normal a V™. Como

TS, (M) = dexp(V) @ dexp'(H), deberd ser H™ = dexp™(H) y en particular

para cada x € S.(M).

Consideremos ahora el campo normal ¥ a M definido por
U(z)=m(z)— . (2.5)

Un simple calculo muestra que ¥ es paralelo en las direcciones verticales y horizontales en S, (M) y
en consecuencia es paralelo respecto a la conexién normal en S, (M). Més atn, si A es el operador
de forma de S, (M), entoces ker(Id — Ay) = ker(dr) y en consecuencia M = (S,(M))y es una
variedad focal a S,(M) en la direccién de ¥ y el mapa focal coincide con .

Fijemos ahora p € M y consideremos un vector normal 7, € v, M con ||n,|| = r. Dado cualquier
otro vector § normal a M en g € M, denotaremos §; ~ 7, para indicar que §, puede obtenerse

trasladando paralelamente 7, a lo largo de una curva en M que una p con g. El subconjunto

Hol(np) == {§ € vM : {5 ~ np}
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del fibrado normal v M de M, constituye un subfibrado principal (no vectorial) de M, denominado
subfibrado de holonomia por 1, (cf. [21] o [32]). Més atn, Hol(n,) C v, M. Denominamos tubo

holonémico de M por 7, a

My, = exp™(Hol (1))

o sea que los elementos de M, son de la forma c(1) + 7;5(n) con ¢ : [0,1] — M una curva
diferenciable por p. El tubo holonémico M,,, es una subvariedad inmersa de R™ contenida en el

tubo esférico S, (M) y tenemos entonces definida la submersién
7 My, — M /(1) + T (np) = c(1).

Es facil verificar que las fibras de 7 son érbitas de la accién del grupo de holonomia normal de M

sobre los espacios normales afines de M (cf [4], [19]). Més precisamente,
N n(x)) = 7(z) + @#(x) (x —7(x)).

El campo normal ¥(z) = m(x)—x restringido a M, es un campo normal paralelo al tubo holonémico
y M es una variedad focal a M, en la direcciéon de ¥ con proyeccién 7.

Como ya hemos mencionado, los tubos esféricos son hipersuperficies en R™ o L™ y por lo tanto
tienen fibrado normal plano. Los tubos holonémicos son subvariedades de los tubos esféricos pero no
hay razén para que compartan esta propiedad. Denominamos distancia focal de M al supremo de
los reales positivos ¢ tales que 1 no es un autovalor de A¢ si [|£|| < €. Observemos que la distancia
focal de M puede ser 0, pero al menos localmente (es decir, en un entorno de cada punto) es

estrictamente positiva. Entoces tenemos (cf. [4, Prop. 4.4.12], [19, Th. B])

Lema 20 Sin, estd en una drbita de dimension mdzima en el espacio normal v, M para la accion
del grupo de holonomia normal restringido (@j)o y |[npll es menor que la distancia focal de M,

entonces el tubo holondmico M, tiene fibrado normal plano.

Es importante observar que este resultado es consecuencia del denominado Teorema de Holonomia
Normal, [24], que establece que el grupo de holonomia normal restringido actia polarmente en el

espacio normal.
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2.2. Foliacién por tubos holonémicos

Esta seccién estd mayormente inspirada en [7]. En este trabajo, los autores introducen la foliacién
de un tubo holonémico N de una subvariedad M del espacio Euclideo por tubos holondémicos, y
establecen relaciones entre la geometria de N y la de M. Dedicaremos esta secciéon a la prueba
de propiedades similares que obtendremos de trabajar con un tubo esférico foliado por tubos ho-
lonémicos. De esta manera, mucho del trabajo presentado en [7] se simplifica y serd suficiente para
nuestras necesidades.

Sea. M una subvariedad de R™ y asumamos que existe un tubo esférico bien definido
N=S(M)={q+&:q9€ M €v,M,|&| = e}

alrededor de M (como ya hemos remarcado, esto siempre ocurre localmente). Sean 7 : N — M y
¥ la proyeccién y el campo normal paralelo a N definidos en la seccién anterior, respectivamente.
Asumamos que N tiene indice de nulidad constante. Denotemos por A el operador de forma de

N. Entonces Ey = ker(fl\p) es la distribucién de nulidad de N. Para cada x € N, definamos
S(z) =7 Yn(x)).

Sea E; = ker(Id — Ay) = ker(dr). Entonces F(z) = T,,S(z) para cada = € N. Consideraremos M
y N como subvariedades del espacio de Lorentz de dimensién n+2, L"*2, identificando R” con una
horosfera n-dimensional del espacio hiperbélico H"*! (cf. [1]). Denotemos por 7 el campo normal

a H"*! dado por n(r) = —x y pongamos
V=00 + 7,

para cualquier § de modo que ¥ sea temporal (este requerimiento es necesario para trabajar con

holonomia normal en el espacio de Lorentz, cf. [28]). Un simple célculo muestra que
ker(Id — Az) = Ej.
Entonces podemos foliar N (localmente, ver [4]) por los tubos holonémicos

H(z) = (N\f/)_\f;(x) CN. (2.6)



CAPITULO 2. EL TEOREMA LOCAL 33

Como trabajaremos localmente, podemos asumir que estos tubos holonémicos tienen todos la misma
dimensioén.
Consideremos la distribucién 7 en N que a cada x € N le asocia el espacio normal del tubo

holonémico H(x), como subvaridad de N. Esta distribucién verifica las siguientes propiedades,

Lema 21 (Prop. 2, [7]) . Con las notaciones anteriores,

1. La distribucion v en M es autoparalela (por consiguiente con subvariedades integrales total-
mente geodésicas), invariante bajo el operador de forma de N y contenida en la nulidad de

N. Mds ain, st i(m) es la subvariedad integral de v por x € N, entonces

Y(z)=(x+ v H(x))NN.

2. La restriccion de v a cualquier H(x) es un subfibrado paralelo y plano de voH (x), el mayor
subfibrado paralelo y plano de vH(x). Mds ain, siy € H(x), i(y) se mueve paralelamente

respecto de la conexion normal de H(x).

3. Sty € i(w), entonces existe un campo normal paralelo ¢ a H(x) tal que ¢(x) = y—x y

Dedicaremos el resto de esta seccién a la prueba de la siguiente propiedad (cf. [7, Sec. 2.5]),

Teorema 22 La distribucion v se proyecta a una distribucion C°, integrable, v* = m.(V) en
M, que resulta autoparalela y contenida en la distribucion de nulidad N de M. Dado p € M, la
subvariedad integral mazimal ¥*(p) de v* por p, es una subvariedad totalmente geodésica del espacio

Euclideo ambiente y para cualquier x € 7 1(p),

Y (p) = X(x) + ¥(x).

La distribucion ortogonal complementaria H* a v* en M es integrable e invariante por los operadores
de forma de M. Una subvariedad integral por p coincide localmente con w(H(x)), cualquiera sea
x € 7 Y(p). Mds atin, la restriccion de v* a w(H(x)) es un subfibrado paralelo y plano del fibrado

normal v(m(H(x))) en el espacio ambiente.
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Necesitaremos del siguiente

Lema 23 Sea w € S(z), entonces X(z) = S(w) + (z — w).

Demostracién: Denotemos por 7 : N — Ng el mapa focal. Si z,y € N, denotaremos = ~p, y si
x e y pueden unirse mediante una curva (diferenciable a trozos) en N, normal a Fy en todo punto.
Veamos que, localmente,

H(z)={y€ N :z~pg, y}. (2.7)

En efecto, sea y en un entorno de z tal que H(z) C N. Entonces y = ¢(1) + 7-(—¥(z)) con
c:[0,1] = Ng una curva tal que c(0) = 7(z), donde 71 representa el transporte paralelo respecto
de la conexién normal en Mg. Sea ¢ el levantamiento horizontal de ¢ por z, respecto de 7. Entonces
c(t) = e(t) + U(e(t)). Como el transporte paralelo de W(z) a lo largo de ¢ respecto de la conexién
normal de Ng y a lo largo de ¢ respecto de la conexién normal en N coinciden y T es paralelo en
N, resulta y = ¢(1) — ¥(x) = &(1). Recordando que el subespacio horizontal para 7 viene dado por
ker(7)+ = Eg, concluimos que = ~p, y. La otra contencién se demuestra similarmente.

Observemos que para cada x € N, T'S(x) = E; L Ep, con lo cual obtenemos
S(z) C H(x).

Veremos primero que ¥ puede ser considerado como un normal de curvatura paralelo de H(x),
para cada x € N. Necesitaremos de la siguiente propiedad: si C' C D C R" son subvariedades con
fibrado normal plano tal que C' es invariante bajo el operador de forma de D, y n es un normal de
curvatura paralelo de D con autodistribucién asociada E' tal que Ejc C T'C, entonces 7 := n|c es
un normal de curvatura paralelo de C' (cf. [7, Lemma 1]).

Observemos que ¥ es el normal de curvatura paralelo asociado al autovalor 1 del operador de
forma Ay de N. De la propiedad (2) del Lema 21 obtenemos que H(x) tiene fibrado normal plano.
En efecto,

vH(2) = V() © VN|H@) = Vi) © RY 1) (2:8)

1 ~ ~
Por otra parte, TNy(y) = Vja@) © TH(x) y v es A-invariante. Luego H(z) es A invariante.

Finalmente observemos que la autodistribucién asociada al autovalor 1 de Ay es E; = T'S (), y
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como S(z) C H(z), obtenemos (E1)g () C TH(x). Podemos aplicar la propiedad a C' = H(z) y
D = N y obtenemos que V¥ := Vg (z) es un normal de curvatura paralelo de H ().

Fijemos x € N y sea y € i(x) Sea ¢ el campo normal paralelo a H(x) tal que ¢(z) = y — z dado
por el Lemma 21 (2). Veremos ahora que ¢ es constante a lo largo de cada fibra S(z), para cada
z € H(z).

Como ¥ y ¢ son ambos paralelos, y ¢ es tangente a las subvariedades totalmente geodésicas Z~],

obtenemos (¥, ¢) = 0. Por otra parte, dada una curva arbitraria ¢(t) C S(z), resulta

d

at s(e(t)) = Af(z)c/(t) — (¢, V) c'(t) —0

donde A”(*) es el operador de forma de H(x) como subvariedad del espacio ambiente. Luego ¢ es
constante en el espacio Euclideo ambiente a lo largo de c.

Sea entonces w € S(z). Dado y € f](a:), definamos el campo ¢ como recién hicimos. Sea ¢ una
curva en S(x) C H(x) uniendo x con w. Entonces, del Lema 21 (3), w7 @ (y—z) € S(w), donde

H(x) representa el transporte paralelo respecto de la conexién normal en H (x). Pero por lo que

acabamos de probar, 7.

-
y—1x) = TCH(x)§(l‘) =y — 2, de donde obtenemos y + (w — z) € E(w),

0 sea 3(z) + (w — z) C X(w). La otra contencién es ansloga. [

Observacién 24 Sea y € S(x) y < el campo normal a H(x) definido en la demostracion anterior.
Dado z € S(x), como 3(2) estd contenida en la distribucién de nulidad de N, resulta que 3(2) es
totalmente geodésica en el espacio ambiente y el campo normal ¥ a N es constante a lo largo de

5. Entonces z +(z) € 2(z) y ¥(z +¢(2)) = ¥(2).

Demostracién Lema 22: Como consecuencia del Lema 23 obtenemos que U es constante en el
espacio ambiente a lo largo de cada fibra de la submersién m. Por otra parte, dm = (Id — A\p),
donde A es el operador de forma de N. Como v estd contenida en la nulidad de N, es inmediato
que v se proyecta a una distribucién v*, bien definida y C'*° sobre M. Como v es horizontal para
msi X ey y X es su levantamiento horizontal por z € N respecto de 7, entonces X € Uy, y

Xr(@) = dmy (X:) = X, como vectores en R™. De aqui resulta ficilmente que v* es autoparalela. y

que las subvariedades integrales de v* son 7(3(z)) = 3(z) + ¥(x).
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Para cada p € M definamos H; = (V;)J‘, donde el complemento ortogonal es tomado en T),M.
Entonces H* es una distribucién C* en M. Probaremos que H; = dm, (T H(z)) cualquiera sea
x € 7 1(x). Seguird entonces que la subvariedad integral por p coincide localmente con 7(H(x))
cualquiera sea z € 7~ !(p).

Sea ¢ una curva en H(z) por x y sea X un campo vectorial en v* definido cerca de p. Sea X su

levantamiento horizontal a N. Entonces, como dm, (¢ (0)) = (Id— Ay)@(0) y Ay X, = 0, obtenemos

A~

(dr((0)), X,,) = <(Id - AQ)E’(O),YI> = (@(0),X,) - <a(0),Aﬁx> —0.

Luego dr, (T, H(x)) C H;kr(x)' La otra inclusién es inmediata, dado que el levantamiento horizontal
de un vector en H*(p) a TN yace en T, H(x).

De (2.8) obtenemos ademas inmediatamente que la restriccién de v* a w(H(x)) es un subfibrado
paralelo y plano del espacio normal v(7w(H (z))) en el espacio ambiente. Esto, junto con el hecho
de que las subvariedades integrales de v* son totalmente geodésicas en el espacio ambiente, prueba

que v* estd contenida en la nulidad A de M. [ |

Observacién 25 Como consecuencia del lema anterior, obtenemos que cualquier campo normal

paralelo a H(z) (tangente a N ) se proyecta a un campo normal paralelo a w(H (x)).

2.3. El teorema local

En esta seccién daremos una descripcion local de cualquier subvariedad del espacio Euclideo o la

esfera que involucra la distribucién de nulidad. Mas precisamente, probaremos

Teorema 26 Sea M una subvariedad del espacio Euclideo R™ o la esfera S™ y sea N, el subespacio
de nulidad de M en p. Si U es un subconjunto abierto de M y p,q € U, denotaremos por p ~y q
si p y q pueden unirse por una curva ¢ contenida en U tal que ¢/(t) L Nc(t) para cada t. Para cada

p € U, sea [plu la clase de equivalencia

o ={q€U:p~vq}

Entonces existe un subconjunto abierto y denso C de M tal que para cada p € C se satisface uno y

solo uno de los siguientes enunciados:
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1. [plu contiene un entorno de p, para cada entorno abierto U de p.

2. Eziste un entorno abierto U de p y una subvariedad propia S de U tal que p € S y U es
la union de variedades paralelas a S a lo largo de un subfibrado paralelo y plano v* de v(S)
contenido en /\f|U. Mds atun, las hojas de esta foliacion paralela son, localmente, clases de

equivalencia.

Probaremos primero un lema técnico.

Sea p € M y sea U un entorno abierto de p tal que existe un tubo esférico S(U) bien definido
alrededor de U. Decimos que p es un punto genérico de M si p esta en la imagen, via la proyeccién
radial 7 definida en (2.4), de un subconjunto abierto de S(U), donde el indice de nulidad de S(U)
es constante y los tubos holonémicos H (z) definidos en (2.6) tienen la misma dimensién. Tenemos

entonces,
Lema 27 El conjunto de puntos genéricos de M es abierto y denso en M.

Demostracién: Sea C el subconjunto abierto y denso de M formado por los puntos donde el indice
de nulidad es localmente constante (cf. Lema 1). Consideremos un cubrimiento abierto {Ua} de C

tal que el indice de nulidad p de M sea constante en cada U, y tal que el tubo esférico

N* = Saa(er) = {Q+§q :q € U, H§QH < 504}

esté bien definido para algin ¢, > 0. Sea 7, : N — U, la proyeccién radial correspondiente y ¥,
el campo normal paralelo a N¢ definido en (2.5). Podemos considerar un subconjunto abierto y
denso A, de N¢ tal que el indice de nulidad de N¢ sea constante en cada componente conexa de
Aq. Achicando A, en virtud de que la unién de las érbitas de dimensién méxima para la accién
polar de un grupo de isometrias en el espacio Euclideo forman un subconjunto denso (cf. la seccién

3.1), podemos asumir que los tubos holonémicos

Ho(z) = (N;%a),@a(x)

tienen la misma dimensién en cada componente conexa de A,. Observemos que m(A,) es abierto

y denso en U, y entonces C := |, ma(Aa) C C es abierto y denso en M. |



CAPITULO 2. EL TEOREMA LOCAL 38

Demostraciéon Teorema 26: Asumamos primero que M es una subvariedad del espacio Euclideo.
Sea C el conjunto abierto y denso de M de puntos genéricos dado por el Lema 27.

Sea p € C y supongamos que no vale la afirmacién (1). Sean U un entorno abierto de p, N un
tubo esférico alrededor de U y m: N — U la proyeccién radial. Sea V un abierto en N con indice

de nulidad constante, tal que los tubos holonémicos

(cf. seccién 2.2) tienen dimensién constante y tal que p € (V).

Entonces, a partir del Lema 22, obtenemos que 7(V') esta foliado por las subvariedades w(H (z)).
A partir del Lema 21 (3) y de la observacién 25, obtenemos que estas subvariedades son paralelas
a lo largo de el subfibrado paralelo y plano v* de vm(H(xz)). Basta tomar 2o € 7 X(p) NV y
S =n(H(xg)).

Veremos ahora que si ¢ = w(z) € w(V'), entonces
m(H(x)) = [q]u (localmente, alrededor de q).

Tomemos y € H(x) (cercano a z). Entonces, de (2.7), existe una curva ¢(t) en V uniendo x e vy,
perpendicular a Ey = ker Ay en todo punto, donde A es el operador de forma de N. Pongamos
c(t) =m(c(t)) = ¢(t) + ¥ (c(t)). Veremos que entonces ¢ es perpendicular a (7). (Ep) en todo punto.

En efecto, fijemos to y sea v € Eo(c(to)). Entonces dmz;)0 = v — Ag¥ = 7. Luego

(¢(t0), dmzae) D) = (& (to) — Aw(@(t0)),7) = (7 (t0),) — (& (to), Aui) = 0.

A partir de la férmula del tubo relacionando los operadores de forma de M y N (cf. 2.3) obtenemos
facilmente que N C ()«(Ep). Luego ¢(t) es una curva horizontal con respecto a A en U uniendo
qy 7(y). Concluimos que 7(H(z)) C [¢Ju (localmente, alrededor de q).

La otra inclusién se obtiene del hecho que la distribucién H* definida en el lema 22 es integrable
y sus subvariedades integrales son los conjuntos 7(H (z)). De hecho, si ¢’ € [q]u, existe una curva
horizontal (con respecto a A), ¢(t) uniendo ¢ y ¢’ contenida en U. Pero por el lema 22, v* C N.
Luego ¢ (t) L v*(c(t)), esto es ¢/ (t) € H*(c(t)), para cada t. Luego ¢’ estd en la misma subvariedad

integral de H* que ¢, o sea ¢’ € w(H (x)).
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Supongamos ahora que M es una subvariedad de la esfera. Consideremos el campo normal po-
sicién 1 en S™ definido por 7(p) = p. Observemos que 7 es paralelo en la conexién normal de S™
como subvariedad de R"*!, y que Ain = —Id. Podemos elegir un nimero real positivo § < 1 lo
suficientemente pequeno de modo que

M:= |]J My (2.9)
—d<e<d

sea una subvariedad bien definida de R**!, donde M., es la variedad paralela a M definida por el

n

(14e) centrada en el

campo normal paralelo en. Observemos que M., estd contenida en la esfera S
origen de radio 1+ ¢. Denotemos por 7, : M — M., el mapa focal usual (observar que my = Idy).

Sea N, ¢ €l subespacio de nulidad de M en q € M. Probaremos que
N o) = (dme)p(Ny) & Ra(p). (2.10)
Pongamos ¢ = 7.(p) € M,,. Observemos primero que
_ L

Sea A el operador de forma de M (como subvariedad de R"*1). Veamos que T4Mg,, y en conse-
cuencia Rz, son A-invariantes. En efecto, sea c(t) una curva en M., con ¢(0) = q y sea & € v M.

Sea £(t) el transporte paralelo de &, a lo largo de ¢ respecto de la conexién normal de M . Entonces

(deie 0)m) = (€00 m) = (600, 5 atele) ) = G (€ntelt)) = - (&, 0) =0

Concluimos entonces que cualquiera sea &, € v, M
ker A¢, = ker A§q|Tqu,, @ ker qu‘an.

Sea v € ker AVMT(IMS". Sea ¢ una curva en M tal que ¢(0) =py ¢’(0) = v, con ¢(t) = m(¢(t)). Sea
£(t) el transporte paralelo a lo largo de ¢ respecto de la conexién normal en M. Observemos que
&(t) puede también considerarse como un campo normal a M a lo largo de ¢, pues M y M., son

variedades paralelas. Entonces

0= —Ag,(v) =£'(0) = V)¢ + o (€/(0), £(0)),
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donde V5" es la conexién de Levi-Civita de S” y o°" es la segunda forma fundamental de S” como

subvariedad de R"*1. Pero

o™ (@'(0),€) = = (¢'(0),6)n =10
con lo cual

0= v§7(0)§ = AcZ(0) + vg,(o)g

(A y V* son la segunda forma fundamental y la conexién normal de M como subvariedad de S”
respectivamente). Concluimos que & es paralelo en M a lo largo de ¢ respecto de la conexién normal

de M (como subvariedad de S™) y ¢(0) € ker A¢. Luego
v = (dme),(c'(0)) € (dme)p(ker Ag(g))-

De manera andloga probamos que si ¢/(0) € ker Aé\/l , entonces dr.¢’(0) € ker Z&”Tq M., Luego

m ker gfq|Tqun = (dﬂ'g)pr.
EevyN

Es facil ver que ﬁgqn = 0, lo que concluye la prueba de (2.10).
Sea U un subconjunto abierto en M tal que U := U N M es abierto en M. Denotemos por [Q]*U el
conjunto de puntos de M que pueden ser unidos a ¢ por una curva perpendicular a N contenida en

U. A partir de (2.10) es claro que si ¢ € M., entonces [q]*ﬁ C M.y, y, en particular, si p € M entonces

[p]*ﬁ = [p]u. Entonces le teorema para M sigue de aplicar a M el resultado del caso Euclideo. W
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3.1. Acciones de un grupo por isometrias

Denotemos por @ una forma espacial R™, S™ o H” y consideremos la accién de un subgrupo de
Lie G de Iso(Q) en Q. Sea p € Q y sea G) el subgrupo de isotropfa en p para la accién de G en
Q. Una érbita G - p se dice principal si para cada g € ), G}, es conjugado en G a algin subgrupo
de G. Si G - p es una orbita principal, p se dice un punto principal. Cada dérbita principal es de
dimensién maxima y el conjunto P de puntos principales es abierto y denso de Q.

La accién de G, en @ deja invariantes los espacios tangente y normal a la érbita G - p (o sea, si
g € G,y veT,(G-p), entonces dgp(v) € Tp(G - p), y andlogamente para /,(G - p)). Entonces estan

bien definidas las acciones de G, en T,,(G - p) y v,(G - p) dadas por
Xp: Gp X Tp(G -p) = Tp(G - p), (9,X) g X =dgX (3.1)

op: Gp X vp(G-p) = vp(G-p), (9,€) = g &= dgp€. (3.2)

La accién (3.1) se denomina representacion isotrépica de la accién en p, mientras que la ac-
cién (3.2) se denomina representacion slice de la accién en p. La representacién slice permite

caracterizar las 6rbitas principales. En efecto, tenemos el siguiente resultado (cf. [4, Th. 3.1.3])
Lema 28 Una drbita G - p es principal si y solo si la representacion slice oy, es trivial.

Un campo vectorial X en @ se dice G-equivariante si X,, = g- X, para cadap € @, g € G.

Supongamos que G - p es una drbita principal y sea &, € v,(G - p). Definamos

Eap =9 &
Entonces f es un campo normal a G - p, G-equivariante, bien definido. En efecto, si ¢g,¢' € G son
tales que gp = ¢'p entonces g~'g’ € G, y, a partir del Lema 28, g71¢' - &, = &,.

Presentaremos en lo que sigue los conceptos de accién polar y subvariedades isoparamétricas. Am-
bos son muy importantes en el estudio de la geometria de subvariedades y resultaran fundamentales

en la prueba de nuestro teorema global.
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Decimos que la accién de un subgrupo de Lie G de Iso(G) es polar si existe una subvariedad
totalmente geodésica ¥, denominada una seccidn para la acciéon de G, que interseca a todas las
orbitas y es perpendicular a ellas en los puntos de interseccién. Si la accién de G en @ es polar,
una 6rbita es principal si y s6lo si es de dimensién méxima (cf. [4, Cor. 5.4.3))).

Podemos dar una definicién equivalente de una accién polar para una forma espacial. En efecto,
la accién de G en @ es polar si y sélo si la distribuciéon en P dada por los espacios normales de las
orbitas principales es integrable. En ese caso, una seccién para la acciéon viene dada por cualquier
subvariedad integral (cf. [18]).

El siguiente resultado nos serd muy util en la préxima seccion.

Lema 29 Sea QQ una forma espacial y sea G C Iso(Q) un subgrupo de Lie conexo. Supongamos
que el dlgebra de Lie g de G estd linealmente generada (como espacio vectorial) por las subdlgebras
de Lie g; < g,i=1,--- k. Sea G; el subgrupo de Lie conexo de G asociado al dlgebra de Lie g;.

Entonces, si la accion de cada G; sobre Q@ es polar, también lo es la accion de G.

Demostracion:
Sea X; una seccién para la accién de GG; por un punto fijo p € M. Entonces, en un punto principal

q € ¥, resulta
d 1
TS = veGi-q=(gi-q)" = {X qi= @‘Oexp(tX) q/ X € gz}

Definamos ¥ := (),.; ;. Entonces X es una seccién para la accién de G. En efecto, X es claramente

iel
una subvariedad totalmente goedésica de () que interseca todas las érbitas de GG y tal que en los

puntos principales verifica T,XL () g; - ¢, con lo cual T;3 C v,G - q. |

Una subvariedad M de R"™ se dice isoparamétrica si tiene fibrado normal plano y las curvatu-
ras principales en la direccién de cualquier campo normal paralelo son constantes (cf. [35]). Una
subvariedad de la esfera S™ es isoparamétrica si lo es como subvariedad de R**!. Cualquier subva-
riedad isoparamétrica del espacio Euclideo es esencialmente el producto de un espacio afin por una

subvariedad (compacta) isoparamétrica de la esfera. En efecto, (cf. [4, Th. 5.2.11], [31, Cor. 6.3.12])

Lema 30 Si M es una subvariedad isoparamétrica completa de R™ con distribucion de nulidad Ey,
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entonces existe una subvaridad isoparamétrica de la esfera My tal que que M se descompone como

el producto directo extrinsico de M1 y Ey.

En el siguiente lema resumimos resultados bésicos que vinculan las acciones polares con las

subvariedades isoparamétricas. Para las pruebas remitimos a [4] y [31].

Lema 31 Sea Q =R"™ 0 S"™ y G C Iso(Q) un grupo de Lie que actua polarmente por isometrias

en Q. Entonces

1. Todo vector normal a una orbita principal se extiende a un campo normal equivariante paralelo

respecto de la conexion normal de la drbita. ([31, Cor. 5.4.9], [4, Cor. 3.2.5]).

2. Las orbitas principales son subvariedades isoparamétricas ([31, Teor. 5.7.1]).
Finalizaremos esta seccion probando un resultado basico que necesitaremos en la seccién siguiente:

Lema 32 Sea G un subgrupo de Lie de Iso(R™). Si existe un subconjunto abierto U de R™ tal que
los espacios normales a las drbitas principales por puntos de U forman una distribucion integrable

en U, entonces la accion de G es polar.

Demostracion: Bajo las hipdtesis del lema y dado que la isoparametricidad es una propiedad
local, concluimos que las érbitas principales por puntos de U son subvariedades isoparamétricas de
R™ y, en particular, son cerradas. Luego G es un grupo cerrado que tiene las mismas érbitas que G.
Entonces el espacio normal v, (G - p) interseca cualquier otra dérbita de G (cf. [4]). Sea &, € v,(G - p)
un vector normal en p tal que la 6rbita G - (p + §,) tiene dimensién maxima. Podemos extender
&p a un campo normal paralelo equivariante £ en G - p. Luego la érbita G - (p + &) es la variedad
paralela (G - p)¢, y por lo tanto tienen el mismo espacio normal. Concluimos que la accién de G es

polar. |

3.2. El Teorema global

En esta seccién probaremos el resultado principal de este trabajo.
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Teorema 33 Sea M una subvariedad, completa e irreducible del espacio Euclideo o de la esfera
con indice de nulidad constante. Entonces cualquier par de puntos de M pueden ser unidos por una

curva siempre perpendicular o la distribucion de nulidad de M.

Consideremos el espacio fibrado pr : M — M /N definido en la seccién 1.3.2. Denotaremos, como
en las secciones previas, M, := pr—!(r), para cada r € M/N. Consideraremos ademds para cada
r € M/N el grupo de holonomia ®,, el grupo de holonomia restringido ®’ y el grupo de holonomia
local ®!°¢ como fueron definidos en la seccién 1.3.2.

A lo largo de toda la seccién denotaremos
H =N+ CTM.

Demostraremos previamente una serie de lemas técnicos a los efectos de facilitar posteriormente
la lectura de la prueba del teorema. En todos los enunciados M sera una subvariedad completa e

irreducible del espacio Euclideo o la esfera con indice de nulidad constante.

Lema 34 Si existe un punto p € M tal que se verifica el enunciado (1) del Teorema 26, entonces

para cada r € M,, el grupo de holonomia restringido ®° actia transitivamente en M,..

Demostracién: Antes que nada, observemos que si ®¥ actiia transitivamente en M, para algtin
r € M/N, entonces ®Y actiia transitivamente en M; para cada s € M/N.

En efecto, consideremos una curva ¢ : I — M /N cualquiera uniendo r y s. Sean q1, g2 € M y sean
a el levantamiento horizontal de ¢~! por ¢; y 8 el levantamiento horizontal de ¢~! por go. Como
a(1), B(1) € M, y ® actiia transitivamente en M,., existe una curva horizontal § en M uniendo

a(1) con B(1). Entonces a - § - 37! es una curva horizontal en M uniendo ¢; y g2, esto es,

N
Tpr(a-5-4-1)41 = 42-

Luego ®, actiia transitivamente en M, y como Mj es conexo, esto implica que ®Y actia transiti-
vamente en M (cf. [20, Prop. 4.3, Ch. II]).
Sea C el abierto denso en M dado por el Teorema 26. Supongamos que la condicién (1) del Teorema

26 se satisface para algin p € C. Sea r = pr(p). Entonces debe existir ¢ > 0 tal que

B(p,e) N M, C &, - p.



CAPITULO 3. EL TEOREMA GLOBAL 47

Sea ahora q = TcN(p) € @, - p, para algin lazo ¢ € M/N basado en r. Sea ¢ € B(q,e) N M, y

sea p' = ™V, (¢'). Como 7V

c Cc

es una isometria de M, entonces p' € B(p,e) N M, C ®, - p. Luego
¢ =7NW)ed,-p,dedonde B(q,e) N M, C ®, - p. Luego ®, - p es abierto.

Observemos que ademés hemos probado que existe un ntimero real positivo fijo € tal que B(g,&)N
M, C &, - p para cada q € ®, - p. Esto nos permitird probar que @, - p es cerrado. En efecto, sea
{x,} una sucesién en P, - p que converge a x € M,. Tomemos ¢ > 0 tal que B(p,e) N M, C &, -p
como antes. Entonces para cadan > N € N, x,, € B(x,¢). En particular, z € B(xy,e) C D, - p.

Como M, es conexa, deducimos que ®,., y en consecuencia ®*, actiia transitivamente en M,. B

Observacién 35 Observemos que en la prueba de este lema concluimos que si @, actia transitiva-
mente en M, para alginr € M/N, entonces cada @ actia transitivamente en M. Como es posible
conectar horizontalmente cualquier par de fibras de pr : M — M /N (basta considerar el levanta-
miento horizontal de una curva adecuada en M/N'), para demostrar el Teorema 33, bastard probar

que algun @, actia transitivamente en M,.

Lema 36 Para cada v € M/N, el grupo de holonomia restringido ®° actia transitivamente o

polarmente en M,..

Demostracion: A lo largo de la prueba mantendremos las notaciones del Teorema 26.

Sea C el abierto denso de M dado en el Teorema 26. Asumamos que ¢, no actia transitivamente
en M, para algiun (y en consecuencia para todo) r € M/N. En funcién del Lema 34 podemos
suponer que la condicién (2) del Teorema 26 se debe satisfacer para cada p € C.

Fijemos entonces p € C y sea U el entorno de p dado por el Teorema 26. Pongamos r = pr(p).

Probaremos que para cada g € U N M, se satisface
dlc . ¢ = [qly N M, (localmente alrededor de q). (3.3)
Podemos asumir, posiblemente tomando un entorno U menor, que
dloc = o0y, pr(U)).

Recordemos que [g]|y es el conjunto de puntos que pueden unirse a ¢ mediante una curva perpen-

dicular a A/ integramente contenida en U. Entonces es inmediato que [q]y N M, C & . q.
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Fijemos ahora una métrica Riemanniana en M /N y definamos una métrica Riemanniana en M
tal que las distribuciones vertical y horizontal definidas por pr, esto es N’y H, sean ortogonales
para la nueva métrica y pr sea una submersiéon Riemanniana.

Para un 6 > 0 fijo, sea Pj el subconjunto de ®!°° formado por las transformaciones Té\[ determina-
das por lazos en pr(U) basados en r, de longitud menor que 4. Siguiendo exdctamente las mismas
ideas que en [12, Appendix], obtenemos que Ps contiene un entorno abierto U(r) de la identidad en
@lroc. Podemos tomar § lo suficientemente pequenio de modo que Bj(gq) (la bola abierta de centro ¢
y radio d para la nueva métrica) esté contenida en U. Luego si ¢ es un lazo basado en r de longitud
menor que J, su levantamiento horizontal por ¢ estd contenido en U. Luego U - ¢ es un entorno
abierto de ¢ en ®°° - ¢ contenido en [q]y. Esto prueba la otra inclusién y la férmula (3.3).

A partir del Teorema 26 y del Lema 32, obtenemos que la accién de (I>ff’c en M, es polar.

Definamos C := pr—!(pr(C)). Hemos probado que para cada p € C el grupo de holonomia local
‘I)l;?rc(p) actia polarmente en My, ). A partir del Torema 16 y del Lema 29, obtenemos que el

grupo de holonomia restringido, que esta generado por estos grupos, actiia polarmente en M, como

queriamos probar. |

Lema 37 Para cadar € M/N seaV, el subconjunto abierto y denso de M, formado por los puntos

principales para la accion de ®,.. Entonces V = UreM/NVT es abierto y denso en M.

Demostracion: Es claro que V' es denso en M. Veamos que ademads es abierto.

Sea p € V y sea € > 0 tal que B(p,e) N M, C V., con r = pr(p). Consideremos la nueva métrica
Riemanniana en M definida en la demostracién del Lema 36 y tomemos un valor § > 0 de modo
que la bola Bj(p) de centro p y radio § para la nueva métrica, esté contenida en B(p,e/2).

Recordemos que esta nueva métrica proviene de dotar a M /N de una métrica Riemanniana y

hacer que pr sea una submersién Riemanniana con subespacio horizontal H. Es facil ver que

pr(B;(p)) = BM™ (pr(p),d).

Sea s € BM/N (r,0) yseac:I— M/N una curva uniendo r y s de longitud menor que ¢. Entonces

q =1V (p) € Bi(p) N M.
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es una isometria para la métrica original en M /N, resulta claro que 72V (B(p, )N M,) =

C
B(q,e) N Ms. Ademés es facil ver que N

Cc

Como 7V

mapea Orbitas principales para la acciéon de @, en érbitas
principales para la accién de ®4. Concluimos entonces que B(q,e) N Mg C V.
Si tomamos ¢’ € Bi(p) N My C B(p,e/2) y denotamos por d la distancia que define la métrica

original en M, entonces tenemos

g &
d(q',q) < d(d',p) +d(p,q) < sty =¢

con lo cual ¢’ € B(q,e) N M, C V. Concluimos que Bj(p) C V' y entonces V es abierto. |

Para cada p € M consideremos el subconjunto [p] de M dado por
] = {7V (p) / ¢: T = M/N, ¢(0) = pr(p)}. (3.4)

Esto es, [p] es el conjunto de los puntos de M que pueden conectarse a p mediante una curva

horizontal. Obviamente, nuestro objetivo es probar que [p] = M para cada p € M.

Lema 38 Para cada p € M, [p] es una subvariedad inmersa de M.

Demostracion: Sea Dy el conjunto de campos tangentes a M que yacen en N, esto es,
Dy :={XeX(M): X(q) €Ny, Vqge M}

Para cada X € Dy, sea ¢ su flujo asociado, i.e., tal que para cada p € M, t — ¢(p) es una curva
integral de X por p. Recordemos que para cada ¢ fijo ¢; define un difeomorfismo local de M (cf.

[38]). Si ¥ = (X1, --Xpn) € Dy T = (t1,---,tm) € R™, pongamos

I1(p) = i, © -+ 0 93, 0 21, (D),

donde ¢! es el flujo del campo X;. Definimos en M la siguiente relacién de equivalencia: q y p estan
relacionados si existen m € N, ¥ € Di} y T' € R™ tal que 97(p) = ¢. La clase de equivalencia S(p)
de p se denomina una 6rbita de Dys. Por el Teorema de la érbita de Sussmann-Stefan (cf. [33], [34])

S(p) es una subvariedad inmersa de M.
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Bastara ver entonces que [p] = S(p). Si X € Dy y ¢ es su flujo, entonces ¢;(p) es una curva
horizontal para N con lo cual resulta claro que S(p) C [p].

Sea Py la menor distribuciéon que contiene a N y es invariante por X para cada X € Dy
(i.e., doi mapea Py (p) en Py (¢ (p))). Entonces Py es involutiva y cada érbita de Dy es una
subvariedad integral maximal de Py (cf. [34, Th. 4.1]). Como N C Py resulta claro que que

[p] C S(p) para cada p € M lo que prueba la igualdad. [ |

Lema 39 Supongamos que M es simplemente conexa. Sea V' el subconjunto abierto y denso de M

definido en el Lema 37. Seap €V y &, € vp[p] C Np. Si ¢ =7V (p) € [p], pongamos

§(a) = (A ), (&)-
Entonces & es un campo normal a [p] V+-paralelo.

Demostracién: Observemos primero que si M es simplemente conexa, también lo es M/N y
entonces ®, = ®Y para cada r € M/N.

Supongamos que M es una subvariedad del espacio Euclideo. Fijemos r = pr(p). Como [p|NM, =
®Y . p es una érbita principal para la accién de @, , £ es un campo normal a [p] bien definido.
En efecto, si suponemos q = Té\/(p) = Tfy\[(p) entonces Té\_fl o T,‘;v € (®,)p vy a partir del Lema 28
&p = Tc/\[l © Tf/y\/(fp)-

Veamos que ¢ es paralelo respecto de la conexién normal de [p]. Fijemos ¢ € [p] y observemos que

Tylp) = Ty(®) ) - 0) ® Hy.

Tomemos v € T;,(P?

pr(q) -q). Es facil ver que & restringido a cada 6rbita (I)(;))r(q) -g s un campo <I>0pr(

a)
equivariante. Esto implica que £|¢o 0 es paralelo en la conexion normal de @gr(q) -¢, considerando
pr(q

q)O

pr(q) - 4 como subvariedad de Mpy(g) (cf. Lema 31). Entonces es facil ver que (VP& =0, donde

(VP L es la conexién normal de [p] como subvariedad de M.
Tomemos ahora v € Hy. Sea o(t) una curva horizontal por ¢ con ¢’(0) = v. Sea ¢s := ¢ +
s§(q) € Mpy(q) para cada s € R. Sea §(t) el levantamiento horizontal de pr(c(t)) por qi. Definamos

n(t) = 0(t) —o(t) € N Es claro que el levantamiento horizontal de pr(o(t)) por gs es o(t)+sn(t).
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Veamos que n(t) = £(o(t)). Sea a(s) = g+ s£(q) = ¢s C Mpy(g)- Entonces

Eo(t) = L (€@) = L (als).

ds .
Pero 7V (a(s)) = o(t) + sn(t). Luego 47V  (a(s)) = n(t) como querfamos ver. Concluimos

/(0,1 ds Toj0,4

entonces que
L e(o(t) = o'(1) ~ 3'1) € Hogy
y en particular, esta derivada es tangente a [p]. Luego (V[P))1¢ = 0.
La prueba para una subvariedad de la esfera es analoga, considerando la subvariedad M de R™t++1

definida en 2.9 y observando la relacién entre la nulidad ' de M como subvariedad de la esfera y

la nulidad A/ de M dada en (2.10). [ |

Observacién 40 De la demostracion del lema anterior deducimos que si M C R"™* p e V y
&p € mplpl, entonces

[p + &) = [ple.

Lema 41 Sea M una subvariedad de una forma espacial Q y sean N una subvariedad de M AM -

wwvariante y D la distribucion de nulidad de N como subvariedad de M. Entonces D es autoparalela.

Demostracién: Sean vN el fibrado normal de N como subvariedad de Q y ™ N el fibrado normal

de N como subvariedad de M. Entonces es claro que
Mo L
vN =v"N & vMy.

Comencemos probando que v N es un subfibrado paralelo de vN.
Sea c(t) una curva en N y sea § € Vo) M. Sea {(t) el transporte paralelo de £(0) respecto de la

conexién normal de M. Si V es la conexién de Levi-Civita de @, tenemos
Vermé(t) = Aé‘{t)c '(t) € Ty N

pues N es AM-invariante. Luego £(t) es paralelo respecto de la conexién normal de N (como

subvariedad de @) y por lo tanto vM|y es un subfibrado paralelo de vN. Concluimos que vMN
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también es un subfibrado paralelo de vN. Esto implica que si & € v™ N, entonces el operador de
forma de N como subvariedad de M en la direccién de £ coincide con el operador de forma /15 de
N como subvariedad de @ en la direccién £. Podemos aplicar entonces la ecuacién de Codazzi como

en (1.7) en el Lema 2 y concluimos que D es autoparalela. |

Demostracién Teorema 33: Como estamos trabajando con subvariedades inmersas, podemos
suponer (pasando eventualmente al cubrimiento universal) que M es simplemente conexa. Entonces
M /N resulta simplemente conexa y en consecuencia ® = ®, para cada r € M/N.

Sea V' el subconjunto abierto y denso de M definido en el lema 37.

Supongamos primero que M es una subvariedad del espacio Euclideo. Sip € V' y r = pr(p), como
la accién de ®% en M, es polar por el Lema 36, entonces ®Y - p es una subvariedad isoparamétrica
completa del espacio Euclideo M,. Luego ®° - p es el producto extrinseco de su nulidad Eg(p) por
una subvariedad isoparamétrica S(p) de la esfera (cf. Lema 30).

Sea D(p) el subespacio de nulidad de [p] en p, considerando [p] como subvariedad de M y no del

espacio Euclideo ambiente. Probaremos que
D(p) =My © Eo(p). (3.5)

Es facil ver que H,, y N, NT,[p] son invariantes por el operador de forma de [p] y resulta claro que
Ey es la parte de la nulidad de [p] contenida en N,. Para probar (3.5) bastard ver entonces que H,,
estd contenido en D(p).

Recordemos que los espacios horizontales H son constantes, como subespacios del espacio Euclideo
ambiente, a lo largo de cada fibra de pr : M — M/N. Fijemos §, € vp[p] C N, y pongamos
q = p+ &. Entonces H, y H, coinciden y son ambos isomorfos a T,M/N via dpr. Tenemos

entonces el isomorfismo
Ve, = dpr(;1 o (dpry)i, : Hp = Hq = Hp

Sea X € T,M/N y c(t) una curva en M/N tal que ¢(0) = r y ¢/(0) = X. Sean o(t) y [(t) los
levantamientos horizontales de ¢ por p y ¢ respectivamente. Hemos visto que 8(t) = o(t) +£(o(t)),

donde ¢ es el campo normal paralelo a [p] definido en el Lema 39 por &,. Luego

F(0) = 0'(0) + SE( (1) = (14— g, )0’ (0)
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donde flgp es el operador de forma de [p] como subvariedad de M (que coincide con el operador de
forma como subvariedad de R™*%).

Luego ¢, = (Id — flgp) es un automorfismo de H,, para cada &, € v,(®? - p). Supongamos que
flgpmp # 0. Entonces existe un autovector v € H,, asociado a un autovalor real A # 0 de A. Luego
pe,a(v) = (Id — Agp/A)v = 0, lo cual no puede ocurrir pues ¢ /) es un automorfismo de Hp.
Concluimos que #H, C D(p) como querfamos mostrar.

D(p) es entonces una distribucién bien definida sélo en el subconjunto abierto y denso V' de M.
Observemos ahora que dado que dos érbitas principales cualesquiera en la misma fibra M, son
variedades paralelas, a partir de la férmula del tubo (2.3) es inmediato que tienen el mismo factor
Euclideo extrinsico (vistos como subvariedades de M,.). Luego todos los subespacios Ey(p) pueden
ser identificados en VN M,., para cada fibra M,.. Podemos entonces extender Ey a todo M, definiendo
Ey(q), para q € M,, como cualquiera de los subespacios comunes Ey(p), p € M, N V.

Si py q estdn en fibras distintas, sea ¢(t) una curva en M /N uniendo pr(p) con pr(q). Entonces

¢ =7

Cc

(P) € Mpy(p) ¥ q)gr(q) ¢ = Té\/(égr(p) - p) es isométrica a (I)(;))r(p) - p. Luego dim(FEy(q)) =
dim(Ey(q")) = dim(Ey(p)) y entonces Ey puede definirse en todo M. Como H estéd definida en M,
resulta que D es una distribucién diferenciable bien definida en todo M.

Probaremos que D y DT son autoparalelas e invariantes por el operador de forma A de M.

Observemos que D+ (p) es el complemento ortogonal de Fy(p) en Mpypy y pOr lo tanto es una
distribucién autoparalela en M, que resulta paralela cuando nos restringimos a cualquier fibra M,..
Como A¢p1 =0, resulta D+ trivialmente A-invariante.

Por otra parte, es facil ver que [p] es A-invariante y entonces, en virtud del Lema 41, resulta
D autoparalela. Dado que H es A-invariante y Ajg, = 0 pues Ep C N, obtenemos que D es

A-invariante.

Como M es irreducible y H C D no es trivial, D debe ser trivial, o sea que S(p) es trivial y

0

pr(p) lo que prueba el teorema.

- p coincide con la fibra M,

cualquier 6rbita ® pr(p)>

Asumamos ahora que M es una subvariedad de la esfera S***. Como en el Teorema 26 pongamos
n(p) = p el campo normal posicién y definamos

M = U Myy,.

—i<e<d
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como en (2.9). Si r = pr(p), sea L, := T,M, @ Rn,. Observemos que L, es el menor subespacio de
R k+1 que contiene la fibra M, y su definicién es independiente del punto p € M, elegido.

Observemos que el complemento ortogonal H,, de N, en T,M es constante a lo largo de Mor(p)s
pues en efecto, si consideramos la nulidad N de M, entonces H es también el espacio horizontal
asociado a N, y por lo tanto constante a lo largo de Lirp) O Mpr(p)-

Fijemos p € V. Supongamos que existe un vector normal no nulo §, € v,[p|, donde v,[p] es el
espacio normal de [p] en p como subvariedad de M. Entonces &, € Lir(p) es normal a la orbita
isoparamétrica ®! - p. Extendemos &p a un campo normal paralelo £ a [p] segin el Lema 39.

Consideremos en R"**+1 la variedad paralela /[z\oj := [pl¢. Observemos que /['a estd contenida en
la esfera centrada en el origen y de radio R = /1 + ||&,]|*. Denotemos por m¢ : [p] — [;5] el
correpondiente mapa focal. Es claro que para cada q € [p], m¢(q) € Lpr(q)-

Sea A =1/R—1y pongamos ¥ = A1, donde 7 es el campo posicién en R*T*+1 v por lo tanto un
campo normal paralelo a [p]. Consideremos la variedad paralela mq, y sea my el correspondiente
mapa focal. Observemos que my no es més que la proyeccién a la esfera S*™* y por lo tanto

my(me(q)) € Mgy Para cada q € [p].

Pongamos r = pr(p) y fijemos ¢ = 7y (m¢(p)), veremos que como subvariedades de R""**1 resulta

lq] = [ply- (3.6)

Observemos primero que los operadores de forma de [p] en direcciones normales a [p] tangentes a
M, como subvariedad de M, como subvariedad de S"t* o como subvariedad de R*T*+! coinciden.
Denotémoslo A.

Sea ¢(t) una curva horizontal en M respecto a N tal que ¢(0) = p y sea
c(t) = mo(me (€(t))) = (14 A)e(t) + (14 A)E(E(?))-

Luego ¢/(t) = (14+\)(Id— A¢) (e’ (1)) € Her), y como Heyy y Hzr) pueden identificarse, ¢(t) es una

curva horizontal respecto a N por ¢. Esto muestra que m‘l, C [q]. La otra contencién es andloga.
Observemos que ademds hemos probado que si ¢(t) es una curva en M/N por r y ¢(t) es su

levantamiento horizontal por p, entonces my (m¢(¢(t))) es su levantamiento horizontal por q.

Ahora bien, recordemos que a lo largo de M, los espacios horizontales son constantes, y son todos

isomorfos, via dpr, con T,M/N. Entonces es claro que el isomorfismo dprq_1 odpr, de H, en
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Hy >~ H, estd dado por pg, := (1 + \)(Id — A&)lHP- De la misma manera que en el caso Euclideo,
concluimos que A|Hp =0.

Sea entonces D(p) el subespacio de nulidad de [p] en p como subvariedad de M. Entonces H, C
D(p). Dado que las érbitas de ®0 por puntos de V son subvariedades isoparamétricas de una esfera,
podemos asumir (restringiéndonos posiblemente a un subconjunto abierto y denso de V) que no
tienen nulidad en la esfera. De hecho es facil ver que si una érbita principal tiene nulidad en la
esfera, cualquier subvariedad paralela cercana, que es una érbita principal por 3.6, no tiene nulidad.

Luego Hy = D es una distribucién autoparalela en V' y, dado que V' es denso en M, resulta H
una distribucién autoparalela en M. Como M es irreducible y tanto H como A son no triviales,
concluimos que el espacio normal a cualquier érbita debe ser trivial, o equivalentemente, las orbitas

coinciden con M,.. |

3.3. Contraejemplo en el espacio hiperbdlico

Construiremos una subvariedad inmersa, 1-1, conexa, completa e irreducible de dimension 2 del
espacio hiperbélico H? con indice de nulidad constante igual a 1. La distribucién perpendicular a
la nulidad tendra dimensién 1 y por lo tanto serd automaticamente integrable.

Para ello, observemos que dado que queremos una subvariedad M con indice de nulidad 1 y
las subvariedades integrales de la distribuciéon de nulidad son totalmente geodésicas en el espacio
ambiente, éstas deben ser geodésicas de H?. Con esta motivacién, consideraremos una geodésica
o(s) de H? y describiremos a M como la unién de las érbitas por puntos de o para la accién de un
grupo monoparamétrico de isometrias, obtenido como el flujo de un campo de Killing adecuado.

Comenzaremos recordando el modelo que utilizaremos de H?. Sea L* el espacio de Lorentz de

dimensién 4, esto es, R* con el producto escalar

(z,y) = 2191 + T2y2 + T3Y3 — Taya.
El espacio hiperbdlico de dimensién 3 es el subconjunto H? de L dado por

H3 = {z cL: (z,2) = —1}.



CAPITULO 3. EL TEOREMA GLOBAL o6

Sea O1(4) el grupo semi-ortogonal de L, esto es, el conjunto de matrices B, 4 x 4, que satisfacen
(Bx, By) = (z,y) para cada z,y € L% El grupo de isometrias Iso(H?) de H? es el subconjunto
de O1(4) formado por aquellos elementos que dejan H? invariante. El dlgebra de Lie de Iso(H?) es

01(4), el subconjunto de gl(4) de matrices de la forma
A=

donde a € 0(3), i.e, a® = —a, y z € R3 (cf. [29]).

Recordemos que un campo de Killing en una variedad Riemanniana es un campo vectorial tal que
el grupo monoparamétrico asociado esté formado por isometrias. Como H* es completo, existe un
anti-isomorfismo de algebras de Lie de campos de Killing y el dlgebra de Lie del grupo de isometrias
(cf. [29]) v entonces todo campo de Killing X de H? es de la forma

d

_ = tA —

para alguna matriz A € 01(4). Ahora, si v = ¢’(0) € T,H", entonces

D d r
Vo T dsp” e <dt|0 C(s)> A 39

Necesitaremos del siguiente lema técnico.

Lema 42 Sean v L x dos vectores unitarios perpendiculares en R3. Entonces existe una matriz

a € 0(3) tal que av =0, ax # 0 y tal que la matriz

a T
A:
xt 0
verifica A3 = 0.
Demostracion: Consideremos la matriz
010
a=1 -1 0 0
0 00

Sea B € O(3) una matriz ortogonal que mapee = en e y v en ez y definamos a = B*aB. Entonces

av = B'Ges = 0; ar = B'Ge; = B*(—e3) # 0.
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~ a e ~ 0 ~
Pongams A = y B = . No es dificil probar que A3 = 0. Entonces A =
et 0 0 1
e BtaB Bte;
B'AB = es la matriz que buscamos. |
et B 0

Lema 43 Sea o una geodésica con velocidad unitaria en H? por p = e4 con o' (0) = v = (v,0) para
algin v € R3. Sea T = (x,0) un vector tangente unitario en p perpendicular a T y sea J(s) el campo

de Jacobi a lo largo de o con condiciones iniciales J(0) =T y J'(0) = 0. Entonces
1. J(s) = cosh(s)Z.

2. Si A es la matriz del Lema 42 para los vectores v y x, entonces el campo de Killing X, = Aq

en H? verifica Xo(5 = J(s).
3. Sea {@i}ier el grupo monoparamétrico de isometrias de H® asociado a X. Entonces
t2
Pt = et :I+tA+§A2-

Mds atun, la funcion

f:RESH? /(¢ s)— ft,s) =elo(s)

es una inmersion 1 — 1.

Demostracién: Recordemos primero que la geodésica por p con condicién inicial v es

o(s) = sinh(s)v + cosh(s)ey.

Sea J(s) = cosh(s)Z, entonces <j(s),a(s)> = cosh(s) sinh(s)ztv = 0. Luego J(s) es un campo
vectorial tangente a lo largo de o. Ahora, J”(s) = J(s) y por lo tanto J es un campo de Jacobi en
H?3 que satisface J(0) = Z, J'(0) = sinh(0)Z = 0. Entonces J = J, lo que prueba (1).

Sea A la matriz del Lema 42 para los vectores v y x y sea X el campo de Killing que tiene asociado.
Entonces X,(,) es un campo de Jacobi. Pero X, = Aey =7 = J(0) y Vg X = (A =av =0 =
J'(0). Luego X, = J, lo que prueba (2).
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Para probar (3), observemos que como A3 = 0, resulta ¢; = I +tA + %AQ. Por otra parte,

of d d
97 _d o d
It |(to,s0) dt|060to+ta(so) ( @to)a(so)dt‘ogﬁt(U(So))

= (d¥ty)o(s0) Xo(so) = (APto)a(s0)J (S0) # 0

of _d

R = /
ds |(to,s0) - dS\sO(PtOJ(S) (d@to)a(so)U (SO) 7& 0

Como ¢y, es una isometria, tenemos

of of _ / _

y por lo tanto f es una inmersién.

Probaremos finalmente que f es inyectiva. Observemos que A? =
av =0y 2%v = 0, obtenemos

sinh(s)v + ¢ cosh(s)x + % cosh(s)ax

F5,1) = @ulo(s)) = 2
(1+ %) cosh(s)

Supongamos que existen t,t', s, s’ tales que f(t,s) = f(¢,s’). Entonces (f(t,s),v) = (f(¥,s'),v) de
donde sinh(s) = sinh(s’), y s = s’. Ademds deberfamos tener (f(¢,s),zZ) = (f(¢',s'),Z), pero como

(ax)tx = 0, obtenemos entonces t cosh(s) = t' cosh(s’) de donde t = . [ ]

Teorema 44 Sea f como en el lema anterior. Entonces, con la métrica inducida, f : R* — H? es

una subvariedad completa, irreducible y con indice de nulidad constante igual a 1.

Demostracién: Pongamos M = f(R?). Comencemos probando que M tiene indice de nulidad
constante igual a 1. Sea o le segunda forma fundamental de M y N el subespacio de nulidad de
M en q. Veamos que N = span{%}.
Como oy, (s) := f(to, s) es una geodésica en H? para cada t( fijo, sigue que
of of
== 22 ) =o.
“ <8s ’ 83)

Por otra parte, % = X y entonces

v )X = (Ao} (s0))" = (A0’ (s0))T = (e** Ao’ (s0))" = €04 T (s0)

1, (s0
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Pero por (1) en el Lema 43 tenemos J'(s) = sinh(s)Z = tanh(s).J(s) y entonces

V,,go( )X = tanh(sg)e®4J(so) = tanh(sg)X,

S0 Otg (50)

Luego af(aéo(so),Xato(So)) = 0 y por lo tanto g—ﬁ e N.

Veamos que %{I(tmso) = Xf(t9,50) ¢ N. Ahora,

(VxX) ft050) = (AX f(10,50)) " = (A2 f(t0, 50))" = (A% (s0))" = (" A%0(50))"

Como ¢4 es una isometria que preserva M bastard ver que (A%0(sg))” no es tangente a M.
Tenemos
) a?+zxt ax sinh(s)v azx
A0 (sg) = = cosh(s)
rta 1 cosh(s) 1

comoav =0y ztv =0,y
(A%0(s0))" = A20(s0) + (A%0(s0),(s0)) o (s0)-
Pero (A%0(s),0(so)) = cosh(sg)(sinh(so)(az)tv — cosh(sg)) = — cosh?(sg) y entonces

(420 (s0))" = cosh(sg)ax — cosh?(sg) sinh(sg)v
cosh(sg) — cosh®(sg)

Observemos que cosh(sg) — cosh®(sg) = 0 si y sélo si sg = 0 en cuyo caso
cosh(0)az — cosh?(0) sinh(0)v = az # 0.

Concluimos que (A%0(sg))” # 0 para cada sg. Si (4%20(sg))” es tangente M, deben existir a, 3 tales
que

(A20(s0))" = ao’(s0) + BXy(s) = 0’ (s0) + BJ (s0).

Como o'(sg) L J(sp), obtenemos
a = (A%0(sg),0"(s0)) = — cosh(sg) sinh(sp).
Entonces deberiamos tener

cosh(sg)az — cosh?(sg) sinh(sg)v = — cosh?(sg) sinh(sg)v + B cosh(sg)z
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y luego ax = Bz lo que no es posible pues (ax)tz = 0 and az # 0. Concluimos que

of of )

!

o , 0.
< 8t (to,so) 8t (to,so) #

Esto muestra ademéas que M es irreducible, pues si no lo fuese, deberia ser el producto de dos
subvariedades 1-dimensionales y por lo tanto, deberia tener curvatura constante igual a 0. Pero de
la férmula de Gauss se tiene K (%, %) = —1 dado que of (%, %) = 0.

Probaremos finalmente que M es completa. Consideremos una sucesién de Cauchy wy = ¢, o(sg)
in M. Entonces existe un punto w € H" tal que wy — w in H3. Pero entonces (wy,?) — (w,v)
de donde sinh(s;) es convergente. Esto implica que {s;} es acotada y contiene una subsucesién
convergente, que seguiremos denotando {si}. Pero ademds (wy, T) — (w, ), y entonces t; cosh(s)
es convergente. Como s — sg, obtenemos 1 < cosh(sy) < C. Por lo tanto ¢ debe ser acotada.
Concluimos que wy, tiene una subsucesién convergente en M. Como {wy,} converge a w en H?, debe

ser w € M. Luego M es completa. |
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En este trabajo hemos estudiado la distribucién de nulidad de la segunda forma fundamental de
una subvariedad M de una forma espacial. Hemos comenzado demostrando algunas propiedades
bésicas, entre las que destacamos una prueba geométrica de la completitud de las variedades inte-
grales cuando la variedad es completa (cf. Teorema 4). Debido a que este resultado se desprende
de una propiedad mas general (cf. Teorema 6), esperamos que pueda ser util para el estudio de
la completitud de las variedades integrales de otras distribuciones determinadas por la nulidad de
algun operador en la variedad (por ejemplo, para el estudio de la nulidad del tensor de curvatura).

Posteriormente hemos hecho una descripcion local muy general de cualquier subvariedad del es-
pacio Euclideo o la esfera como unién de subvariedades paralelas, que involucra la distribucion de
nulidad. Consideramos que esta descripcién puede ser de gran utilidad para el estudio de subvarie-
dades de estas formas espaciales, debido a que el subespacio de nulidad es el niicleo de la aplicacién
de Gauss que juega un rol importante, fundamentalmente en la teoria de subvariedades del espacio
Euclideo. En [9] ya se da una clasificacién local, pero sélo de hipersuperficies de una forma espacial
con indice de nulidad constante, utilizando las denominadas “parametrizaciones de Gauss”.

Finalmente, hemos probado en el Teorema 33 que la distribucion perpendicular a la nulidad es
completamente no integrable, cuando la variedad M es una subvariedad completa e irreducible del
espacio Euclideo o la esfera. La prueba es altamente no trivial. Para ello hemos debido proporcionar
el marco adecuado recurriendo a la teoria de espacios fibrados, y probar varios resultados adaptando
esta teoria al objeto de nuestro estudio: los fibrados afines y esféricos. Hemos utilizado ademas
técnicas delicadas de la teoria de holonomia normal, trabajando con variedades focales y paralelas,
tubos holondémicos, etc. El hecho de que esta propiedad no sea valida, como hemos probado al final
del Capitulo 3, para subvariedades del espacio hiperbdlico, nos da la pauta de que no es posible
encontrar una prueba mas sencilla utilizando sélo herramientas de la geometria local.

Resultados globales del tipo del Teorema 33 (como el “Homogeneous slice theorem”, cf. [19]) han
demostrado ser de gran utilidad en la teoria de subvariedades. Un resultado similar ha sido probado
para subvariedades isoparamétricas en espacios de Hilbert y ha resultado ser una herramienta
fundamental para probar la homogeneidad de este tipo de subvariedades (cf. [17]). Estimamos por
ello que este Teorema global representa un aporte significativo para la teoria de subvariedades y

serd, personalmente, tema de futuras investigaciones.
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