1. Moddulos

Definicién 1.1. Sea R un anillo (no necesariamente con identidad). Un R-mddulo a
izquierda es un grupo abeliano (M, +) junto con una aplicacién R x M — M, denotada
por (r,x) — rz que satisface para todos r,s € R, x,y € M,

(i) r(sz) = (rs)x (asociatividad);
(ii) (r + s)z = rz + sz (distributividad con respecto a la suma en R);
r(z +vy) = rz + ry (distributividad con respecto a la suma en M).
Ademas, si R tiene identidad, pediremos
(ili) 1z = x (también se dice que M es unitario)

Para abreviar diremos simplemente que M es un R-médulo (a izquierda). Una notacién
que usaremos mas adelante es g M.

Ejemplo 1.2. (i) Uno de los ejemplos més sencillos, y del cual la definicién de médulo
es una generalizacion inmediata es el siguiente. Si K es un cuerpo y V un K-
espacio vectorial, entonces V' es un K-mddulo unitario. Si bien estos modulos son
importantes, ya han sido estudiado en materias anteriores y no nos proveen nueva
intuicion. En este curso los ejemplos mas interesantes seran modulos sobre anillos
que no son Cuerpos.

(ii) Todo grupo abeliano A tiene una estructura de Z-médulo definiendo para n > 0,

nr=r+x+---x
~———
n veces

y extendiendo esta definiciéon para n € Z de la manera obvia. Estos ejemplos tam-
bién los hemos estudiado anteriormente, pero la teoria de mdédulos nos ayudara a
obtener resultados estructurales no triviales sobre grupos abelianos, como veremos
mas adelante.

(iii) Otro ejemplo sencillo e importante es el siguiente. Todo anillo R es un R-médulo
a izquierda. Mas generalmente, si I C R es un ideal a izquierda, entonces I es un
R-moédulo a izquierda (con la multiplicacién de R).

Ejemplo 1.3. El siguiente ejemplo serd muy importante para entender uno de los resul-
tados centrales de este curso. Es conveniente tratar de entenderlo bien, ya que volveremos
sobre él muchas veces. Sean K un cuerpo, V' un K-espacio vectorial y 7' : V' — V una
transformacion lineal. Entonces V' tiene una estructura natural de K[z]-mddulo con la
multiplicacién definida por

fv=f(T)
para f € K[z] y v € V. Aclaremos un poco la notacién: si f = fo + fix + -+ + fna”,
entonces p(T) = fol + AT + -+ -+ fu, 1", y asi

f’U = foU + flT"U + f2T2U + -+ fnTnU

Observar que esta estructura depende de la eleccion de T, de hecho otra forma de presentar
este ejemplo seria diciendo que una transformacion lineal de V en V' es una estructura
de K[z] mddulo en V. Analicemos algunos casos particulares.



» Si T = 0, entonces fv = fyv y en algin sentido (que precisaremos mas adelante)
la estructura de moédulo que obtenemos es la misma que la estructura de espacio
vectorial que ya teniamos en V.

= Si T = I, entonces
fo=fov+ frot oo =(fo+ fr+-F v

Ejercicio 1.4. Probar que si V' es un K[z]-médulo, entonces existe una transformacién
lineal T': V' — V tal que la estructura de K[z]-m6dulo que vimos en el ejemplo anterior
coincide con la dada. Observar que tiene sentido pedir que 7" sea K lineal pues V' es por
hipétesis un K[z]-médulo y K es un subanillo de K[z].

A modo de ejercicio verificar las siguientes propiedades elementales (la demostraciones
son casi las mismas que las que se dan para espacios vectoriales). Si M es un R-mo6dulo
entonces:

» 0 = 0 para todo r € R (aqui el 0 denota el elemento nulo de M);

0z = 0 para todo z € M (aqui el 0 denota el elemento nulo de Ry de ahora en més
no haremos este tipo de aclaraciones si se pueden deducir del contexto);

» (r—s)z =rx— sxpara todos r,s € R, x € M;
» r(z —y) =rx—ry para todos r € R, z,y € M;
» si R tiene identidad, entonces (—1)xr = —x para todo = € M.

Observacion 1.5. Sea A un grupo abeliano, recordemos que
Endz(A)={f:A— A: f(x +y) = f(x) + f(y) para todos =,y € A}

es un anillo con identidad (no necesariamente conmutativo) con las operaciones definidas
como

(f +9)(x) = f(z) + g(z)
(f9)(x) = f(g(x))

para todos f,g € Endz(A), z,y € A. Este anillo serd muy importante en esta materia y
se llama el anillo de endomorfismos de A.

El siguiente resultado caracteriza las estructuras de médulo en términos de morfimos
de otras estructuras conocidas. De hecho nos da una definicién categorica, resumida y
elegante de R-mddulo, que es un poco abstracta, pero no requiere de una lista de axiomas
sobre las operaciones (como cuando se estudia la definicién de espacio vectorial en dlgebra
lineal).

Proposicién 1.6. Sean A un grupo abeliano y R un anillo. Eziste una correspondencia
biyectiva entre las estructuras de R-modulo a izquierda en A y los morfimos de anillos
R — Endz(A). Mds ain, si A tiene identidad, los R-mddulos unitarios se corresponden
con los morfimos de anillo con identidad.



Demostracion. Sea A un R-mddulo y para cada r € R sea a,.(r) = rz. Sigue que «, €
Endz(A) pues a.(z+y) =r(x+y) = re+ry = a,(x) + a,.(y). Ademés, alpha,s = o, o ag
pues . s(z) = (rs)z = r(sr) = a,(as(x)). Luego la funcién r — «, es un morfismo
de anillos R — Endz(A). Ademds notar que si R tiene identidad y A es unitario, vale
] = ldA

Reciprocamente, sean A un grupo abeliano y a : R — Endz(A) un morfismo de
anillos. Definimos rz = «(r)(z). Entonces se tiene que

(rs)z = a(rs)(z) = (a(r) o als))(x) = a(r)(a(s)(z)) = r(s)

rz +y) = a(r)(z+y) =alr)(@) + alr)(y) = re+ry,

de donde sigue que A es un R-médulo. Ademads, si A es unitario tenemos que (1) =
id 4. O

Ejemplo 1.7. El siguiente ejemplo es muy sencillo y de paso nos muestra que a veces
podemos considerar distintas estructuras algebraicas sobre un mismo objeto grupo abe-
liano). Es importante también aprender a distinguir del contexto que tipo de estructura
estamos considerando. Zz (grupo abeliano) no admite estructura de Zs-mdédulo. En efec-
to, sabemos que Endz(Z3) ~ Z3 (isomorfismo de anillos), pero no existe un morfismo de
anillos no trivial Zs — Z3 (;por qué?).

2. Modbdulos a derecha

Observemos que en la Definicion 1.1, es arbitrario que los elementos del anillo multi-
pliquen por la izquierda. Uno podria hacer lo mismo trabajando por la derecha.

Definicién 2.1. Sea R un anillo (no necesariamente con identidad). Un R-mddulo a
derecha es un grupo abeliano (M, +) junto con una aplicacién M x R — M, denotada
por (x,r) — xr que satisface para todos r,s € R, x,y € M,

(i) (xr)s = z(rs) (asociatividad);

(ii) z(r + s) = ar + xs (distributividad con respecto a la suma en R);

(x +y)r = ar + yr (distributividad con respecto a la suma en M).
Ademas, si R tiene identidad, pediremos
(iii) 1 = x (también se dice que M es unitario)

La notacién que usaremos para mddulos a derecha es Mp.

Observacion 2.2. Recordemos que si (R, +, ) es un anillo opuesto de R es (R, +,op) €n
donde el producto opuesto se define por

T opS=58"T.

En general abusaremos de la notacion y denotaremos al anillo opuesto simplemente por
R°? (y tampoco usaremos el punto para el producto en R).
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Ejercicio* 2.3. Dar un ejemplo de un anillo R tal que R°P no sea isomorfo a R.

El siguiente resultado nos dice que el estudio de los modulos a derecha, se reduce
al estudio de los médulos a izquierda (o sea, cada vez que probemos un teorema para
modulos a izquierda, automaticamente tendremos un teorema para médulos a derecha).

Proposicién 2.4. Todo R-mddulo (unitario) a derecha es un R°°-mddulo (unitario) a
1zquierda Yy viceversa.

Demostracion. Sea M un R-mdédulo a derecha. Definimos una multiplicacién a izquierda
R x M — M por
re = ar, re R°, ze M

Verificamos facilmente la asociatividad
r(sx) = (sz)r = (xs)r = x(sr) = x(r op §) = (7 *op 5)T
y las dos leyes distributivas
(r+s)r=x(r+s)=xr+xs =rx + sz,
rz+y)=(x+y)r=ar+yr=rc+ry.
Si ademas R tiene identidad, entonces vale 1z = 21 = x. O
Observemos que si R es un anillo conmutativo, entonces R = R°P.

Corolario 2.5. Si R es conmutativo, entonces todo R-maodulo a izquierda es un R-mddulo
a derecha y viceversa.

De ahora en adelante, y salvo que aclaremos lo contrario, R-mdédulo significard R-
modulo a izquierda.

3. Submodulos

Definicién 3.1. Sea M un R-médulo. Un submddulo A de M es un subgrupo de (M, +)
tal que rz € A para todosr € R, x € A.

Observemos que si A es un submodulo de M, entonces A resulta un R-médulo con la
restriccion de la multiplicacién por elementos de R.

Ejemplo 3.2. (i) Si M es un R-mo6dulo, entonces {0} y M son submddulos de M. En
general abusaremos de la notacién, denotando el submédulo trivial {0} simplemente
por 0.

(ii) Los submdédulos de un espacio vectorial son sus subespacios.

(iii) Los submédulos de un grupo abeliano (considerado como Z-médulo) son sus sub-
grupos.

(iv) Los submddulos de gR (resp. Rg) son los ideales a izquierda (resp. derecha).

4



Proposicién 3.3. (i) La interseccion de una familia arbitraria de submddulos de M
es un submdodulo de M.

(ii) La unidn de una familia {A;}i>0 de submddulos de M tal que A; C A;41 es un
submddulo de M. Mds generalmente, la union de una familia dirigida' de submddu-
los de M, es un submddulo de M.

Demostracion. Ejercicio. O

Definicién 3.4. Sean M un R-médulo y S un subconjunto de M. El submddulo generado
por S se define como la interseccion de todos los submoédulos de M que contienen a S.

Observemos que por la Proposicién 3.3, (S) es un submédulo de M.
Proposicién 3.5. Sean M un R-modulo unitario y S un subconjunto de M. Entonces
(SYy={rmz1+---+rpz,:neN r, € Rz; €S}
Demostracion. Ejercicio. O
Ejercicio 3.6. Dar una version de la Proposicion 3.5 para un anillo sin identidad.

Ejemplo 3.7. Sean K un cuerpo, V un K-espacio vectorial y T : V' — T una transfor-
macién lineal. Consideremos en V' la estructura de K[z]-médulo dada por fv = f(T)v.
.,Cuales son los submédulos de V7 En primer lugar, notemos que si W es un submodulo
de V', entonces es un subespacio, pues si f = fp € K es un polinomio constante y w € W,
entonces fw = fow € W (y ademds (W, +) es un subgrupo de (V,+)). Por otro lado, si
f =z, entonces fw =Tw € W. O sea W es un subespacio T-invariante. Reciprocamente,
es facil ver que cualquier subespacio T-invariante de V' es un submaodulo.

Definicién 3.8. (i) Un R-médulo M se dice finitamente generado si existe un sub-
conjunto finito S C M tal que (S) = M.

(ii) El submddulo ciclico generado por z € M es Rx = {rz : r € M}. (Ojo: no
necesariamente vale Rx = ({z}).)

(iii) Si{A;}ier es una familia de submédulos de M, se define la suma de {A;}ier como

ZAZ: {ZCLZCLZ EAi7 a; = 0 p.c.t. Z}

el i€l

Aclaracién: la abreviatura “a; = 0 p.c.t. i’ se lee “a; = 0 para casi todo i” y en este
contexto significa que a lo sumo una cantidad finita de a; son distintos de cero, que

es lo l6gico si pretendemos sumarlos.

Proposicién 3.9. Sea {A;}ic; una familia de submddulos de M, entonces

ZAi:<UAi>.

'Una familia {4;};cr se dice dirigida si para todos i,j € I existe k € I tal que A; C Ay y Aj C Ay.
En particular, una cadena de submoédulos de M es una familia dirigida.




Demostracion. Observar que »_._; A; es un submédulo de M. En efecto,

el
Zai —I—Zag = Z(ai +a;) € ZAZ'
iel iel il il
y
rZai = ZT%‘ € ZAZ-,
iel iel il

en donde r € Ry a;,a; € A; son nulos p.c.t. 7. Ademas A; C )., A; para todo j € I,
luego U;e; Ai € se; Aiy de donde sigue que (U;c; Ai) C > ic; Aie A su vez, si A es un
submédulo de M que contiene a | J,; A;, entonces Y .., a; € A, y por ende » .., A; C A.
Luego A C (U;e; 4i)- O

4. Morfismos

Definicién 4.1. Sean A, B dos R-mdédulos. Una funcién ¢ : A — B se dice un morfismo
de R-mddulos si

o(x+yf) =e(@)+ ey)

p(re) = ro(x)
para todos x,y € A, r € R. Como siempre, si ademads ¢ es inyectiva se dice un monomor-
fismo, si es suryectiva se dice un epimorfismo y si es biyectiva se dice un isomorfismo. Un
morfismo (resp. isomorfismo) de un R-médulo en si mismo también se llama endomorfis-
mo (resp. automorfismo).

Las siguientes propiedades se verifican facilmente:

(i) id : M — M es un (iso)morfismo de médulos; 0 : M — M es un morfismo de
modulos;

(ii) sip: A— By : B— C son morfismos de R-mddulos entonces o : A — C' es
un morfismo de R-mdédulos;

(iii) si p,% : A — B son dos morfismos de R-mdédulos, entonces ¢ + 1 es un morfismo
de R-médulos, en donde (¢ + ¢)(x) = p(z) + ¥ (z), luego

Homp(A, B) ={¢: A — B: ¢ es un morfismo de R-mdédulos}
es un grupo abeliano.

Proposicién 4.2. Sea ¢ : A — B un morfismo de R-maédulos.
(i) St C es un submaodulo de A, entonces p(C) es un submodulo de B.

(i) Si D es un submddulo de B, entonces ¢~ (D) = {x € A: p(x) € D es un submddulo
de A.

Demostracion. Es estandar y queda como ejercicio. O
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Corolario 4.3. Si ¢ : A — B es un morfismo de R-mddulos, entonces

kerp ={z € A: p(x) =0} = ' ({0})
es un submodulo de A.

Ejemplo 4.4. Sean V un K-espacio vectorial y 7,5 : V — V dos transformaciones
lineales. Denotemos por VT y V¥ los K[z]-médulos con la multiplicacién dada por fv =
f(Tv y fv = f(S)v respectivamente. ;Cudndo son VT y V¥ isomorfos como Kz]-
médulos. Respuesta: V7 e isomorfo a V' si y sélo si T es conjugada a S. Es decir, cuando
existe un isomorfismo de K-espacios vectoriales Q : V — V tal que S = Qo T o QL.

Supongamos primero que existe una tal ) y veamos que Q : VT — V es isomorfismo
de K[z]-médulos. En efecto, ya tenemos que @) preserva la suma. Para ver que preserva
la multiplicacién por f € K[x] notemos que

Q(fv) = Q(f(T)v)
= Q(f(1)Q™'Qu)
=Qf(1)Q™'Qu
= f(5)Q(v)
= fQ(v),
en donde, abusando de la notacién entendemos que al comienzo de la cadena de igualdades
fvse calcula en V7 y al final, fQ(v) se calcula en V. Para justificar el paso Qf(T)Q ! =

f(S) observemos que si f = fo+ fix+-- -+ fra™, entonces f(T) = fol + LT +---+ fu T
y por consiguiente Qf(T)Q™' = foQQ~' + AQTQ™' + -+ + f,QT"Q~'. Ahora bien,

Cco1mo

QT* Q' =QTQ'QTQ ™" - - QTQ™!
=(QTQ ") =5*

sigue que
QIT)Q™ = fol + foS +--- fuS™ = [(9).
Reciprocamente si @ : VT — V5 es un isomorfismo de K[z]-mddulos, entonces @ :
V' — V es un isomorfismo de K espacios vectoriales y ademds (también abusando de la
notacién) la condicién ®(xv) = x®(v) significa que ®(Tv) = SPv para todo v € V, o
equivalentemente, ® o T = S o ®, es decir S = PoT o d1L

5. Cocientes

Los cocientes (y también los productos y sumas directas que veremos més adelante)
de R-modulos son muy importantes para tratar de entender la estructura de un R-modulo
arbitrario.

Sean M un R-médulo y A un submoédulo de M. Como A es un subgrupo normal
de M (que es abeliano), ya sabemos que M /A tiene estructura de grupo abeliano. Més
precisamente, y fijando un poco de notacién, en

M/A={z+A:xe M}
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la suma esta definida por
(z+A)+(y+A) =(x+y)+ A
Definimos ademés una multiplicacién R x M /A — M /A por
rlc+A)=re+A

parar € Ry x € M. Para verificar que esta definiciéon es buena, notemos que si x + A =
y + A, o equivalentemente x — y € A, entonces r(z — y) = rz — ry € A lo cual significa
que rx + A = ry + A. Es decir, nuestra definicion no depende del representante elegido.

Asi, M/A tiene una estructura natural de R-médulo. Méas atin, observemos que si M
es un moédulo unitario, entonces M /A también lo es.

Proposicion 5.1. Sea M un R-modulo y A un submddulo de M, entonces la proyeccion
al cociente m: M — M/A es epimorfismo de R-mddulos con kerm = A.

Demostracion. Ya sabemos que 7 es un epimorfismo de grupos con ker m = A. Solo falta
probar que 7 respeta la multiplicaciéon por r € R. En efecto, usando la definicién tenemos
que w(rx) =re+ A=r(z+ A) =rn(z). O

Proposicién 5.2 (Teorema de factorizacion). Sean M, N dos R-mddulos y sea A un
submaodulo de M. Si p: M — N es morfismo de R-mddulos tal que A C ker , entonces
existe un unico morfismo de R-mddulos ¢ : M/A — N tal que p = @ om. Es decir, ¢ es
unica tal que el siguiente diagrama conmuta.

M —2 3 N

M/A

Demostracion. Ya sabemos que existe inico morfismo de grupos ¢ tal que el diagrama
anterior conmuta. Verifiquemos que ¢ también preserva la multiplicacion por r € R. En
efecto,

= rp(n(x)) = rg(a + A). 0

Corolario 5.3 (Primer teorema de isomorfismo). Si ¢ : A — B es un morfismo de
R-mddulos entonces
A/ ker p >~ im .

Demostracion. Recordemos que un isomorfismo de grupos entre A/ ker ¢ e im ¢ se cons-
truye usando la version para grupos del teorema de factorizacion. Pero como acabamos
de ver, este isomorfismo de grupos también es isomorfismo de R-moédulos. O

Corolario 5.4 (Segundo teorema de isomorfismo). Sea A un R-mddulo y consideremos
dos submodulos B,C de A tales que C C B C A. Entonces
A/C

A/B ~ BJC



Observemos que el cociente B/C tiene sentido porque C' es también un submdédulo
de B y el cociente (A/C)/(B/C) tiene sentido porque B/C = {x + C : x € B} es un
submédulo de A/C' = {z + C : x € A}. Completar la demostraciéon como ejercicio.

Corolario 5.5. Si A, B son dos sumbmddulos de un mismo R-mddulo entonces
(A+ B)/B~ A/(AN B).
Demostracion. Ejercicio. O]

Definicién-Ejemplo 5.6. Sea M un R-modulo.
(i) El anulador de M es

Ann(M) = {r € R:rz =0 para todo z € M}

(ii) El anulador de m € M es

Ann(m) ={r € R:rm =0}
Notemos que tanto Ann(M) como Ann(m) son ideales a izquierda de R. Mas atin,

Ann(M) = ﬂ Ann(m).

Proposicién 5.7. Un R-mddulo unitario es ciclico si y sdlo si es isomorfo a R/L (mds
precisamente rR/ L) para algin ideal a izquierda L de R. Mds ain, si M = Rm es ciclico,
entonces M ~ R/ Ann(m).

Demostracion. Si M = Rm es ciclico, entonces ¢ : R — M definida por ¢(r) = rm es
un epimorfismo de R-mdédulos con kerp = {r € R : rm = 0} = Ann(m). Luego, por el
primer teorema de isomorfismo, tenemos que M ~ R/ Ann(m).

Reciprocamente, si M = R/L, para algtn ideal a izquierda L, entonces M = R(1+ L)
es ciclico. O

6. Suma directa y producto directo

Definicién 6.1. El producto directo (externo) de una familia de R-mdédulos {A;}ier es
el producto cartesiano

HAi = {(ﬂfi)iel 1T € Ai}
iel

con las operaciones definidas componente a componente

(@i)ier + (Yi)ier = (T + Yi)ier

r(xi)ier = (Tﬂ?i)iel

parar € R, x;,y; € A;.



Es inmediato que con esta definicién [[,.; A; resulta un R-médulo. Utilizaremos la
siguiente convencion, si / = & es una famlha vacia de indices, entonces [[,.; A; = {0} es
el R-modulo trivial. A modo de ejemplo, mencionamos los siguientes casos partlculares

» si [ = {Ip}, entonces [[..; Ai = Aj,

w si ] ={1,2,...,n}, entonces [[..; A; = A1 X Ay X -+ X A,.

i€l

Dado un producto directo ], A; se tienen asociadas para cada jil las proyecciones
7t [Lie; A = A; dadas por 7;((w;)ier) = ;. Sigue de las definiciones que 7; es un
morfismo de médulos para todo 7 € I. Més aun, probar como ejercicio que el producto
directo es la tinica estructura de R-médulo en el conjunto J],.; A; que hace de 7; un
morfismo de R-moédulos para todo j.

Proposicién 6.2 (Propiedad universal del producto directo). Sean M y (A;)ier R-mddu-
los. Para cada familia (p;)ie;r de morfismos de R-mddulos p; : M — A; existe un unico
morfismo de r-médulos ¢ : M — [],.; Ai tal que T 0 ¢ = @; para todo j € I. Es decir,
el siguiente diagrama conmuta.

M

3'@ o
P
A,

HA—>

el

Demostracion. Ejercicio. O

Ejemplo 6.3. Cada familia de morfismos de R-médulos ¢; : A; — B; induce un (tinico)
morfismo de R-médulos ¢ = [[.c; ¢ @ [[;e; Ai = [1;e; Bi tal que el siguiente diagrama
conmuta para todo i € I.

Jlp
Hie[ Ay —===- » Hie[ Bi

- |7

En efecto, sigue inmediatamente aplicando la propiedad universal a [],., B; y la familia
(Vo)) o T;.

Definicién 6.4. La suma directa o suma directa interna de una familia de R-mddulos
{A;}ier es el submddulo de [, ., A; definido por

P Ai = {(xi)ies : 7 = 0 p.ct. i}

el

Observemos que cuando I es un conjunto finito, entonces la suma y el producto directo
coinciden. En particular, si [ = {1,2,...,n},

Al@AQ@"'@An:AIXAQX"'XAH.
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Asociadas a una suma directa @, ; A; tenemos las inyecciones ¢; : A; — @@, A

definidas, para cada = € A;, por
0, sii#j
(u(x)); = {

r, siit=]
Observar que ¢; es un monomorfismo de R-moédulos para cada j € I.

Proposicién 6.5 (Propiedad universal de la suma directa). Sean M y {A;}ier R-mddu-
los. Para cada familia de morfismos de R-mddulos {¢; : A; — M}ier existe un inico
morfismo de R-mddulos ¢ : @,.; Ai — M tal que p o 1; = ¢; para todo i € I. Es decir,
tal que conmuta el siguiente diagrama.

D
el

Li |
° l
l

Aly

Mas precisamente, ¢ ((:)ier) = ;s Pil@i)-
A modo de repaso daremos la demostracion de la Proposicion 6.5
Lema 6.6. Six = (7;)ier € D,c; Ai, entonces
r= uz). (6.1)
iel

Mas aiin, si x se puede escribir como x = Y . ti(y;) con y; € A; ey; = 0 p.c.t. i,
entonces y; = x; para todo i. Es decir, la expresion en (0.1) es unica.

Demostracion. Sea (x;)icr € @,c; Ai y lamemos J = {i € I : x; # 0}. Definimos
y = sz(xz) = ZLZ(IZ)
ieJ iel
Luego
Zj, j ceJ
Yji = Z (l’i(xi))j = { .

ieJ 0, J ¢ J
Asi, tenemos que y = x como queriamos probar. Notar que esto ademas prueba que la
expresién en (6.1) es tnica. [

Demostracion de la Proposicion 6.5. Usando el Lema 6.6, observamos que de existir una
tal ¢, debe satisfacer

o (@ier) = (Z Lim)) = Y elu() = 2wl (62

Esto prueba la unicidad de ¢. La existencia sigue notando que el lado derecho en (6.2)
define un morfismo de R-mddulos. m
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Observacion 6.7. Si I = {1,2,...,n} es un conjunto finito de indices, entonces A; G Ay &
B A, =A; Xx Ay x --- X A, tiene las dos propiedades universales.

Ejemplo-Ejercicio 6.8. Toda familia de morfismos de R-médulos ¢; : A; — B;, con
i € I, induce un tnico morfismo de R-médulos ¢ : @,.; A; = D,; B; tal que el siguiente

diagrama conmuta.
D1 @

el i€l
LZT Tfi

A veces usaremos la notacién ¢ = @, ; ¢

El siguiente resultado caracteriza a la suma directa en términos de morfismos de
modulos.

Proposicién 6.9. Sea (M;);c; una familia de R-mddulos. Un R-mddulo M es isomorfo
a @,c; M; siy solo si existen dos familias de morfismos de R-mddulos pu; - M; — M y
pi: M — M; tales que

(i) ps o p; = idyy, para todo i,

(iii) para cada x € M, p;(x) =0 p.c.t. i
i

)
(i) p; o p; =0 para todo i # j;
)
(iv) Zz‘e[ Wi o p; = idpy.

Demostracion. Ejercicio. Notar que la parte (iii) implica que la suma en la parte (iv)
tiene sentido. ]

6.1. Suma directa interna

Proposicién 6.10. Sean (M;);c; una familia de R-mddulos y sea M un R-mdédulo. Son
equivalentes

(i) M ~@,.; M; (isomorfismo de R-mddulos);

(ii) M posee una familia de submddulos (A;)ier tales que A; ~ M; para todo i y cada
elemento © € M se puede escribir de manera inica como x =Y .._,; a; con a; € A;
(y a; =0 p.c.t.i);

i€l

(iii) M posee una familia de submddulos (A;)ier tales que A; ~ M; para todo i, M =
ier A v A3 0 (i As) = {0},

Demostracion. Para ver (i) = (ii) consideramos los submédulos M = ;(M;) de €B,; M;.
Tenemos que M/ ~ M;, pues ¢; es monomorfismo, y usando el Lema 6.6 tenemos que ca-
da elemento en @, ; M; se escribe de manera tinica como ), ; a; con a; € M;. Si ahora,
M~@,., My ¢:@,.; M; = M es un isomorfismo, basta con tomar A; = ¢(M).

12



Veamos (ii) == (iii). Por hipétesis se tiene que A; ~ M; y M = .., A;. Ademads si
r € AN (Zi# Ai>, entonces podemos escribir z =

todo i # j,y x = ) ;c;ai con aj =0y aj € A; para todo i # j. Por unicidad de la
descomposicién concluimos que x = a; = af = 0.

Para probar (iii) = (ii), ya tenemos que A; ~ M;. Ademads el hecho de que M =
> el A; nos dice que cualquier elemento x € M se escribe como x = Zie ;a; con a; € A;

(esta suma tiene s6lo una cantidad finita de sumandos no nulos). Supongamos que también

podemos escribir x = )., a; con a; € A;. Fijando j € I tenemos que

a; — aj = Z(ag —a;) € A; N (ZA’)

i#] i7#]

/ _ r_
ier @ con a; = xy a; = 0 para

de donde sigue que a; = a} para todo j € I.

Finalmente veamos (ii) = (i) usando la propiedad universal de la suma directa. En
efecto, si llamamos 6; a la composicion del isomorfismo M; — A; con la inclusién de A;
en M, tenemos que existe una tnica 6 : @@,., M; — M tal que 0 ((x;)icr) = > _,c; Oi(i).

D

. ~
el \\\\
\\\ 9
~
L S~
\\
S
~
M; y A; < > M

Ahora bien, como 6;(M;) = A; y M = >, ., A; tenemos que 6 es sobre. Ademas, si
0 ((z;)ier) = 0, entonces 0;(z;) = 0 para todo i. Como 6; es un isomorfismo, sigue que ¢
es inyectiva. L]

Definicion 6.11. Un R-médulo M es la suma directa interna de una familia de submddu-
los (A;)ier si cada elemento de M se puede escribir de manera tinica como Zie ;A con
a; € A; y a; = 0 p.c.t. i. En este caso también utilizaremos la notacién M = @ig A;.

Corolario 6.12. Un R-mddulo M es una suma directa interna M = A1 S Ay d--- D A,
siysolosi M =A+As+---+A, yAiNn (A1 +Ay+---+ A1) = {0} para todos
1<j<n

Demostracion. (=) es inmediato de la Proposicion 6.10.
(<=) sigue por induccién notando que la condiciéon A; N (A; +---+ A,_) implica

A1+"'+Aj71+Aj:(A1+"‘+Aj*1)@Aj‘ ]

Corolario 6.13. Un R-mddulo M es una suma directa interna M = A @ B si y solo si
M=A+ B yAnB={0}. En tal caso, M/A~B y M/B ~ A.

Demostracion. La primera parte es inmediata. La segunda sigue del tercer teorema de
isomorfismo. 0

Definicién 6.14. Un sumando directo de un R-médulo M es un submédulo A tal que
M = A & B para algin submédulo B de M.
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Proposicién 6.15. Un submddulo A de un R-médulo M es un sumando directo si y solo
si existe un endomorfismo de médulos n: M — M tal que imn = A yn? =1.

Demostracion. Ejercicio. O]

Ejemplo 6.16. (i) Z, no tiene sumandos directos no triviales. En efecto, el tnico

submddulo no trivial de Z, es {0,2} ~ Zs, pero no existe ningin morfismo de Z-
moédulos n : Zy — Zyg tal que n* = n e imn = {0,2}. Si asf no fuera, se tendria
n(1) = 2 y consecuentemente n? = 0.
Observemos que este sencillo ejemplo nos dice que, ain cuando podemos obtener
un nuevo Z-modulo a partir de Z,4 cocientando por el submodulo isomorfo a Z,, la
estructura de Z4 no puede descomponerse en partes més sencillas (suma directa).
Compara con el siguiente ejemplo.

(ii) Si V es un K-espacio vectorial, entonces todo subespacio de V' es un sumando
directo (;por que?).

7. WModbdulos libres

En esta seccion los anillos se suponen con identidad y los médulos unitarios.

Definicién 7.1. Sea M un R-mdédulo. Una familia (e;);c; de elementos de M se dice
linealmente independiente (sobre R) si para cada combinacién lineal 2 >_._, r;e; = 0, con
r; € R, se tiene que r; = 0 para todo ¢

el

Definicién 7.2. Una base de un R-mddulo M es una familia linealmente independiente
que genera M. Un R-modulo M se dice libre si admite una base X. En tal caso, es
frecuente decir que M es un R-mdédulo libre en X.

Proposicién 7.3. Una familia (e;);cr de elementos de un R-mddulo M es una base si y
sélo si cada elemento x € M se escribe de manera unica como x =Y ._ 1;€; con1; € R
yr; =0 p.c.t. i

el

Demostracion. Por un lado, la familia (e;);c; genera M siy sélo si cada elemento z € M se
escribe como una combinacién lineal finita © = ;1 Ti€i- Por otro lado, la familia (€:)ier
es linealmente independiente si y sélo si todo elemento en {(e;);cr) se escribe de manera
tinica como combinacién lineal de elementos en (e;)ier. En efecto, > .. rie; = Y. ) sie;
siy sélosi ) . (ri —si)e; = 0siy sélosir; =s; para todo i € I. O

Proposicion 7.4. Sea M un R-mddulo.

(i) Si (e;)icr es una base de M, entonces existe un isomorfismo M ~ @, ; rR que
asigna a cada elemento x € M sus coordenadas en la base (€;)ic;.

(ii) Cada suma directa @,.; rR tiene una base candnica (e;)icr dada por (e;); = 6;j.

(iii) M es libre si y sdlo si M ~ @,.; rRR para algin conjunto I.

2Es decir, 7; = 0 salvo una cantidad finita de indices 1.
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Demostracion. Para probar (i) sea ¢ : @,.; rRR — M el morfismo de R-médulos inducido
por la familia de morfismos de R-médulos ¢; : gpR — M definidos como ¢;(r) = re;.

Tenemos que ¢ es epimorfismo pues (e;);c; genera M y es monomorfismo pues (e;);c; es
linealmente independiente. Asi ¢ resulta un isomorfismo.

Para la parte (ii) definimos e; = ¢;(1), en donde ¢; : gRR — €D,.; son las inyecciones
canénicas. Ya vimos en el Lema 6.6 que cualquier elemento en €, ; rR se escribe de

manera unica como
E LZ'(T’Z') = E ’FZ'Li(l) = E ri€;.
iel iel iel
Luego, por la Proposicién 7.3 tenemos que (e;);c; es una base.
La parte (iii) es consecuencia de (i) y (ii). O

Corolario 7.5. Dado un conjunto X existe un R-modulo libre en X y es unico salvo
isomorfismo.

Observar que, sin embargo, el corolario anterior no nos dice que todas las bases de un
mismo R-modulo libre tengan la misma cardinalidad. Mas adelante daremos una discusion
sobre este tema.

Corolario 7.6. Todo R-mddulo libre a izquierda M admite una estructura de R-modulo
libre a derecha. Dicha estructura depende de la eleccion de una base (e;)ic; de M y estd

dada por
(Z Ti@) r = ZTZ‘TGZ‘.

iel i€l

Ejercicio* 7.7 (para pensar un poco mas adelante). El corolario anterior muestra una
situacion un tanto patolégica, pues la estructura de médulo a izquierda en M, obviamente
no depende de la eleccion de la base. Mostrar dando un ejemplo que, sin embargo, la

eleccion de distintas bases a izquierda en M puede dar lugar para puede dar lugar a
distintas estructuras de R-mdédulo a derecha.

Proposicién 7.8 (Propiedad universal para médulos libres). Sea X = (e;);cr una base
de un R-maodulo libre M. Entonces toda funcion f : X — N, en donde N es un R-maddulo
se extiende a un unico morfismo de R-mddulos p : M — N. Mads precisamente,

¥ (Z Ti@) = Z rif(e:). (7.1)

el el
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Si ademds N = (f(X)) entonces ¢ es un epimorfismo.

Demostracion. Es inmediato que ¢ definida como en (7.1) es un morfismo de R-mddulos
que extiende a f. O

Ejercicio 7.9. La propiedad universal de la Proposicion 7.8 caracteriza a los mdédulos
libres. Mas precisamente, probar que si M es un R-moédulo, X es un conjuntoe i : X — M
es una funcion inyectiva tal que para todo R-moédulo N y toda funcién f: X — N existe
un uUnico morfismo de R-médulos ¢ : M — N tal que p oi = f, entonces M es un
R-modulo libre en X (es decir, con base i(X)).

Corolario 7.10. Cualquier R-mddulo M es la imagen de un epimorfismo de R-modulos
F — M, en donde F' es un R-modulo libre. Mas aun, si M estd generado por un conjunto
X, se puede tomar F un R-mddulo libre en X.

7.1. Morfismos de modulos libres

En este apartado nos concentraremos en el caso de médulos libres que tengan bases
finitas. Contrariamente a lo que nuestra intuicién podria indicar, este caso es mas delicado
que cuando se tiene una base infinita. Una explicacién de esto la daremos en la proxima
subseccién.

Proposiciéon 7.11. Sean A, B dos R-maodulos libres a derecha con bases eq,...,e, y
f1, ... fn respectivamente. Entonces existe una correspondencia biyectiva entre los mor-
fimos de R-mddulos A — B y las matrices m X n con coeficientes en R.

Demostracion. Sea ¢ : A — B un morfismo de R-mdédulos, entonces para cada e; tenemos
m
QO(@j) = Z fﬂ’ij, Tij € R.
i=1

Esto define una matriz (jque depende de la eleccién de las bases!)

1 Ti2 - Tin

o1 T22 °° Top
M)=| . . .

"m1 Tm2 - T'mn
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en la cual la j-ésima columna de M(yp) estd formada por las coordenadas de ¢(e;) en
la base fi,..., fm. Ademds, la matriz M(p) determina ¢, pues si = > e;x;, con
x; € IR, entonces

= (Z eﬂj) = ZM%‘)%

n m m n
= E § firijr; = E fi E T'ij T
j=11i=1 i=1  j=1
En particular esto nos dice que las coordenadas de ¢(x) en la base fi, ..., f,, estan dadas
por el producto de matrices
T
M(e)
Tn
Reciprocamente, si M = (r;;) es una matriz m x n con coeficientes en R, entonces

la propiedad universal para moédulos libres nos dice que existe un tnico isomorfismo
¢+ A — B tal que p(e;) = D" firi;. Ademds, la matriz de ¢ en las bases dadas
coincide con M. O

Proposicién 7.12. Sean p,v : A — B, n : B — C morfismos de R-maodulos libres a
derecha con bases finitas. Entonces

(i) M(p+1)=M(p)+ M),
(ii) M(now)= M(n)M(p).

Demostracion. En primer lugar notemos que las matrices de los isomorfismos siempre
dependen de la eleccién de las bases, aunque no las hayamos fijado explicitamente en el
enunciado de la proposicién. Vamos a demostrar (ii), dejando (i) como ejercicio. Sean
€1y sln, fiyoo s fm ¥V 1,--.,9¢ las bases dadas de A, B, C respecto de las cuales se
calculan las matrices de los morfismos del enunciado. Supongamos que para todos 1,
tenemos

- Zfﬂ”ij, ie., M(p) = (ry)
=1

¢
(fi) = Zghshia ie., M(n) = (Shi)-
h=1

Calculamos

or-a($m
m £
fZ TU ZZ 9hShi sz
i=1 h=1
m L
Z zhrij == Z gn (M<n)M(¢))hj :
i=1 h=1

\_/

Ms

i=1

Il
~ I

ﬁ”
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Esto nos dice (ver la demostracion de la Proposicion 7.11) que M (now),; = (M (n)M()),,;
para todos h, j, o equivalentemente, M (n o @) = M(n)M(p). O

Usando la proposicion anterior, podemos describir de una manera concreta la estruc-
tura del anillo de endomorfismos de los R-moédulos libres que admiten una base finita.

Corolario 7.13. Sea M un R-mddulo libre a derecha que admite una base finita con n
elementos. Entonces Endg(M) es isomorfo (como anillo) a M, (R), el anillo de matrices
n X n con coeficientes en R.

Demostracion. Por la Proposiciones 7.11 y 7.12 tenemos que (fijada una base con n
elementos) la asignacion ¢ — M (p) es un isomorfismo de anillos (con identidad) entre
Endg(M) y M, (R). O

Corolario 7.14. Si M es un R-mddulo libre a izquierda que admite una base finita con
n elementos, entonces Endg(M) es isomorfo (como anillo) a M, (RP).

Demostracion. Ejercicio. O

Ejemplo-Ejercicio 7.15 (Importante). Sea R = Endg(V) en donde K es un cuerpo y
V' es un K-espacio vectorial con una base numerable eg, e1,e5,... Sean a, 3 : V — V las
transformaciones lineales dadas por

alezn) = en, a(ezni1) =0
B(ean) = 0, B(eant1) = en.

Probar que {«, 5} es base de gR (y observar que {1} también es base de gR).

Ejemplo 7.16. Si R es el anillo del ejemplo anterior entonces R ~ My(R) (isomorfismo
de anillos). En efecto, si M = Rpg, entonces por el Corolario 7.13 tenemos que Endg(M) ~
R = M;(R) tomando la base {1} y por otro lado, tomando la base {«, 5} tenemos que
Endg(M) ~ My(R). Més generalmente, para todos m,n > 0 se tiene que M,(R) =~
M,,(R).

La no conmutatividad de R es en gran parte responsable de este comportamiento tan
extranio. Contrastar con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.17. Si K es un cuerpo, entonces M, (K) ~ M,,(K) (isomorfismo de anillos)
si y sélo si n = m. En efecto, una forma facil de probar esto es mirando los elementos
nilpotentes. Supongamos que n > m y sea

0100 -- 00
0010 -- 00
0oo0oo01-- 00
A=1. . . . o
0000 -+ 01
0000 -+ 0

Notar que A es tal que A" = 0y A¥ # 0 para k < n. Si M,(K) ~ M,,(K), entonces
existe B € M,,(K) tal que B" = 0 y B* # 0 para k < n (porque sabemos que esto pasa
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en M, (K)). Pero esto es absurdo, pues la condicién B" = 0 implica que el polinomio
caracteristico de B es " y por consiguiente B™ = 0 con m < n.

Si no esta familiarizado con este tipo de argumentos de algebra lineal, puede esperar
hasta la clasificacion de mdédulos sobre un dominio de ideales principales, donde recupe-
raremos como corolario todos estos resultados (y también la forma de Jordan).

7.2. Rango

Definicién 7.18. Sea M un R-médulo libre. Si todas las bases de M tienen la misma
cardinalidad decimos que M tiene rango rg M = | X|, en donde X es alguna base de M.

En el apartado anterior vimos con un ejemplo que la nocion de rango no esta definida
para cualquier médulo libre. En lo que que sigue estudiaremos varias situaciones en la
que si tenemos tenemos bien definido el rango.

Proposicion 7.19. Sea M un R-mddulo libre que tiene una base con infinitos elementos.
Entonces todas las bases de M tienen la misma cardinalidad.

Demostracion. Sean X, Y dos bases de M y supongamos que X tienen infinitos elementos.
Como cada x € X es una combinacion lineal finita de un subconjunto finito Y, C Y,
tenemos que X C (|U,cx Yz) y por consiguiente (J, .y Yz) = (X) = M. Esto nos dice
que Y = U,cx Yz En efecto, si asi no fuera entonces existe y € Y — (J,cy Yz que es
combinacién lineal de elementos en | J, .y Y5, lo cual es absurdo pues Y es linealmente
independiente. Usando esto y el hecho de que X tienen una cantidad infinita de elementos
concluimos que

Y| <IN x X|=|X]|.

Podemos razonar de manera similar, intercambiando los roles para mostrar que | X| < |V,
de donde sigue que |X| = |Y|. Para esto hay que observar que la hipdtesis de que X es
un conjunto infinito, implica que Y también lo es. En efecto, supongamos que Y es
un conjunto finito. Con el mismo argumento que usamos mas arriba, para cada y € Y
existe un subconjunto finito X, C X que genera el elemento y. Luego tenemos que
(Uyey Xy) = M, de donde sigue que X = (J,oy Xy, lo cual es absurdo pues X es un
conjunto infinito y la unién del lado derecho de la igualdad es un conjunto finito. O]

Ejercicio 7.20. Hemos usado en la demostracion anterior que si X es un conjunto in-
finito, entonces N x X es biyectivo con X. Si esto no resulta lo suficientemente claro,
demostrarlo.

Proposicién 7.21. Sea M un R-mddulo libre. St R es conmutativo, entonces todas las
bases de M tienen la misma cardinalidad.

Nota 7.22. En la demostracion de la Proposicion 7.21 usaremos la siguiente construccion
elemental. Si R es un anillo conmutativo y o7 es un ideal (bilatero) de R, entonces R/.o/
es un anillo conmutativo, y con identidad si R # /. Ademés

IM={re:xe Mrecd})

es un submoddulo de M. Més ain, M/o/M es un R/</-médulo con la multiplicacion
definida por
(r+ o) (xc+AdM)=rz+ oM.
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Si ademas M es libre y (e;);er es una R-base de M, entonces (e; + &/ M );cr es una R/.of -
base de M/o/ M. En efecto, (e; + o/ M);c; pues six + A M € M/ A My x=> ., 1€,
con r; € R, entonces

iel
v+ M= (ri+)(e; + o M).
iel
(Notar que no tendria sentido decir que la proyeccién al cociente es un morfismo de

modulos, pues estamos trabajando con distintos anillos.)
Por otro lado, supongamos que

0="> (ri+)(e; + o/ M)
el
= (riei + %M)
el

Luego, > .., mie; € @M y asi r; € &/ para todo i (;por qué?). Asi, tenemos que
(ei + o/ M);cr es R/</-linealmente independiente y por consiguiente una R/<7-base de
M/ M.

Demostracion de la Proposicion 7.21. Por la Proposicién 7.19 ya sabemos que si M tiene
una base infinita, entonces todas sus bases tienen la misma cardinalidad. Luego, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que todas las bases de M una cantidad finita de
elementos. Sean (e;)icr v (f;)jes dos bases de M (o sea, I, .J son dos conjuntos finitos).
Sean 7 un ideal maximal de R. Sigue que R/ es un cuerpoy M/<&/M es un R/.<f -
espacio vectorial. Por la Nota 7.22, tenemos que (e; + 9 );cr v (fj);es son dos R/.o7-bases
de M/<o/ M. Como ya sabemos, en un espacio vectorial de dimensién finita, dos bases
cualesquiera tienen la misma cardinalidad, lo cual dice que |I| = |J|. O

7.2.1. Espacios vectoriales

Recordemos que un anillo de division es un anillo con identidad en el cual todo
elemento no nulo tiene inverso. En lo que sigue utilizaremos la siguiente definicion.

Definicién 7.23. Un espacio vectorial es un médulo unitario sobre un anillo de division.

Observacion 7.24. Si D es un anillo de division, entonces D°P también es anillo de division.
Esto nos dice que es suficiente con estudiar anillos de divisién a izquierda.

Ejemplo 7.25. Recordemos que un ejemplo muy importante de anillo de divisién no
conmutativo estd dado por los cuaterniones

H={al+4+0bi+c¢j+dk:a,b,c,deR},
en donde la multiplicacion se deduce de las identidades de Hamilton

==, —ijk=—1
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Observacion 7.26. En un médulo V' sobre un anillo de divisién D, es decir, un D-espacio
vectorial, la condicién
1T, +1roTe + Ty, =0

parar; € D, x; € V., con r; # 0 implica que
xy = —(r'rawg + -+ 7 )

es combinacion lineal de zo, ..., z,. En palabras, si en un espacio vectorial tenemos un
conjunto linealmente dependiente, entonces hay un elemento de dicho conjunto que es
combinacién lineal de los demds. Notar que aunque esto parezca una obviedad (hasta el
punto confundir con esta condicién la definicién de dependencia lineal), no es siempre el
caso si D no es un anillo de divisién.

El siguiente resultado distingue a los espacios vectoriales del resto de los médulos
libres.

Lema 7.27. Sea X un subconjunto linealmente independiente de un espacio vectorial
V' (sobre un anillo de division D). Siy € V — X, entonces X U {y} es linealmente
independiente si y solo sty no es una combinacion lineal de elementos en X.

Demostracion. Si X U{y} es lincalmente dependiente, entonces existen r, € Dy r, € X,
con z € X, no todos nulos (pero a lo sumo una cantidad finita no nula) tales que

ryy+2rxx:0

Como X es linealmente independiente, tenemos que r, # 0 y usando la Observacién 7.26
sigue que y es una combinacion lineal de elementos en X.
La reciproca es obvia. ]

Teorema 7.28. Todo espacio vectorial tiene una base.

Para la demostracién de este teorema usaremos el Lema de Zorn (notar que ya hemos
usado implicitamente este resultado en la prueba de la Proposicién 7.21). De hecho, uno
puede probar que el Teorema 7.28 es equivalente al Lema de Zorn. Para hacer estas notas
relativamente autocontenidas, recordemos brevemente qué dice el Lema de Zorn.

Un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto 2" munido de una relacién binaria
< que es

» reflexiva: x < x para todo z € 2;
= antisimétrica: si x <y ey < x, entonces r =y; y
» transitiva: six < y ey < z, entonces r < z.

El orden en 2" se dice un orden total si para todo par de elementos =,y € 2, se
cumple x < y o y < z. También se dice en este caso que (X, <) es un conjunto totalmente
ordenado.

Una cadena en un conjunto parcialmente ordenado (2", <) es un subconjunto € que
resulta totalmente ordenado con la restriccién del orden en 2". Una cota superior (una
cadena) € es un elemento y € 2 tal que x < y para todo = € ¢. Finalmente, diremos
que un elemento m € 2" es mazimal si no existe x € 2" tal que m < x (es decir, m < x

y m#x).
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Lema de Zorn. Sea (27, <) un conjunto parcialmente ordenado no vacio tal que toda
cadena no vacia de Z tiene una cota superior. Entonces Z tiene un elemento mazximal.

Demostracion del Teorema 7.28. Sea V un D-moédulo unitario sobre un anillo de division
D.Sea 2" ={X C V : X es linealmente independiente}. Entonces (X, C) es un conjunto
parcialmente ordenado (no vacio, pues @ € Z7). Notemos que si € es una cadena en 2
entonces Y = J o, X es un conjunto linealmente independiente. En efecto, supongamos
que existen para cada r, € D, no todos nulos tales que Zer r,y = 0. Como en esta suma
hay a lo sumo una cantidad finita de coeficientes no nulos, digamos ry,,...,r,, v € es
una cadena, entonces existe un X € % tal que y1,...,yr € €, y como X es linealmente
independiente, sigue que 7, = 0 para todo y € Y. Asfi, tenemos una cota superior ¥ € 2~
para cualquier cadena no vacia % . Por el Lema de Zorn, existe un subconjunto linealmente
independiente y maximal . en M. Para terminar la prueba veamos que . genera V.
En efecto, para cada = € V, se tiene por maximalidad que . U {z} es linealmente
dependiente. Luego por el Lema 7.27 tenemos que x es combinacién lineal de elementos

en .%. O

Proposicion 7.29. Sea V' un espacio vectorial y sea'Y un subconjunto que genera V. Si
X CY es linealmente independiente entonces existe una base % de V tal que X C B C
Y.

Demostracion. Ejercicio O

En particular, la proposiciéon anterior dice que cualquier subconjunto linealmente in-
dependiente de V' se extiende a una base (tomando Y = V') y que cualquier conjunto de
generadores contiene una base (tomando X = @).

Lema 7.30. Sean V un espacio vectorial y sean X,Y dos bases de V. Entonces, para
cada v € X existey € Y tal que (X — {x}) U{y} es base de V.

Demostracion. Si x € Y no hay nada que probar (tomar y = z sirve). Supongamos que
r¢YyseaS=(X—{z}).SiY C S, entonces S = V y x seria combinacién lineal
de elementos en X — {x}, lo que contradice la independencia lineal de X. Asi, tenemos
que existe un elemento y € Y tal que y ¢ S. Dicho de otro modo, y no es combinacién
lineal de elementos en X — {z} y por el Lema 7.27 tenemos que X’ = (X — {z})U{y} es
linealmente independiente. Observemos ahora que x es combinacion lineal de elementos
en X', de lo contrario X' U {z} = X U {y} serfa linecalmente independiente. Asi, tenemos
que (X') = (X) =V y X' resulta una base de V. O

Teorema 7.31. Todas las bases de un espacio vectorial tienen la misma cardinalidad.

Demostracion. Sean X,Y dos bases de un espacio vectorial V. Si alguna de estas dos
bases tiene infinitos elementos, ya probamos en la Proposicién 7.19 que | X| = |Y'|. Luego
podemos suponer que X e Y son conjuntos finitos. Aplicando el Lema 7.30, podemos
construir una base de V' en la que cada elemento de X es reemplazado por un elemento
de Y. Esto no nos dice |X| < |Y|. Andlogamente tenemos que |Y| < |X| y por lo tanto
| X| =Y. O

Definicién 7.32. La dimension dim V' de un espacio vectorial V' se define como la car-
dinalidad de alguna (y por lo tanto todas) de sus bases.
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Proposicién 7.33. Cada subespacio S de un espacio vectorial V' es un sumando directo.
Mas ain,
dim S +dim V/S = dim V.

Demostracion. Ejercicio. O

Proposicién 7.34. Sea S un subespacio de un espacio vectorial V. Si dim V' es finita y
dim S =dimV, entonces S =V.

Demostracion. Ejercicio. O]

Ejercicio 7.35. Pensar también por qué el resultado analogo a la Proposicion 7.34 no
es cierto para médulos libres (aun teniendo definido el rango).

8. Modbdulos sobre un DIP

Recordemos que un dominio de ideales principales, que en general abreviaremos como
DIP, es un anillo conmutativo, sin divisores de cero en donde todo ideal es principal. Entre
los ejemplos méas destacados tenemos al anillo de enteros Z y al anillo de polinomios K[z]
de un cuerpo K. Una propiedad muy importante y que usaremos en esta seccién es que
todo dominio de ideales principales es un dominio de factorizacién tnica.

Los moédulos sobre un DIP tienen propiedades muy destacadas, como por ejemplo el
siguiente teorema (aunque no sea muy facil de probar).

Teorema 8.1. Sean R un DIP y F' un R-mddulo libre. Entonces todo submddulo de F
es libre de rango a lo sumo rg F'.

Ejemplo 8.2. Notemos que el enunciado del teorema anterior no es cierto si no supo-
nemos que R es un DIP. En efecto, consideremos F' = 7Z, como moddulo libre sobre Zj.
Entonces el submédulo {0,2} ~ Zs no es libre (;por qué?).

A continuaciéon daremos una prueba del Teorema 8.1. En una primera lectura quizas
convenga prestar atencién a los argumentos principales y técnicas utilizadas para luego
prestar atencion a los detalles.

Demostracion del Teorema 8.1. Sea X una base de F'y sea M un submoddulo de F'. Para
cada subconjunto Y C X, denotamos por Fy el submédulo (libre) de F' generado por Y.
La idea de la demostraciéon es usar el Lema de Zorn para hacer “induccién transfinita”
en Y, en donde el “paso inductivo” seria el siguiente. Supongamos que Y # X y que
My = Fy N'M admite una base B. Dado z € X —Y sea Z =Y U {z}. Notemos que

My={ra+te M:reR,tc Fy}
y probemos que B se extiende a una base de M. En efecto, sea
o ={re€ R:rex+tec My para algin t € Fy}.

Notemos que 7 es un ideal de R. Si o/ = 0, entonces Mz = My, luego B es base de My y
no hay nada que probar. Si &/ # 0, entonces como R es un DIP, existe 0 # a € R tal que
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o/ = Ra. En particular, ¢ = ax + p € My para algtin p € Fy. Veamos que C = B U {c}
es base de M. Supongamos que tenemos una combinacién lineal nula

rcc+2rbb:0

beB

con 1,1, € R (a lo sumo una cantidad finita de coeficientes no nulos). Entonces r.c =
— Y e Tsb € My, es decir, r.c = ro(ax + p) = rcax 4+ rep € My, de donde sigue que
rear = rep —r.c € Fy puesp € Fy yree € My = Fy N M. Como Z = Y U {x}
es linealmente independiente, sigue que r.a = 0 y por ende r. = 0. Asi, tenemos que
Y bepTsb = 0y como B es base de My, r, = 0 para todo b. Luego C' es linecalmente
independiente (y ¢ ¢ B). Para ver que C' genera, consideremos un elemento genérico
rr+t € Mz conr € R, t € Fy. En tal caso se tiene que r € &/ y por ende r = sa para
algin s € R. Luego

re+t=sax+t=s(c—p)+t=sc+t—sp.

Como ¢ € My concluimos que t — sp € Fy N M = My, y por ende es combinacion lineal
de elementos en B. Luego, C' genera M. Observar ademds que si |B| < |Y| entonces
IC|=|B|+1<|Y|+1=|Z].

Sea . el conjunto de todos los pares (Y, B) tales que Y C X y B es una base de My
con |B| < |Y|. Observemos que .¥ esta parcialmente ordenado por la inclusién en cada
coordenada, es decir, tenemos definido un orden parcial (Y,B) < (C,Z) < Y CZy
B C C. Notemos también que .¥ es no vacio, pues (&, @) € .. Ademés, si {(Y;, B;) }ier
es una cadena en ., entonces (Y,B) = (U.c; Yi,Uic; Bi) € & es una cota superior.
En efecto, Fy = |J,c; Fy; pues una combinacién lineal de elementos en Y, involucra
solo una cantidad finita de coeficientes no nulos, cuyos correspondientes elementos estan
tomados de entre los Y;. Asi tenemos que My = | J My, estd generado por B pues una
combinacion lineal de elementos en B es una combinacion lineal de elementos en algunos
B;, y similarmente se prueba que B es linealmente independiente. Ademas, la condicion
|Bi| < |Yi| para todo i implica que |B| < [Y]. Por el Lema de Zorn, existe un elemento
maximal (Y B) en .. Ya probamos mds arriba que si Y # Y, entonces (Y B) no es
maximal. Luego Y = X y B es una base de Mx = M con |B| < |X]. O

El siguiente resultado estudia el caso de rango finito y nos dice esencialmente que
elementos de un submodulos de rango r» de un modulo libre de rango n pueden pensarse
(eligiendo una base adecuada) con las dltimas n — r coordenadas nulas y las r primeras
en una sucesion de ideales encadenados.

Teorema 8.3. Sean R un DIP, F un R-mddulo libre de rango n € N y M un submddulo

de F'. Entonces existen una base ey,...,e, de F, un entero 0 < r < n y elementos
no nulos ai,...,a, € R tales que a;y1 € Ra; (es decir a; | a;y1) para todo i < r y
aiei,...,are, es base de M.

Ejemplo 8.4. Para F=Z & Z y M =27 @ 3Z = {(2m,3n) : m,n € Z} una base como
la que nos da el Teorema 8.3 es e; = (2,3), eo = (1,1) y tomando a; = 1, a3 = 6 tenemos
que aje; = (2,3) y azes = (6,6) forma una base de M (verificarlo directamente). En
el apartado 8.1 explicamos el procedimiento para encontrar esta base. En una primera
lectura quizas convenga pasar directamente a la demostracién del teorema y luego volver
a este ejemplo.
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Recordemos una propiedad importante de los DIPs que necesitaremos para probar el
Teorema 8.3.

Observacion 8.5. Sea R un DIP

(i) R es noetheriano, es decir, toda cadena de ideales I C Iy C I3 C --- se estabiliza:
existe un ng tal que I; = I, para todo j > ny. En efecto, como R es DIP tenemos
que Iy = Ray, Iy = Rag, Is = Ras, ...Si a; es unidad, entonces Ra; = Re I; = I;
para todo j. Si a; no es unidad, entonces existen elementos irreducibles py, ..., pr y
ndimeros naturales sy, ... s, tales que a; = pi* ---p;*. Como a; | a;_; tenemos que
a; = pi' -+ - p¥ (salvo asociados) para ciertos 0 < r; < s;. Claramente este proceso
se estabiliza en algin ny.

(ii) Si (Ia)aca es una familia de ideales, entonces existe un elemento maximal I,,. En
efecto, sea oy € A, si I, es maximal, no hay nada que probar, de lo contrario existe
as € A tal que 1, ;Cé I,,. Si I,, no es maximal, existe ag tal que /,, ;Cé I,,. Por el
item anterior, este proceso no puede continuar indefinidamente, lo cual nos lleva a
un ideal maximal.

Demostracion del Teorema 8.3. La prueba es por induccion en n. El resultado vale para
n < 1 (pues R es un DIP y por lo tanto un submédulo de R es un ideal principal).
También es cierto el teorema si M = 0. Luego supongamos n > 2y M # 0.

Podemos usar la siguiente idea para encontrar a;: si el teorema es ciertoy ¢ : FF — R
es un morfismo de médulos, entonces ¢(s) € Ra; para todo s € M, o sea p(M) C Ray.
En particular, para ¢ (>, x;e;) = 7 se alcanza igualdad ¢(M) = Ra;. Luego Ray es el
ideal mas grande de la forma p(M).

Como R es noetheriano, la familia de ideales

{e(M) : ¢ : M — R es morfismo de médulos}

tiene un elemento maximal, digamos p(M), en donde p : F' — R es algin morfismo
de médulos. Como R es DIP, u(M) = Ra para algin a € R. Sea m € M tal que
wu(m) = a. Veamos ahora que p(m) € Ra para todo morfismo de médulos ¢ : F' — R. En
efecto, Ra + Rp(m) = Rd para algin d = ua + ve(m). Consideremos ahora el morfismo
¥ =up+vp: F— R. Notar que 1 satisface 1)(m) = d. Luego u(M) = Ra C Rd C (M)
y por maximalidad sigue que Ra = Rd. Asi, ¢(m) € Ra.

Dada una base ey,...,e, de F' consideremos los morfismos de médulos ¢; : F© — R
definidos por ¢; (31, z;e;) = ;. Como M # 0, tenemos que ¢;(M) # 0 para algin j,
luego p(M) # 0 y por ende a # 0. Ademads por lo anterior, ¢,;(m) € Ra para todo j, de
donde sigue que todas las coordenadas de m son multiplos de a. Asi, m = ae para algin
e € F y por lo tanto a = pu(m) = p(ae) = ap(e) de donde sigue que p(e) = 1. Luego
Renkerpu = 0. Ademds si x € F| entonces x = u(x)e + x — p(x)e. Como p(x)e € Re 'y
x — u(zx)e € ker u, tenemos que

F = Re @ ker . (8.1)

Més aun, si x € M, entonces u(z) € Ra, lo cual implica que p(z)e € Rm (pues m = ae)
y por lo tanto
M = Rm & (ker pN M). (8.2)
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Por el Teorema 8.1, ker u es libre de rango a lo sumo n. Mdas atn, rg(keru) =n — 1y si
€9, ...,€e, es una base de ker y, entonces e, es, ..., e, es una base de F'. Por la hipétesis
inductiva (aplicada de ker v N M), podemos suponer que para la base ea, ..., e, existe un
entero 1 < r < n y elementos no nulos as, . ..,a, tales que a;,,; € Ra; para todo+ <ry
ases, . ..ae, es base de ker pN M. Luego por (8.1) y (8.2) es base de M (por qué?). Sélo
falta ver que as € Ra. Para esto seguimos un argumento similar al usado més arriba:
escribimos Ra + Ras = Rd. Por la propiedad universal de los médulos libres existe un
morfismo de médulos ¢ : F' — R tal que p(e) = p(ez) =1y ¢(e;) = 0 para i > 2. Ahora
escribimos d = wa + vay = p(uae + vages) € p(M). Como u(M) = Ra C Rd C ¢(M)
tenemos que Ra = Rd y por lo tanto ay € Ra. n

Ejercicio 8.6. Probar que los elementos aq,...,a, del Teorema 8.3 son tunicos salvo
multiplicacién por unidades. Atencion: esto no nos dice que haya unicidad en las bases,
de hecho, no la hay.

8.1. Operaciones elementales sobre matrices con coeficientes en

un DIP
Para encontrar la base que nos da el Teorema 8.3 empezamos con una base cualquiera
de uy,...,u, de F' y una base cualquiera by,...b. de M. Escribimos cada elemento b;
como combinacioén lineal de la base uq, ..., u,:

bi = anur + -+ + Ay,

Dicho de otra forma, las filas de la matriz

aix Q2 - Qin

a1 Q22 -+ Q2
A=

Ar1 Qpp Ayp,

estan formadas por los coeficientes que usamos para escribir los elementos b; de la base
de inicial de M como combinacién lineal de los elementos u; en la base inicial de F'. Para
pasar a una base como la que nos dice que existe el Teorema 8.3 tenemos que tener en
cuenta dos cosas:

» si pasamos de la matriz A a una matriz A’ aplicando una operacién elemental por
filas, entonces las combinaciénes lineales de w4, ..., u, que podemos formar usando
los coeficientes de la matriz A’ nos dan nuevamente una base de M,

» si pasamos de la matriz A a una matriz A” aplicando una operacién elemental por
columnas, entonces existe una nueva base 4, ..., u, de F' tal que las combinaciones
lineales de elementos en esta nueva base que formamos con los coeficientes de A”
nos dan la base de M que ya teniamos.

O sea, cuando hacemos operaciones por filas estamos cambiando la base de M y cuan-
do hacemos operaciones por columnas estamos cambiando la base de F. A continuacién
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explicamos en detalle por qué esto funciona en el cason =r =2y R = Z. El caso general
es completamente andlogo, sélo un poco mas engorroso de escribir. Fijemos una matriz

_f[a b 2x2
A_(c d)EZ

Recordemos que hay tres tipos de operaciones elementales por filas: sumar una fila un
mutiplo de otra fila; multiplicar una fila por una unidad e intercambiar dos filas. Las
operaciones elementales por filas se pueden obtener multiplicando la matriz A a izquierda
por la matriz elemental correspondiente a la operacién elemental que queremos aplicar
(es decir, la matriz que obtandriamos si aplicAiramos nuestra operacién elemental a la
matriz identidad). En nuestro caso, las matrices elementales son las siguientes

1 n 1 0
,2,n T (0 1) ) E2,1,m - (m 1) 9
-1 0 1 0
El,fl = ( 0 1) ) E2,71 = (0 _1) 9
01
Eswap = (1 O) )

en donde n,m € Z. Llamemos f1 2., f2.1.m, J1,-1, f2.—1, fswap @ las operaciones elementales
por filas asocidas con las matrices elementales F 9., Fo 1 m, E1,-1, B2, 1, Eswap respecti-
vamente. Por ejemplo,

fron(A) = Ei9,A = (CL —l—cnc b +dnd)

Las operaciones elementales por columna analogas ¢1 2, €211, C1,—1, €2,—1, Cswap ti€hen
las mismas matrices elementales asociadas Eo i m, F1 2, E1-1, B2 _1, Egyap, respectiva-
mente (notar la permutacion en las primeras dos) pero ahora hay que multiplicar por la
derecha. Por ejemplo,

Cl,2,m(A) = AEZ,l,m = (c+ md d

Supongamos ahora que u,v es una base de Z & Z y au + bv, cu + dv es una base de
M. Para que esto sea posible ademas tenemos que suponer que det A # 0.

a-+mb b)

Observacion 8.7. La condicién det A # 0 no significa que A sea una matriz invertible
en Z**?. Las matrices invertibles en Z**? son aquellas con determinante +1 (ejercicio).
En particular, todas la matrices elementales son invertibles y como consecuencia sus
filas/columnas forman una base de Z @ Z.

/ /
Lema 8.8. Sea f wuna operacion elemental por filas y denotemos f(A) = (ZL, Z,)

Entonces a'u + b'v,du+ d'v es una base de M.

Demostracion. Ejercicio. O]

/ /
Lema 8.9. Sea ¢ una operacion elemental por columnas y denotemos c(A) = z, Z,)
Entonces existe una base t,0 de Z & Z tal que 't + b0 =au+bv y du+d'v = cu+ dv

(y por lo tanto forman una base de M ). Mds ain,
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(i
(i

(iv

(v) sic= Cswap, podemos tomar U

)
)
(ili) sic=c1-1, podemos tomar i = —u, v = v;
) sic=co_1, podemos tomar i = u,
)

Demostracion. Ejercicio.

i C = C1,2,m, podemos tomar i = u,v = v — Mu;

81 C = C2,1,, podemos tomar & = u — v,V = v,

=3
I

_/U;

N
I

v, U.

]

Con toda esta informacion podemos volver al Ejemplo 8.4 para encontrar nuestra
base. Lo tnico que faltaria es saber es que aplincando operaciones elementales por filas y
columnas siempre podemos llegar a una matriz diagonal. En realidad, el Teorema 8.3 es
el que nos dice que esto siempre es posible (;por qué?). En este caso particular tenemos
u = (1,0), v = (0,1) la base de F'y 2u = (2,0), 3v = (0,3) la base de M. Aplicando

sucesivamente los Lemas 8.8 y 8.9 (ver Cuadro 8.1) obtenemos que

e1 =2u+3v =(2,3),

eo=u+v=_(1,1)

es una base de Z & Z tal que e; = (2,3),6e2 = (6,6) es base de M = 2Z & 3Z.

Coeficientes | Op. Elemental | Base de FF =Z @ Z Base de M = 27 @ 3Z
(2) g) - U, v 2u, 3v
2 0
(2 3> Jaa U, v 2u, 2u + 3v
2 =2
<2 ) ) C2.1.-1 u+v,v 2(u+v) —2v,2(u+v) + v
6 0
9 1 J1,2.2 U+ v, 6(u+v),2(u+v)+v
(g (1)> €122 u+v,2u + 3v 6(u+v),2u + 3v
(g (1)> Jswap u+v,2u+ 3v 2u + 3v,6(u + v)
((1) 2) Cswap 2u+3v,u+v 2u + 3v,6(u + v)

Cuadro 1: Operaciones elementales por filas y columnas en Z2*?

Ejercicio 8.10. Generalizar.

Ejercicio 8.11. Encontrar una base como la del Teorema 8.3 para FF = Z @ Z S Z y
M =27 ® 3Z ® 57.

Ejercicio 8.12. Encontrar una base como la del Teorema 8.3 para F =Z&ZPHZy M
el subgrupo generado por (3,9,9) y (9,—3,9).
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8.2. Clasificacién de médulos finitamente generados sobre un

DIP

En este apartado presentamos una clasificacién completa de los modulos finitamente
generados sobre un DIP. Daremos esencialmente dos versiones de la clasificacion las cuales
enunciamos a continuacion.

Teorema 8.13 (Descomposicién en factores invariantes). Sea R un DIP. Todo R-mddulo
finitamente generado M es una suma directa

M ~F&®R/Ra; & ---® R/Ra,

de un R-mddulo libre (de rango finito) F' y R-mddulos ciclicos R/Ray, ..., R/Ras con
anuladores R ; Ra; D Ras D -+ D Ray 2 0. Mds aun, rg F y los ideales Ray, ..., Ras
estan univocamente determinados por M .

Los elementos a; | as | -+ - | as se llaman factores invariantes de M y estén univoca-
mente determinados por M (salvo asociados). La segunda versién de la clasificacién es la
siguiente

Teorema 8.14 (Descomposicién primaria). Sea R un DIP. Todo R-mddulo finitamente
generado M es una suma directa

M~F®R/Rp}* ©---® R/Rp}*

de un R-mddulo libre (de rango finito) F y R-mddulos ciclicos R/Rp%*, ... R/Rpf* con
anuladores Rp]fl, e ,Rpft generados por potencias positivas de elementos primos (que
podrian repetirse) de R. Mds ain, rg F' y los ideales Rp’fl, . ,Rpft estan univocamente
determinados (salvo el orden) por M.

Los elementos plfl, ...,p¥, contados con repeticiones se llaman divisores elementales
de M y estdn univocamente determinados (salvo asociados).

La demostracién de estos dos teoremas (equivalentes) lleva varios pasos y el desarrollo
de algo de teoria que sera 1til en otras situaciones.

Demostracion de la existencia en Teorema §.15. Como M es finitamente generado, exis-
te un R-modulo libre de rango finito F” y un epimorfismo ¢ : F' — M. Aplicamos el
Teorema 8.3 a F” y ker p: existen una base e,...,e, de F', un entero 0 < r < ny
elementos ay,...a, € R tales que Ra; O --- D Ra, y ajeq,...,a.¢, es base de ker ¢. Es
decir, tenemos que

F'=Rei®---® Re, ® Re,j1 @ -+ - @ Rey,
ker ¢ = Raje1 & --- & Ra,e,

y por el primer teorema de isomorfismo, llamando F' = Re,,1 & --- & Re,, tenemos que

Re Re,
M:F'/kergszal; @ @ e @+ @ Rey
R R
~ ... F.
Ral@ @Rar@
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(Observar que para probar que R/Ra; ~ Re;/Ra;e; podemos considerar el isomorfismo
R — Re; definido por = — ze;, el cual manda Ra; en Ra;e;.) Sea k el primer entero tal
que ay no es unidad. Luego para i < k, Ra; = R y por ende R/Ra; = 0. Asi, escribimos

R R
M~ ... F
Rak@ EBRCLTEB
con F libre de rango n — 7y R 2 Ray 2 --- 2 Ra, 2 0. O

Para poder demostrar la unicidad necesitamos estudiar la torsién de M.

Definicién 8.15. Un elemento x de un R-médulo se dice de torsion si Ann(x) # 0 (o
sea, si existe 7 € R — {0} tal que rz = 0), y x se dice sin torsion si Ann(z) = 0 (o sea,
si o = 0 implica r = 0). Un R mdédulo se dice de torsidn si todos sus elementos son
elementos de torsion. Un R-mdédulo si dice sin torsion si todos sus elementos no nulos
son sin torsion.

Ejemplo 8.16. (i) 0 € M es de torsion pues Ann(0) = R.
(ii) Si M es un grupo abeliano (Z-médulo) finito, entonces M es de torsion.
(iii) Si R no tiene divisores de cero y M es un R-médulo libre, entonces M es sin torsion.

Definicién 8.17. La torsion, o mejor dicho el submaddulo de torsion de un R-médulo M
es T(M) = {x € M : Ann(x) # 0}, el subconjunto de todos los elementos de torsién
de M.

Proposicién 8.18. Si R es un dominio integro y M es un R-mddulo, entonces T (M) es
un submddulo de M y M/T(M) es sin torsion

Demostracion. Ejercicio. O

Observacion 8.19. Sea R un DIP y sea & C R el conjunto de elementos primos de R.
La relacion de asociados p; ~ py <= existe una unidad v € R tal que p; = up; es una
relacion de equivalencia en &2. Un conjunto de representantes P de &2 esta formado por
un elemento en cada clase de equivalencia de & /~. Es decir,

= para cada primo q € R, existe p € P tal que ¢ ~ p;
» sip,p € Pyp~yp, entonces p=1yp.

Ejercicio 8.20. Si bien para asegurar la existencia de un conjunto de representantes en
general se requiere del axioma de eleccién, en varios casos de interés esto no es necesario.
Dar un conjunto de representantes de elementos primos para Z y K[z], con K un cuerpo.

Proposicién 8.21. Sean R un DIP y P un conjunto de representantes de los elementos
primos de R. Entonces todo R-mddulo de torsion M es la suma directa M = ,cp M (p),
en donde M(p) = {x € M : p*z = 0 para algiin k > 0}.

El submédulo M (p) se llama componente p-primaria de M.
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Demostracion de la Proposicion 8.21. En primer lugar observemos que M = Zpep M(p).
En efecto, sea z € M y sea a € R tal que ax = 0. Escribimos a = uplf1 -+ pkr con u uni-
dad, p1,...,p. € P todos distintos y k; > 0 para todo 7. Hacemos induccion en r. Sir =1,
entonces x € M(p;) y por ende = € Epep M (p). Supongamos que esto vale para r — 1.
Como ph' - -pfff y pFr son coprimos, existen s,t € R tales que 1 = sph' - -pffll + tpy
Luego,

w=sphte g+ ipfre
Claramente el primer sumando del lado derecho de la igualdad estd en M (p,). Ademas,
tenemos que (10]1“1 e pfr_‘f)tpff’“x = tu tax = 0 y por hipétesis inductiva concluimos que
tpkra € > per M(p), 1o que implica que z € »_ p M(p).

Para completar la prueba veamos que M(p)ﬂqup,{p} M (q) = 0. En efecto, seap € P
yz € MP)NY cp p M(q). Luego existe un k tal que p*x = 0. Como también podemos
escribir x = ZqEP—{p} r,, para cada g existe un k, tal que ¢*x, = 0. (en realidad, hay a lo
sumo una cantidad finita de z, distintos de cero). Sea a = qup_'{p}7$q7£0 q"a. Clarame'nt'e
tenemos que axr, = 0 para todo ¢ # p. Como a y p son coprimos, podemos escribir
1 = sa + tb para ciertos s,t € R. Luego x = sax + tpFz = 0 como queriamos probar. [J

Proposicién 8.22. Sean R un DIP y M ~ R/Ra un R-mddulo ciclico, en donde a =
uplf1 e pff es producto de una unidad u y potencias positivas de representantes distintos

de elementos primos en R. Entonces M (p;) ~ R/Rpf" y M ~ R/Rp%* & --- @ R/Rp}".

Demostracion. Se tiene que ax = 0 para todo x € M = R/Ra. Sea x € M(p) con
p # pi,...,pr v supongamos que pFz = 0 para cierto k¥ > 0. Como a y p son coprimos,
existen s,t € R tales que 1 = sa + tp¥, de donde sigue que = sax + tpFx = 0. Luego
M(p) = 0.

Ahora sean 1 < i < ly b= H#ip?". Si z = r+ Ra € M(p;), entonces pfx = 0
para algin k > 0 en M = R/Ra, por ende pfr € Ra. Luego b | pfr y por lo tanto
b | r. Reciprocamente, si b | r, entonces r € Rb y por lo tanto pfir € Ra, lo cual
dice que p¥z = 0 en R/Ra. Hemos probado que b | r si y sélo sy 7 + Ra € M(p;). O
equivalentemente M (p;) = Rb/Ra. Para completar la demostracion sélo necesitamos usar
la Proposicion 8.21 y el Ejercicio 8.23. O

Ejercicio 8.23. Manteniendo la notacion de la demostracion de la Proposicién 8.22
probar que la funcion R — Rb definida como r + rb es un isomorfismo de R-mddulos
que manda Rpfi en Rpfib = Ra. Concluir que M (p;) = Rb/Ra ~ R/ Rp,’fi.

Demostracion de la Existencia en el Teorema 8.1/. Sigue de la existencia en el Teore-
ma 8.13 y de la Proposicién 8.22 aplicada a cada sumando R/Ra; O

Todavia nos falta demostrar la unicidad para los Teoremas 8.13 y 8.14.

Lema 8.24. Sea R un DIP y sea p € R un elemento primo. Si
M= M(p)~R/Rp" @ ---® R/Rp™ (8.3)

con 0 < ky <--- <k, entoncest y kq, ...,k estan univocamente determinados por M.
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Notar que la existencia de la descomposicion dada en (8.3) estd garantizada por la
Proposicién 8.22.

Observacion 8.25. Si A es un R-médulo y p € R es un elemento primo, entonces A/pA
es un R/Rp-espacio vectorial (notar que R/Rp es un cuerpo y que ya usamos una cons-
truccién similar cuando estudiamos moédulos libres). Més atn, si B es otro R-mdédulo,
entonces p(A®b) = pA@pBy (A® B)/(pA @ pB) ~ A/pA @ B/pB (ver la guia de
ejercicios).

Demostracion del Lema 8.2/. Como

R/Rp* R/Rp*
/ v / V'~ R/Rp
p(R/Rp*)  Rp/Rp
sigue de la descomposicién (8.3) que M/pM ~ R/Rp @ --- ® R/Rp (t veces). Luego
t = dimpg g, M/pM depende solamente de M.

Veamos ahora que kq,...,k; estdn univocamente determinados por M. Hacemos in-
duccién en ky. Si k; = 1, es lo que ya probamos pues M ~ R/Rp & --- @& R/Rp (t veces),
de donde sigue que ky = --- = k; = 1 y t estda univocamente determinado por M. Supon-

gamos entonces que k; > 1. Observemos también que Ann(M) = Rp*, lo cual nos dice
que k; esta univocamente determinado por M. Ahora
pM ~p (R/R]Dl’Cl - D R/Rpkt)
= Rp/Rp™ @ --- @ Rp/Rp"
~ R/Rp" @ - @ R/Rp*!
en donde el ultimo isomorfismo sigue del Ejercicio 8.23. Sea s el primer entero tal que

ksi1 > 1. Luego
pM ~ R/Rp*+t@...® R/Rp*!

cons >0,k =k =1y0< ks <--- < k. Por hipdtesis inductiva tenemos que
t—syks1—1,...,k —1 estan univocamente determinados por M. Luego s y ki, ...,k
estan univocamente determinados por M. O]

Demostracion de la unicidad en el Teorema 8.14. Supongamos que
M~F®R/RpM*©---® R/Rp.

con F libre, p; primo y k; > 0 para todo ¢. Entonces T'(M) ~ R/Rplf1 D-- -@R/pft. Luego
M/T(M) ~ F y por ende rg F = rg M /T (M) queda univocamente determinado por M.
Ademés como (A® B)(p) = A(p) @ B(p) (ejercicio) tenemos que M (p) = @,(R/Rp') =
@pi:p R/RpFi. y por el Lema 8.24, p; = p y los correspondientes k; quedan univocamente
determinados por M, salvo el orden. O]

Demostracion de la unicidad en el Teorema 8.15. Supongamos que
M~F®R/Ra; ®---® R/ay
con F'librey R 2 Ra; D --- D Ra, 2 0. Como antes tenemos que T'(M) ~ R/Ra; @- - - @

R/Ras y por ende F ~ M/T(M). Luego, rg F = rg M /T(M) queda univocamente deter-

minado por M. Ademds como a; | as | -+ | as. Podemos escribir a; = u;py " py” - - - prkry,
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con u; unidad, pi,ps,...,p, representantes distintos de elementos primos en 7 y k;j; <
kio < -+ < kjs. Por la Proposicién 8.22 tenemos que

(M)~ P EP R/Rp”

j=1 i=1

y por el Teorema 8.14 los primos py,...,p; y los exponentes k;; estdn univocamente de-
terminados salvo el orden. Asi los elementos aq, ..., as estan univocamente determinados
salvo asociados. O

8.3. Clasificacion de grupos abelianos finitamente generados

Los resultados del apartado anterior tienen como consecuencia inmediata, con R = 7Z,
la clasificacion de los grupos abelianos finitamente generados. Estos teoremas usualmente
son abordados en un curso de Estructuras Algebraicas I.

Corolario 8.26. Sea G un grupo abeliano finitamente generado, entonces existen r > 0
y una lista de enteros positivos 1 < ay | -+ | as tales que

.
Gl oy @ DLy,
Mds ain, v y aq,...,as estan univocamente determinados por G

Equivalente a la descomposiciéon en factores invariantes, tenemos la descomposicion
primaria:

Corolario 8.27. Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Entonces existen r > 0,
Primos positivos py, . . ., pr (no necesariamente distintos) y enteros positivos si, . . . S tales
que
G=Z" @© Ly @---@Zpsk.
1 k

Mds ain, vy pi*,...,p¥ estdn univocamente determinados por G (salvo el orden,).

Ejemplo 8.28. Clasificar los grupos abelianos de orden 1200. En este caso no hay parte
libre pues todo grupo abeliano finito es de torsion. Nos ayudamos de la descomposicion
en factores primos 1200 = 2% - 3 - 5% y los corolarios anteriores para mostrar que todo
grupo abeliano de orden 1200 es isomorfo a uno y solo uno de los grupos que aparecen
en las filas del Cuadro 2 (y para cada fila, los grupos de las dos columnas son isomorfos).

8.4. Forma de Jordan

A lo largo de esta seccién V' serd un espacio vectorial de dimensién finita sobre un
cuerpo Ky T : V — V una transformacion lineal. Recordemos que en esta situacion:

» T induce una estructura de K[z]-mddulo en V' definiendo
(ap + a1z + -+ -+ apa™)v = apv + ayTv+ -+ - + a,T",

es decir, para cada f € K[z] se define fv = f(T)v;
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’ Descomposicion primaria ‘ Descomposicién en factores invariantes

Lo DLy DLy DLy ®ZLy®ZLs®Ls | Lo® ZLo® LoD Lo
Lo ® Ly ® Ly ® Lz D Ls D Zs Loy ® Lo ® Lo

Ly D72y ® L3 ® ZLs D Zs Zino @ Lo

Lo ® g ® 13 ® L5 ® Ls Lo D Zy2o

Lo ® L3 ® Ls D Ls Ls @ Ligag

Ly ® Ly ® Ly ® Ly ® Lz © Zins Ly ® Ly ® Ly ® Liyso
Loy ® Ly ® Ly ® Lz D Lips Loy ® Ly ® Lz

Loy ® Ly ® Lz ® Lios Loy ® Lo

Ly ® Lg ® Ly ® Lios Ly ® Lo

Lo ® Lz D ZLios Zi1200

Cuadro 2: Grupos abelianos de orden 1200

» Los K[z]-submddulos de V' son exactamente los subespacios T-invariante. Es decir,
W es un K[X]-submédulo si W es un subespacio de V' tal que TW C W. Més
aun, la estructura de K[z]-médulo en W (como submddulo de V') coincide con la
estructura de K[z]-médulo inducido por la restriccion T'|y : W — W de T a W.

Definicién 8.29. El polinomio minimal mp de T es el generador ménico del ideal
Ann(V) = {p € K[z] : pv = 0 para todo v € V}.

Observacion 8.30. El polinomio minimal tiene las siguientes propiedades.

Si f € K|z], entonces f(T) = 0 siy sélo si mr | f.

mr # 0. En efecto, Ann(V') # 0 pues es el nicleo del morfismo (de anillos) eva-
luacién @ : K[z] — Endg (V) definido por ®(f) = f(T). En particular, como ® es
K-lineal, K[z] es un K-espacio vectorial de dimensién infinita y dimg Endg (V) =
(dim V)% < oo, necesariamente se tiene que ® no es inyectiva.

En particular, V' es un K[z]-médulo de torsién, pues mrv = 0 para todo v € V.

Teorema 8.31. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo K y sea
T :V — V una transformacion lineal. Como Klz]-mddulo, con la estructura inducida por
T,V es una suma directa V=51 @ --- @ S; de submaodulos ciclicos tal que el polinomio
minimal de T|g, es una potencia positiva qfi de un polinomio mdnico irreducible q; € Klz].

La cantidad de sumandos t, los polinomios qi,...,q vy los exponentes ki, ..., k; estdn
univocamente determinados por T (salvo el orden y contando repeticiones). Mds ain, el
polinomio minimal de T es el minimo comun maultiplo de q]fl, e ,qft.

Demostracion. Aplicamos la descomposicién primaria (Teorema 8.14) a

V ~ Klz]/ Ann(V) ~ K[z]/K[x]mr
~ Klz]/Kz]g}' & - - - & K[z] /K[x]g)"
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donde g; es irreducible ménico (observar también que la descomposicién primaria nos da
la unicidad). Sea S; ~ K[z]/K[z]¢" el correspondiente submédulo de V. Observemos que
S; tiene anulador ¢, luego el polinomio minimal de Tg, es ¢¥. Més atin, como f(T) =0
siy sblosi f(T)|s, = 0 para todo i. Esto es equivalente a que f(T'|s,) = 0 para i, lo cual
a su vez equivale a mr| s, = qfi divida a f para todo i. En particular, resulta que my es

el minimo comtun multiplo de qlfl, A O]

Para obtener la forma de Jordan de T necesitamos entender un poco mejor cémo son
los submodulos ciclicos de V.

Lema 8.32. Sidimg V =n y V = K[z]e es un Klz]-mddulo ciclico, entonces grmr =n
ye, Te,...T" te es una base de V' como K-espacio vectorial.

Demostracion. Sea m = grmyp. Notar que cada elemento de V' es de la forma fe =
f(T)e para algin f € K][z]. Dividiendo f por el polinomio minimal, podemos escribir
f = mpq + r para ciertos ¢, € K[z] con r =0 o grr < m. Luego

f(Me=mp(T)q(T)e+1r(T)e=r(T)e.

Luego, cada elemento de V es combinacién lineal de e, Te,...,T™ 'e. Mas aun, si tu-
viéramos ape+a;Te+- - -+a,—1T™ e, entonces ge = 0 con ¢ = ag+a1x+- -+ ap_12™ L.
Esto nos dice que g(7') = 0 y por lo tanto mp | g. Asi resulta ¢ = 0 (de lo contrario
serfa gr g < grmy). De esto resulta que e, Te,...T™ e es una base de V. En particular,
m=n. O

Recordar que si K es algebraicamente cerrado entonces todo polinomio ménico irre-
ducible en K[z] es de la forma z — A para algin A € K. En este caso, la descripcién que
dimos en el lema anterior se puede refinar un poco.

Lema 8.33. Sidimg V =n y V es un K[z]-mddulo ciclico con my = (x — \)"™, entonces

n=m yV tiene una base ey, ...,e, tal que Tey = Xey yTe; = Xe; + e;_1 para i > 2.
Demostracion. Por el Lema 8.32 tenemos que m = n y que existe e € V tal que
e,Te,..., T" e es una K-base de V. Ademsds, para 0 < k < n — 1 tenemos, usando

que T' conmuta con A\, que

The = (T — M + X)"e

(k) (T — NI)'(\I)F e

]

(’?) AT~ AD)e

]

Il
<.
ESIN] M?v
o

=0

Luego, T*e € (e, (T — X )e, ... (T — X )¥e) (subespacio generado sobre K). En particular,
como dimg V' = n, tenemos que e, (T'— X )e, ..., (T — X )" 'e es una K-base de V. Si
definimos (reordenamos) e¢; = (T — AI)" ‘e parai = 1,...,n obtenemos que

(T —X)ey = (T —X)"e =mpe =0

con lo cual Te; = Xey; (T — A )es = ey, de donde sigue que T'es = Aey + €1 y razonando
inductivamente tenemos que (T'— A\l e = ex_1, lo cual implica que Tey, = Aeg+ex_1. O
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Observacion 8.34. En la base eq, ..., e, que nos da el Lema 8.33, la matriz de T tiene la
forma

A1 0 - 0 0
0 X1 0 0
00 X - 0 0
000 -~ X1
000 -+ 0 A

Una matriz que tiene esa forma se llama bloque de Jordan de autovalor A. Decimos que
una matriz esta en forma de Jordan si tiene la forma

J 0 - 0
0 J -+ 0
0 0 - J,

con J; un bloque de Jordan para 1 < i <t (que pueden tener distintos tamanos y estar
asociados a distintos autovalores). En particular, toda matriz diagonal estd en forma de
Jordan.

Supongamos que K es algebraicamente cerrado, y usando el Teorema 8.31, descom-
pongamos V = 51 & --- @ S; como suma de submoddulos ciclicos tales que el polinomio
minimal de T'|g, es (x — \;)¥ . Entonces, por el Lema 8.33 sabemos que existe una K-base
B; de S; tal que la matriz de T'|g, en la base B; es un bloque de Jordan de autovalor \;.
Luego, B = By U--- U B; es una K-base (ordenada) de V' tal que la matriz de 7" en B
esta en forma de Jordan.

Teorema 8.35 (Jordan). Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado K y sea T : V. — V una transformacion lineal. Entonces existe
una base B de V' tal que la matriz de'l" en B esta en forma de Jordan. Mds ain, la forma
de Jordan es unica, en el sentido de que todas las matrices de T' que estdn en forma de
Jordan contienen los mismos blogques de Jordan (contando repeticiones).

Demostracion. La existencia la discutimos més arriba. La unicidad se sigue de la des-
composicion primaria o su variante dada en el Teorema 8.31. O

Observacion 8.36. En realidad en el Teorema 8.35 no es necesario suponer que K es
algebraicamente cerrado. Es suficiente la hipotesis de que todos los factores irreducibles
del polinomio minimal de 7" sean de grado 1.

La forma de Jordan de una transformacion lineal 7" es muy importante porque a
simple vista nos da mucha informacién relevante sobre 7.

Corolario 8.37. Si la matriz de T estd en forma de Jordan (en alguna base) entonces:

(i) Las entradas de la diagonal son los autovalores de T' (y para contarlos con repeticion
contamos cudntos bloques de Jordan aparecen asociados a un mismo autovalor);

(i) El polinomio minimal de T es (x — M) -+ (x — \.)" en donde M\y,..., A\, son los
distintos autovalores de T y {; es el tamano del bloque de Jordan mds grande con
¢; en la diagonal.
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Demostracion. Claramente los autovalores de 7' son las entradas de la diagonal de su
forma de Jordan (pues la forma de Jordan es una matriz triangular). Para chequer que
la multiplicidad de un autovalor dado A es la cantidad de bloques de Jordan de autovalor
A que aparecen en la forma de Jordan de T, es suficiente probar que si J es un bloque
de Jordan de autovalor A, entonces el autoespacio de autovalor A de J tiene dimension 1.
En efecto, sea W = {v € V' : Ju = \v}. Entonces

010 0
0 01 0
dimW = dimker(J — A\I) =dimker [ : + : . ]| =1
00o0 - 1
000 -- 0
Esto prueba la parte (i). La parte (ii) queda como ejercicio. O

Corolario 8.38. Si K es algebraicamente cerrado entones T : V. — V' es diagonalizable
si y solo si el polinomio minimal de T es (x — A1) ---(x — \.) con Ay,..., A\ € K todos
distintos.

Como un ejemplo (tedrico) de aplicaciéon de la forma de Jordan podemos dar una
prueba del teorema de Cayley-Hamilton. Recordemos que el polinomio caracteristico de
T se define como cr(x) = det(T — zI) (aqui lo que calculamos es el determinante de la
matriz de T'— x[ en alguna base de V', pero puede verse facilmente que esta definicién
no depende de la base que elijamos).

Teorema 8.39 (Cayley-Hamilton). Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre
un cuerpo K y sea T : V' — V una transformacion lineal. Entonces cp(T) = 0.

Demostracion. Si K es algebraicamente cerrado, entonces existe una base de V' tal que
la matriz de T estd en forma de Jordan (en particular es triangular superior). Luego por
el Corolario 8.38, tenemos que cp(z) = (x — A1)} -+ (x — A\)? donde Ay, ..., A, son los
distintos autovalores de T' y nq,...,n, la cantidad de veces que aparecen en la diagonal.
Asi, también por el Corolario 8.38, tenemos que my | ¢r y consecuentemente cr(7") = 0.

Si K no es algebraicamente cerrado, podemos tomar la clausura algebraica® K de K.
Supongamos sin perder generalidad que V' = K". La prueba se sigue de las siguientes
observaciones: el polinomio caracteristico de T" pensado como transformacion K-lineal
es el polinomio caracteristico de una matriz A € K"*" que representa a T en la base
canénica de V' y la condicién ¢ (T) = 0 es equivalente a c4(A) = 0. Ahora bien, como el
polinomio caracterfstico de la matriz A calculado sobre K o K es el mismo, concluimos
del parrafo anterior que c4(A) = 0 como queriamos probar. O

Ejemplo 8.40. Encontrar la inversa de la matriz

1 20
A=10 1 1
1 01

3Veremos més adelante la existencia de la clausura algebraica para cualquier cuerpo K, por el momento
podemos pensar que K=R y K= C.
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Podemos ayudarnos del teorema de Cayley-Hamilton para decidir si A es invertible y
encontrar facilmente su inversa. Calculamos el polinomio caracteristico

ca(z) =det(A—axl)=(1—-2)*+2=—2"+32 - 30 +3
y usando que ca(A) = 0 (jeste 0 representa la matriz nula!) concluimos que
3] = A® —3A% 4+ 3A = A(A? —3A +3I)

y por ende

A‘lzéAQ—AH:

Wl Wl Wl
W Wl win

WIN Wl WNd

9. Categorias

7 may
En este apartado presentamos las nociones basicas de la teoria de categorias, que

ademas de ser interesante en si misma, nos proveerda de un lenguaje muy elegante para
continuar nuestro estudio de la teoria de modulos. Incluso muchos de los resultados de la
teoria de modulos se generalizan a la teoria de categorias.

9.1. Definiciones basicas y ejemplos

Definicién 9.1. Una categoria € consiste de lo siguiente.
= Una clase de objetos, denotada obj % .

= Una clase de morfismos o flechas, denotada mor %, junto con dos funciones de clase
dom : mor % — obj% y codom : mor%é — obj%. O sea, para cada f € obj% se
tiene que A = dom f € obj% y B = codom f € obj% y en este caso es comun
denotar f: A — B. También es comun la notacién, para cada A, B € obj %,

Hom(A, B) = {f € mor% : dom f = A, codom f = B}.

» Para cada A, B,C € obj % existe una operacién binaria de clases
Hom(A, B) x Hom(B,C) — Hom(A, C)

que a cada par (f,g) con f : A — Byg: B — C'leasigna un morfismo gof : A — C
que satisface las siguientes propiedades.

e Asociatividad: si f: A— B, g: B— Cy h:C — D entonces
ho(gof)=(hog)of

e Identidad: para cada A € obj% existe idy : A — A tal que idyof = f para
todos B€obj¥, f: B— Ay goidy = g para todos C € obj%, g: A — C.
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Observacion 9.2. En la definicién anterior utilizamos la palabra clase, un concepto que a
veces es mas general que el concepto de conjunto. Sin entrar en mucho detalle, mencione-
mos que en la teoria de conjuntos sobre la cual estamos trabajando tenemos las nociones
de clase y elemento de una clase. Los conjuntos son las clases que a su vez son elementos
de otras clases mas grandes. Las clases propias son las clases que no son elementos de
ninguna clase. Por ejemplo, el ejemplo paradigmatico en teoria de categorias, es el de la
categoria de todos los conjuntos, denotada Set. Los objetos de Set son los conjuntos y
los morfismos son las funciones entre conjuntos. Es claro de los axiomas de la teoria de
conjuntos que obj Set y mor Set son clases propias (ningin conjunto puede ser elemento
de sf mismo). Una categoria € tal que obj% y mor % son conjuntos se llama categoria
pequena, en tanto que una categoria en la que sélo pedimos que Hom(A, B) sea un con-
junto para todos A, B € obj% se dice localmente pequernia. Probar como ejercicio que
toda categoria pequena es localmente pequena.

Ejemplo 9.3. Hay muchisimos ejemplos de categorias con los que ya estamos familiari-
zados. Resumimos algunos de los mas comunes en la siguiente tabla.

’ ¢ \ obj € \ mor ¢ ‘
Set conjuntos funciones
Grp grupos morfismos de grupos
Ab grupos abelianos morfismos de grupos (abelianos)

R-Mod | R-mé6dulos unitarios a izquierda | morfismos de R-mdédulos (a izquierda)
Mod-R | R-médulos unitarios a derecha | morfismos de R-médulos (a derecha)

Vectx K-espacios vectoriales transformaciones lineales

Rng anillos (con 1) morfismos de anillos (con identidad)
CRng anillos conmutativos (con 1) morfismos de anillos (con identidad)
Top espacios topologicos funciones continuas

Diff variedades diferenciables funciones diferenciables

Observar que en la tabla anterior R es un anillo con identidad y K es un cuerpo. Notar
que en la tabla algunas categorias aparecen dos veces, como por ejemplo Ab = Z-Mod
y Vectg = K-Mod. Ademsds en todos estos ejemplos los morfismos de la categoria son
funciones entre los objetos (que preservan la estructura de los mismos). A continuacién
presentamos ejemplos de categorias que no son de este tipo.

Ejemplo 9.4. La categoria 0 es la categoria vacia, no tiene objetos ni morfismos. La
categoria 1 consiste de un dnico objeto y un tnico morfismo (que debe ser la identidad
de dicho objeto). No confundir este ejemplo con otros que veremos en breve, en donde
hay un tnico objeto pero varios morfismos del mismo objeto en si mismo. La categoria
2 consta de dos objetos y un morfismo entre ellos (ademds de las identidades). Esté
categoria se puede representar por el siguiente diagrama

A%B

en el cual se omiten, como es usual en estos casos, las identidades id 4 e idg. La categoria
3 puede representarse por el siguiente diagrama.

77N

A h s C
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Notar que necesariamente tenemos que h = g o f.
Ejercicio 9.5. ;Como definiria las categorias 4,5,6,...7

Ejemplo 9.6. Recordemos que un monoide (M, -, e) (o simplemente M), es un conjunto
con una operacion binaria (z,y) — x -y (o simplemente zy) que es asociativa y satisface
r-e=e-x = x para todo x € M. Es decir, es casi un grupo porque hay elemento neutro
pero no se pide que existan los inversos. Un morfismo de monoides f : M — N es una
funcién tal que f(ey) =en y f(mm’) = f(m)f(m’') para todos m,m’ € M. Un ejemplo
destacado de un monoide que no es un grupo es Ny = NU {0} con la operacién de suma.
Verificar que la clase de todos los monoides junto con la clase de todos los morfismos de
monoides forman una categoria, denotada Mon.

Ejemplo 9.7. (i) Un grupo es, en particular, un monoide. Un morfismo de grupos es
un morfismo de monoides.

(ii) Dar un ejemplo de una funcién entre dos monoides f : M — N tal que f(mm') =
f(m)f(m') para todos m, m’ € M pero que f no sea un morfismo de monoides.

Ejemplo 9.8. Si M es un monoide, entonces podemos pensar a M como una categoria
con un solo objeto en la cual cada morfismo se corresponde con un elemento de M
y la composiciéon de dos morfismos se corresponde con la multiplicacién en M (y, en
particular, la identidad se corresponde con elemento neutro de M). Més ain, cualquier
categoria pequena % con un solo objeto esta univocamente determinada por la estructura
de monoide en mor % .

Como un caso particular de lo anterior, un grupo G se identifica con una categoria
pequena % con un solo objeto obj% = {x}, y tal que todo morfismo tiene un morfismo
inverso, es decir, para cada f € mor ¢, existe f~! € mor ¢ tal que fof™' = f~lof =id,.

Ejemplo 9.9. La categoria Poset es la categoria formada por los conjuntos parcialmente
ordenados (posets) y las funciones monétonas. Es decir, una funcién f : (P, <) — (P, <)
entre dos posets es un morfismo en la categoria Poset siy sélosiz <y = f(z) <’ f(y).

Ejemplo 9.10. Un poset (P, <) puede pensarse como categoria categoria & en la cual
P es el conjunto de objetos y decimos que hay (a lo sumo) un morfismo entre x e y en
P si y sélo si x < y. Observar que, en particular, la desigualdad = < x se corresponde
con el morfismo id, y la transitividad de < se corresponde con la asociatividad de la
composicion.

Por ejemplo si consideramos el orden parcial dado por la inclusién en (X)) para un
conjunto con tres elementos X = {a, b, c}, entonces la categoria que mencionamos en el
parrafo anterior puede representarse con el siguiente diagrama, llamado el diagrama de
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Hasse de orden parcial.

X
N
Wy {ad o

T, <1
\T/

Observar que en el diagrama anterior, ademas de omitir las identidades, s6lo dibujamos
los morfismos que no son composicion de otros dos morfismos.

Ejemplo 9.11. Dada una categoria %, se define la categoria opuesta ¢°P como sigue.
Los objetos de €°P son los mismos que los objetos de € y los morfismos de °P son
los mismos que los de ¥ pero cambiando el sentido de las flechas. Mas precisamente
f:A—> Ben%Psiysolosi f: B— Aen % (en realidad esto es un abuso de notacién
y seria mejor escribir f°P, pero en la practica queda todo bien claro a partir del contexto).
La composicién de morfismos en €°P se define como

foopg:gof7

en donde o denota la composicion en €. Verificar como ejercicio que esta operacion estd
bien definida y que €°P es efectivamente una categoria.

Ejemplo 9.12. Estudiemos un ejemplo un poco més sofisticado. La categoria Set™
tiene como objetos a los morfismos de Set, es decir, un objeto en Set™ es simplemente
una funciéon f : A — B entre dos conjuntos A y B. Un morfismo entre f : A — By
f' A" — B’ consiste de un par ordenado de funciones (a,b) en donde a : A — A’y
b: B — B son tales que f'oa = bo f, es decir, son tales que conmuta el siguiente
diagrama

A2 A

i |

B> D

Si tenemos dos morfismos (a,b) : f — f'y (d/,0') : f/ — f” (en donde " : A” — B"),
entonces su composicién se define como (a’, V') o (a,b) = (a’ 0 a, b’ ob), lo cual se visualiza
mejor mirando el diagrama conmutativo

T T
AT

A

B~ B Y B"

g

blob
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Usando diagramas también podemos ver que idy = (id4,idp) puesto que conmuta el
diagrama
A4 A
| |
B -, B
y que la composicién en Set™ es asociativa sigue de que el diagrama

/

LNV SN VA SN VU

A
N
B

b B [N B N B"

conmuta si conmuta cada cuadrado.

9.2. Funtores

Répidamente hablando, los funtores son los morfismos de categorias. La definicién
formal de funtor es la siguiente.

Definicién 9.13. Sean ¢, Z dos categorias. Un funtor (covariante) F : € — 2 asigna
» a cada objeto A € obj% un objeto F(A) € obj Z; y

» a cada morfismo f € mor% un morfismo F(f) € morZ tal que dom F(f) =
F(dom f) y codom F(f) = F(codom f), es decir, si f : A — B entonces F(f) :
F(A) — F(B), con las siguientes propiedades:

e ['(ida) = idp(a) para todo A € obj ¥
e F(gof)=1F(g)oF(f) paratodos f:A— B, g:B— C.

Sigue de la definicién que un funtor F' : ¥ — % manda diagramas conmutativos en
diagramas conmutativos.

Observacion 9.14. Un funtor contravariante F' : € — & suele definirse de manera similar
pero intercambiando el sentido de las flechas, es decir, si f € Hom(A, B) se pide que
F(f) € Hom(F(B), F(A)) y que se cumpla F(ids) = idpa) y F(go f) = F(f) o F(g)
cuando la composicion tenga sentido.

Notar, sin embargo, que un funtor contravariante F': € — & no es otra cosa que un
funtor covariante F' : €°° — 9.

Ejemplo 9.15. Observemos que dados dos funtores F' : € - 2y G : 9 — &, tiene
sentido definir Go F : € — & por (G o F)(A) = G(F(A)) para todo A € obj% y
(G o F)(f) = G(F(f)) para todo f € mor%. Verificar como ejercicio que G o F' es
efectivamente un funtor. La categoria Cat es la categoria en la cual los objetos son
las categorias pequenas y los morfismos son los funtores. Verificar esto también como
ejercicio.

Veamos a continuacion algunos ejemplos concretos de funtores que ya conocemos.
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Ejemplo 9.16. El funtor libre free : Set — R-Mod asigna a cada conjunto X el R-
modulo libre F(X) en X (que construimos en la Seccién 7) y cada funcién f: X — Y
el tnico morfismo de R-médulos free(f) : FI(X) — F(Y) tal que free(f)(z) = f(x) para
todo x € X. Verificar que efectivamente free es un funtor y analizar la situacién anédloga
para free : Set — Grp.

Ejemplo 9.17. Los funtores de olvido se construyen en categorias concretas en las cuales
desestimamos parte de la estructura que llevan los objetos. Por ejemplo tenemos un funtor
olvido fgt : Grp — Set que asigna a cada grupo su conjunto subyacente y a cada morfismo
de grupos la correspondiente funcién (verificar funtorialidad). Otros ejemplos de funtores
de olvido son

= fgt : Top — Set

s fgt : Grp — Mon

= fgt : Ab — Grp

» fgt: R-Mod — Ab
= fgt : Vecte — Vectr

Ejemplo 9.18. Si GG, H son dos grupos (o monoides) y los pensamos como categorias con
un unico objeto, entonces un funtor de G en H es exactamente un morfismo de grupos
(o monoides) de G en H.

Ejemplo 9.19. El funtor dual : Vectxy — Vectgk asigna a cada espacio vectorial V,
su dual algebraico V* = Homg(V, K) y a cada transformacién lineal 7' : V' — W su
transpuesta 7" : W* — V* en donde T%(«)(v) = «(Tw) para todo funcional lineal
a: W — K. El funtor dual es un ejemplo de un funtor contravariante (chequear como
ejercicio).

Ejemplo 9.20. Si (P, <)y (@, <) son dos posets, pensados como categorias entonces un
funtor covariante (resp. contravariante) de (P, <) en (@, <) es exactamente una funcién
mondtona creciente (resp. decreciente) de P en Q.

Ejercicio 9.21. Si (P, <) es un poset, podemos dar a P una topologia natural, llamada
topologia de Alexandrov, en la cual los abiertos de P son los conjuntos superiores. Es
decir A C P es un abierto si y sélo si para todo z € P, x € Ay z <y implica y € A.
Probar que esta construcciéon induce un funtor U : Poset — Top. Ayuda: una funcién
f:U(P) — U(Q) es continua si y sélo si es monétona (creciente).

Ejemplo 9.22. Para cada categoria localmente pequena € y cada objeto A € obj% se
define un funtor

Hom(A, —) : € — Set
por Hom(A, —)(B) = Hom(A, B) y para cada f : B — B’. Hom(A, —)(f) = Hom(A, f)
la funcién que asigna a cada o € Hom(A, B) el morfismo f o« € Hom(A, B’).

A a » B

N
N
\\
Foa >y /




Anélogamente, fijando B € obj % podemos definir un funtor contravariante
Hom(—,B) : ¢ — Set.

Chequear como ejercicio que Hom(A, —) y Hom(—, B) son efectivamente funtores.

9.3. Monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos

Las nociones de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo tienen sentido en una
categoria arbitraria €. Sea f : A — B un morfismo en %". Decimos que f es un

= monomorfismo si para todos g,h : C'— A, se tiene que fog = foh implica g = h;
= epimorfismo si para todos g,h : A — C, se tiene que go f = h o f implica g = h;
= isomorfismo si existe f71: B — Atal que fo f-l=idgy f~lo f=idy.

Observacion 9.23. (i) Los conceptos de monomorfismo y epimorfismo son conceptos
duales. Es decir, la definicion de uno se obtiene de la definicion del otro dando
vuelta el sentido de las flechas. Mas precisamente, f es un monomorfismo en % si
y sélo si f es un epimorfismo en % °P.

(ii) Dualizar es un proceso muy importante en teoria de categorias. El principio de
dualidad esencialmente nos dice que si un teorema es valido para toda categoria,
entonces el teorema dual (o coteorema) que se obtienen cambiando las flechas de
lugar, también serd valido para todas las categorias.

(iii) El concepto de isomorfismo es autodual. Es decir, si f es un isomorfismo, entonces
f~! también es un isomorfismo.

Ejercicio 9.24. En muchas de las categorias con las cuales estamos familiarizados, por
ejemplo Set, Grp, R-Mod, Top, se tiene la siguiente propiedad: f es un isomorfismo si
y sOlo si f es monomorfismo y epimorfismo a la vez. Mostrar con un contraejemplo que
esta afirmacion no es valida en general.

9.4. Objetos iniciales, terminales y nulos

Fijemos una categoria %. Decimos que I € obj% es un objeto inicial si para cada
A € obj ¥ existe exactamente un morfismo I — A. Dualizando esta definicion decimos
que T € obj% es un objeto terminal si para cada A € obj% existe un unico morfismo
A — T. Un objeto nulo (a veces llamado cero) en € es un objeto que es inicial y terminal
a la vez.

Es facil ver que los objetos iniciales, terminales, nulos son tinicos salvo isomorfismo.

Ejemplo 9.25. (i) En Set el tnico objeto inicial es el conjunto vacio (jpor qué?), en
tanto que los objetos terminales son singuletes o conjuntos que tienen un tnico
elemento. No hay objetos nulos en la categoria Set.

(ii) En la categoria ¢ de los conjuntos no vacios no hay objeto inicial. En la categoria
%°P no hay objeto terminal.
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(iii) Grp y R-Mod tienen objetos nulos (los grupos o R-médulos triviales).

(iv) Si P es un poset y lo pensamos como una categoria entonces los objetos iniciales o
terminales se corresponden con minimos y maximos (si es que existen).

(v) En Cat la categoria 0 es el inico objeto inicial y la categoria 1 es un objeto terminal
(ver Ejemplo 9.4).

9.5. Productos y coproductos

La propiedad universal del producto cartesiano en las categorias que ya hemos estu-
diado nos dicen como deberiamos definir estos conceptos en categorias arbitrarias. Por
simplicidad trabajamos con productos binarios, y en el proximo apartado veremos una
manera mas elegante de definir productos arbitrarios.

Sea % una categoria. Un producto de dos objetos Ay B en € es un objeto A x B
junto con dos morfismos 74 : A X B — Ay ng: A x B — B tales que para todo objeto
C' y para todo par de morfismos f : C — Ay g : C' — B existe un tnico morfismo
fxg:C — Ax B tal que el siguiente diagrama conmuta.

C
/f\
i

A+ AxB -2, B

El concepto dual de producto es el de coproducto. Un coproducto de Ay B es un
objeto A @ B junto con dos morfismos t4 : A - A® By ig: B — A® B tal que para
todo objeto C'y todo par de morfismos f: A — C'y g: B — C existe un tinico morfismo
f@®g: Ad B — C tal que el siguiente diagrama conmuta.

C
*
/f\

A2y AeoB+~2 B

Ejercicio 9.26. Los productos (y coproductos) si existen son unicos salvo isomorfismo.

Ejemplo 9.27. El coproducto de A y B en Set es la unién disjunta (A x {0})U(B x {1})
junto con las inclusiones t4(a) = (a,0) y tp(b) = (b, 1).

Ejemplo 9.28. En R-Mod los productos y coproductos binarios coinciden.

Ejemplo 9.29. En la categoria Grp el producto de G con H es el grupo producto G x H,
pero este grupo no es necesariamente el coproducto de G 'y H. ;Qué serian los coproductos
en Grp?

Ejercicio 9.30. Sea P un poset (pensado como una categoria). ; Qué serian los productos
y coproductos en P?
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9.6. Limites y colimites

Para hablar de (co)limites en teorfa de categorias necesitamos introducir la nocién de
(co)conos y diagramas. Informalmente, un diagrama (no necesariamente conmutativo) en
una categoria ¢ puede pensarse como un (multi)grafo dirigido cuyos vértices son objetos
de % y cuyas flechas son morfismos entre los vértices. Un cono sobre un diagrama D con
vértices (D;);es consiste de un objeto X y una familia de morfismos f; : X — D; tales
que para cada flecha g : D, — D; en el diagrama vale g o f; = f;, o sea, el siguiente

diagrama conmuta
X
2N
Di g > Dj

Un poco més formalmente, un diagrama de forma ¢ es un funtor D : ¢ — €. En
el caso de diagramas modificamos ligeramente la notacién y escribimos D; en lugar de
D(i) para i € obj _#. Un cono para D consiste entonces de un objeto X € obj% y una
familia de morfismos f; : X — D;, para i € obj #, tal que para todos i,j € obj ¢ y
para todo g € Hom(4, j), vale go f; = f;.

Observemos que dado un diagrama D en una categoria ¢ podemos formar la categoria
de conos, denotada Cone(D) cuyos objetos son los conos sobre D y los morfismos se
definen como sigue. Si C' = {f; : X — D;} y C" = {f! : X’ — D;} son dos conos sobre
D, entonces un morfismo entre C'y C’ es un morfismo k£ : X — X’ tal que para todo D;
en el diagrama D, vale f/ ok = f;

X i s X/
N
D;

Ejercicio 9.31. Verificar que Cone(D) es efectivamente una categoria.

Definicién 9.32. Un lémite para un diagrama D en una categoria @ es un objeto terminal
en la categoria Cone(D).

Ejemplo 9.33. (i) Un objeto terminal en una categoria € es un limite para el dia-
grama vacio (jpor qué?). (Observemos que el diagrama vacio en € es en funtor

D:0—¢%.)

(ii) Un limite para el diagrama

A B

es exactamente un producto entre A y B. En efecto, un limite para este diagrama

es un cono
AL X 2, B

con la propiedad de que dado otro cono

Al v _92.p

~
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entonces existe un unico morfismo k : Y +— X tal que conmuta el diagrama

Y
LN
\l/

A& x B

Luego por definicién X junto con los morfismos (proyecciones) 74, mg constituyen
un producto entre A y B.

Ejemplo 9.34. Un ecualizador de dos morfismos f,g : A — B es un limite para el
diagrama

/
A?;B

Es decir, es un morfismo e : X — A tal que foe = goe con la propiedad de que dado
otro morfismo € : X' — A tal que foe = goé€, entonces existe un tnico morfismo
k: X' — X tal que conmuta el diagrama

X/

KON (9.1)
M f

X —= A ;; B

Para entender un poco mejor este concepto mostremos que la categoria Set tiene
ecualizadores. En efecto, en este caso tanto f como g son funciones de A y B, si definimos

X ={a€A: f(a) = gla)}

entonces la inclusion e : X — A es un ecualizador de f y g. Para esto, notemos que si
e : X’ - X es una funcién tal que foe = goe entonces k : X' — X definida como
k(x') = €'(x) estd bien definida y es tal que el diagrama (9.1) conmuta (completar los
detalles como ejercicio).

Observemos que este ejemplo motiva aun mas el nombre ecualizador.

Ejemplo 9.35. Un pullback de dos morfismos f: A — Cy g: B — C es un limite para
el diagrama

B

ls

C

o0 sea es un objeto P junto con dos morfismos f': P — By ¢’ : P — A tales que conmuta
el diagrama

A%

p-L,pB
1
A——C
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y con la propiedad de que si P’ es otro objetoy f”: P — B, ¢’ : P’ — A es otro par
de morfismos tales que go f” = f o ¢, entonces existe un tnico morfismo k : P" — P tal

que conmuta el diagrama
f//

A—C
Ejemplo 9.36. Chequear como ejercicio que los siguientes diagramas son pullbacks.

(i) En una categoria con productos y objeto terminal T,

Ax B 23 B

| %

|

A—m

(ii) En Set,
ANB —— B

L]

A——C
en donde A y B son subconjuntos de C'
(iii) En Set,
fYA) —— B
flf*l(fﬂl lf
A—C

en donde f : B — C' es una funcion cualquiera y A es un subconjunto de C.

Ejercicio 9.37. (i) Mostrar que en Set el pullback de A I, 0’ B puede
construirse como P = {(a,b) € A x B : f(a) = ¢g(b)} en donde f" = 7p|p y
g/ = 7TA‘p.

(ii) Mostrar que la construccién anterior también sirve como pullback en Ab.

El concepto dual a limite es el de colimite. Para definir colimites, definimos primero
lo que es un cocono para un diagrama y luego decimos que un colimite para un diagrama
D es un objeto inicial en la categoria coCone(D). Queda como ejercicio escribir detalla-
damente esta definicion completando todos los detalles y estudiar los ejemplos duales de
los limites que ya vimos. Prestar especial atencion al dual del pullback, que usualmente
se denomina pushout (ver la guia de ejercicios).
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9.7. Transformaciones naturales

Uno de los conceptos més importantes en teoria de categorias es el de transformacién
natural. Rapidamente hablando, pero en un sentido que precisaremos mas adelante, una
transformacion natural es un morfismo entre dos funtores.

Definicién 9.38. Dados dos funtores F, G : € — & una transformacion natural
n:F=G

es una familia de morfismos nx : F(X) — G(X), para cada X € obj %, tal que para todo
morfismo f: X — Y en ¥, conmuta el diagrama

F(X) 25 G(X)

F(f)l lG(f)
F(Y)

Alternativamente suele decirse que el morfismo 7y es natural en X. Si ademés se cumple
que cada ny es un isomorfismo, entonces 7 se llama un isomorfismo natural o se dice que
F'y G son naturalmente isomorfos.

Veamos algunos ejemplos concretos.

Ejemplo 9.39. Fijemos un cuerpo K y consideremos un K-espacio vectorial V' de di-
mension finita. En este caso tenemos que V es isomorfo a su dual V*: tienen la misma
dimensién y para cada base de V' uno se puede construir la correspondiente base dual de
V*. Con el mismo argumento vemos que V es isomorfo al doble dual V**, pero en este
caso suele decirse informalmente que el isomorfismo es natural, porque uno puede darlo
sin tener que elegir una base. En efecto, el isomorfismo del que hablamos es el que asigna
a cada v € V| la transformacion lineal v** : V* — K definida como v**(a) = a(v).
En un sentido categorico lo que tenemos que es una transformacién natural

0 : idveet, — dualodual

entre el funtor identidad y el funtor doble dual definida como sigue: oy : V — V** es
la transformacion lineal oy (v) = v** (dada por la misma férmula de mds arriba, solo
que en el caso de dimension infinita esto ya no es un isomorfismo). La naturalidad se
chequea observando que si T': V' — W es una transformacién lineal, entonces conmuta
el diagrama

174 v Vas
Tl l(Tt)t (9.2)
%% Tw W **
Si nos restringimos a la categoria de espacios vectoriales de dimensién finita, entonces

o es un isomorfismo natural y la conmutatividad del diagrama (9.2) puede interpretarse
diciendo que cuando transponemos dos veces una matriz obtenemos la matriz original.
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Ejemplo 9.40. La definicién de transformacién natural también sirve para explicar el
hecho de que V' y V* no son naturalmente isomorfos, en donde V' es un espacio vectorial
de dimensién finita. Con la definicién naive de isomorfismo natural deberiamos demostrar
que cualquier isomorfismo entre V' y V* supone la eleccién de una base. Esto resulta tan
ambiguo que practicamente es imposible. Con nuestra nueva definicién de isomorfismo
natural queda clarisimo que el funtor identidad no puede ser naturalmente isomorfo al
funtor dual, pues uno es covariante y el otro contravariante.

Ejemplo 9.41. La funcién determinante es una transformacion natural. Més precisa-
mente, si pensamos en el determinante de matrices n X n con coeficientes en un anillo
conmutativo con identidad R, obtenemos un morfismo de grupos detg : GL,(R) — R*,
en donde GL,(R) es el grupo de matrices invertibles de tamano n x n con coeficientes
en Ry R* = GL;(R) es el grupo multiplicativo de unidades de R. Notar ademds que
GL, : CRng — Grp es un funtor de la categoria CRng de anillos conmutativos con
identidad en la categoria de grupos Grp. En particular, ( )* = GL; es un funtor de
CRng en Grp y el hecho de que det : GL,, = ( )* significa que para todo morfismo de
anillos f : R — S, conmuta el diagrama

detp

GL,(R) Rx
GLn( f)l lf *
GL,(S) X', gx
Completar los detalles como ejercicio.

Ejercicio 9.42. Recordemos que si G' es un grupo, el conmutador de G es el subgrupo
|G, G] generado por todos los elementos de la forma ghg 'h™!, con g, h € G. Se tiene que
|G, G| es un subgrupo normal de G y que G/[G, G] es abeliano. Esto da lugar a un funtor
Grp — Ab, llamado abelianizador (explicar cémo actia este funtor en un morfismo
G — H). Probar que la asignaciéon G — G/[G, G] es natural en G (explicitando bien qué
significa esto).

Ejemplo 9.43. (i) Para cada funtor F' : € — 2, podemos definir una transforma-
ciéon natural idp : F' = F por (idp)x = idpx) : F(X) = F(X). En efecto, la
naturalidad sigue de la conmutatividad del diagrama

id
F(X) /%

F (f)l lF ()
id
F(y) /%
para todo morfismo f: X — Y.

(ii) Observemos que sin: = Gy 7: G = H son dos transformaciones naturales,
en donde F, G, H : ¢ — Z son tres funtores entre las mismas categorias, entonces
para cualquier morfismo f : X — Y, el siguiente diagrama conmuta

F(X) 25 GY) =5 H(YY)

|ro Jew Jm
FY) 25 QYY) == H(Y)
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En efecto, el rectangulo exterior conmuta pues los dos cuadrados lo hacen. Esto
significa que podemos definir una transformaciéon natural 7 on : F = H por

(TOU)X:TXOHX

(iii) Los dos items anteriores nos permiten construirla categoria 2% cuyos objetos son
los funtores de € en & y cuyos morfismos son las transformaciones naturales. Como
siempre, chequear los detalles como ejercicio.

Ejercicio 9.44. En una categoria localmente pequena, cada morfismo g : B — B’
induce una transformacién natural entre los funtores Hom(—, B) y Hom(—, B’). Més pre-
cisamente, el morfismo correspondiente para cada objeto A es Hom(A4, g) : Hom(A, B) —
Hom(A, B'). Para chequear la naturalidad hay que verificar que el siguiente diagrama
conmuta para cada morfismo f: A — A’

Hom(A, B) _Mom(4g) Hom(A, B')
Hom(f7B)T THom(va/)
Hom(A’, B) —"49 \ gom(A', BY)

Concluir que cada morfismo f : A — A’ induce una transformacién natural entre los
funtores Hom(A’, —) y Hom(A, —).

9.8. Categorias abelianas

En esta materia estaremos muy interesados en una clase particular de categorias
llamadas categorias abelianas. El ejemplo fundamental de este tipo de categorias es la
categoria R-Mod. Para poder definir este concepto, tenemos que precisar en el lenguaje de
la teoria de categorias algunas construcciones que sabemos hacer para grupos y médulos.

9.8.1. Categorias aditivas

Definicién 9.45. Una categoria aditiva es una categoria localmente pequena % en la
cual cada Hom(A, B) tiene una estructura de grupo abeliano tal que para todos f, g, h €
Hom(A, B) se tiene

folg+h)=fog+foh

(f+g)oh=foh+goh.

Es decir, la composicién se distribuye con respecto a la suma (a izquierda y derecha).

Claramente Ab y R-Mod son categorias aditivas. Veremos més adelante algunos otros
ejemplos.

Algunos conceptos que pueden definirse en categorias arbitrarias, tienen una interpre-
tacion sencilla en categorias aditivas, en términos de la estructura de grupo en Hom(A, B).
Por ejemplo, un objeto nulo Z, tal como lo definimos en el apartado 9.4, es precisamente
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un objeto tal que Hom(A, Z) = {0} y Hom(Z, B) = {0} son los grupos triviales cua-
lesquiera sean los objetos A y B. Otro ejemplo, un morfismo nulo f : A — B en una
categoria con objeto nulo Z es un morfismo tal que los siguientes diagramas conmutan

A—>B A—>B

N 1A

Para una categoria aditiva, un morfismo nulo f : A — B es precisamente el elemento
neutro de Hom(A, B) (esto tiene sentido incluso si € no tiene objeto nulo).

A partir de ahora, a los objetos (y morfismos) nulos trataremos de denotarlos con un
0, indicando con subindices los dominios o codominios si fuera necesario.

Observacion 9.46. Observemos que si % es una categoria aditiva, entonces ¢°P también
lo es, con la misma estructura de grupo abeliano en Hom?(A, B) = Hom(B, A).

9.8.2. Biproductos

En una categoria aditiva los productos finitos (si existen) “coinciden” con los copro-
ductos. Damos una idea informal para la demostracion formal de este hecho. Supongamos
que A x B es un producto de A por B con proyecciones m4 y wg. Podemos construir las
inclusiones 1ty : A > AXx Byig: B — Ax B como 1ty =idy x0g y tpg = 04 X idp
(denotamos por 04 y Op los morfismos nulos de A en A y B en B respectivamente y
usamos la propiedad universal del producto). Queda como ejercicio verificar que A x B
es, junto con ¢4 y tp un coproducto de A y B. Observar que se tienen las igualdades
maoty =idy, mpoip =idp, Ta0tB =0pa, Tpota =04y taoma+ipomp =idaxp.

Reciprocamente, a partir de un coproducto A @ B con inclusiones ¢4 y ¢t podemos
recuperar el producto A x B definiendo 74 =idy @ 0g y g = 04 P idp

En una categoria abeliana un producto (y por ende coproducto) de Ay B (o de una
familia finita de objetos) se llama un biproducto y en general lo denotaremos por A & B.

9.8.3. Kernels y cokernels

Observemos que la definicion de kernel o ntcleo de un morfismo, digamos en Ab,
puede formularse de manera categérica. Mas precisamente, si f : A — B es un morfismo
de grupos abelianos, entonces por definicién ker f = {a € A : f(a) = 0} es un subgrupo
de A, el cual podemos identificar con el morfismo i : ker f < A, el cual se caracteriza
por la siguientes propiedades: f oi =0y todo morfismo g : C' — A tal que fog =0 se
factoriza univocamente a través de i, o sea el siguiente diagrama es conmutativo.

; f
kerf%A?B
+
3!

C

g

Es decir, y esta es la definicién para cualquier categoria aditiva, el kernel de un morfismo
f A — Besel ecualizador de f y el morfismo nulo 0 : A — B. Notar que esta definicion
puede pensarse como una version categérica de los teoremas de isomorfismo.
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La definicién dual es la de cokernel de un morfismo f : A — B, que es el coecualizador
de los morfismos f: A — By 0: A — B. En el caso de la categoria Ab, el cokernel
de f se puede construir como coker f = B/im f, que se identifica con la proyeccién
p: B — B/im f caracterizado por las propiedades: po f = 0 y que toda g : B — C
tal que g o f = 0 se factoriza univocamente a través de p, es decir el siguiente diagrama
conmuta

f
A?B%B/imf
E

v

C

Observacion 9.47. Una propiedad notable de la categoria Ab, entre otras, es que dado un
grupo abeliano A, todo subgrupo de A es el kernel de algiin morfismo y dado un grupo
abeliano B todo cociente de B es el cokernel de algin morfismo. Otra forma de decir
esto es que todo monomorfismo es el kernel de algiin morfismo y todo epimorfismo es el
cokernel de algiin morfismo. Notar que esto no vale en Grp.

g

9.8.4. Categorias abelianas

Una categoria aditiva % se dice una categoria abeliana si

tiene un objeto nulo,

tiene todos los biproductos binarios,

todo morfismo tiene kernel y cokernel,
= todos monomorfismo es un kernel y todo epimorfismo es un cokernel.

Las categorias con las que trabajamos en esta materia, siendo la mas importante la
categoria R-Mod, son todas ejemplos de categorias abelianas. A modo de ejemplo y para
practicar un poco dejamos algunas propiedades elementales de las categorias abelianas
(los detalles en las demostraciones quedan como ejercicios), que ya hemos visto para
R-Mod.

Proposiciéon 9.48. Sea € una categoria abeliana y f : A — B un morfismo en €.
Entonces

(i) f es un monomorfismo si y sélo sii: ker f — A es un morfismo nulo;
(ii) f es un epimorfismo si y solo si p: B — coker f es un morfismo nulo;
(iii) f es un isomorfismo si y sélo si es monomorfismo y epimorfismo a la vez.

Idea de la Demostracion. Los enunciados (iii) y (ii) son duales, por lo que basta probar
uno de ellos. Para ver, por ejemplo, (iii) notemos que el siguiente diagrama es conmutativo

ke f —= AL, B

Oker fA
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Lo que dice que foi = f 0 Okerf,4 = Oker £,5. Luego, si f un monomorfismo se tiene que
t = Oker f,4. Reciprocamente, supongamos que el kernel de f es el morfismo nulo. Debemos
probar que dadas g,h : C' — A tales que fog = foh, se tiene g = h. Notar que esta
ultima condicién es equivalente a que g—h : C' — A satisfaga fo(g—h) = 0¢ p (jrecordar
que Hom(C, A) es un grupo abeliano y la composicién se distribuye con la sumal). Con
lo cual, g — h se factoriza a través de 7 : ker f — A.

7;:Okerf,A f
ker f ——Jetd, 4 —— p
A~ OA,B
1
* g—h

C

Como 7 = Oger 7,4 tenemos que g — h = 0.

Ya vimos, y esto vale en cualquier categoria, que un isomorfismo es monomorfismo y
epimorfismo. Luego para probar la parte (iii) tenemos que ver que si f es monomorfismo
y epimorfismo a la vez entonces tiene inversa. La idea que en esta situacién f es un
kernel de 0 : B — coker f y un cokernel de 0 : ker f — A. Notar que probando una
de estas dos propiedades tenemos gratis (por dualidad) la otra. Damos la idea general
y los detalles quedan para completar como ejercicio. Para probar que f es un kernel
de Opcokerf 1 B — coker f tenemos que probar que cualquier morfismo g : C' — B se
factoriza a través de f (pues siempre tenemos que 0p coker £ © 9 = O¢ coker £)- COmo estamos
en una categoria abeliana, sabemos que f es el kernel de algiin morfismo h : B — D.
Ademés h o g = Oc,p pues el cokernel de f es el morfismo nulo. Esto nos indica cémo
construir un tnico morfismo ¢ : C' — A que factoriza a g a través de f. Este argumento
se puede resumir con el siguiente diagrama conmutativo.

D
I
]
]
h : EI!OD,Cokerf
i
N
! 0B, coker f
A » B = coker f
AL
]
I
Ea g
i
i
C

Para construir la inversa de f nos interesa el siguiente caso particular:

A-L.nB 0, coker f

30! /
| idp

B

De aqui sigue que f o/l = idg. Para terminar la prueba, hay que mostrar que ademas vale
lo f =1idy4. Aqui usamos que f es un cokernel de O : ker f — A y por unicidad tenemos
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que el siguiente diagrama conmuta.

ker f —2— A >

10. Swucesiones exactas

10.1. Discusion informal

Para motivar un poco la definicion de sucesién exacta, mencionaremos al pasar el
concepto de homologia de un complejo de cadenas. Un complejo de cadenas A,, digamos
en la categoria Ab, es una sucesion de grupos abelianos y morfismos

d

D — Aps ol p, M4 (10.1)

tal que d, o d,.; = 0 para todo n (a veces se escribe simplemente d*> = 0). Esto es
equivalente a que imd,, 1 C ker d,,. Asociado a un complejo de cadenas se tienen definidos
los llamados grupos de homologia

kerd,,
im dn+1

Hn(AO) =

los cuales constituyen una construccion central en topologia algebraica. Digamos rapi-
damente que dado un espacio topoldgico X uno tiene asociado un complejo de cadenas
Co(X) y su correspondiente homologia He(X) (en realidad hay muchas variantes para
la construccién del complejo de cadenas). Més atin, lo que obtenemos es un funtor de la
categoria de (ciertos) espacios topoldgicos en la categoria de los complejos de cadenas. A
modo de ejemplo, y sin demostracion, mencionemos que para la esfera n-dimensional S™

se tiene
Z, 1=0,n

H;(S") = .
0, 1#0,n
Una aplicacién notable de este hecho es la siguiente.
Corolario 10.1. R" es homeomorfo a R™ si y sélo st n = m.
Demostracion. La idea de la prueba es la siguiente. Si removemos el origen 0 € R" la
funcién f: (R™ — {0}) x [0,1] — S™~! definida por

flat) = (1_t+i)x

]
es un retracto por deformacion, es decir,
= f es continua,

» f(z,0) =z para todo z € R" — {0}, y
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» f(x,t) = x para todo x € S"! y para todo t € [0, 1]

Es un hecho general que si tenemos un retracto por deformacion f : X — A de un espacio
topoldégico X sobre un subespacio A, entonces X y A son homotdpicamente equivalentes
(no importa ahora qué significa esto) y por consiguiente tienen la misma homologia.
Luego, por funtorialidad, R™ no puede ser homeomorfo a R™ si n # m. ]

Observacion 10.2. Notemos sin embargo que H;(R") = H;(R™) para todo 7, pues R" se
puede retraer por deformacién a un punto (jpor qué?).

Nosotros estamos interesados en estudiar sucesiones exactas, que son cadenas como
en (10.1) pero en las que ademds pedimos imd,,; = kerd,, (de ahi proviene el adjetivo
“exacta”). Obviamente la homologia de una sucesién exacta es trivial, pero esto no sig-
nifica que las sucesiones exactas no sean interesantes e ttiles de estudiar, como veremos
mas adelante.

10.2. Propiedades elementales de las sucesiones exactas
En lo que sigue todos los anillos se asumen con 1 y todos los médulos unitarios.

Definicién 10.3. Una secuencia (finita o infinita) de morfismos (de mddulos, grupos,
etc.)

901'71\ Pi Pit+1 Pit2
7 Mz 7 i+1 E— Mi+2 E—

se dice una sucecion exacta si im ¢; = ker ;1 para todo i.

Observemos que si A —— B Y L ¢ es una sucesién exacta entonces B contiene
un submédulo im ¢ ~ A/ ker ¢ tal que B/imp = B/ ker ¢ ~ im:

LAY
J
————— > im )
Ejemplo 10.4. (i) 0 » A —2— B es exacta si y s6lo si ¢ es un monomorfismo.
(i) A—<-B > 0 es exacta si y solo si ¢ es un epimorfismo.
(iii) 0 »y A B » 0 es exacta si y s6lo si ¢ es un isomorfismo.

Notar que estos ejemplos también son vélidos en la categoria de grupos, cambiando
el moédulo trivial 0 por el grupo trivial {e}.

Definicién 10.5. (i) Una sucesién exata de la forma 0 — A — B — (' se dice
exacta a izquierda;
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(ii) una sucecién exacta de la forma A — B — C' — 0 se dice ezacta a derecha;

(iii) una sucecién exacta de la forma 0 — A — B — C — 0 se dice sucesion
exacta corta.

Observar que si 0 — A — B — (' — 0 es una sucesién exacta corta, entonces
B contiene un subdédulo B’ ~ A tal que B/B’ ~ C.

Lema 10.6. Sea 0 y A —" % B —25 C wuna sucecidn exacta a izquierda. En-
tonces todo morfismo b : M — B tal que @ o1 = 0 se factoriza univocamente a través
de p. Es decir, existe un unico morfismo x : M — A tal que o x = 1.

M
| e
3./)(//, lw
X o ¥
0 s A s B s

Demostracion. La condicion ot = 0 implica im v C ker ¢ = im p. Como p es inyectiva,
existe una tinica x : M — A tal que pox = 1. Observar que x = ! o1 es morfismo de
moédulos. [

El coteorema del lema anterior también es valido.

Lema 10.7. Sea A —— B —2— C » 0 una sucecion exacta a derecha. Enton-
ces todo morfismo ¢ : B — M tal que 1o p = 0 se factoriza univocamente a través de o.
Es decir, existe un tunico morfismo & : C'— M tal que x o 0 = 1.

\ B SN
wl k///EI!X
M

Demostracion. Como kero = imp C ker, por los teoremas de isomorfismos, existe
un unico morfismo x : B/ kero — B/kervy que conmuta con la proueccién al cociente
B — B/kerv. Ademés, como o es epimorfismo, B/ kero ~ C. Luego existe una tnica
X : C' —imy C M tal que el siguiente diagrama conmuta.

A7 C s 0

B ——— B/kero —— C

-7 4
- 7
/// B //
h k// 3'X ///
.
B/ ker 7
7
N // O
_\r /// EI'X
7
im e
n e
//
//
N
M

Ejercicio 10.8. Los Lemas 10.6 y 10.7 son vélidos en la categoria de grupos.
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Lema 10.9 (Lema de los cinco). En un diagrama conmutativo con filas exactas

0 y At s B2, C > 0
[
B/ 14

0 s A s O s 0

sty 7y son isomorfismos, entonces B es isomorfismo.

Demostracion. Supongamos que 3(b) = 0, luego 0 = p'(8(b)) = v(p(b)), de donde p(b) =
0. Es decir, b € ker p = im p. Asi b = p(a) para algin a 'y por ende 0 = B(u(a)) = i/ (a(a)).
Esto implica a(a) = 0 y por consiguiente a = 0. Luego [ es inyectiva.

Reciprocamente, sea b’ € B’. Entonces p'(b') = v(c) para algin ¢ € C, el cual es de la
forma ¢ = p(b) para algin b € B. Luego p'(5(b)) = v(p(b)) = v(c) = p'(V'). Esto implica
que v/ — B(b) € kerp’ = imy/. Asi b/ — G(b) = p/(a') para algin o' € A’. Finalmente
podemos escribir ¢’ = a(a) para algin a € A y concluir que

b = B(5) + ' (ala))
— B(B) + Blu(a))
— B(b+ (a)).

Esto dice que [ es sobre. O

Ejercicio 10.10. Es cierto el Lema 10.9 en la categoria de grupos.

10.3. Sucesiones exactas que se parten

El ejemplo mas general de sucesién exacta en el que podemos pensar es basicamente
una proyeccion al cociente: si A es un submédulo de B, entonces

0 » A—— B >» B/JA —— 0 (10.2)

es una sucecién exacta corta. De hecho, toda sucecién exacta corta es de esta forma.
Otro ejemplo muy importante de sucecién exacta corta se puede construir usando las
proyecciones e inclusiones en una suma directa. En efecto, si A y C' son dos modulos,
entonces

0 y A—— AaoC — C > 0 (10.3)

es una sucesion exacta corta, en donde ¢ es la inclusion del primer sumando y 7 es la
proyeccién al segundo. Observar (ejercicio) que no toda sucecion de la forma (10.2) es de
la forma (10.3). El siguiente resultado nos da un criterio para decidir cuando sucede esto.

Proposicién 10.11. Dada una sucecion exacta corta

0 s AL s B s 0

son equivalentes:

(i) p se parte (i.e. existe 0 : B — A tal que 0 o p =1ida);
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(ii) p se parte (i.e. existe v:C — B tal que pov =idg);

(iii) existe un isomorfismo 6 : B — A ® C' tal que el siguiente diagrama conmuta

0 s A N > L 5 C s 0

lid A l@ lidc (10.4)

Demostracion. (i) = (iii): supongamos que o oy =1ids y sea 6 : B — A ® C' definida
por 0(b) = (a(b), p(b)). Observemos que

0(p(a)) = (o(u(a)), p(u(a))) = (a,0) = u(a)

para todo a y por ende 6 o = ¢. Por otro lado,

m(0(b)) = m(a(b), p(b)) = p(b).

para todo b, de donde sigue que 7o 6 = p. Luego, con 6 asi definida, el diagrama (10.4)
conmuta y por el Lema 10.9, 0 resulta un isomorfismo.

(il) == (iii): supongamos que porv = idg y sea ( : A @ C — B definida por
((a,c) = p(a) + v(c) (propiedad universal de la suma directa). Entonces

p(Cla, c)) = plu(a) +v(c) = p(v(c)) = ¢ = m(a, c)

con lo cual po ( =, y por otro lado

((u(a)) = ¢(a,0) = p(a)

de donde sigue que ¢ o ¢ = p. Usando nuevamente el Lema de los Cinco, concluimos que
¢ es un isomorfismo.

(i) = (i), (ii): denotemos por 7’ : A C — A, /' : C — A @ C la proyeccién
e inclusién del segundo sumando, respectivamente. Definimos 0 = 7’00 y v = 0~ o (/.

Luego,
plp(a)) = ' (0(p(a))) = 7'(v(a)) = a
paratodoa € Ay
v(p(c)) =07 (!(p(c)) = 07 (0(c)) = c

para todo ¢ € C. El siguiente diagrama conmutativo ilustra esta construccion.

00— A — 0

o T e D

O—>A<:>A@C<:>O—>O

’7T L
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11. Moédulos proyectivos

Definicién 11.1. Un R-mdédulo (a izquierda) P se dice proyectivo si todo homomorfismo
que sale de P se puede levantar o factorizar a través de cualquier epimorfismo sobre el
modulo de llegada: es decir, si ¢ : P — N, p: M — N son homomorfismos con p sobre,
entonces existe ¢ : P — M tal que ¢ = p o 1. Podemos expresar esto con el siguiente

diagrama conmutativo
P
o

M -2 N

jan)

con fila exacta.

Observar que en la definicién no se pide que 1 sea unica (de hecho, en general no lo
es).

Proposicion 11.2. Todo maodulo libre es proyectivo.

Demostracion. Sea F' un moédulo libre y sea (e;);c; una base de F. Sean ademds ¢ :
F — N, p: M — N homomorfismos con p sobreyectiva. Luego, para cada i € [ existe
m; € M tal que p(m;) = ¢(e;). Por la propiedad universal de los médulos libres, existe
un homomorfismo 1 : F' — M tal que ¢(e;) = m;. Asi p(v(e;)) = ¢(e;) para todo i € I,
y por lo tanto p o) = . O]

Una consecuencia inmediata de la proposicion anterior es que todo espacio vectorial
es proyectivo. Ademas, se ve claramente en la demostracion que no hay una tnica manera
de definir ¢ (salvo que p sea un isomorfismo).

Observar que si P es proyectivo, entonces cualquier epimorfismo p : M — P se parte
(en el sentido de que existe p : P — M tal que pop = idp). Esto es evidente considerando
el diagrama

Mas generalmente, se tiene el siguiente resultado.
Proposicion 11.3. Sea P un R-mddulo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(i) P es proyectivo.
(ii) Todo epimorfismo M — P se parte.
(iii) Toda sucesion exacta corta 0 - A — B — P — 0 se parte.

Demostracion. Ya observamos que (i) implica (ii). Ademads, probamos la clase pasada
que (ii) es equivalente a (iii). Para completar la prueba basta ver que (ii) implica (i). En
efecto, supongamos que todo epimorfismo sobre P se parteyseanp : P — N, p: M — N
homomorfismos con p sobreyectiva. Sea 7w : F© — P un epimorfismo de un médulo libre
F sobre P. Como F' es proyectivo, entonces existe ¢ : F — M tal que pom = po).
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Ademsds, por hipétesis existe un homomorfismo p : P — F' tal que mo p = idp. Luego, si
1 = )’ opu, entonces p = po), como queriamos probar. El siguiente diagrama conmutativo

F

w ”HW
,/ P

,II y l&o

M o N

ilustra mejor el procedimiento para encontrar 1. O

Queda como ejercicio probar las siguientes propiedades basicas de los moédulos pro-
yectivos.

Proposicion 11.4. Todo sumando directo de un mddulo proyectivo es proyectivo.
Proposicién 11.5. Toda suma directa de R-mddulos proyectivos es proyectiva.

Nota 11.6. Como consecuencia de la proposicion sigue que el producto directo de una
familia finita de R-moédulos proyectivos es proyectivo. Sin embargo, esta propiedad no es
cierta para el producto directo de una familia infinita de R-mddulos proyectivos. (En la
gufa hay un ejercicio importante que da un contraejemplo.)

El siguiente corolario da una caracterizacién de médulos proyectivos en términos de
modulos libres.

Corolario 11.7. Un mddulo es proyectivo si y solo si es isomorfo a un sumando directo
de un modulo libre.

Demostracion. Sigue de la Proposicion 11.2 y de la Proposicién 11.4 que todo sumando
directo de un médulo libre es proyectivo. Reciprocamente, si P es proyectivoy 7 : F' — P
es un epimorfismo, en donde F' es un modulo libre, entonces por la Proposiciom 11.3 la
sucesion exacta corta

™

0 —— kerm ¢ s F s P

o

se parte y por ende F' ~ kerw & P. O

Corolario 11.8. Sea R un DIP. Entonces P es un R-mddulo proyectivo si y solo si P
es libre.

Demostracion. La Proposiciéon 11.2 dice que si P es libre, entonces es proyectivo. Recipro-
camente, si P es proyectivo entonces P es isomorfo a un sumando directo de un R-médulo
libre. Pero ya vimos (no trivial), que cuando R es un DIP, todo submédulo de un médulo
libre es libre. O

Ejemplo 11.9. El corolario anterior nos dice que un grupo abeliano es proyectivo (pen-
sado como Z-médulo) si y sélo si es (isomorfo a) una suma directa de copias de Z.

Ejemplo 11.10. El médulo Zy — Zg ~ Zs @ Z3 es un Zg-modulo proyectivo que no es
libre. ; Por qué?

Ejercicio 11.11. Probar la siguiente generalizacion del Ejemplo 11.10: P es un Zg-
modulo proyectivo si y sélo si P es libre. (Notar que no se puede aplicar el Corolario
11.8.)
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12. Mobdulos inyectivos

La definiciéon de médulo inyectivo es dual a la de médulo proyectivo, es decir, se
obtiene invirtiendo el sentido de las flechas en el diagrama que usamos para definir un
modulo proyectivo.

Definicién 12.1. Un R-médulo (a izquierda) J se dice inyectivo si todo morfismo que
llega a J puede ser factorizado o extendido a través de cualquier monomorfismo: es decir,
sipo: M — Jyu: M — N son morfismos de médulos con p inyectiva, entonces
existe ¥ : N — J tal que ¢ = ¢ o u. Podemos expresar esto con el siguiente diagrama
conmutativo

J
K
N

0 s M M>N

con fila exacta.

Al igual que en el caso de los médulos proyectivos, ¥ no necesariamente es tnica.

Observar que si J es inyectivo, entonces cualquier monomorfismo y : J — M se parte
(es decir, existe p : M — J tal que pop = id;). Esto sigue inmediatamente de la definicién
considerando el diagrama

Proposicién 12.2. Sea J un R-mddulo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(i) J es inyectivo.
(i
(iii
(iv) J es un sumando directo de todo R-mddulo M tal que J C M.

Todo monomorfismo J — M se parte.

)
)
) Toda sucesion exacta corta 0 — J — B — C' — 0 se parte.
)

Demostracion. (i) = (ii) fue observado antes de enunciar la proposicién. (ii) < (iii)
ya lo probamos cuando estudiamos sucesiones exactas. (iii) = (iv) y (iv) = (ii) salen
considerando la sucesion exacta corta 0 — J < M — M/J — 0 (completar los detalles).

Para probar (ii) = (i) fijamos un monomorfismo p : M — N y un morfismo ¢ : M —
J y consideramos el pushout de ¢, i1

/

J -
(12.1)

©

2?“@
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Como p es un monomorfismo, y’ debe ser un monomorfismo. Por hipdtesis ¢/ : J — P se
parte, luego, existe p: P — J tal que p o u/ = id;. Definiendo ¢ = p o ¢’ tenemos que

op=(pop)ou=po(pop)
=po(pop)=(pop)oyp
=idyjop = ¢.
La construccién anterior se ilustra mejor con el siguiente diagrama.

/

w

J——P
K. p
0 s M PN

Ejercicio 12.3. (i) En la demostracién anterior usamos el pushout de dos morfismos
en la categoria R-Mod. La existencia del pushout puede probarse en general para
cualquier categoria con colimites y coecualizadores, pero veamos una construccion
concreta para R-mddulos. Dados dos morfismos

B
gT (12.2)
LA

consideramos el submédulo K de A @ B definido por

K ={(f(e),—g(c)) : c € C},

Probar que (P = (A®B)/K, f’,¢’) es un pushout de (12.2), en donde 7 : A&GB — P
es la proyeccién al cociente, y f' =mouig, ¢ =moy.

fro e >
(A® B)/K
B -, A& B

Q
—

- T

Sy
Q7"
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(a) Probar que si f es un monomorfismo, entonces f’ es un monomorfismo. Ayuda:
supongamos que existe h : P — D tal que ho f' = 0. Probar que ho f =0, de
donde sigue (por unicidad) que h = 0.

hof'=0 D
/}

(b) Probar que si f es un epimorfismo, entonces f’ es un epimorfismo.
Quedan como ejercicio las siguientes propiedades basicas de los médulos inyectivos.
Proposiciéon 12.4. Todo sumando directo de un mddulo inyectivo es inyectivo.
Proposicién 12.5. Todo producto directo de R-mddulos inyectivos es inyectivo.

En particular, una suma directa finita de R-mddulos inyectivos es inyectiva. Esta
propiedad no necesariamente vale para la suma directa de una familia infinita de mdédulos
inyectivos (como veremos mas adelante en el Ejemplo 12.20).

Una manera mas interesante de encontrar ejemplos de médulos inyectivos es usando
el llamado criterio de Baer.

Proposicién 12.6 (Criterio de Baer). Sea J un R-mddulo. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

(i) J es inyectivo.
(ii) Todo morfismo de mddulos de un ideal a izquierda de R en J se extiende a gR.

(iii) Para cada morfismo de mddulos ¢ : L — J con L un ideal a izquierda de R, existe
m € J tal que ¢(r) = rm para todo r € L.

Demostracion. (i) = (ii). Sean L un ideal a izquierda de Ry ¢ : L — J un morfismo de
R-médulos. Como J es inyectivo, existe un morfismo de R-médulos v : R — J tal que
(r) = p(r) para todo r € L.

J

NP
N
® N
N

0 s Lo« s R

(ii) < (iii) queda como ejercicio. Veamos (ii) = (i). Debemos probar que cualquier
morfismo de médulos ¢ : M — J se extiende a través de cualquier monomorfismo p :
M — N. Observar que como M es isomorfo a un submédulo de N, se puede asumir que
M C N y que p es el morfismo inclusion. La idea de la prueba es usar el Lema de Zorn
para probar que ¢ admite una extensién maximal a un submédulo de N.
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Sea .7 el conjunto de todos los pares ordenados (A, «), en donde A es un submoédulo
de N que contiene a M y o : A — J es un morfismo de médulos que extiende a ¢.
Claramente (M, ) € ., con lo cual . # &. Definimos en .# el orden parcial < dado
por: (A,a) < (B,) siysblosi A C By ( extiende a a. Observemos que cada cadena
(Ai, a;)ier en 7 tiene una cota superior (A, o) € . dada por A = (J,.; A y a(z) = o;(x)
siempre que x € A; (verificar esto como ejercicio). Luego, por el Lema de Zorn, existe un
elemento maximal (C,v) € ..

Supongamos que C'# N. Sean b€ N — C'y B = C' + Rb. Entonces

L={reR:rbeC}

es un ideal a izquierda de Ry r — 7(rb) es un morfismo de médulos de L en J. Por
hipétesis, existe un morfismo de médulos ¢ : R — J tal que ¢(r) = ~(rb) para todo
r € L. Luego, podemos definir un morfismo de médulos g : B — J por

Ble+rb) =(c) +4(r)

para todo 7 € R, ¢ € C En efecto, para ver que [ esta bien definido notemos que si
c+rb=c+rb,parad € C,r' € R, entonces (r—r")b = —c € C'y por tanto r —r' € L.
Luego, ¥(r —r") = v(rb — r'b) = v(d — ¢), con lo cual y(c) + ¥(r) = (') + ¥(r"). Esto
prueba la buena definiciéon y es facil ver que § es un morfismo de médulos. Asi, 5 : B — J
extiende a v con C' ; B. Esto implica que (C,~) no es maximal en .#, lo cual es absurdo.
Como consecuencia, C'= N y « extiende a ¢ a todo N. m

El criterio de Baer es muy 1til en el caso en que R es un DIP.

Definicién 12.7. Un R-médulo M se dice divisible si la ecuacién rx = a admite una
solucién x € M para todo a € M y para todo r € R — {0}.

Proposiciéon 12.8. Si R es un dominio integro, entonces todo R-modulo inyectivo es
divisible.

Demostracion. Sea J un R-mdédulo inyectivo. Sean a € J y 0 # r € R. Como R es un
dominio integro, todo elemento de Rr se puede escribir como tr para un tunico t € R.
Luego ¢ : Rr — J, o(tr) = ta, define un morfismo de médulos de Rr en J. Por la
Proposicién 12.6, existe m € J tal que ¢(s) = sm para todo s € Rr. Luego a = ¢(r) =
rm. O

Proposicion 12.9. Si R es un DIP, entonces un R-mddulo es inyectivo si y solo si es
divisible.

Demostracion. Por la proposicién anterior, sélo debemos probar que todo R-médulo di-
visible es inyectivo. Sean M un R-moédulo divisible y Rr un ideal (a izquierda) de R.
(Notar que como R es DIP, todo ideal es de esta forma.) Sea ¢ : Rr — M un morfismo
de médulos. Si r = 0, entonces p(s) = s0 para todo s € Rr. Si no ¢(r) = rm para algin
m € M, pues M es divisible. Luego ¢(tr) = trm para todo tr € Rr. Asi, M resulta
inyectivo por la Proposicién 12.6. O]
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12.1. Grupos abelianos divisibles

De acuerdo con la Proposicién 12.9 un grupo abeliano es inyectivo (pensado como
un Z-mdédulo) si y sélo si es divisible. A continuacién mencionamos los ejemplos més
importantes (crf. Teorema 12.14 més abajo).

Ejemplo 12.10. Q es un grupo abeliano divisible. Claramente, si m € Q y r € Z — {0},
entonces x = m/r € Q satisface ro = m.

Ejemplo 12.11. Para cada primo p € Z, tenemos que Z,~ es un grupo abeliano divisible.
La prueba de este hecho la veremos en la siguiente proposicién, pero antes recordemos
(o veamos por primera vez) la definicién de Z,~. El grupo abeliano Z,~ puede definirse
de manera elegante como la componente p-primaria del grupo abeliano Q/Z. Una forma
mas concreta de visualizarlo es la siguiente. Sea

Z[1/p] = {q € Q : p*q € Z para algtin k € N}.
Como Z C Z[1/p], tiene sentido definir Zy~ = Z[1/p]/Z el cual es un subgrupo de Q/Z.
Hay distintas caracterizaciones del grupo Z,~ como puede verse a continuacion.

Ejercicio 12.12. (i) Probar que efectivamente, Z,~ es la componente p-primaria de

Q/Z.
(ii) Probar que Zy~ es el (inico) p-subgrupo de Sylow de Q/Z.
(ili) Probar que Zy~ es isomorfo al grupo definido por generadores y relaciones como

(ai,aqg,...| d} =e, a¥ = a;_, para todo i > 2).

(iv) Se puede presentar a Z,~ como un subgrupo del circulo de la siguiente forma. Sea
St ={z e C: |z| = 1} el conjunto de niimeros complejos de médulo 1 (jel cual
es un grupo con la multiplicacién!). Observemos que cualquier elemento no nulo de
Zy tiene un representante de la forma ¢ = m/p* para ciertos m € Z, k € N con
m, p coprimos. Se puede definir entonces ¢ : Zyo — S* por (G) = €™/ Probar
que ¢ esta bien definida y es un monomorfismo de grupos.

Proposicién 12.13. Z,~ es union de una cadena de subgrupos ciclicos
Ci,cCycCsC---

de drdenes p, p*, p*,... respectivamente (es decir, C; es isomorfo a Zy) y es un grupo
abeliano divisible.

Demostracion. Llamemos 7 : Z[1/p] — Z,~ a la proyeccién al cociente y sea Cj el
subgrupo ciclico de Z,~ generado por 7(1/p*). Observemos que como pFr(1/p*) = 7(1) =

0y
0<1/pf <2/pf < < -1)/p" <1,

entonces
m(0), w(1/p*), w(2/p*) = 2n(1/p"), ..., w((" = 1) /") = (p* — D7 (1/p")
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son elementos distintos en Cj. Luego, C} es ciclico de orden p* y C; c Cy C C5 C ---.
Ademads, como ya observamos mas arriba, cualquier elemento no nulo de Zy~ tiene un
representante de la forma m /p* para algiin k € Ny m € Z. Luego, m(m/p*) = mm(1/p*) €
Cy, y por lo tanto Zyee = J,~, Ck.
Finalmente, sean 0 # 7 € Z y w(m/p*) un elemento arbitrario de Zy~. Escribamos
r = ap’ con a,p coprimos. Luego, existen s,t € Z tales que 1 = sa + tp*™* y por lo tanto
m _ msa+mtp"*tt  msap’ ms

R = + mtp‘/Z =r— -+ mtpe.
pk: pk pk+€ pk+€

k+€)

Asi, w(m/p*) = ra(ms/p lo cual prueba que Z,~ es divisible. O

Teorema 12.14. Un grupo abeliano es divisible si y sélo si es una suma directa de copias
de Q y Zy (los primos p pueden variar).

Demostracion. Por el Lema 12.15, una suma de copias de Q y Z,~ es divisible. Recipro-
camente, sea A un grupo abeliano divisible. Sea T'= T'(A) el subgrupo de torsién de A,
es decir,

T ={z € A:nx =0 para algin n # 0}.

Se tiene que T es divisible, pues para cada t € Ty para cada n # 0 existe x € A tal que
nr =t (pues A es divisible). Si m # 0 es tal que mt = 0, entonces (mn)z = 0, lo cual
dice que z € T. Asi, por la Proposicion 12.9, T es inyectivo. Luego, por la Proposicién
122, A=T & D en donde D ~ A/T es sin torsién y ademéds divisible por Lema 12.15.
Observemos que en D, la ecuacién nxz = b (con n # 0) tiene solucién unica. Esto dice
que D tiene una estructura de Q-mdédulo, definiendo (m/n)b como la tnica solucién de
la ecuacién nx = mb. Luego, D es un Q-espacio vectorial, y por consiguiente es isomorfo
a una suma directa de copias de Q.

Por otro lado, ya vimos que 1" es suma directa de sus componentes p-primarias. Es
decir, T' = @, ,imo ' (P) (esta suma se toma sobre los primos positivos, por supuesto),
en donde

T(p) = {x € T : p"x = 0 para algin k > 0}.

Cada componente p-primaria T'(p) es divisible (de nuevo por el Lema 12.15, pues es un
cociente del grupo divisible T'). Para completar la demostracién basta con observar que
T'(p) es una suma directa de copias de Zy~, lo cual sigue del Lema 12.16 mas abajo. [

Lema 12.15. (i) Una suma directa de grupos abelianos divisibles es divisible.

(ii) Un cociente de un grupo abeliano divisible es divisible.

Demostracion. Para probar la primera parte sea (D;);c; una familia de grupos abelianos
divisibles y sean 0 # r € Z 'y m € @,.; D;. Observar que existe un conjunto finito J C I
tal que m = Zie ;m; con m; € D;. Como cada D; es divisible, tenemos que existen
x; € D; tales que rx; = m; para todo i € J. Luego x = Ziej x; satisface rr = m.

Para la segunda parte sean D un grupo abeliano divisible y C' un subgrupo de D.
Sean 0 #r € Zym+ C € D/C. Como D es divisible, existe x € D tal que rx = m.
Luego r(z + C) = m+ C'y por consiguiente D/C' es divisible. O

Lema 12.16. Sean p un numero primo positivo y P un p-grupo abeliano divisible. En-
tonces P es suma directa de copias de Zyp.
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Demostracion. Antes que nada observamos que cualquier elemento 0 # b € P pertenece
a un subgrupo B ~ Z,~. Sea p™ el orden de b. Parai = 1,...,m definimos b; = p™~'b, en
particular b,, = b. Como P es divisible, podemos elegir b, 1, b2, . .. tales que b; = pb; 41
para todo ¢ > m. Como b,, tiene orden p™, se concluye que b; tiene orden p’ para todo i.
Sea B el subgrupo generado por by, bs, . ... Notar que pb; = 0 y que pb; = b;_; para todo
i > 2. Usando el Ejercicio 12.12 se concluye que B ~ Z;°.

Para completar la prueba debemos usar el Lema de Zorn. Sea .# el conjunto formado
por todos los conjuntos & de subgrupos B =~ Z,~ tales que la suma ) ,_,, B es directa.
Es decir, para cada B € Z se tiene B N 20697{3}0 = 0. Notar que .%¥¥ # O, esta
parcialmente ordenado por la inclusién y toda cadena no vacia en . admite una cota
superior (completar los detalles como ejercicio). Entonces, por el Lema de Zorn, . admite
un elemento maximal .. Luego, M = ,_ , B = @y , B es divisible por Lema 12.15
y por ende inyectivo. Asi, P = M & D para algin subgrupo D de P. Notemos que
D ~ P/M es un p-grupo divisible. Luego, por lo observado en el parrafo anterior, si
D # 0, entonces D contiene un subgrupo C' isomorfo a Zy~. Si .#' = M U{C'}, entonces
la suma 5., B es directa, lo cual contradice que .# es maximal. Por consiguiente
P=M=&., B es suma de copias de Zy~. O

Una propiedad notable de los grupos abelianos divisibles es la siguiente.
Proposicion 12.17. Todo grupo abeliano puede ser embebido en grupo divisible.

Demostracion. Sea A un grupo abeliano y tomemos un epimorfismo 7 : F — A de
un grupo abeliano libre sobre A. Como F' es suma directa de copias de Z, existe un
monomorfismo ¢ : FF — D, de F en una suma directa D de copias de Q, la cual es
divisible por el Lema 12.15. Consideremos el pushout

D"+ P
F—7"5 A

de ¢y . Por el Ejercicio 12.3 tenemos que ¢ es un monomorfismo 7’ es un epimorfismo, por
lo tanto A puede ser embebido en P ~ D/ ker 7', el cual es divisible por el Lema 12.15. [

Es importante destacar esta proposicion puede generalizarse de la siguiente manera.
Teorema 12.18. Todo modulo puede ser embebido en un modulo inyectivo.

Este resultado tiene como consecuencia una importante caracterizacion de los anillos
noetherianos. Recordemos que un anillo R se dice noetheriano a izquierda si toda cadena
de ideales a izquierda L; C Ly C --- de R se estabiliza, es decir, existe un iy tal que
L; = L;, para todo i > 1.

Teorema 12.19. Un anillo R es noetheriano a izquierda si y solo si toda suma directa
de R-mddulos (a izquierda) inyectivos es inyectiva.

Aunque no cubriremos las pruebas de los Teoremas 12.18 y 12.19, podemos utilizarlos
para encontrar importantes ejemplos.
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Ejemplo 12.20. A continuacién damos la idea de cémo se construye en ejemplo de una
suma directa de moédulos inyectivos que no es inyectiva. Sea R un anillo no-noetheriano y
sea L1 G Ly G L3 & --- una cadena de ideales que no se estabiliza. Por el Teorema 12.18,
cada cociente R/L; (pensado como mddulo cociente de gR) puede ser embebido en un
modulo inyectivo. Mds atin, puede probarse (no lo hacemos) cualquier R-médulo admite
una extensién inyectiva “minimal” llamada la cdpsula inyectiva. Denotemos por E(R/L;)
la cdpsula inyectiva de R/L;. Entonces @;-, E(R/L;) no es inyectivo. La idea para probar
que esta suma no es inyectiva es la siguiente. Sea L = [J;°, L;, el cual es un ideal de R.
Para cada i tenemos definido un morfismo f; : L — E(R/L;) dado por la composicién
de los morfismos L < R — R/L; — E(R/L;). Por la propiedad universal del producto,
la familia (f;)7°; induce un morfismo f : L — [[;2, E(R/L;), pero en realidad se ve
facilmente que la imagen de f estd contenida en ;- E(R/L;). No es dificil probar que
f:L— ;2 E(R/L;) no se puede extender a todo R

@ E(R/L;)

0 s L < > R

lo cual dice que @.°, E(R/L;) no es un R-médulo inyectivo.

Ejemplo 12.21. Para tener ejemplos concretos de lo anterior, mencionamos algunos
anillos no-noetherianos.

(i) Sea R un anillo conmutativo con identidad. El anillo de polinomios R[z1,za,...] en
una cantidad numerable de variables x1, x5, ... no es noetheriano. En efecto, si L;
es el ideal generado por las variables xq,xs,...,x;, entonces la cadena de ideales

L1 C Ly C --- no se estabiliza.

(ii) El anillo A C C de enteros algebraicos no es noetheriano. Por definicién, z € C es
un entero algebraico si es raiz de un polinomio ménico con coeficientes enteros. Por
ejemplo, la cadena de ideales principales

2A C 212A c 2Y*A C 2VBA -
no se estabiliza.

(iii) El anillo €[0, 1] de todas funciones continuas del intervalo [0, 1] en R no es noet-
heriano. Por ejemplo, si L; = {f € €¢[0,1] : f(z) = 0 para todo z € [0,1 — 1]},
entonces I,y C Ly C --- es una cadena de ideales que no se estabiliza.

13. Producto tensorial

13.1. Motivacion

Producto tensorial de espacios vectoriales. Sean VW dos espacios vectoriales
sobre un cuerpo K. Supongamos por simplicidad que V' y W son de dimension finita. El
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producto tensorial de V' con W es un nuevo espacio vectorial que nos ayuda a entender
como son las aplicaciones bilineales de V' x W en cualquier espacio vectorial U. Mas
precisamente, si eq,...,e, es una base de V' y fi,..., f,, es una base de W, entonces el
producto tensorial V' @ W tiene por base a

{ee®fji=1,...,n,j=1,...,m},

la cual induce una aplicacién bilineal ® : V- x W — V @ W definida, para v = > v;e; y
w =Y w,f; por
VR W :Zviwjeiébfj
2%
Observacion 13.1. (i) La construccién anterior no depende de las bases que elijamos
para V' y W (ejercicio).

(ii) Existe una propiedad universal: para toda aplicacién bilineal 3 : V x W — U existe
una unica aplicacion lineal 5 : V x W — U tal que conmuta el diagrama

V xW
X
® /?U
"3
VoW

En efecto, B es la tnica aplicacién lineal tal que 3 (e; @ f;) = Bles, f;)

Ejemplo 13.2. El producto tensorial es una herramienta que nos permite pensar las
aplicaciones bilineales como transformaciones lineales (que salen de V @ W)

(i) La multiplicacién en K puede pensarse como una aplicacién lineal m : K@ K — K
tal que m(z ® y) = xy.

(ii) Si K = R, un producto interno g en V puede pensarse como una aplicacién lineal
g: VeV —=Rtal que g(v @ w) = g(w ® v) (simetria) y g(v ® v) > 0 para todo
v # 0 (no degenerado). Verificar esto como ejercicio.

Producto tensorial de médulos sobre un anillo conmutativo. Si R es un anillo
conmutativo también podemos definir el producto tensorial de dos R-mdédulos Ay B (no
necesariamente libres). La construccién A ® B la daremos un poco més adelante, pero lo
que queremos enfatizar ahora es que nuevamente el producto tensorial es una herramienta
que nos permite interpretar las aplicaciones bilineales 8 : A x B — C' como morfismos
de R-médulos 5 : A® B — C que satisfacen 3(a ® b) = S(a, b).

Recordemos que 5 : A x B — C es bilineal si satisface, para todos a,d’ € A, b,V € B,
r € R, las siguientes identidades

5(a+a,vb) = 5(&, ) (alvb)
Bla,b+0) = B(a,b) + B(a,b')
B(ra,b) = rp(a,b) = B(a,rb)
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Por ejemplo, la multiplicacién R x R — R es una aplicacién bilineal (porque R es
conmutativo) y por lo tanto induce un morfismo de R-médulos m : R ® R — R tal que
m(rer') =rr.

Las aplicaciones bilineales en A x B pueden caracterizarse de la siguiente manera.

Proposicién 13.3. Sean R un anillo conmutativo, A, B, C tres R-modulos y f : AxB —
C una funcion. Son equivalentes.

(i) B es bilineal;
(ii) a+ B(a,—) es un morfismo de R-mddulos de A en Hompg(B,C);
(iii) b+ B(—,b) es un morfismo de R-mddulos de B en Hompg(A, C).

En palabras: 8 es bilineal si y sélo si fijando una variable tenemos un morfismo de
R-modulos en la otra.

Demostracion. Ejercicio. Para que el enunciado de la proposicion tenga sentido, hara falta
entender cudl es la estructura de R-médulo en Hompg (A, C') y Homg(B, C), ver apartado
13.4 més adelante. O

{ Qué pasa con anillos no-conmutativos? Las aplicaciones bilineales entre R-modu-
los son un objeto enganoso cuando R no es conmutativo. De hecho, la multiplicacion en
R ni siquiera es bilineal. En efecto, si 8 : R x R — R denota el producto 5(z,y) = zy en
R, entonces ya no podemos asegurar que 3(rz,y) = rxy = rf(x,y) sea igual a 5(z,ry).
También tendremos dificultades con la linealidad de (x,y) en una variable una vez fijada
la otra. Sin embargo, una propiedad que si satisface 8 es que para todos x,y,r se tiene

B(xr,y) = (zr)y = z(ry) = Bz, ry)

Es decir, si pensamos al producto R x R con el primer factor como el R-médulo a derecha
Rpr y al segundo como el R-médulo a izquierda gR, entonces la accién (como médulos)
de R en cada uno factor pasa de una variable a la otra en 3(z,y), aunque no sale afuera.
Estas sutilezas son las que se tienen en cuenta en la definicién formal del producto
tensorial, la que para trabajar con los objetos mas generales posibles (R-mddulos) tenemos
que debilitar un poco las definiciones (ya no sirve trabajar con aplicaciones bilineales).

13.2. Definicién del producto tensorial

Definicién 13.4. Sean R un anillo (no necesariamente conmutativo), A un R-mdédulo a
derecha, B un R-modulo a izquierda y C' un grupo abeliano. Una funcién g : Ax B — C
se dice un bithomomorfismo si

5(@ + a/7b> = 6(a7b) + 5(66/7 b)
B(a,b+b) = B(a,b) + B(a,b')
B(ar,b) = B(a,rb)

para todos a,a’ € A, b,b/ € B, r € R.
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Lema 13.5. Si A es un R-mddulo a derecha, B un R-modulo a izquierda y C' un grupo
abeliano, entonces

(i) Homgz(A,C) es un R-mddulo a izquierda definiendo para f € Homgz(A,C) yr € R,
(rf)(x) = flar), — we4;

(ii) Homgz(B,C) es un R-mddulo a derecha definiendo para g € Homz(B,C) yr € R,
(gr)(x) = g(rz), x€B

Demostracion. Veamos (i) y dejamos (ii) como ejercicio. Sean f, f* € Hom(A,C), r,7”" € R
y x € A. Es facil ver que r f es un morfismo de grupos abelianos. Por otro lado, claramente
Homgz(A, C) es un grupo abeliano y ademés

(r(f + D) = (f + f)ar) = fzr) + f/(ar)
= (rf)(@) + (rf) () = (rf +rf)(z),

conlo cual r(f + f') =rf+rf,
((r+r)f)(@) = fla(r+17) = far +ar')

= flar) + far') = (rf)(@) + (' f)(z)
= (rf+r'f)(2),

de donde sigue que (r + ') f =rf +r'f, y finalmente

(r(r' () = (' )lar) = f((zr)r) = fx(rr)) = () f)(2)
lo que nos dice que r(r'f) = (rr')f como queriamos probar O

El resultado del Lema 13.5 sera generalizado un poco mas adelante cuando estudiemos
bimddulos?, pero por lo pronto esto nos permite dar una caracterizacién categérica de los
bihomomorfismos similar a la que vimos en la Proposicién 13.3.

Proposiciéon 13.6. Sean R un anillo conmutativo, A un R-mddulo a derecha, B un R-
modulo a izquierda, C un grupo abeliano B : A x B — C una funcion. Son equivalentes.

(i) B es un bihomomorfismo;
(i) aw B(a,—) es un morfismo de R-mddulos a derecha de A en Homgz(B,C);

(iii) b — B(—,b) es un morfismo de R-mddulos a izquierda de B en Homy(A, C).

4Un R-S-bimddulo es un grupo abeliano que tiene a la vez una estructura de R-médulo a izquierda
y una de S-mdédulo a derecha compatibles entre si: es decir se satisface la igualdad (rz)s = r(zs). Notar
que en Lema 13.5 A es un Z-R-bimédulo, B es un R-Z-bimdédulo y C es un Z-Z-bimdédulo.
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Demostracion. Veamos (i) <= (ii), (i) <= (iii) es similar y queda como ejercicio.
Supongamos primero que [ es un bihomomorfismo, entonces claramente se tiene que
p(a,—) € Hom(B,C) y B(a+ d',—) = p(a,—) + p(d’,—), ademés fB(ar,—) = B(a, —)r.
En efecto, para todo b tenemos que

plar, =)(b) = Blar,b) = B(a, rb) = B(a, =)(rb) = (B(a, =)r)(b).

Reciprocamente, si suponemos (ii), entonces para todos a,a’ € A, bt/ € By r € R,
tenemos

B(a + CLI, b) = B(a + a,7 _)(b) = (6(a7 _) + B(Clla _))(b)
= Bla, —)(b) + B(d’, =) (b) = B(a,b) + B(d’,b),

Bla,b+b) = Bla, =) (b+ V) = Ba, —)(b) + Bla, —) (V)
(a,b) + B(a, V)

s
B

y finalmente

plar,b) = flar, =)(b) = (B(a, =)r)(b) = B(a, =)(rb) = B(a, rb). —~

Definicién 13.7. Sean A un R-médulo a derecha y B un R-médulo a izquierda. Un
producto tensorial entre Ay B es un grupo abeliano A®x B junto con un bihomomorfismo
T: AXx B — A®g B, 17(a,b) = a ® b tal que para cualquier grupo abeliano C' y
cualquier bihomomorfismo §: A x B — (' existe un tinico morfismo de grupos abelianos
B:A®pr B — C tal que 8= for, es decir, el siguiente diagrama conmuta.

Ax B

A®prB
Es comun denotar el bihomomorfismo 7 con el mismo simbolo &.

Teorema 13.8. El producto tensorial A g B entre un R-moddulo a derecha A y un
R-maodulo a izquierda B existe y es unico salvo isomorfismo.

Demostracion. Veamos primero la unicidad. Supongamos que tenemos dos productos
tensoriales A ®p By A ®p B. Por las propiedades universales que tiene cada producto
tensorial podemos construir dos morfismos de grupos abelianos

BA@RB%A(%RB a:A@RB%A@)RB
tales que B(a®b) =a@by ala®@b) =a®b.

AxB
\®

® A®RB
Ela///’w
ot

A®rB



Para chequear que # y « son inversas una de la otra, usamos la unicidad de factorizacion
aplicada a los siguientes diagramas conmutativos.

AxB AXx B
® A@RB ® A®RB
id id
aof B Boa
A®RB A®RB

De donde sigue que a0 f =idagzp y foa =idys,p-
Para probar la existencia consideramos el grupo abeliano libre F' en A x B. Sea K el
subgrupo de F' generado por los elementos de la forma

(a+d',b) — (a,b) — (d,b),
(a,b+V) — (a,b) — (d,b), (13.1)
(ar,b) — (a,rd),

en donde a,a’ € A, b, € B, r € R, y sea

T:AXB —— F » F/K

la inclusion compuesta con la proyeccién al cociente. Por definiciéon tenemos que 7 es
un bihomomorfismo. Sea C' un grupo abeliano y § : A x B — C' un bihomomorfismo.
Notemos que [ se extiende a un morfismo de grupos abelianos ¢ : F — C. Ademas
K C ker p. En efecto, chequeando en los generadores de K tenemos

p((a+ad',b) = (a,b) = (a,V)) = p((a+d',b)) — p((a,b)) — p((d, D))
= B(a+d',b) — B(a,b) — B(d’,b)
=0

(andlogamente con los otros generados). Luego existe un inico morfismo de grupos abe-
lianos 3 : F/K — C tal que g = 3o 7. Luego F/K es un producto tensorial entre A y
B.

Ax B

L3N

F %

F/K

Corolario 13.9. (i) Todo elemento en AQrB es una suma finita Y ., a;®b; con a; € A,
b; € B.

(i) St > ,a,®b; =0 en A®p B entonces Y ,a;, ®b; = 0 en A’ ®p B’ para ciertos
submaodulos finitamente generados A' C A, B' C B.
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Demostracion. (i) Sea A ®r B = F/K como en la demostracién del Teorema 13.8. Por
definicién, todo elemento en F' es una combinacién lineal finita ) . n;(a;, b;) con n; € Z,
a; € Ay b; € B. Luego, todo elemento en F'//K es una combinacién lineal finita de la
forma >, ni(a; @ b;) = Y_.(n;a;) ® b;, en donde n;a; € Ay b; € B.

(i) Si ) ,a;®b; =0, en A®p B, entonces ) . (a;,b;) € K, y por consiguiente usando
(13.1) podemos escribir

> (i bi) = ij[mj +a], b)) — (a}, b)) — (al, V)]

)

+an il WL+ ) = (o 6) = (o )
+ Z qe CZZHW, b//// _( 2///’ Zb””)]

en donde las todas las sumas son finitas, m;, ng, ¢ € Z, a], J,a’k”, ag" € A, b by, by b e
n nn

By ry € R. Sean A’ el submédulo de A generado por a;, a, a7, a;’, ay” y B el submodulo
de B generado por b;, b, by, by, by”. Construimos el producto tensomal A@rB =F/K',
de donde sigue que ), (az, ) € K’ yporende ) . a,®b; =0en A ®p B’ O

Ejercicio 13.10. Mostrar con un ejemplo que en A® g B no todo elemento es de la forma
a ® b para ciertos a € A, b € B.

13.3. Morfismos

Proposicién 13.11. Sean ¢ : A — A" un morfismo de R-mddulos a derecha y 1) : B —
B’ un morfismo de R-mddulos a izquierda, entonces existe un inico morfismo de grupos
abelianos p @1 : AQr B — A’ Qg B’ tal que ¢ @ ¥(a @ b) = p(a) ® (b) para todos
a € A, be B. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

AXBLA’XB'

] ’

A@RB % A/®RB/

Mds aun
» idy ®ridp = idag,B,
= (po@) @ (Poy)=(pR9)o (¢ ®Y),
" (et )@Y =pRY+¢ DY,
np@WHY)=eRP+eay
Es decir, fijando un R-mddulo a derecha A, tenemos un funtor aditivo®

A®r—: R-Mod — Ab

5Un funtor F : € — 2 entre dos categorias abelianas se dice aditivo si para cada par de objetos A, B
en €, la asignacién F : Hom(A, B) — Hom(F(A), F(B)) es un morfismo de grupos abelianos.
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y fijando un R-modulo a izquierda B, tenemos un funtor aditivo
— ®r B :Mod-R — Ab.

Demostracion. El siguiente diagrama muestra como construir ¢ ®

AxB —2Y A xp

m lT'

A/ ®R B/
P

-

=77 e

ARrB

Observar que la existencia del morfismo de grupos abelianos ¢ ® 1 esta garantizada
porque 7' o (p X 1)) es un bihomomorfismo (ejercicio).

Las propiedades listadas salen por unicidad usando la propiedad universal. Probarlas
como ejercicio (por el Corolario 13.9 basta evaluar en tensores simples). Para la definir
los funtores indicados en la tltima parte ponemos

(A®p —)(¢V) = A®g Y = ids @1,
(—®rB)(¢) =pR®r B :=¢p®idpg.

Completar los detalles como ejercicio. O]

Observacion 13.12. Observemos que, con la notacién de la proposicién anterior, tenemos
que
(e ®@idp) o (ida @) = p @9 = (id @) 0 (¢ ® idp),

es decir, conmuta el diagrama

A@RB% A@RB/

SO®RB\L l@@RB/

A’®RB&> A @p B

Esto significa que el morfismo A ®z ¥ es natural en A y el morfismo ¢ ®r B es natural
en B.

13.4. Bimoddulos

Definicién 13.13. Un R-S-bimddulo es un grupo abeliano M que tiene una estructura
de R-médulo a izquierda y una estructura de S-mdédulo a derecha tales que r(xs) = (rx)s
para todos x € M, r € Ry s € S. Si M, N son dos R-S-bimoédulos, un morfismo de
R-S-bimodulos f : M — N es una funcién que es a la vez un morfismo de R-mddulos
a izquierda y un morfismo de S-moédulos a derecha. Esto permite formar la categoria
R-Mod-S de todos los R-S-bimédulos.

A veces utilizaremos la notacién gr Mg para indicar que M es un R-S-bimédulo.
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Ejemplo 13.14. (i) R es un R-R-bimdédulo.

(ii) Todo R-mddulo a izquierda es un R-Z-bimédulo. Todo R-médulo a derecha es un
Z-R-bimodulo.

(iii) Todo R-mddulo a izquierda es un R-Endy (M )-bimddulo. ;Por qué?

(iv) Una estructura de R-médulo libre a derecha en un R-médulo libre a izquierda (la
cual depende de la eleccién de una base, ver Corolario 7.6) induce una estructura

de R-R-bimédulo.
(v) Si R es conmutativo, todo R-médulo es un R-R-bimédulo.

Cuando uno trabaja con bimddulos es posible dar estructura adicional al grupo de
morfismos.

Proposiciéon 13.15. Si M es un R-S-bimddulo y N es un R-T-bimddulo, entonces
Hompg (M, N) es un S-T-bimddulo con las operaciones definidas por

(sf)(x) = f(xs) (ft)(z) = f(a)t, (13.2)
en donde f € Homg(M,N),z e M,se S yteT.

Demostracion. En primer lugar observemos que sf y ft definidas como (13.2) resultan
morfismo de R-mdédulos. En efecto, ambos son morfismos de grupos abelianos. Ademas,
si r € R, entonces

(sf)(re) = f(res) = rf(zs) = r(sf)(x).
Anélogamente (ft)(rxz) = r(ft)(x). Notemos también que s(f + g) = sf + sg para todos
f,9 € Homg(M,N) y que

(s(s'F)(x) = (s'f)(ws) = f((ws)s) = flw(s5) = ((s5) f) (@),

con lo cual Hompg(M, N) es un S-médulo a izquierda. Similarmente Hompg(M, N) es un
T-modulo a derecha. Por tltimo, observemos que

(s(f))(x) = (ft)(ws) = [(t(xs)) = f((tx)s) = (sf)(tx) = ((s/)E)(x),
o sea s(ft) = (sf)t, de donde sigue que Hompg(M, N) es un S-T-bimédulo. O

Ejercicio 13.16. Sigue de la Proposiciéon 13.15 que si A es un R-médulo a izquier-
da, entonces Homg(gR, A) es un R-médulo. En efecto, como grR es un R-R-bimédulo
y A es un R-Z-bimédulo, tenemos que Hom(gR, A) es un R-Z-bimédulo. Probar que
Hompg(rR, A) ~ A.

Corolario 13.17. Si R es conmutativo, entonces Homg(M, N) es un R-mddulo para
todo par de R-modulos M, N.

Proposicién 13.18. Sean M un R-S-bimodulo y N un R-T-bimddulo. Entonces
(i) Homg(M, —) : R-Mod-T — S-Mod-T' es un funtor covariante;
(i) Homg(—, N) : R-Mod-S — S-Mod-T' es un funtor contravariante.

Demostracion. Ejercicio. O
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13.4.1. Producto tensorial de bimoédulos

Es posible extender la definicion de producto tensorial para trabajar con bimdédulos.
Para ello, primero que nada tenemos que extender la definicién de bihomomorfismo.

Definicién 13.19. Consideremos tres bimédulos sAgr, rBr v sCr. Una funcién 3 :
A x B — C se dice un bthomomorfismo de bimddulos si

Bla+d’,b) = Bla,b) + B(d,b),
Bla,b+V) = B(a,b) + B(a,b'),
B(sa,b) = 5B(a, ),
B(a,bt) = B(a,b)t,
B(ar,b) = B(a,rb)

para todos a,a’ € A, bt/ € B,s€ S, teT,r € R.

Los bihomomorfismos de bimddulos tienen una caracterizacion andloga a la de los
bihomomorfismos a secas.

Proposicion 13.20. Sean sAgr, rBr y sCr tres bimddulos y 5 : AXx B — C' una funcion.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) B es un bihomomorfismo de bimddulos.
(ii) a+— B(a,—) es un morfismo de S-R-bimddulos de A en Homrp(B, ().
(iii) b — B(—,b) es un morfismo de R-T-bimddulos de B en Homg(A, C').

Demostracion. Ejercicio. Tener la siguiente precaucion: claramente por la Proposicion
13.15 tenemos que Homg(A, C') es un R-T-bimddulo, para pensar a Homy (B, C) como
un S-R-bimoédulo razonamos como sigue. Tener una estructura de R-T-bimddulo en B
es equivalente a tener una estructura de T°P-R°P-bimddulo en B. Similarmente C' pue-
de pensarse como un T°P-S°P-bimoédulo. Luego, nuevamente por la Proposicién 13.15,
tenemos que Homge (B, C') = Homp(B,C') es un R°P-S°P-bimédulo. Equivalentemente
Homy (B, C) es un S-R-bimdédulo. O

Proposiciéon 13.21. Sean A un R-mddulo a derecha y B un R-mddulo a izquierda.

(i) Si A es un S-R-bimddulo, entonces A @g B es un S-mddulo a izquierda tal que
s(a ®b) = (sa) ® b para todos a € A, be B, s € S.

(ii) Si B es un R-T-bimddulo, entonces A @p B es un T-mddulo a derecha tal que
(a®b)t =a® (bt) para todosa € A, be B, t€T.

Si A es un S-R-bimddulo y B es un R-T-bimddulo entonces:
(i) A®gr B es un S-T-bimddulo.

(iv) ® : Ax B— A®g B es un bihomomorfismo de bimddulos.
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(v) Para cada S-T-bimédulo C' y cada bihomomorfismo de bimddulos 3 : A x B — C
existe un unico morfismo de bimddulos B : A®g B — C' tal que 3(a @ b) = ((a,b)
para todos a € A, b€ B.

(vi) Sip: A— A, ¢ : B — B son morfismos de bimddulos, entonces ¢ ® ¢ es un
morfismo de bimddulos.

(vil) A®r—: R-Mod-S — S-Mod-T' y —®g B : S-Mod-R — S-Mod-T son funtores

aditivos.

Demostracion. (i). Tenemos que definir el producto a izquierda en A®pg B por elementos
de S. Dado s € S, sea oy : A — A definida por as(a) = sa. Notemos que «; es
un morfismo de R-moédulos a derecha, la cual induce un morfismo de grupos abelianos
as =a;,®idg : A®r B — A®pg B que satisface as(a ® b) = (sa) ® b.

Ax B —25%9 4y B
®l l®
AopB —=%95 A9 B

Notemos que « : S — Endg(A) definida por a(s) = a, es un morfismo de anillos (con
identidad) y consecuentemente, por Proposiciéon 13.11, @ : S — Endz(A ®g B) es un
morfismo de anillos. Esto ultimo significa que A ®g B es un S-médulo a izquierda (ver
Proposicién 1.6)

(ii). Es similar (hacerla como ejercicio).

(iii). Ya tenemos que A ® B es un S-mdédulo a izquierda y un 7T-médulo a derecha.
Ademas, en tensores simples vale

s((a®b)t) = s(a ® (bt)) = (sa) ® (bt) = ((sa) @ b)t = (s(a @ b))t.

Como cualquier elemento en A ®r B es un suma finita de tensores simples, tenemos que
s(xt) = (sx)t para todo x € A ®g B. Por lo tanto A ®g B es un S-T-bimédulo.
Probar (iv), (v), (vi) y (vii) como ejercicio. O

13.5. Aplicaciones
13.5.1. Producto tensorial de mdédulos libres

Recordemos que si F' es un R-médulo libre a derecha con base (e;);er, entonces F'
tiene estructura de R-médulo a izquierda definiendo 7(}_,.; e;z;i) = >, c; €i(rz;). Andlo-
gamente si F' es un R-mddulo libre a izquierda con base (e;);cr, entonces F' tiene una
estructura de R-médulo a derecha definiendo (Y, ; wie;)r = >, (xir)e;. En cualquiera
de los dos casos obtenemos un R-R-bimddulo.

el

Proposicién 13.22. (i) Si F' es un R-mddulo libre a derecha con base (e;)icr y B es
un R-modulo libre a izquierda, entonces

F ®r B ~RrMod @ B
iel
via un isomorfismo de R-mddulos a izquierda que manda » ., €; @b; en (b;)ier. En

particular Rr ®r B ~rMoa B.

iel
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(ii) Si F es un R-mddulo libre a izquierda con base (e;)icr y A es un R-mddulo a derecha,
entonces
A®Rr F ~Mod-r @ A
i€l
via un isomorfismo de R-mddulos a derecha que manda > ., a; @ e; en (a;)icr- En
particular, A @r rR ~Moa-r A.

il

Por si hace falta alguna aclaraciéon, las notaciones ~g.nod V ~Mod-r Significan iso-
morfismo en la categoria R-Mod y Mod-R respectivamente.

Demostracion. Probaremos (i) dejando (ii) como ejercicio. Primero veamos que F®r B ~
@,c; B como grupos abelianos. Sea 7 : F' x B — @,.; B definida por 7(3_,.; e;7;,0) =
(2;b;)ier. Es sencillo verificar que 7 es un bihomomorfismo. Ademas, cada bihomomorfismo
b F x B — C se factoriza univocamente a través de 7. En efecto, 5 induce un tnico
morfismo de grupos abelianos 3 : P,.; B — Ctalque B((bs)ier) = > icr Bles, by) (verificar

esto usando la propiedad universal de la suma directa), el cual satisface

ﬁ (Z €;r;, b) = Zﬂ(eﬂ;l,b) = Zﬁ(ez,xlb)

iel iel iel
- e -3 (Sems ).
iel
de donde sigue que B = o .
FxB
X
T C

Dicr B

Por la unicidad del producto tensorial existe un isomorfismo de grupos abelianos © :
F®rB — @, B tal que

@ ((Z eixi> ® b) =T <Z €;L;, b) = (Izb)zel
el i€l
FxB
y \
F®rB = » Dye; B

Ademéds como observamos al principio de este apartado, FF ®z B es un R-mddulo a
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izquierda y vale

6 ( ((z ) ® b)) o ((z <>) o b>

= ((rzi)b)ier = r(z:b)icr

Esto muestra que O(r(f ® b)) = rO(f ® b) para todo f € F, b € B y consecuentemente,
O es un morfismo de R-médulos a izquierda. m

13.5.2. Extensién de escalares

Recordemos que si p : R — S es un morfismo de anillos, entonces todo S-moédulo M
tiene asociada una estructura natural de R-médulo, definiendo rz = p(r)z para todos
x € M, r € R. Por ejemplo, todo C-espacio vectorial es un R-espacio vectorial de manera
natural, y esta construccién se corresponde con la inclusion R < C). Con la ayuda
del producto tensorial, podemos dar una construccién reciproca que convierte cualquier
R-médulo en un S-modulo.

Proposicién 13.23. Sean M un R-mddulo a izquierda y p : R — S un morfismo de
anillos con identidad.

(i) S®r M es un S-mddulo a izquierda y la funcion « - M — S ®@r M definida por
t(x) = 1®x es un morfismo de R-mddulos (con respecto a la estructura de R-mddulo
en S ®g M inducida por p).

(ii) Si N es un S-mddulo y f : M — N es un morfismo de R-mddulos, entonces eriste
un unico morfismo de S-modulos f S Qr M — M tal que f = fov. Es decir, el
siguiente diagrama conmuta.

M ! y N
 {

S®@r M

(iii) St M es un R-mddulo libre y (e;)icr es una base de M, entonces S @r M es un
S-maodulo libre y (t(e;))icr es una base de S @p M.

Demostracion. Claramente S es un S-R-bimddulo con la multiplicaciéon a derecha por
elementos de R definida como s - = sp(r). Luego por la Proposicién 13.21, S ®r M es
un S-médulo a izquierda. Notar que la estructura de R-mdédulo a izquierda en S @ M
estd dada determinada por r - (s ® ) = p(r)(s ® x). Luego, para todo r € R, v € M
tenemos

re) =1 (re)=1-r) @
= (p(r) @z =p(r)©x
=p(r)1@z)=r-uz)
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de donde sigue que ¢ es un morfismo de R-mdédulos, lo cual prueba (i).

Para probar la parte (ii), dado un morfismo de R-médulos f : M — N en el S-
médulo N, construimos el bihomomorfismo de bimédulos 5 : S x M — N definido
por 5(s,z) = sf(x). Por la propiedad universal del producto tensorial, existe un dnico
morfismo de S-médulos f : S @z M — N tal que f(s ® z) = sf(x). En particular,
tomando s = 1, obtenemos que f(u(z)) = f(1®z) = f(z).

Finalmente, si M tiene una base (e;);cr, entonces por la Proposicién 13.22, existe un
isomorfismo de S-médulos © : S ®r M — ,.; S cuya inversa manda la base canénica
de @,.; 5 en (1 ® e;)ier = (1(e1))ier. Esto prueba (iii). O

Ejemplo 13.24. Para el monomorfismo de anillos R < C, la construccién de la propo-
sicién anterior es llamada complezificacion. Por ejemplo

(ii) C®r M, (R) ~ M,(C). Probar como ejercicio que en este tiltimo caso el isomorfismo
es también un isomorfismo de anillos (comparar con los ejercicios de la guia para
entender bien cudl es la estructura de anillo en C ®g M, (R)).

13.6. Conmutatividad del producto tensorial

Proposicién 13.25. Sean A un R-mddulo a derecha y B un R-mddulo a izquierda.
Entonces existe un isomorfismo natural

A®RB’ZB®RopA

que manda a @b en b ® a.

Demostracion. Antes que nada, observemos que como A es un R-mdédulo a derecha y B es
un R-moédulo a izquierda, podemos pensarlos naturalmente como R°P-mdédulos izquierda
y derecha respectivamente (ver Proposicion 2.4). Luego, el isomorfismo que tenemos que
probar tiene perfecto sentido. Sea C' un grupo abeliano. Observemos que una funcion
B : Arp X gB — C un bihomomorfismo (con respecto a R) si y sblo si 5 : Bpgop X
ror A — C' definida como §°P(b, a) = B(a,b) es un bihomomorfismo (con respecto a R°P).
En particular, 7°° : Bgor X gop A — A ®p B definida como 7°P(b,a) = a ® b es un
bihomomorfismo. Luego existe un tinico morfismo de grupos abelianos 6 : B @ A —
A ®pr B tal que (b ® a) = a ® b para todos a € A, b € B. Andlogamente, existe un
morfismo de grupos abelianos ¢ : AQr B — B ®go» A tal que ((a ®b) = b® a para todos
a€ A, be B. Como 0oy (o6 coinciden con la identidad en tensores simples, se tiene
que 0 = (! es un isomorfismo de grupos abelianos.

BROp X ROpA
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Para chequear la naturalidad, sean ¢ : A — A’y ¢ : B — B’ dos morfismos de R-mddulos
a derecha e izquierda respectivamente. Debemos ver que el siguiente diagrama conmuta

A®RB Lﬂﬁ) A/®RB/

| l¢

B ®Rop A &) B’ ®Rop Al

en donde ¢ y ¢’ son los isomorfismos que construimos en el parrafo anterior. (Notar
también que el morfismo 1 ® ¢ tiene sentido porque ¢ y ¢ son morfismos de R°P-mddulos
a derecha e izquierda respectivamente.)

Es suficiente con chequear la conmutatividad en tensores simples. En efecto, para
todos a € A, b € B se tiene

como queriamos probar. O

Proposicién 13.26. Sean sAgr, rBr dos bimodulos. Entonces existe un isomorfismo de
bimaodulos
A ®R B~B ®Rop A

que es natural en A y B.

Demostracion. Ejercicio. Observemos que por un lado A ®g B es un S-T-bimédulo y
B ®po A es un T°P-S°P-bimoddulo. Luego B ®pgor A tiene una estructura natural de S-T-
bimdédulo y el isomorfismo de bimédulos del enunciado tiene perfecto sentido. O]

Corolario 13.27. Si R es conmutativo entonces A @r B ~ B ®r A (isomorfismo de
R-mddulos).

Demostracion. Ejercicio. O

13.7. Asociatividad del producto tensorial

Proposicién 13.28. Sean Ag, rBs, sR (bi)mddulos. Entonces existe un isomorfismo
natural

(A®r B)®s C ~ A®g (B®g ()

el cual manda (a®@b)®c en a® (b® c). Si ademds A y C' son bimddulos, entonces este
1somorfismo es un isomorfismo de bimdodulos.

Demostracion. Antes que nada observemos que A®rB es un S-mddulo a derechay AQrB
es un S-modulo a izquierda, por lo cual tienen sentido ambos productos tensoriales triples.
Para cada ¢ € C, definimos ¢. : AX B - A®gr (B®sC) por ¢.(a,b) = a® (b®c). Como
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@ es un bihomomorfismo (ejercicio), se factoriza univocamente a través de un morfismo
de grupos abelianos ¢, : A®r B - A®g (B ®gs C).

Ax B
X
A®p (B®sC)
_-1
-7 /3/!900
A®RrpB

Luego, podemos definir ¢ : (A®r B) x C' — A®r (B®g C) por ¢(t,c) = @(t). Notemos
que ¢ es un bihomomorfismo. En efecto,

Pt +1',c) = Gt +1) = e(t) + Pe(t')
= p(t, c) + ot c),

y haciendo las cuentas en tensores simples tenemos que

pla®@b,c+)=gla®b) = peyw(a,b)
=a® (®(c+())
=a®(bRc+bx )
a@b®c)+a® (b®)
= @c(a,b) + pe(a, b)
= @e(a®b) + Pe(a®b)
=p(a®b,c) +pla®b,d),

y por lo tanto vale p(t,c + ) = ¢(t,c) + ¢(t,) para todo t € A ®p B. Similarmente
tenemos, para todo s € S,

p((a@b)s,c) = pla® (bs),c) = @e(a @ (bs))
=02 (o0 =0 0o ()
= @sc(a®b) = ¢(a sc),
de donde sigue que ¢(ts,c) = ¢(t, sc) para todo t € A ®g B. Luego existe un dnico
morfismo de grupos abelianos ¢ : (A®g B) ®s C — A®g (B ®s C) tal que ¢((a ®b) ®
c) = a® (b® c). Andlogamente, existe ¢ : A ®p (B ®s () — (A®r B) ®s C tal que

P(a® (b®c)) = (a®b)®c Luego ¢ =1~ (;por qué?).
Queda como ejercicio la naturalidad y el caso de bimoddulos. O

13.8. Adjuncién ®-Hom
13.8.1. Funtores adjuntos

Un concepto muy importante en teoria de categorias es el de adjuncién. Dados dos
funtores F': € - 2y G : Y — € una adjuncion entre F'y G es una transformacion
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natural 7 : idy = G o F tal que para cada morfismo f : X — G(Y) existe un tnico
morfismo g : F(X) — Y tal que el siguiente diagrama conmuta

También se dice que F' y G son funtores adjuntos y que F'es adjunto a izquierda y G
es adjunto a derecha.

Ejemplo 13.29. La definicién anterior puede parecer un poco abstracta al principio,
pero hay numerosos ejemplos de funtores adjuntos y tienen importantes propiedades. Un
ejemplo sencillo pero importante es el de la adjuncion entre el funtor libre free : Set — Ab
y el funtor olvido fgt : Ab — Set. Observar que por definicién dado un conjunto X y
grupo abeliano A, para cada funcién f : X — A, o mejor dicho f : X — fgt A existe
un tnico morfismo de grupos g : free X — A del grupo abeliano libre en X en A que
extiende a f. Mds precisamente, si nx : X — fgt(free X) es la inclusion, entonces conmuta
el diagrama

X B fot(free X)

T e

fgt A

Definicién alternativa de adjuncion. Por definiciéon, una n es una adjuncién entre
F y G determina una biyeccién entre Hom(F(X),Y) y Hom(X, G(Y)) que es natural en
X e Y. De aqui viene la terminologia “adjunto a izquierda” para F'y “adjunto a derecha”
para G. Reciprocamente, una biyeccién natural entre Hom(X,G(Y)) y Hom(F(X),Y)
determina una adjuncién entre F''y G. En efecto, nx : X — G(F(X)) es elemento en
Hom(X,G(F(X))) que se corresponde con el morfismo identidad en Hom(F'(X), F(X))
via la biyeccién dada. Chequear como ejercicio que 1 es una transformacién natural.

Counidad de adjuncién. FEn una adjuncién 7 entre 'y G, la transformacién natural
7 :idy = GoF es a veces llamada (por motivos que explicaremos en breve) la unidad de
adjuncion. Asociada a una adjuncion también tenemos una counidad de adjuncion que es
una transformacion natural € : F'o G — idy que tiene la siguiente propiedad: para cada
morfismo ¢ : F(X) — Y existe un tnico morfismo f : X — G(Y) tal que el siguiente
diagrama conmuta.

F(GY)) ==Y

/l\
P /

En otras palabras, € induce la inversa del isomorfismo Hom (X, G(Y)) — Hom(F(X),Y).
Una propiedad muy importante de las adjunciones y que usaremos mas adelante:

Proposicion 13.30. Todo funtor adjunto a izquierda manda coproductos en coproductos.
Todo funtor adjunto a derecha manda productos en productos.
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Demostracion. Dejamos la prueba como ejercicio, pero precisamos un poco mas el enun-
ciado. Consideremos por simplicidad el caso de productos binarios, pero la misma prueba

F
deberia valer para productos arbitrarios. Sea ¥ —— & una adjunciéon. Habria que
<—
G

probar que si (A x B,mq: AXx B— A,mg: AX B — B) es un producto en 2, entonces
(G(Ax B),G(ma), G(?TB)) es un producto en Z. O sea, para cada X € obj% y cada par
de morfismos f: X — A, g : X — B, existe un unico morfismo h : X — F(A x B) tal
que el siguiente diagrama conmuta.

X

R

<—GA><B
G(ma)

Usando la unidad de adjuncién nx : X — G(F(X)) podemos construir dos morfismos
f:F(X)— Ay g: F(X)— B como sigue:

X o » G(F(X)) X b » G(F(X))
G(A) G(B)

Usando que A x B es un producto en 2 construimos el (iinico) morfismo f x § : F(X) —
A x B tal que conmuta el diagrama

F(X)
f ifxf? g
+

X

G(F(X))

G(fx3)

Para probar la afirmacién acerca de los coproductos se puede utilizar un argumento
similar (usando la counidad de adjuncién) o razonar por dualidad. O

Finalmente dejamos como ejercicio el siguiente resultado.

Proposicién 13.31. Dos funtores adjuntos a izquierda (resp. derecha) de un mismo
funtor son naturalmente isomorfos.
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13.9. El teorema de adjuncién ®-Hom

Volvamos nuevamente a la categoria de R-mddulos. Recordemos que si A es un R-
modulo a derecha y B es un R-moédulo a derecha, entonces tenemos asociados los siguien-
tes funtores covariantes (ver Proposicién 13.11 y Proposicién 13.15):

R-Mod — 292~ Ap 22 b Mod

Mod-R — 288 Ap B0 Mod-R

El siguiente resultado demuestra que efectivamente el funtor A ® — es un adjunto a
izquierda para Homyz(B, —) y — ® B es un adjunto a izquierda para Homgz(A, —).

Teorema 13.32. Sean A un R-mddulo a derecha, B un R-mddulo a izquierda y C un
grupo abeliano. Fxisten isomorfismos

© : Homz(A ®g B,C) — Hompg(A, Homy (B, C))

: Homy (A ®g B,C') — Hompg(B, Homgz (A, C))

los cuales son naturales en A, B,C. Mds ain, para cada ¢ € Homz(A ®@g B,C'), vale

(©(#)(@))(b) = p(a ®b) = (Z(¢)(b))(a)

para todos a € A, b€ B.

(11

Demostracion. Denotemos por Bihom(A x B, C) el conjunto de todos los bihomomorfis-
mos de A X B en C. Observar que Bihom(A x B, C) es un grupo abeliano (con la suma
punto a punto). La funcién que asigna a cada ¢ € Homz(A @ B, C) el bihomomorfismo
@ = p o7 es un isomorfismo de grupos de Homz(A®pg) en Bihom(A x B, C), por pro-
piedad universal del producto tensorial, en donde 7 : A x B —+ A ®g B esta dado por
7(a,b) =a®b.

Ax B

A®grB

Por otro lado, usando la Proposicién 13.4 la funcién que asigna a cada 8 € Bihom(A x
B,C) el morfismo de R-médulos a derecha 3 € Homg(A, Homgz(B,C)) definido por
p(a) = p(a,—) es también un isomorfismo de grupos. Luego, definiendo

Op) = ¢
tenemos un isomorfismo de grupos de Homz(A ®p B, C) en Hompg(A, Homz (B, C)) el
cual satisface

La definicién de = y la naturalidad quedan como ejercicio. O]
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Corolario 13.33. Si R es conmutativo y A es un R-mddulo, entonces A® — es natural-
mente isomorfo a — ® A.

Demostracion. Sigue de la Proposicion 13.31. n

Corolario 13.34. Ezisten isomorfismos

M ®r <€B B,) ~ P (M @, B;) (13.3)

el

i€l i€l

(@ Ai) ®pr N ~ @(Az ®r N) (13.4)

en donde M, A; son R-mddulos a derecha y N, B; son R-mddulos a izquierda. Los iso-
morfismos anteriores son naturales en M, A; y N, B;.

Demostracion. Sigue del Teorema 13.32 y de la Proposicion 13.30 que los funtores M ®r—
y — ®pgr N mandan coproductos en coproductos. Para la naturalidad, observar dichos
isomorfismos mandan m® (b;);c; en (m®b;);cr en el caso (13.3) y (a;)ic; @n en (a; @n)ier
en el caso (13.4). Completar los detalles como ejercicio. O

Corolario 13.35. Dados R-mddulos a izquierda (o derecha) M, N; (i € 1) existe un
isomorfismo de grupos abelianos

Homp (M, HA1> ~ HHOII]R(M, Az)

icl icl
el cual es natural en M y Nj;.

Demostracion. Por el Teorema 13.32 sabemos que

Homy, (M, 11 Ai) ~ [ [ Homz (M, A;).

i€l el

Notar que Homg (M, [];.; Ai) es un submédulo de Homyz (M, [[,.; A;) cuya imagen via la
proyeccién al factor Homg (M, A;) es exactamente Homp (M, A;). Completar los detalles
cOMo ejercicio. O

Proposicién 13.36. Dados R-mddulos a izquierda (o derecha) M; (i € 1), N, eziste un
1somorfismo de grupos abelianos

Homp (@ Mi,N) ~ | [ Homg(M;, N). (13.5)

el el

Demostracion. Ejercicio. Ayuda: verificar que el lado izquierdo en (13.5) tiene la propie-
dad universal del producto directo de los Homg(M;, N). O

Ejemplo 13.37. La Proposicién 13.36 no es cierta si cambiamos [ por @ en el lado
derecho de (13.5). Por ejemplo, probar que Homy (D2, Z,Z) ~ [[;2, Z no es libre, en
tanto que ;- , Homy(Z,Z) ~ @;°, Z st 1o es.
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14. Modbdulo dual

En este apartado estudiamos con un poco mas de detalle los morfismos de médulos
de un médulo dado en el anillo.

Definicién 14.1. Sean M un R-mdédulo a izquierda y N un R-mdédulo a derecha. Defi-
nimos

(i) el médulo dual de M como M* = Hompg(M, grR) y
(ii) el médulo dual de N como N* = Hompg(N, Rg)

Observar que de la Proposicién 13.15 sigue que M* es un R-moédulo a derecha y N* es
un R-modulo a izquierda con las multiplicaciones definidas para o € M*, r € R, m € M,

(ar)(m) = a(rm)

ypara B € N, re R,n€ N,
(r8)(n) = B(nr)

Mas aun, la Definicion 14.1 determina dos funtores

(—=)* : R-Mod — Mod-R

(—=)* : Mod-R — R-Mod
los cuales abusando de la notacién estamos denotando de la misma manera.

Observacion 14.2. (i) Si A - B — C — 0 es exacta entonces 0 — C* — B* — A*.
Esto sigue del hecho de que los funtores Homg(—, Rg) y Homg(—, gR) son exactos
a izquierda. Ver Ejercicio 14.3 mas abajo.

(ii) Por la Proposicién 13.36 tenemos que (€D, ; Ai)* ~ [L;c; A;- En particular,

(A1@--- @A) 2ATe---d A

Ejercicio 14.3. Un funtor covariante entre categorias abelianas (o entre categorias donde
tenga sentido hablar de sucesiones exactas) se dice ezacto a izquierda si manda sucesiones
exactas a izquierda en sucesiones exactas a izquierda. Recordar que una sucesién exacta
a izquierda es una sucesion exacta de la forma 0 -+ A — B — C. Luego si F es exacto a
izquierda tendremos que 0 — F(A) — F(B) — F(C) es exacta.

Un funtor contravariante se dice ezxacto a izquierda si manda sucesiones exactas a
derecha en sucesiones exactas a izquierda. Esto tiene sentido porque un funtor contra-
variante puede interpretarse como un funtor covariante en la categoria opuesta, y las
sucesiones exactas a derecha se convierten en sucesiones exactas a izquierda en la cate-
goria opuesta. Es decir si A - B — C' — 0 es exacta y F' es un funtor contravariante,
entonces 0 — F(C) — F(B) — F(A) es exacta.

Sean A, B dos R-mddulos (a izquierda o derecha). Probar que los funtores Hompg (A, —)
y Hompg(—, B) son exactos a izquierda.

El siguiente resultado sigue de la Observacién 14.2.
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Proposicion 14.4. Si F' es un R-mddulo libre con una base finita (e;);c;r entonces F* es
libre con base (e});cr, en donde e es el unico elemento de F* tal que e}(e;) = &;;.

Corolario 14.5. Si M es un modulo proyectivo finitamente generado entonces, M* tam-
bién lo es.

Demostracion. Ejercicio. O]

Observemos que al ser el funtor dual un funtor contravariante, si lo “aplicamos dos
veces” obtenemos un funtor covariante, llamado doble dual. Mas precisamente, tenemos
dos endofuntores

(=)™ : R-Mod — R-Mod

(=)™ : Mod-R — Mod-R.

Proposicién 14.6. Para cada R-mddulo M existe un morfismo canonico ey - M — M
el cual es natural en M y esta dado por

(en(m)) (@) = a(m)
para todos m € M, o € M*
El morfismo €;; suele llamarse morfismo evaluacién.

Demostracion. Verificar como ejercicio que ), es un morfismo de R-médulos. La natura-
lidad significa que para cada morfismo de R-mdédulos ¢ : M — M’ el siguiente diagrama
conmuta.

M —4— M

EJVIJ/ lg M/’

ok

M ¥ (M/)**
En efecto, para cada m € M y cada g € (M')** tenemos

(ear(p(m))) = B(p(m)).

como queriamos probar. O

Sabemos que si V' es un espacio vectorial de dimensién finita, entonces ey es un
isomorfismo, pero esto no vale en general. Mas aun, por la Proposicién 14.4 sabemos
que la evaluacién es un isomorfismo para cualquier modulo libre con una base finita. La
siguiente proposicion extiende este resultado a modulos proyectivos.

Proposiciéon 14.7. Si P es un modulo proyectivo finitamente generado entonces ep :
P — P** es un isomorfismo.

90



Demostracion. Si F es libre (finitamente generado), mencionamos més arriba que este
resultado se puede probar usando bases duales, por la Proposicién 14.4. En efecto, si
€1,...e, €s una base de Py ef*,... e * es la base dual de e, ..., e}, es facil ver que
ep(e;) = e, de donde sigue que ep es un isomorfismo.

Si P es proyectivo finitamente generado, entonces P es un sumando directo de un
modulo libre finitamente generado F'. Es decir, existen un epimorfismo 7 : F' — P
y un monomorfismo ¢ : P — F tales que m o+ = idp. Por funtorialidad sigue que
7% 0 1™ = idp+«. Esto implica que 7** es un epimorfismo e t** es un monomorfismo. Por

naturalidad, sabemos que el siguiente diagrama conmuta.

F 7 o p*

Como epom = m** ocp y sabemos que 7** es epimorfismo y € es isomorfismo concluimos
que £p es epimorfismo. Analogamente, 1" o ep = e 0 ¢, y como ¢** es monomorfismo
concluimos que £p también es un monomorfismo. Luego £p es un isomorfismo. ]

El siguiente resultado es muy 1til y nos da una interpretacién muy elegante del grupo
de morfismos de dos médulos usando producto tensorial y médulo dual.

Proposicién 14.8. Sean A, B dos R-mddulos a izquierda. Entonces existe un morfismo
de grupos abelianos
C AT QR B — HOH]R(A,B)

el cual es natural en A, B y satisface ((a ® b)(a) = a(a)b. Si ademds A es proyectivo
finitamente generado, entonces ¢ es un isomorfismo.

Demostracion. Consideremos la aplicacion f : A* x B — Hompg(AmB) definida por
B(a,b) = a(a)b. Verificar como ejercicio que 8 es un bihomomorfismo. En particular,
notar que hay que chequear que f(a,b) € Hompg(A, B). Luego por propiedad universal
del producto tensorial, existe un tinico morfismo de grupos ¢ : A* ®p B — Hompg(A, B)
tal que ((a ® b) = a(a)b.

A* x B

A*@p B

Verificar la naturalidad como ejercicio.

Para la segunda parte supongamos primero que A es libre con una base finita (e;);c;.
Entonces A* es libre con base (€});cs, por Proposicién 14.4. Y por ende, usando la Pro-
posicién 13.22, cada elemento en A* ® B se escribe de manera tinica como

el
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Luego,

iel iel
Sigue que Q(Ziel er ®b,~) : A — B es el tnico morfismo que manda e; en b;. Por
propiedad universal de los médulos libres, ( es biyectiva.

Supongamos ahora que A es proyectivo finitamente generado. Razonando como en la
prueba de la Proposicién 14.8, sean F' un moédulo libre finitamente generado, 7 : I — A
un epimorfismo y ¢ : A — F un monomorfismo tales que 7 ot = id4. Para simplificar la
notacién denotamos ¢/ = i* ® idg, " = Homg(¢, B) y 7' = 7* ® idg, 7" = Homg(7, B).
Observemos que por funtorialidad, la condicién 7 o ¢+ = idp implica ¢* o 7* = idp+ y por
ende (o’ = idp+g,p y " o ™ = idHomy(F,B)- En particular, /,:" son monomorfismos y
7/, 7" son epimorfismos (notar que los funtores son contravariantes). Por naturalidad, el
siguiente diagrama conmuta.

A* @ B — s Hompg(A, B)

F*@r B —— Homp(F, B)

En donde (4, (r estan definidas como en el enunciado de la proposicion. De aqui sigue
que " o = (4 0. Como nr es un isomorfismo, concluimos que 4 es un epimorfismo.
Similarmente, usando que el siguiente diagrama conmuta

A*®p B — 5 Hompg(A, B)

F*®p B —* Hompg(F, B)

concluimos que 7 on4 = nron’, de donde sigue que (4 es un monomorfismo. Esto prueba
que (4 es un isomorfismo. O

Corolario 14.9. Si A es un R-mddulo proyectivo finitamente generado y B es un R-
modulo a izquierda entonces existe un isomorfismo

A®pr B~ Hompg(A*, B)
el cual es natural en A, B
Demostracion. Ejercicio O]

Corolario 14.10. Si R es conmutativo y A, B son dos R-maodulos proyectivos finitamente
generados entonces existe un isomorfismo

el cual es natural en A, B
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