Facultad de Ciencias Exactas, Ingenieria y Agrimensura
Escuela de Ciencias Exactas y Naturales
Departamento de Matemética

Licenciatura en Matemaética

Estructuras Algebraicas II (2019)

Guia 2: Producto y suma directa, médulos libres
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. Sea A; un submédulo de M; para cada i € I. Probar que []

. Probar que el producto directo de una familia de médulos y sus proyecciones estan caracterizados,

salvo isomorfismo, por su propiedad universal.

A; es un submdédulo de ]

el zEI

que (Hiel MZ) / (Hiel Ai) >~ [Lies Mi/A;

. Probar que si I = (J;c; I; es una particién de I, entonces [[,.; A ~ [[;c; (Hielj Ai> para cada

familia de R-médulos {A; }ier.

Probar que la suma directa de una familia de moédulos y sus inclusiones estan caracterizados, salvo
isomorfismo, por su propiedad universal.

Sea A; es un submddulo de M; para cada i € I. Probar que @,_; A; es un submédulo de €

y que (691'6[ M,) / (691'61 Ai) ~ D, Mi/Ai.

el ZEI

. Probar que si A; ~ B; para todo i € I entonces @,.; A; ~ P,., B

. Mostrar con un ejemplo que A @ B ~ A’ @ B’ no implica B ~ B’ incluso cuando A ~ A'.

Probar que si I = |J;c; I; es una particién de I, entonces P,.; Ai ~ D, (@iefj Ai) para cada
familia de R-médulos {A;}

iel”
Sean 4 : A — By o : B — A homomorfismos de médulos tales que ¢ o = id4. Probar que
B ~imu & kero.

Sea I un conjunto totalmente ordenadd] Probar que un médulo M es la suma directa interna de
una familia de submddulos {A;}icr siy sélosi M =3,y A; N (qu ) = () para todo j € J.

Probar que la suma ), ; A; es directa si y sélo si toda subsuma finita ), ; A; es directa.

Sean A, B,C submoddulos de algin R-moédulo. Probar que si A € C' 'y AN B = 0 entonces
(A B)NC=A® (B ().

Sean A, B, C' submédulos de algin R-médulo. Probar que si ANB =0y (A+B)NC = 0, entonces
BNC =0y AN (B+ C) = 0. En otras palabras, si la suma (A + B) + C es directa, también lo
es A+ (B+C).

'Es decir, I estd dotado de una relacién binaria < refleziva (i < i), transitiva (i < jy j < k implica i < k) y
antisimétrica (1 < jy j < ¢ implica ¢ = j) tal que para todos i,j € I se tiene ¢ < j o bien j < i. A veces se escribe i < j
para decir que i < j e i # j.
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Dar un ejemplo de un submodulo que no sea un sumando directo.

Probar que un submédulo A de M es un sumando directo si y sélo si existe un endomorfismo 7
de M tal que imn = Ay n? =1.

Probar que Q, pensado como Z-mdédulo, no admite una base pero todos los subconjuntos lineal-
mente independientes maximales tienen la misma cardinalidad.

Probar que todo R-mdédulo M tiene un subconjunto linealmente independiente maximal y que
todo subconjunto linealmente independiente genera un submaédulo S tal que SN A # 0 para todo
submodulo A de M.

Probar que una suma directa de R-médulos libres es libre.

Sea R = Endg(V) el anillo de endomorfismos de V', en donde V' es un espacio vectorial sobre

un cuerpo K que admite una base numerable eg, e, es,...,€,,... Sean «, 8 las transformaciones
lineales de V' tales que
€n/2, Sl n es par 0 si n es par
alen) = . : Blen) = . )
0, si n es impar, €(n—1)/2 Sl M es impar.

a) Probar que {1} y {«, 8} son bases de gR.

b) Mas generalmente, probar que rR tiene una base con m elementos para todo m > 0.

Sea M un moédulo sobre un anillo de divisiéon. Probar que si Y € M genera M y X C Y es
linealmente independiente, entonces M tiene una base B tal que X C B C Y.

Sea S un subespacio de un espacio vectorial V' sobre un anillo de divisién. Probar que si dim V' es
finita y dim V' = dim S entonces S = V.

Sean V., W dos espacios vectoriales sobre el mismo anillo de division. Probar que si T : V — W es
una transformacién lineal, entonces dimim 7T + dimker 7" = dim V.

Sean D C E C F anillos de divisién, cada uno subanillo del siguiente. Probar que
[F': D|=[F: E]E: D).

(Aqui, por ejemplo, [E : D] denota la dimensién de E como espacio vectorial sobre D.)

En los siguientes ejercicios R es un anillo con identidad.

24.

25.
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Probar que R es un anillo de divisién si y s6lo si los tnicos ideales a izquierda de R son 0 y R.

Probar que si R tiene un ideal bilatero que es también un ideal maximal a izquierda, entonces
todas las bases de un R-mdédulo libre tienen la misma cardinalidad.

Probar que R es un anillo de division si y solo si todo R-modulo es libre.



