1. El grupo simétrico, el grupo alternante y grupos
simples

En lo que sigue nos proponemos estudiar algunas propiedades de los grupos simétri-
cos. Por simplicidad trataremos de trabajar siempre con la siguiente presentacion: el grupo
simétrico en n elementos es

Sp=4o:{1,2,...,n} = {1,2,...,n} : 0 es biyectiva},

en donde se entiende que la operacién de grupo es la composicién de funciones. La notacion
que usamos en clase para las permutaciones identifica un elemento o € S, con la n-upla
(0(1),0(2),...,0(n)). Asi, por ejemplo si o,n € Sy estan dadas por o = (1,2,4,3) y n =
(2,4,1,3) se tiene que

on=(1,2,4,3)(2,4,1,3) = (2,3,1,4).

Las permutaciones mas sencillas son las llamadas trasposiciones y son precisamente las
permutaciones que intercambian dos elementos dejando los demas fijos. La notacion que
usamos para la trasposicién que intercambia i con j es 7; ;. Hacemos dos observaciones con
respecto a esta notacién. En primer lugar, esta implicito que ¢ # j, ya que el elemento 7, ;
corresponderia a la permutacién identidad e = (1,2, ...,n), la cual no es una trasposicién (no
intercambia nada de lugar). En segundo lugar, mencionemos que hay una cierta ambigiiedad
en la notacién, pues 7;; tiene sentido en cualquier S, tal que 7,5 < n. De todas formas
preferimos dejarlo asi en lugar de recargar la notacion y tratar de usar el contexto para
decidir qué es lo que tiene sentido.

Un primer resultado interesante dice que las trasposiciones son los elementos bésicos con
los cual se construyen todas las permutaciones.

Proposicion 1. Toda permutacion es producto de trasposiciones. Es decir, para cada o € S,
existen trasposiciones Ty, To, ..., T € S, tales que 0 = 147y - - - T}.

La demostracién de este resultado deberia ser evidente: siempre se pueden reordenar los
ndmeros 1,2,...,n en o(1),0(2),...,0(n) intercambidndolos de a pares. Observemos sin
embargo que no hay una tnica manera de hacerlo. Por ejemplo, si ¢ # j,

€ = TiiTi5 = TigTijTiiTig = Ti,jTi,jTi,iTi,jT4,576,5 =
(Por cierto, la inversa de una trasposicién es ella misma.)
Ejercicio 1. Expresar como producto de trasposiciones las siguientes permutaciones.
1. (2,3,4,1),(3,1,4,2) € S,.
2. (5,3,4,2,1) € Ss.

Si bien la manera de descomponer una permutacion en trasposiciones no es unica, se
tiene un resultado muy importante que dice que, fija una permutacién o, la cantidad de
trasposiciones usadas en cualquier descomposicion de ¢ tiene siempre la misma paridad.



Teorema 2. Sean o € S, una permutacion cualquiera y Ty, To, ..., Tk, b1, fh2, - -5 fe € Sp
trasposiciones tales que ¢ = T\To - T = [ifo - . Entonces ¢ — k es un numero par.
Como consecuencia, tiene sentido definir el signo de la permutacién o como sgo = (—1)F €

{~1,1}.

Ejercicio 2. Demostrar el teorema anterior usando el siguiente argumento. Consideremos
la funcién F' : S,, — {—1,1} dada por

i<j

1. Probar que F es un morfismo de grupos. Es decir, para todas o,n € S, se tiene
F(on) = F(0)F(n) (esta es la parte méas complicada).

2. Probar que si 7 es una trasposicién entonces F'(o) = —1.
3. Usar los apartados anteriores para dar una demostracion del teorema.
Corolario 3. Para toda o € S, se tiene que
j—1
Sgo = H N
S0 —0

Siguiendo este enfoque se suele distinguir entre las permutaciones pares y las permuta-
ciones impares, segin tengan signo 1 o —1 respectivamente. Mas atin, el conjunto de todas
las permutaciones pares de S,, forma un subgrupo llamado el grupo alternante

A, ={o€S,:sgo =1}

Ejercicio 3. Ya vimos en un ejercicio anterior que sg : S, — {£1} es un morfismo de
grupos. Mostar que kersg = A,, y por lo tanto A,, es un subgrupo normal de S,,. (Comparar
con el hecho de que todo subgrupo de indice 2 es normal.)

Los grupos alternantes son muy importantes porque forman una de las tres familias
infinitas de grupos finitos simples.

Definicién 1. Un grupo G se dice simple si no posee subgrupos normales propios. Es decir,
si H <G entonces H = {e} o H =G.

Ejercicio 4. 1. S, essimplesiysélosin=10n=2.
2. Z, es simple si y sélo si n es primo.
3. A4 no es simple.

4. As es simple.



Los grupos simples tienen la propiedad destacadas de no poseer cocientes (no triviales),
es decir no se pueden formar nuevos grupos (mas pequenos) a partir de ellos. Mencionamos
el siguiente resultado sin incluir su demostracién (la cual no es dificil, pero es un poco larga
y requiere muchas cuentas).

Teorema 4. A, es simple para todo n > 5.

Comentario. Ademds de los grupos alternantes A,, con n > 5, y de los grupos ciclicos Z,
con p primo, la otra familia infinita de grupos finitos simples son los llamados grupos de tipo
Lie, que pueden visualizarse como ciertos grupos de matrices donde los coeficientes se toman
en cuerpos finitos. La clasificacion de los grupos finitos simples es uno de los problemas mas
dificiles de la matemédtica moderna y fue resuelto hace no muchos anos. Ademas de estas
tres familias, existen otros 26 grupos finitos simples llamados esporddicos, los cuales son
extremadamente dificiles de describir. El problema con estos grupos no es tanto su tamano
(son grandes, si) sino que son muy dificiles de representar. Por ejemplo, el mas grande de
los grupos esporadicos es el llamado monster group M (todos tienen nombres graciosos), el
cual tiene orden menor que el grupo alternante Ao de orden

|A100| = %0' >4 X 10157.
Pero A, tiene la ventaja de que puede visualizarse dentro del grupo de simetrias de un
conjunto de 100 elementos, que es ntimero muy chico comparado con 10'". Sin embargo,
el objeto mas chico del cual M es un grupo de simetrias tiene aproximadamente 200,000
dimensiones. Es por eso que los grupos esporadicos son tan complicados, y en realidad,
primero los se los imaginaron y luego probaron su existencia.

1.1. Ciclos

Otro tipo muy sencillo de permutaciones son las que ciclan entre ciertos elementos de la
siguiente forma. Se eligen k elementos (de entre n dados) y se les asigna un orden (total),
un k-ciclo asigna al primer elemento el iltimo lugar y a los demés los pasa un lugar para
adelante. Luego de aplicar k-veces el mismo k-ciclo se llega a la configuracién inicial. Por
ejemplo, toda trasposicion es un 2-ciclo. Otro ejemplo seria el shift

o=(2,3,...,n,1) €S,

que es un n-ciclo. Mas precisamente, decimos que o € S, es un k-ciclo (o simplemente un
ciclo) si existen iy, ...,4; € {1,2,...,n} todos distintos tales que

0'(@):@7 Z%{@l,,lk}

O'(Z'j):’l’jfl, ]G{2,,k}

Usaremos la notacién Cj,  ;, para denotar el ciclo recién definido.
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Ejercicio 5. 1. Probar que Cj, i, = Ciy i ir-

2. Escribir C;, _;, como producto de trasposiciones.

77;]6

3. Probar que C;,, ;, conmuta con Cj, ;, siy sélosi {i1,..., i} N{j1,...,J} = @. Dos
ciclos de esta forma se llaman disjuntos. Concluir que si o,n son dos ciclos disjuntos
en S, entonces |on| = mem(|a|, |n]).

4. Probar que si o € Sy no tiene puntos fijos (i.e., o(i) # i para todo i) entonces o es un
4-ciclo o el producto de dos trasposiciones disjuntas. Concluir que |o| < 4 para toda
o c 54.

5. (Cudl es el maximo orden posible de un elemento en S, Sg, S77

2. Producto semidirecto

A continuacién presentamos un método un poco maés sofisticado para construir nuevos
grupos a partir de grupos conocidos. Recordemos las construcciones que vimos hasta ahora.

Grupo cociente Si G es un grupo y H < G entonces G/H es un grupo tal que G — G/H
es un epimorfismo de grupos. En algin sentido G/H es un grupo “més chico” que G,
pero no necesariamente se lo puede visualizar dentro de G' (como subgrupo).

Producto directo Si G y H son dos grupos, entonces G x H es un grupo definiendo las
operaciones coordenada a coordenada: para todos ¢1,gs € G, hy,hy € H,

(91, hl)(927h2) = (91927h1h2)-

Observar que los subgrupos G' x {eg}, {ec} x H de G x H son normales e isomorfos a
G y H respectivamente. Es decir, el producto directo G x H es un grupo mas grande
que G y H que los contiene como subgrupos. Si bien los productos directos son muy
importantes para tratar de entender la estructura general de los grupos, como cons-
truccion algebraica no son muy interesantes porque la estructura de grupo de G x H
estd completamente determinada por las estructuras de grupos de G y H (es decir, no
aparece informacién nueva). Esto tiene que ver con la forma en la que G y H estén
incluidos en G x H. Es decir,

Gx H 7 GxH

o = H H_G

El siguiente resultado nos da un criterio para decidir cuando un grupo es el producto
directo de dos subgrupos.

Proposicion 5. Sean K un grupo y G, H dos subgrupos de K tales que
1. G K, H<AK,



2. K =GH,
3. GNH = {e}.
Entonces K es isomorfo a G X K.

Ejercicio 6. 1. Demostrar la Proposicion anterior usando el siguiente argumento. Recor-
demos que GH es el subgrupo de K generado por GU H, es decir, sus elementos son de
la forma kqks - - - k,,, donde los k; son elegidos en G o en H. Usando las condiciones de
normalidad, verificar que si g € G y h € H entonces gh = hg. Luego, como K = GH
cualquier elemento k € K se puede escribir de forma tnica como k = gh con g € G,
h € H (ipor qué?). Finalmente concluir que la asignacién k — (g, h) es un isomorfismo
de grupos de K en G x H.

2. Demostrar la siguiente generalizacién de la proposicién anterior. Sean G un grupo y
G4, ...,G} subgrupos de G tales que

a) G; <G para todo 1,
b) G:G1G2"'Gk7
¢) Gin(Gr- Gio1Gipr - Gy) = {e}

Entonces G ~ G X G5 X - - - X Gy, (con el producto definido coordenada a coordenada).

3. Cuando G y H son grupos abelianos y los presentamos con la notaciéon aditiva, el
producto directo se llama suma directa y se denota G & H. Probar que si m y n son
coprimos, entonces Z,,,, =~ Ly, B Ly,.

Estudiemos la siguiente generalizacion del producto directo. Supongamos que K es un
grupo y que G, K son dos subgrupos tales que G < K, K = GH y GN H = {e}. O sea,
son casi las mismas hipdtesis que en la Proposicién 5 salvo que en este caso requerimos
que solamente uno de los subgrupos sea normal. Observemos que, a diferencia del caso del
producto directo, ahora no podemos asegurar que gh = hg para todos g € G, h € H, pero
si podemos escribir hg = hgh~'h y como G es normal hgh™! € G. Luego para cada g € G,
h € H existe ¢ € G tal que hg = ¢’h. Usando que K = GH tenemos que todo elemento
k € K se escribe como k = gh y estd expresién es unica pues G N H = {e}. En efecto, si
gh = ¢'h', sigue que g7'¢’ = W'h™! € G N H, de donde se tiene que g = ¢’ y h = h’. Luego
hay una biyeccion entre K y G x H. Notar que esta correspondencia no es un isomorfismo
de grupos si H no es normal. Analicemos un poco mas céomo es el producto en G. Llamemos
on : G — G ala conjugacién en G por el elemento h € H, es decir, ¢,(g) = hgh™" que es la
funcién que usamos antes para escribir

hg = on(g)h.

Si ahora queremos calcular el producto entre ki, ko € K, podemos escribir ki = g1hy, ko =
gohs, con g1,90 € G, hy, hy € H y tenemos que

kiky = gi1h1g2he = g19m, (g2)h1ho.

5



Es decir, la componente segiin G de kiky es g1op,(g2) v la componente segiin H es hyhs.

Todavia podemos decir un poco més. Observemos que para cada h € H, ¢, es un auto-
morfismo de G, es decir ¢, : G — G es un isomorfismo de grupos. Més atn, la asignacion
¢ : H — Aut(G) es un morfismo de grupos, o sea, @p,n, = ©n, ©Pn,. En este caso se dice que
K es el producto semidirecto de G con H y se lo suele denotar por G x H. Otras notaciones
frecuentes son G x, H y G x, H. Regla mnemotécnica: el simbolo x en G x H nos indica
que G es normal en K (o sea, G < K). También seria valida la construccuén H x G (;qué
automorfismos se usarfan en este caso?).

Antes de seguir, precisemos un poco las definiciones anteriores.

Ejercicio 7. Continuamos con las hipdtesis anteriores.

1. Probar que
Aut(G) ={f: G — G : f es isomorfismo de grupos}

es un grupo con la composicion.

2. Probar que para todo h € H, @5, € Aut(G) y que ¢ : H — Aut(G) es un morfismo de
grupos

3. Probar que si go € G entonces g — goggy " es un automorfismo de G. Estos auto-

morfismos se llaman automorfismos interiores. Notar que ¢, definido como antes no
necesariamente es un automorfismo interior, porque en principio estamos conjugando
por el elemento h € H que no estd en G.

4. Calcular Aut(G) para G= Z, ZQ, Zg, Z4, Z5, ZG.

A continuacién damos la construccion reciproca, a veces llamada producto semidirecto
externo.

Proposicién 6. Sean G, H dos grupos y ¢ : H — Aut(G) un morfismo de grupos. Definimos
en el producto cartesiano de G con H la operacion

(91, P1)(g2, ha) = (910m,(g2), haha).

Probar que esta operacion define una estructura de grupo en G x H. Al grupo obtenido lo
llamamos el p-producto semidirecto de G por H y lo denotamos por G X, H.

Ejercicio 8. 1. Demostrar la proposicién anterior. Para probar la asociatividad (antes
la teniamos gratis) tendremos que usar que ¢ es un morfismo. ;Quién es el elemento
neutro en G' X, H? ;Quién es el inverso de (g, h)?

2. Probar que si ¢ : H — Aut(G) es el morfismo trivial ¢, = Idg para todo h € H,
entonces G X, H = G x H, es decir, la estructura de producto semidirecto coincide
con la estructura de producto directo.



Ejercicio 9. 1. Probar que el grupo afin de la recta
ATR)={f:R—R| f(z)=azx+b, a,b e R, a+#0}

es el producto semidirecto de las traslaciones f,(x) = x+0by las dilataciones f,(x) = ax,
a # 0. ;Cuél de estos dos es el subgrupo normal?

2. Generalizar para el grupo afin del plano Aff(R?).

Ejercicio 10. Encontrar todo los grupos de orden 6, salvo isomorfismo, usando el siguiente
argumento. Sea K un grupo con 6 elementos.

1. Probar que K tiene un elemento g de orden 3 y un elemento h de orden 2. Llamemos

2. Probar que G < K.

3. Por un ejercicio anterior, Aut(G) ~ Z,, luego hay sélo dos posibilidades para un
morfismo de gruos ¢ : Zs — Aut(Zs): ¢ = Id o ¢ es la inversién. Concluir que en el
primer caso tenemos que G =~ Zs & Zy =~ Zg y en el segundo G ~ S;.

Ejercicio 11. Encontrar todos los grupos de orden 14 y 15 salvo isomorfismo.



