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Monadas

A monad is just a monoid in the category of endofuntors.

Saunders Mac Lane
Categories for the working mathematician

|dea/Ejemplo
Dada una adjuncién
F
¢ ? 9

iqué propiedades tiene el endofuntor

T=GoF:%9 —= %7



Tenemos asociadas dos transformaciones naturales:
» 1 :idy — T (unidad de adjuncidn)
» 111 T? = T que se define como sigue:
> e FoG —idy
> crx) F(G(F(X))) — F(X)
> px = G(erx)) : G(F(G(F(X)))) — G(F(X))
\—,)_/ ——

T2(X T(X)

Ejercicio
4 es una transformacién natural.

Estas dos transformaciones naturales se caracterizan por las
siguientes propiedades



Asociatividad
El siguiente diagrama conmuta

3 _Tn, 12 En donde
. l y > (Tux = T(ux) - TA(X) = T2(X)
> (u1)x = pr(x) : T (X) = T3(X)

T2 AT

Neutro
El siguiente diagrama conmuta

) En donde
Ty T Tx= T T - T
m - A > (n7)x = n7(x) - T(X) = TA(X)

Ejercicio

T

Tu, pr, Tn, son transformaciones naturales. jSe puede
Mo oy Imr L
generalizar?



Demostracion.
Veamos la demostracién de la asociatividad y dejemos la otra como
ejercicio. Debemos ver que para cada X, conmuta el diagrama

(X)) 9 T(T(x))

HT(X)J lux

T(T(X)) ——— T(X)

A
P
\'

?
fix © pr(x) = px © T(px)

O sea, hay que ver que

G(er(x)) 0 G(er(6(F(x)))) = G(er(x)) © G(F(G(eF(x))))




Demostracién (cont.)
Para ver esto se usa que € : F o G — idy es una transformacién
natural: el diagrama

F(G(F(G(F(X))))) — <0, F(G(F(X)))

F(G(EF(X)){ j‘EF(X)

F(G(F(X))) 0 F(X)

y luego aplicamos el funtor G.



Definicidn
Una mdnada sobre una categoria % consiste de un endofuntor
T : 6 — % y dos transformaciones naturales

» n:idg — T (unidad)
» p: T2 — T (multiplicacién)
tales que
popur=poTp, ponr =idr =poTn

O sea, los siguientes diagramas son conmutativos.

T3 Ty T2

T2 T
ol N
T

T2 AT




Ejemplo: power set
Consideremos el funtor
» T :Set — Set

> T(X) = P(X)
> T(X LN Y)=P(X) P P(Y) (aplicar f a cada
subconjunto).

Entonces T es una ménada con unidad
na:A— T(A), a— {a}
y multiplicacién
pa(P(P(A) = P(A), X =[x

Por ejemplo, si A= {a, b,c}, X = {{a},{b},{a, b}}, entonces
MA(X) = {a, b}



Ejemplo (cont.)

> T(??A) {a,bc,...} = {{a}, {b},{c},.. .}
> pr(a):fa b,c,...} = {{a,b,c,...}}
’MAOT(UA) {a,b,c,...} —{a,b,c,...}
> paonNT(A {abC J=A{abc..}V



Ejemplo (cont.)
Verificar como ejercicio que conmuta el diagrama

T(T(T(A))) —“20 7(T(4))

HT(A)J JNA

T(T(A) —2— T(A)

Pregunta
i Proviene esta mdnada de una adjuncién?

Respuesta

Si, pensar como ejercicio cudl seria una adjuncién para esta
ménada.



Comentario
Toda ménada proviene de adjuncién. Mas alin dada una ménada

(T,n,m), T:¢—¢

Uno puede formar la categoria Adj(%’, T) de todas las adjunciones

F, G tales que
(T,n,u) =(GoF,n,GeF)

en donde 7 y € son la unidad y co-unidad de la adjuncién,
respectivamente. La categoria Adj(¢, T) tiene
P objeto inicial: categoria de Kleisli

» objeto terminal: categoria de Eilenberg-Moore



