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Mónadas

A monad is just a monoid in the category of endofuntors.

Saunders Mac Lane
Categories for the working mathematician

Idea/Ejemplo

Dada una adjunción

C D
F

G

¿qué propiedades tiene el endofuntor

T = G ◦ F : C → C ?



Tenemos asociadas dos transformaciones naturales:

I η : idC → T (unidad de adjunción)
I µ : T 2 → T que se define como sigue:

I ε : F ◦ G → idD
I εF (X ) : F (G (F (X )))→ F (X )
I µX := G (εF (X )) : G (F (G (F (X ))))︸ ︷︷ ︸

T 2(X )

→ G (F (X ))︸ ︷︷ ︸
T (X )

Ejercicio

µ es una transformación natural.

Estas dos transformaciones naturales se caracterizan por las
siguientes propiedades



Asociatividad
El siguiente diagrama conmuta

T 3 T 2

T 2 T

Tµ

µT µ

µ

En donde

I (Tµ)X = T (µX ) : T 3(X )→ T 2(X )

I (µT )X = µT (X ) : T 3(X )→ T 2(X )

Neutro
El siguiente diagrama conmuta

T T 2 T

T

ηT

idT

µ

Tη

idT

En donde

I (Tη)X = T (ηX ) : T (X )→ T 2(X )

I (ηT )X = ηT (X ) : T (X )→ T 2(X )

Ejercicio

Tµ, µT , Tη, ηT son transformaciones naturales. ¿Se puede
generalizar?



Demostración.
Veamos la demostración de la asociatividad y dejemos la otra como
ejercicio. Debemos ver que para cada X , conmuta el diagrama

T (T (T (X ))) T (T (X ))

T (T (X )) T (X )

T (µX )

µT (X ) µX

µX

µX ◦ µT (X )
?
= µX ◦ T (µX )

O sea, hay que ver que

G (εF (X )) ◦ G (εF (G(F (X )))) = G (εF (X )) ◦ G (F (G (εF (X ))))



Demostración (cont.)

Para ver esto se usa que ε : F ◦ G .−→ idD es una transformación
natural: el diagrama

F (G (F (G (F (X ))))) F (G (F (X )))

F (G (F (X ))) F (X )

εF (G(F (X )))

F (G(εF (X ))) εF (X )

εF (X )

y luego aplicamos el funtor G .



Definición
Una mónada sobre una categoŕıa C consiste de un endofuntor
T : C → C y dos transformaciones naturales

I η : idC → T (unidad)

I µ : T 2 → T (multiplicación)

tales que

µ ◦ µT = µ ◦ Tµ, µ ◦ ηT = idT = µ ◦ Tη

O sea, los siguientes diagramas son conmutativos.

T 3 T 2

T 2 T

Tµ

µT µ

µ

T T 2 T

T

ηT

idT

µ

Tη

idT



Ejemplo: power set

Consideremos el funtor

I T : Set→ Set

I T (X ) = P(X )

I T (X
f−→ Y ) = P(X )

P(f )−→ P(Y ) (aplicar f a cada
subconjunto).

Entonces T es una mónada con unidad

ηA : A→ T (A), a 7→ {a}

y multiplicación

µA(P(P(A)))→ P(A), X 7→
⋃
X

Por ejemplo, si A = {a, b, c}, X = {{a}, {b}, {a, b}}, entonces
µA(X ) = {a, b}.



Ejemplo (cont.)

T (A) T (T ((A))) T (A)

T (A)

ηT (A)

idT (A)

µA

T (ηA)

idT (A)

I T (ηA) : {a, b, c , . . .} 7→ {{a}, {b}, {c}, . . .}
I µT (A) : {a, b, c , . . .} 7→ {{a, b, c , . . .}}
I µA ◦ T (ηA) : {a, b, c , . . .} 7→ {a, b, c , . . .}
I µA ◦ ηT (A) : {a, b, c , . . .} 7→ {a, b, c , . . .} X



Ejemplo (cont.)

Verificar como ejercicio que conmuta el diagrama

T (T (T (A))) T (T (A))

T (T (A)) T (A)

T (µA)

µT (A) µA

µA

Pregunta

¿Proviene esta mónada de una adjunción?

Respuesta

Śı, pensar como ejercicio cuál seŕıa una adjunción para esta
mónada.



Comentario
Toda mónada proviene de adjunción. Más aún dada una mónada

(T , η, µ), T : C → C

Uno puede formar la categoŕıa Adj(C ,T ) de todas las adjunciones
F ,G tales que

(T , η, µ) = (G ◦ F , η,GεF )

en donde η y ε son la unidad y co-unidad de la adjunción,
respectivamente. La categoŕıa Adj(C ,T ) tiene

I objeto inicial: categoŕıa de Kleisli

I objeto terminal: categoŕıa de Eilenberg-Moore


