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Adjunciones

Repaso de la clase anterior

> free : Set — Mon, el funtor "libre” X =
> free(¥) = £* (monoide libre en ¥) o
> free(f: ¥y — o) =f*: 5F — ¥ f 3

(morfismo de monoides). IR,

» fgt : Mon — Set, el funtor “olvido”

» Propiedad universal (adjuncién):

Y« fgt(free(X))

\ - fgt(F)

fgt(M)




Definicién

F
Una adjuncién entre dos funtores 4 ——2 % es una

G
transformacién natural 7 : idgy — G o Fa tal que para todo
X € ob %, para todo Y € ob % y para todo f : X — G(Y) existe
un tnico morfismo f : F(X) — Y tal que el siguiente diagrama
conmuta

X = G(F(X))

Nomenclatura (la explicaremos mds adelante)

> F se dice que es un adjunto a izquierda de G.
> G se dice que es un adjunto a derecha de F.

» 1 es la unidad de adjuncién.



Observacién
En el ejemplo anterior, el funtor free : Set — Mon también lo
podemos realizar como

List : Set — Mon
En este caso, el morfismo
ny : ¥ — fgt(List(X))

estd definido por nx(s) = [s], para cada s € ¥. Siempre hay que
verificar que 7 es una transformacién natural: oseasi f: X7 — 2o
es una funcién, entonces el siguiente diagrama conmuta.

T <L fgt(List(Z1))

fl lfgt(List(f))

Yo <2 fgt(List(X2))



VSl € 21,

(fgt(List()) o iy)(s1) = fet(List(f))(iz(s1))
= fgt(List(f))([s1])
= List(f)([s1])
= [f(s1)]
= i2(f(s1))
= (iho F)(s1).

Luego
fgt(LISt(f)) oif =ikof.



Ejemplo
Consideremos el siguiente caso particular:
> Y — fgt(No),

f=1 (funcién constante)

» El morfismo de monoides asociado 7 : List(¥) — Ny es la
funcién longitud

f = len

¥ = fat(List(X))

x ﬁt(len)

fgt(No)



Co-unidad de adjuncién

» Unidad de una adjuncién

%é.@ ‘n:idcg;)GoF‘

X I » G(F(X))

\ N F(X) > Y
f 7 (G(F)

G(Y)

» Co-unidad de una adjuncién

F
C =9 c:FoG—idy

F(G(Y)) = y Y

IS
S~ g*: X = G(Y
F(g*) >~ Aarbitraria) J - ( )




. Cémo se construyen estas cosas?
» Debemos definir ey
» Verificar que es una transformacién natural
» Definir g*
» Probar la unicidad

Definicién de ey




e:FoG —>idy (naturalidad)
Hay que ver que para cada g : Y — Y/, conmuta el diagrama

F(G(Y)) —— Y

F(G(g))l lg
F(G(Y'

) s !

gOo¢&y Z €y’ O F(G(g))



e:FoG —idgy (cont.)

Primero notamos que en el siguiente diagrama conmuta

G(Y) G(g) G(Y’)
NG(Y) NGy’
ideer) G(F(G(Y))) SFLe@) G(F(G(Y")))
/ lidc(y/)/
G(ey) G(eyr)
G(Y) @ G(Y")

conmutan los tridngulos laterales, el rectangulo de atras y el
paralelogramo superior (pues 7 es una transformacién natural).
Con lo cual tenemos que,

G(eyr) o G(F(G(g))) ong(v) = G(g) = G(g) © G(ey) o ng(y)



e:FoG —idy (cont.)
Asi, obtenemos que tanto G(eys o F(G(g))) como G(goey)
hacen que conmute el diagrama

NG(Y)

G(F(G(Y))

G(Y)

y por propiedades de la adjuncién sigue que

‘5Y/OF(G(g)):gO5Y‘

como queriamos probar.



Existencia y unicidad de g*
Buscamos g* : X — G(Y) tal que conmuta el diagrama

F(G(Y)) i Y

Y /
F(g*) ™~ o

F(X)

Si existe tal g*, entonces usando la definicién de ey y que 7 es
transformacion natural, tenemos

g =idgyyog” X
= G(5Y)O776(Y) og” J’ﬂx
= G(ey)o G(F(g")) onx g"| G(F(X))
= G(evF(g")) onx. G(e)
= G(g) onx G(Y)

Lo cual muestra la existencia y la unicidad.



Ejercicio
Construir la unidad de adjuncién a partir de la co-unidad de
adjuncidn (esto ayudard a entender mejor lo que acabamos de
hacer).
Observacion/Ejercicio

F .
Una adjuncién € —— & determina un isomorfismo

G

(biyeccién) de Hom-sets
Homg(F(X), Y) ~ Homg(X, G(Y))

que es natural en X e Y. Esto explica la terminologia de adjunto a
izquierda para F y adjunto a derecha para G.

Notacién
A cada f : X — G(Y) le corresponde

X = G(Y) f:F(X)—>Yyacadag:F(X)—=Yle
F(X)—=Y corresponde g* : X — G(Y).



Ejemplo

Consideremos el G : 2 — 1. jTiene G un adjunto a izquierda?
> 1 e Dide
» F:1—5 9 < F(e)cob?
» F adjunto a izquierda de G:

. | G(F(s))
\ /(F(-)w)
G(Y)

> JIF(e) = Y
» F es un adjunto a izquierda de G <= F(e) es un objeto
inicial en la categoria ¥



Ejemplo

Consideremos el funtor diagonal diag : 4 — ¥ x ¥
diag(X) = (X, X)
diag(f) = (f,f)

i Tiene diag un adjunto a derecha? Deberia ser un funtor
G:% X% — % tal que

X il G(X, X) (X, X)

\ ,/’/:’ JH!?
7 G(f)

G(Y1, Y2) (Y1, Y2)

Si G(Y1, Y2) = Y1 X Y2 puedo definir

f=(mof,mof)
’I7X:idx><idx2X—>X><X



Ejemplo (cont.)
» Si ¢ tiene productos binarios, entonces el funtor producto

— 1 xXxEC — €

es un adjunto a izquierda para el funtor diagonal.
» Co-unit = 777

(Yl Y,) : diag(— X —(Yl, Yg)) — (Yl, Yg)
E(vy,yy) - (Y1 X Y2, Y1 X Y2) = (Y1, Y2)

Ejercicio: (v, y,) = (m1, m2)



Ejemplo: exponenciales

evalg

BA x A B BA
"l T
curry(g)xida . / jcurme)
CxA CxA

» Hay una biyeccién Hom(C x A, B) — Hom(C, BA)

g +— curry(g)

Ejercicio: esta funcién es 1-1 y sobre.

» Informal: esto nos da una adjuncién

Cc - BA
CxA—B



Ejemplo (cont.)
» Formal: fijando un conjunto A, el funtor
—xXA: €%
tiene adjunto a derecha
VA6 —%
» Co-unidad de adjuncién: eg = evalg

eg=evalg

BA X A B
I /
curry(g) xida >~ £
— CxA

*

g

» ;Unidad de adjuncién?



Ejercicio

Una categoria ¥ con productos binarios tiene exponenciales <—-
para cada A € ob¥% el funtor — x A: ¢ — % tiene un adjunto a
derecha.



Ejemplo
Consideremos las categorias (posets)
» Int = (Z,<)
» Real = (R, <)
y los funtores
» j:Int — Real
» [ ]: Real — Int (funcién techo)

x<y = [x] <[y]
x =y = [x] = [yl

= [i(m)] > m<[x] = i(m) <x

\ o » Esto mismo vale para
< < cualquier conexién de Galois

[x] (ejercicio).



