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M3as sobre transformaciones naturales

Repaso de la clase anterior

» Transformacién natural n: F — G

A (A) — G(A)
fl f)l lG
B F(B) —— G(B)

> 9% CCC (categorias pequeiias)
> ob 2% = {F : ¢ — 2} (funtores)
» mor 2% = {n: F — G} (transformaciones naturales)



Ejemplo
» Sea ¢ una categoria sin flechas (discreta). Es decir,
mor ¢ = {ida: A€ ob%}

» % es esencialmente un conjunto.

P> Si 2 es otra categoria discreta, entonces
2% ~ (ob )¢

pues al no haber flechas no triviales, cualquier funtor
F : % — 2 queda determinado por lo que vale en objetos:
F:ob% — ob 2.

» Como cualquier conjunto puede pensarse como una categoria
discreta, tenemos que la nocién de funtor generaliza a la
nocién de funcidn.



Ejemplo: categoria 1

> obl={e}, morl ={ide:e — e}
> Si € es una categoria pequefia: €1 = 777

> ¢y ¢ son objetos isomorfos en Cat, es decir, existe un par
de funtores

F:€— ¢! G:6' ¢
tales que

FoG =ids GoF =idg



Ejemplo (cont.)
» ob%! = {funtores a : 1 — %}
a:l1—-% < ae) @
» mor %! = {transformaciones naturales 1 : « — S}

n:a—F < m:a(e) = [B(e)

id(e) iidﬁ(') e €s cualquier morfismo



Ejemplo (cont.)

» Definimos F : € — €1
» Para Acob¥,

‘ F(A) =« donde afe) = A‘

» Paraf:A— Benmor¥%

‘F(f)zn:a—dﬁ, donden.:f:a(O)%B(O)‘

» Definimos G : ¢! — %

» Chequear F = G 1



Resumen

ob %! = {funtores @ : 1 — €} ~ ob ¥

mor ¢! = {transf. nat. n: @ — f} ~ mor %



Ejemplo: categoria 2

ide, ide,

(L G

o] > @

> G2 =1~ =177
> ob% 7 =mor¥

A—f B

» Hom™(f,f') =< (a,b): l lb conmuta
A —— B



Ejemplo (cont.)
> 0:2—-% <= a€Emor¥ < acob¥”

«

A
> B
P s
A

*
\a/
» Una transformacién natural i : a — o’ entre los funtores
a, o 12 —F
> o < aofff)=f:A—=B
> o = d(f)=f A =B
queda determinada por
> 1, fe) > (01) <= a: A A
> 7, afe) = a/(e) < b:B— B



Ejemplo (cont.)

P Los siguientes tres diagramas deben conmutar

ae1) — o/ (e1) A2, Qo
oz(id.l)l lo/(id.l) — idAl J/idA/
a(e1) —1s of(e1) A2, A
a(e2) — 2 o/(e2) B_b,pg
a(id.2)l lo/(id.Q) <~ idBl lide
a(er) —25 of(e)) Bt p
a(e1) —Ls o'(e1) A—2 5 A
w o bwe=d

Te
) —2 o/ (e2) B2, B



Ejemplo (cont.)

> Luego, n estd univocamente determinada por un par
(a, b) € Hom™ (f, f').
» Esto define un funtor F : €2 — €~

(Fla)=f| |[F(n)=(a,b)|

» Ejercicio: chequear que F es un isomorfismo en Cat
encontrando explicitamente una inversa.



Ejemplo: doble dual

>

» Construimos la base dual ef, ..., e;:| e/ (e) = 0

En &lgebra lineal se suele decir (coloquialmente) que dos
espacios vectoriales V' y W son “naturalmente isomorfos” si
uno puede probar que existe un isomorfismo (de espacios
vectoriales) ¢ : V — W que puede ser definido sin usar bases.

Por ejemplo, para espacios vectoriales reales de dimensién
finita uno tiene un isomorfismo entre V' y su dual

V*={f:V = R:f lineal}.

Dada una base eq1,...,e, de V.

n

e; — e’ induce un isomorfismo de espacios vectoriales (que no
es natural porque depende de la base que elijamos
inicialmente).



Ejemplo (cont.)

» Sin embargo, V es naturalmente isomorfo a V**.

» En efecto, podemos definir un isomorfismo ¢ : V. — V** como
e(v)=e,: V* =R

ev(a) = a(v)

» Usando categorias esto se interpreta diciendo que hay un
isomorfismo natural ¢ : idy, et —— dual odual

vV v Ve

I o

W W**

» 1y corresponde a la evaluacién € definida mas arriba, pero
ahora varian los espacios vectoriales V.



Observacién
V' nunca puede ser naturalmente isomorfo a V*:

» id : Vect — Vect covariante
» dual : Vect — Vect contravariante

Aunque parezca extrano, este hecho es una demostracién de que
cualquier isomorfismo que podamos definir entre V' y V* depende
de la eleccién de una base.



Adjunciones
Idea: una adjuncién relaciona dos funtores

%#@

que realizan trabajos “inversos” o “complementarios”.

Hay otras nociones similares que estudiamos anteriormente.

Categorias isomorfas

- é 2 FoG=idy (isomorfismo en Cat)
G GoF =idyg

Categorias equivalentes

F o
¢ *HT 7 :32 : ,C__;z g} isomorfismos naturales



Para tener en cuenta
> A diferencia de los conceptos anteriores, la nocién de
adjuncién es una relacién entre funtores, no entre categorias

» Es un concepto mas débil.

Antes de dar una definicién formal tratemos de entender qué es
una adjuncién dando un ejemplo.

Ejemplo

» Y un conjunto (alfabeto)
> 3 * monoide libre generado por

» producto = concatenacion
> neutro = " " (palabra vacia)

> T ~ List(X)

Este monoide tiene la siguiente propiedad universal:



Ejemplo (cont.)

: ¥ < ¥* (palabras de longitud 1).

» Para todo monoide M y para toda funcién f : ¥ — M, existe
un dnico morfismo de monoides f : ¥* — M tal que f = f o /.

Yo,y

N K///;’/ Flaras---an) = f(a1)f(a2) - f(an)

» ATENCION: este no es un diagrama en una categoria
» . f son flechas en Set
» f es una flecha en Mon
» ;Como podemos describir esta situacién en un lenguaje mas
categdrico?



Ejemplo (cont.)

> free : Set — Mon, el funtor "libre” que asigna a cada
conjunto X el monoide libre ¥* (y a cada morfismo
f:¥1 — X5 en Set, el morfismo £ >] — 235 en Mon.
Ejercicio: usar la propiedad universal para explicar cémo se
define este morfismo )

» fgt : Mon — Set el funtor “olvido”

Yy ‘ fgt(free(X))

\ " tgt(F)

fgt(M)




Definicién

F
Una adjuncién entre dos funtores 4 ——2 % es una

G
transformacién natural 7 : idgy — G o Fa tal que para todo
X € ob %, para todo Y € ob % y para todo f : X — G(Y) existe
un tnico morfismo f : F(X) — Y tal que el siguiente diagrama
conmuta

X = G(F(X))

Nomenclatura (la explicaremos mds adelante)

> F se dice que es un adjunto a izquierda de G.
> G se dice que es un adjunto a derecha de F.

» 1 es la unidad de adjuncién.



