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Limites

Diagramas (definicién informal)
Un diagrama en una categoria es una coleccién “consistente” de
vértices (objetos) y flechas (morfismos). O sea, se supone que si

A —' B es parte del diagrama, entonces f ¢ Hom(A, B).
Dos diagramas se dice que tienen el mismo tipo si el “grafo”
subyacente es el mismo.

Observacion 1
En la definicién de diagrama no pedimos que los diagramas sean
conmutativos.

Observacién 2
Usando funtores (veremos mds adelante) es posible dar una
definicén formal de diagrama.



Ejemplos

D0

|

T <—— O

A—— B

mismo tipo



Conos
Un cono para un diagrama D consiste de

» un objeto X,
» un morfismo fp : X — D para cada D € obD tales que si

f : A— B estda en morD entonces el siguiente tridngulo

conmuta:
X



Limites

Un limite para un diagrama D es un cono

{fa: X — A: AcobD} con la siguiente propiedad universal: si
{fy: X" = A: AcobD} es otro cono sobre I, entonces existe un
tnico morfismo k : X’ — X tal que el tridngulo

X —k X

N

conmuta para todo A € obD.

Observacidn/Ejercicio

Un limite para ID es un objeto terminal en Cone(D), la categoria
de conos de . Consecuentemente, los limites sin dnicos salvo
isomorfismo. (Pensar también por qué Cone(DD) es una categoria.)



Ejemplo
Si D = &, un limite para D es un objeto terminal en .

XI

‘ VX', 3IX" — X (cualquier objeto X’ es
P' un cono sobre D = &)
X



Ejemplo
Si D es el diagrama sin flechas

A B

un limite para D es...un producto entre Ay B:

X/

T N\
X

A B

Observacién
Si D es un diagrama sin flechas, Iim D es un producto entre los

objetos de ID. En particular, esto nos dice que no siempre existen
los limites para un diagrama dado.



Ejemplo (importante)
Para el diagrama D:
B

|

A—— C

un cono es un cuadrado conmutativo

X ! B > go f: =h
g,l b e > fog'=h
\>1 » Es decir: conociendo D, 'y g
A f ¢ podemos deducir h.

El cono (X, f’,g’) es un limite para I si tiene la siguiente
propiedad universal: para todo cono (X', f”, g") existe un (nico
k : X" — X tal que conmuta el siguiente diagrama:



Ejemplo (cont.)

El limite para este tipo de diagramas se llama pull-back de f y g.
Ejercicio
Encontrar el pull-back en Set.

Ejemplo/Ejercicio
iCudl es el limitede A —= B?



La nocién dual de limite de un diagrama D es la de colimite.
Como ejercicio, definir

» co-cono,
» colimite,

» coCone(D). (Un colimite serd un objeto inicial en la categoria
de co-conos de )

co-Ejemplos

> D = &, colimD = objeto inicial

> D: A B , colimDD = coproducto
B
> D: l , colimID = push-out

A—— C



Teorema
Si existen todos los productos y los ecualizadores, entonces existen
todos los limites.

coTeorema
Si existen todos los coproductos y los coecualizadores, entonces
existen todos los colimites.



Exponenciales

Ejemplo
En Set,
BA={f:A-B}~]]B
acA

€s un conjunto.

Pregunta: ;cémo definimos B” sin recurrir a sus elementos?

B BAxA —~- B

S

C CxA



Ejemplo (cont.)
> En este caso es importante que B4 =[], B sea un

producto.

> c: BAx A— B es la evaluacién
e(f,a) = f(a) = ma(f).

» Para construir §: C — BA a partirde g: Cx A— B
procedemos como sigue:

» Para cada a € A, tenemos g, : C — B definida por
ga(c) = g(c, a).

» La propiedad universal del producto dice que existe una unica
g : C — B que “conmuta’ con todas las proyecciones ,:

e(&(c),a) = &(c)(a) = g(c, a).



Definicién

Sea ¥ una categoria con productos binarios y sean A, B € ob %
Un objeto BA es un exponencial si existe un morfismo

e: BA x A — B tal que para todo morfismo g : C x A — B existe
un tnico morfismo g : C — BA tal que el siguiente diagrama
conmuta:

AxA—E3 B

gX,dAT / co(gxida)=g

CxA

Notacién: g = curry(g).
Definicién
Una categoria cartesiana cerrada (CCC) es una categoria € con

objeto terminal, productos binarios y exponenciales (es decir, para
todos A, B € ob ¢, existe BA).



Ejemplo
Set es CCC: BA = Hom(A, B).
Ejercicio*
Grp no es CCC, jes Ab CCC?
Ejercicio
En una CCC:
> BA es tnico salvo isomorfismo;
> 1A~ 1;
» Bl ~B.



Ejemplo

Un dlgebra de Boole es una CCC:
» (B,V,A,0,1,()°) = (B, <) es una categoria (poset);
» objeto terminal: 1 = max B,
» productos: a x b=177? = aA b= inf{a, b};

a b

N

anb

0

I
I
I
1
C

> exponenciales: b? = a®V b (implicacién légica “a = b").



Ejemplo (cont.)
La unicidad de las flechas estd

b*xa ———b garantizada porque estamos trabajando
éxidaw ; en un postet (a lo sumo una flecha
entre dos objetos), pero tenemos que
cXxa verificar su existencia.

> c:b?xa<b << (a°Vb)Aha<bV
» g:cAa< b (dato).

> idy:a<av

> g:c < b?=3a°Vb. En efecto,

cvbi=cva'VvVb=[cA(ava)|Vva Vb
=(cna)V(cAha“)Vva Vb
=[(cna)Vva]V](lcAna)V b
=a“Vvb=b Vv



Ejemplo (cont.)
La unicidad de las flechas estd

b*xa ———b garantizada porque estamos trabajando
gxid{ ; en un postet (a lo sumo una flecha
entre dos objetos), pero tenemos que
cXxa verificar su existencia.

> c:b?xa<b < (a°Vb)Aha<bV
» g:cAa< b (dato).

> idysa<av

> g:c < b?=3a°Vb. En efecto,

cvbi=cva*VvVb=[cA(aVva)|Vva Vb
=(cna)Vv(cAha“)Vva Vb
=[(cna)Vva]V](icAna)V b
=a“Vvb=»b Vv



