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Monomorfismos
Definicién
Decimos que f € Hom(B, C) es un monomorfismo si

VA€ ob¥,Vg,he Hom(A,B),[fog=foh = g =h]

Ai;B%C
h

Ejemplo/Ejercicio

En Set los monomorfismos coinciden con las funciones inyectivas.

A B C

C

a%—\)b/—&
ey



Epimorfismos

Definicion
Decimos que f € Hom(A, B) es un epimorfismo si

VC € ob¥,Vg,h € Hom(B,C),[gof =hof = g =h]

AfiB—=¢
h

Observacién /Ejercicio

Las definiciones de monomorfismo y epimorfismo son definiciones
duales. Es decir, f es un morfismo en la categoria € si y sélo si f
es un epimorfismo en la categoria €°P.



Ejemplo/Ejercicio
En Set los epimorfismos coinciden con las funciones sobreyectivas.

A B C



Ejemplo

» % = Mon (categoria de monoides)

A = (Np,+,0)

B =(%,+,0)

i:A—=B

i es monomorfismo, pues es inyectiva y Mon es una categoria

concreta (jpor qué?).

> / no es sobreyectiva pero Si es un epimorfismo. En efecto, sea
(M, %, e) un monoide y supongamos que el siguiente diagrama
conmuta:

g
NO%Z:hiM



Ejemplo (cont.)

» SineZyn>0, entonces

> SineZyn<0

g(n) = g(n) = e = g(n) = h(0)
g(n) * h(—n+n)
g(n) * h(—n) * h(n)
g(n) x g(=n) * h(n)
g
g

(n = n) * h(n)

0) * h(n)
« h(n) = h(n)

» Usamos que Z es un grupo.

[-n>0]



Ejercicio
En Grp:
> mono <= inyectiva.

> epi < sobreyectiva.



[somorfismos

Definicion
Decimos que un morfismo f : A — B es un isomorfismo si existe
un morfismo f~1: B — A tal que f o -1 = idg y flof= ida

f £ 1 f
A—s B ——A B—A—B
idA IdB
Ejemplo
fiso f  mono g p
|
f epi C :h; A ? B

> fog=foh = flofog=flofoh
h
=g =
» Luego f mono. Probar como ejercicio que f es epi (dualidad).



Ejemplo
% = Mon, | : Ng — Z.

> / es mono.

P> | es epi.
> jiesiso?
No —— Z —L— Ny
idy,
» f(n) = n paratodon>0
» Ademds, si n > 0,
0=1(0)=1f(—n+n)
= f(—n)+f(n)
=f(—n)+n

» Luego f(—n) = —n. Absurdo.



Objetos iniciales y terminales

Definicion
Un objeto 0 € ob @ se dice inicial si

VA € ob¥%,310 — A.

Definicién (dual)
Un objeto 1 € ob @ se dice terminal si

VA € ob%, A - 1.

Ejemplo
En Set:
» o es el dnico objeto inicial (;por qué?).

» {x} son los objetos terminales.



Ejemplo

Los objetos iniciales/terminales son tnicos salvo isomorfismos. Mdas
alin, entre dos objetos iniciales/terminales existe un dnico
isomorfismo.

3l(=ido)

3If :
00 —=0—""10

\}f’

3(=idyr)

> fof = ido,
> fof = idg,
» Luego, f' = 1.



Ejemplo
Pensemos en un poset (P, <) como una categoria. j Cudles son los
objetos iniciales/terminales?

» Objeto inicial: minimo
» Objeto terminal: maximo

Notar que no siempre existen.
Ejemplo

» En Grp, el grupo trivial {e} es inicial y terminal a la vez.

> idem en Vecty con el espacio nulo {0}.

Observacion

Los objetos que son iniciales y terminales a la vez son muy
importantes y suelen llamarse objetos nulos. Volveremos sobre esto
mas adelante.



Productos

Ejemplo
En Set, sabemos que

Ax B={(ab):acAbe B},

pero jcémo podemos caracterizar A X B usando sin hacer mencidn
a sus elementos?
» Tenemos dos proyecciones
> ma(a,b) =a

> 7TB(3, b) =b
f .C g » Para cada conjunto C y cada par
311 (f.g) de funciones f : C — A,
¥ g : C — B, existe una (nica
As—— AxB —— B funcién (f,g) : C — A x B tal que

conmuta el diagrama

> (f,g)(c) = (f(c), 8(c))



Observacién
La terna (A x B,ma,mg) es “Gnica” con la propiedad antes
mencionada.

Es decir, si (X, 7a,7g) tiene la

siguiente propiedad universal, p (,: g
entonces X es biyectivo con /3! i o
A x B, via una biyeccién que 3
conmuta con las proyecciones. A G X a7 B
| 2 7~I'A(<7TA,7TB>(2, b)) = 7'1',4(.37 b) =a
Ax B > 7g({ma,mg)(a, b)) = mg(a,b) = b
R N I N » Por unicidad
(FasTB) | (A, )
A ; _ 5 (Ta,7tB) o (T, TB) = idaxB
A B

> Ildem <7TA,7TB> O<7T"A777'B> = idX



Definicién
El producto de dos objetos A, B en una categoria % es una terna
(A x B,ma, mg) donde
» 74 € Hom(A x B, A)
» 15 € Hom(A x B, B)
y que tiene la siguiente propiedad universal:

» para todo objeto C y para todo par de morfismos f : C — A,
g : C — B, existe un tnico morfismo (f,g) : C — A x B tal
que el siguiente diagrama conmuta

Y

A%AXBHB

C
i 7g

Ejercicio
(A x B,ma, mg) es dnico salvo isomorfismo.



Ejemplo
Supongamos que existen los productos A x B, C x D y que
tenemos dados dos morfismos f : A— C, g: B — D. Entonces se

puede definir un morfismo

fxg:AxB—CxD

fomp gompg

>

}

>

>

¢mmmmm X
oy

}

o]

m#
W
D<Tm

(:‘1\
a
X
O
SJ/

fxg=(foma gomg)




Coproductos

Definicién
Un coproducto de A, B es una terna (A+ B,ta,t5) con la
siguiente propiedad universal.

Para todo objeto C y para todo par de

‘A s morfismos f : A — C, g : B — C existe
A A+ B B un unico morfismo

\\Hli[f’gl [f,g]: A+ B — C
f E' g

tal que el diagrama conmuta.

Proposicién
(A+ B, a,LB), si existe, es tnico salvo isomorfismo.

Demostracién.
Por dualidad (coproductos en € son productos en €°P). 0



Ejemplo
En Set hay coproductos.
» A+ B =7=A|]B (unién disjunta).

A—> A4+B +— B

| f(x), xe€A
H!E[f,g] [f,g](x) = {
\ \CI/_ / g(x), xeB

Observacién
La unién disjunta de dos conjuntos A y B se puede construir como

Al |B:=(Ax{0})u(Bx{1}).

Por ejemplo

{xy, 2} Uly,z,u} = {(x,0),(y,0),(2,0), (v, 1), (z,1), (v, 1)}.



(co)Productos arbitrarios

Definicion

Si (Aj)ics es una familia de objetos indexada por un conjunto /, un
producto de (A;);c/ es un objeto [];.,; A; junto con una familia de
morfismos 7; : [[;c; Ai — Aj, j € | que tienen la siguiente
propiedad universal: para todo objeto C y para toda familia de
morfismos f; : C — A;, existe un tnico morfismo

(fier : C =[] A

iel
tal que los siguientes diagramas conmutan:

C
a!<ﬁ>§

v



Ejercicio
Definir el coproducto @);; A; (aqui hay que considerar
“inclusiones” 1; : A; — @, Ai, en lugar de “proyecciones”).

Ejemplo: Vecty
f lineal U g lineal
/ WN (f.g)(u) = (f(u), g(u)) (lineal)
%4 v V x W ™ w

Ve VxW+—— W

\\\\+[TL/// [, &](v, w) = F(v)+g(w) (lineal)
f

VxW=VaW|

Obs: V — V x W se define por v — (v,0) (idem la otra).



Observacién/Ejercicio

» Para una familia infinita de indices, Hl-e, V; es un producto en
Vecti pero NO es un coproducto. Si intentdramos repetir el
razonamiento anterior tendriamos que utilizar sumas infinitas,
lo cual no tiene sentido. Igualmente, se deberia dar una
demostracién formal para ver que falla la propiedad universal.

> ;Quién seria P, Vi?
Ejercicio
iHay coproductos en Ab?

Ejercicio*
iHay coproductos en Grp?



Ecualizadores

Definicién

El ecualizador de dos morfismos f, g : A — B es un morfismo

e: X — Atal que f oe = goey tal que para todo morfismo

e : X' — Atalque foe = goeé, existe un tnico k : X’ — X tal
que eo k = ¢’

f
X —25 A—2B
N g

|
|
Jik! /
I e
|

X/



Ejemplo/Ejercicio
En Set:
X%A;;;B > X ={acA:f(a)=g(a)}
> f(e(a)) = g(e(a))
Verificar que se cumple la propiedad universal.
Ejercicio
» ecualizador = mono

» ecualizador + epi = iso

Idea: considerar

f/ f
X’?X%A?;B eof’:eog’:?>f’:g’



Ejercicio (cont.)
Pero pensarlo asi

con

e€ =foeof =foeog =goeog/ =goeof

Ejercicio*
Definir coecualizador e identificarlo en Set.



