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Ejemplo no abeliano
» G = GL(2,R) matrices invertibles 2 x 2,
» H=SL(2,R)={A€ GL(2,R) : detA =1},
» H< G: A Bc H = det(AB™!) =detA(detB) "1 =1,
> HaG:si Ae Hy B € G, entonces

det(BAB™!) = (det B)(det A)(det B) ™! = det A =1

y por ende BAB™1 € H.
> ;Qué grupo es GL(2,R)/SL(2,R)?



Ejemplo

» Sea D, el grupo de simetrias de un poligono regular de n

lados.
» D,=(R,T).
> R = rotacién en 27” radianes.
> 7 = una reflexién.
» H:=(R)<D,. En efecto,
D, 2n ejercicio
[D,,:H]:‘|H||:n:2 H < D,

v

D,/H ~ Z (es la tnica posibilidad).



Ejemplo

Si ¢ : G — H es un morfismo de grupos, entonces

kero={ge€ G:p(g)=e}<G.

En efecto,

» si (k) = e, entonces Vg € G,

> i Qué grupo es G/ ker p?



Teoremas de isomorfismo

Teorema (de factorizacién)

Sean Ha G y ¢ : G — K un morfismo de grupos tal que
H C ker ¢. Entonces existe un tinico morfismo de grupos
@:G/H— K tal que pom = .




Demostracidn.

» Definimos @¢(gH) := ¢(g). (Esto implica la unicidad.)
» Buena definicién:

gH=gH — g1—1g2 cH
— p(g @) =e [H C ker¢]

= o(g1) o(g) =
= »(g1) =s0(gz)-

> ¢ es morfismo:

?((g1H)(g2H)) = ¢((g182)H)
(g1&2)

(81)v(82)
P(g1H)p(g2H).
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Corolario (primer teorema de isomorfismo)
Sip: G — K es un morfismo de grupos entonces im ¢ ~ G/ ker .
En particular, si ¢ es un epimorfismo, entonces K ~ G/ ker .

Demostracién.

d : . .
G —— impCK » Aplicamos el teorema anterior a
nl o H = ker .
Pie > - . . )
G/H Debemos ver que @ es inyectiva

v(g1) = v(&2)

p(g1) p(g) = e

ol 'g) =€

gflgz € H=keryp
aH=gH. OJ
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Corolario (segundo teorema de isomorfismo)

Si G, H son subgrupos de un grupo K y H es normal en K,

entonces
GH G

H GNH’

(1)

Demostracién.
Antes que nada notemos que los cocientes (1) son efectivamente

grupos. En efecto,
» HaK =— H<GH = GH/H es grupo.
» Sihe GNHyg e G, entonces ghg ™' € G pues HaK y
ghg™! € G pues H es subgrupo. Luego ghg™t € GN H y por
lo tanto G N H es normal en G.



Demostracién (cont.).

» Definimos ¢ : G — GH/H como sigue

» kerp = G N H. (En realidad esto implica que G H < G, por
lo que no hacia falta probarlo antes.)

» o es sobre: cualquier elemento en GH es de la forma gh. En
efecto, en primer lugar notemos que si g € G, h € H, entonces

hg =gg thg=gh', H €H. (2)

IMPORTANTE: esto sélo se puede hacer porque H es normal.



Demostracién (cont.).

» Como un elemento genérico en GH tiene la forma
X = ajay---an con a; € G U H podemos usar (2) para
reescribir

x=ay--a.ay - ay, a;€G,a €H.

» Finalmente,




Corolario (tercer teorema de isomorfismo)
Sean K C H C G subgrupos tales que K < G, H< G. Entonces
G/K

G/H:W.

Ejercicio importante
Sea K < G. Probar que:

» Los subgrupos de G/K son todos de la forma H/K con H
subgrupo de G tal que K C H;

» siHaGy K C H, entonces H/ K< G/K.

Usando este ejercicio vemos que todos los cocientes en el
enunciado del corolario son grupos.



Demostracidn.

G —" 5 G/H > K =kermx C H=kermy = Jlo.
m{ /,/H’In > Ty epi => @ epi.
%
G/K » kerp = H/K. En efecto,

o(gK) = p(mk(g)) = mr(g) = gH

y por ende
o(gK) =e(=eH) < geH.
Luego,
: G/K G/K
G/H = ~ = —.
H=ime =~ = G/h

O



Ejemplos

Ejemplo

Si G es un grupo ciclico, entonces G ~Z o G ~ Z,. En efecto,
> G =(g)
» Defino ¢ : Z — G, p(n) = g" (epi de grupos).
» Analizamos el niicleo de ¢:

> kero ={0} = G~Z/{0}=LZ.
> kero #0 = (In,kerp =nZ) = G ~7Z/nZ = Z,.



Ejemplo

» cis: R — C— {0},

v

cis(t) := e>™t = cos(27t) + isin(2nt).

cis es morfismo de grupos: e2™/(ti+t2) — g27it1@27it2 (probarlo
como ejercicio). Recordar que R es un grupo con la sumay
C — {0} es un grupo con la multiplicacién.

imcis=S'={zeC:|z| =1}.
kercis={t cR: et =1} = Z.

Por el ler teorema de isomorfismo tenemos que

S =R/Z.



Ejemplo

» det: GL(2,R) — R — {0} es epi de grupos ;por qué?
> kerdet = {A € GL(2,R) : det A= 1} = SL(2,R).
> GL(2,R)/SL(2,R) ~ R — {0}.

Ejemplo
El mismo argumento funciona para matrices (cuadradas) de

cualquier tamafio:
GL(n,R)

SL(n,R) {0,
incluso se pueden cambiar los reales por otro cuerpo, por ejemplo
GL(n,C)
—1 2 ~C- .
SL(n,C) {0}

Comentario
Estos grupos continuos son muy importantes en geometria.



Ejemplo

Lm

» Lo primero que hay que entender es qué significa que Z,, sea
un subgrupo de Z .

» 7, es un subgrupo ciclico de orden m y el tinico subgrupo

ciclico de orden n en Zp,, es el generado por n, es decir,
nZ/mnZ.

> Luego,
Lomn Z Z
7 _ nZ//nr;'vnnZ ~7/n7 = L, [3er Teor. Isom.].
Ejercicio

Si G es un grupo ciclico de orden ny g | n, entonces G tienen
exactamente un subgrupo (ciclico) de orden g.



Ejemplo (grupo producto)
» G,H grupos = G x H es un grupo definiendo
(g1, m)(g2, h2) = (g1&2, h1ho) (ejercicio).
» G1<G, HH<H — G; x Hi <G x H. En efecto,
(g, h) (g1, m)(g, ) = (g, h)(g1, ) (g~ h7")

-1 -1

= ,hhih € Gy x Hy.

(gg1g 1 ) 1 1
€Gy eH;

GxH G H 7{ B
G1><H1_Gl H1

e .
-7 3dliso

G xH
G1><H1




Grupo libre

Sea X un conjunto. El grupo libre Fx en X consiste de todas las
palabras
X1X2 ... Xn

en donde aplican las siguientes reglas:
> xeX = xt¢X,
> €EX6x€Xi={x1:xeX},
» () = e (notacidn).
» Multiplicacion: yuxtaposicién de palabras.

> Reglas de reduccién: Vx € X,

> xx =g,

> x" = xx---x (n veces).



Palabras reducidas
Se simplifica todo lo que se pueda simplificar. Por ejemplo, si

x,y,z € X,
| 2 Xy3x_1zxy, Xy, X, yx2 son palabras reducidas;
Lx, xy2zy(zy)tx7!

> x3x, x3yy~ no son palabras reducidas.

Proposicién
Fx es un grupo.
Observacién
> X =0 — Fx ={e}.
> X ={x} = Fx~Z.
» |X| >2 = Fx es no abeliano.

Definicién
Un grupo G se dice libre si existe un conjunto X tal que G ~ Fx.



Proposicién (propiedad universal)

Sean X un conjunto, G un grupo y f : X — G una funcion.
Entonces existe un tinico morfismo de grupos ¢ : Fx — G tal que
el siguiente diagrama conmuta

X f G

Mads atn, Fx estd univocamente determinado, salvo isomorfismo,
por esta propiedad.

Aclaracién

Decir que un grupo F tiene la misma propiedad universal que Fx
significa que en el diagrama anterior podemos reemplazar Fx por
F y < por una funcién inyectiva i : X — F.



Idea de la prueba.

» Para x € X definimos
f(x 1) = f(x)"L
» Dada una palabra xyx; - - - x, € Fx chequear que
o(xaxe - xp) = f(x1)f(x2) - f(xn)

estd bien definida y es un morfismo de grupos (observar que el
lado derecho garantiza la unicidad).



|dea de la prueba (cont.)

» Siun grupo F tiene la misma propiedad universal que Fx,
podemos construir morfismos

X " s> F

» 501 = idf, (coinciden en todo x € X).
» 102 = idg (coinciden en todo i(x) € i(X)).
» (1 isomorfismo con inversa 5.



Corolario
Si X es biyectivo con Y, entonces Fx ~ Fy.

Demostracion.

» Sea f: X — Y una biyeccién.

» Construimos un morfismo

>  es un isomorfismo (ejercicio).



Corolario
Cualquier grupo G es imagen mérfica de un grupo libre.

Demostracidn.

» Considerar X un conjunto de generadores de G y Fx el grupo
libre en X.

» Construimos un epimorfismo

X « G

Comentario
Uno puede hacer la construccién anterior eligiendo los generadores
de G de manera mds inteligente.



Generadores y relaciones

Presentamos una forma de construir el grupo “mas libre posible”
en una familia de generadores sujetos a ciertas relaciones (es decir,
que satisfacen ciertas ecuaciones).

» Sea S un conjunto, Fg el grupo libre en S y R una familia de
“relaciones” que involucran elementos de S. Por ejemplo,

» S={a b}, R ={ab= ba};
> S={ab,c}, R={a®=b*=abc ! =¢}.

» Cualquier familia de relaciones R puede escribirse como
{Bi=E = =e},

en donde los E; son elementos de Fg, y por ende, es com(n
identificar R con {Eq, E, .. .}.

» Sea Ng el subgrupo normal generado por R:

Ny = ﬂ H.

RCH<«Fs



Definicién
El grupo presentado por los generadores S y las relaciones R es

(§|R) := Fs/Ng.

Observacién /Ejercicio

» (S| R) esta generado por {m(s) : s € S}, en donde
7 : Fs — Fs/Ng es la proyeccién al cociente.

» Todas las relaciones o ecuaciones de R se satisfacen en
(S|R).
Ejemplo
> (S| 2)=Fs.
» (a,b|ab=ba) = (a,b|aba bl ~7Z x Z.

Para probar esto es (til el siguiente resultado.



Proposicién
Sea G un grupo. Supongamos que G = (S) y que los elementos de
S satisfacen las relaciones de R. Entonces existe un epimorfismo
de grupos

v:(S|R)—G.

En otras palabras, (S | R) es el grupo mds general posible que esta
generado por S y sujeto a las relaciones de R.

|dea de la prueba (completar los detalles como ejercicio).

S < 7 G » o existe por la propiedad universal
PR(PN )
\ T del grupo libre Fs.
77 pepi) o
Fs y >  existe por teorema de
l - factorizacién. En efecto,
s e

Fs/Ng R Ckerp = Ng C kerp. [



Ejemplo
Volvamos al ejemplo (S | R) = (a,b | aba~tb~1) ~ Z x Z.
» En primer lugar, sabemos que Z x Z estd generado por
a=(1,0), b= (0,1) y satisfacen la relacién aba=1b~1 =e,
que en notacién aditiva es

at+b—a—-b=0.

O sea, tenemos un grupo abeliano generado por ay b.

» Por la proposicién sabemos que existe un epimorfismo
0:(S|R)—>ZxZ.

» Todo elemento en (S | R) tiene la forma x = a™b", pues a'y
b conmutan.

> x € kerp < (0,0) = p(x) = ¢(amb") = (m, n). Luego
kero = {e} y porende )S | R) ~imp =7Z x Z.



Ejemplo/Ejercicio

> (a]a"=e) ~Zp.
> (a,b|a®= b2 = (ab)? = e) ~ Ds.
> (a,b|a" = b*> = (ab)? =€) ~ D,.
La construccidn por generadores y relaciones también sirve para
construir grupos con ‘“ciertas propiedades” deseables. Por ejemplo,
» D, :=(a,b| b?> = (ab)? = e) (chequear que |Dy| = 00).

Ejercicio

Pensar en una presentacion por generadores y relaciones para el
grupo simétrico S,.



