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Algebras de Boole

Definicién
Un algebra de Boole es un reticulo acotado, distributivo con
complementos:

(87 \/7 /\7 07 ]'7 ( )C)
(Recordar que la distributividad implica que la funcién ( )€ estd
bien definida.)
Las algebras de Boole son importantes porque:

P capturan la estructura fundamental de la légica: V = OR,
A = AND, ()¢ = NOT,

» modelan la teoria de conjuntos (en la cual se basa toda la
matemdtica).



Ejemplo

(P(X),U,n, @, X,()) es un &lgebra de Boole.

Ejemplo

(Dn,mcm, med, 1, n) admite una estructura de dlgebra de Boole
<= n=p1-p2---Ppses producto de primos distintos.

Subejemplo D;;
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No es algebra de Boole pues 2 no
tiene complementos.



Subejemplo

Si n es tal que p? | n (con p primo) entonces p no tienen
complementos en D,. Por lo tanto D, no es algebra de Boole si n
no es producto de primos distintos (faltaria probar la otra
implicacién). En efecto,

mcm(p,x) =n = p|x = p| mcd(p,x) # 1.
Ejemplo D, ~ P({p}) Ejemplo D,, ~ P({p, q})
pq
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Ejemplo D,qr ~ P({p, q,r})
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Caso general

» D, con n=p;-p2---ps (primos distintos).

» x € D, <= x = pj, - pj, para alglin subconjunto
{il,...,ik} C {1,...,5}.
n

> — — ,
~ H p; y por lo tanto
JE{ins ik}

n n
> mcm (x, —) = mcd (X, —) =1.
X X
.n
» Es decir, — es el complemento de x.
X

Ejercicio
La funcién f: D, — P({p1,-..,ps}) definida como

f(X) = {pip R 7pik}

es un isomorfismo de reticulos.



Morfismos de algebras de Boole

» Los (iso)morfismos de algebras de Boole pueden definirse
abstractamente como las funciones (biyectivas)

f:(B,V,A0,1,()) — (B, V,A0,1,())

tales que Vx,y € B,
> f(xvy)=1f(x)Viy)

> f(xAy)=f(x)Nf(y)
> £(0) =0,

> (1) =1,

> f(x€) = f(x)°.

P Ya vimos que las dos primeras condiciones implican las otras
tres. Es decir, los isomorfismos de dlgebras de Boole no son
otra cosa que los isomorfismos de reticulos.



Pregunta

Si (B, <) es un algebra de Boole finita, jes cierto que

(B, <) ~ (P(X),C) para algin conjunto X? ;Quién deberia ser el
conjunto X7?

Corolario
Si(B,V,N\,0,1,()°) es un dlgebra de Boole finita, entonces
|B| = 2" para algtin n € Np.

Contraejemplo
El resultado anterior deja de valer si B es infinita. Por ejemplo, si
(B,V,A,0,1,()¢) es un algebra de Boole numerable, entonces
B % P(X) para todo conjunto X. En efecto, B no puede estar en
biyeccién con P(X) pues

> si X es finito, entonces P(X) es finito de cardinal 21X| y

» si X es numerable (no puede ser mas grande), entonces
[P(X)| = [P(N)| = [R| > [N] = |B| (ipor que?).



Ejemplo concreto (ejercicio)

» P(N)gin := {A C N: |A| < oo} (subconjuntos finitos de N),

» P(N)eofin := {A C N: |A°| < o0}, (subconjuntos de N con
complemento finito),

> B = 7)(N)fin U P(N)cofiny

» B es numerable,

> (B,U,N, &, N, ()°) es un élgebra de Boole (mas ain, es una
subdlgebra de Boole de P(N)).



Leyes de De Morgan

Proposicién
Si(B,V,A,0,1,()€) es un dlgebra de Boole entonces valen Vx,y
> (xVy)=xAyS,
> (xAy)¢ =xVy°.
En palabras: la funcion complemento es un antiisomorfismo de
algebras de Boole.

Demostracion.
Para el primer item debemos chequear que

> (xVy)A(x“Ay)=0
> (xVy)V(x Ay)=1
y para el segundo debemos chequear que
> (xAy)A(x“Vy)=0
> (xAy)V(xVyS)=1 O



Demostracién (cont.)

(xXVY)A(XEAY)=[(xVy)AxTAy®
=[(x Ax)V (y AX)Ay©
=[0V(y Ax)Ay*
=W AX)AYy =y Ay )AxE
=0AXx =0

(XVy)V (X AYS) = (xVyVx)A(xVyVyc)
=(1lVvy)A(xvl)=1vl=1

Ejercicio: completar las otras dos igualdades (se puede hacer bien
facil por dualidad, teniendo en cuenta una sutileza).



Idea de la demostracion del teorema Ms-Ns

Reticulos modulares
Un reticulo (L, V, A) se dice modular si

Vx,y,z€ L [x>z = xAN(yVz)=(xAy)Vz].
Observar que distributivo = modular
Ejemplo

» L = {subespacios vectoriales de R"},

» (L, C) es reticulo, pero no es subrreticulo de P(R") (pues la
unién de subespacios no necesariamente es un subespacio),

> VAW=VnW,
> VVW=V+W:=(VUW).

» [ es modular. En efecto, debemos probar que

USW = UN(V+W)=(UNV)+W.



Ejemplo (cont.)

> xeUN(V+W) = x=v+welUconveV, weW.

> Luegov=x—weUpuessWCU = velUnV
> yporende x € (UNV)+ W.

Reciprocamente,

> x=utweconuvelUnNVcV,weW — xel.

» Luego x € UN(V + W).

Observacién
» [ no es distributivo.
» Un(V+W)=UnNR2=U,
> (UNnV)+(UnW)={0}.

RZ
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M3 es modular (no es distributivo):

idem ejemplo anterior. \ ‘ /

{0}

Ejemplo /
» Ns no es distributivo ni modular. a
> a>c,

> aA(bVc)=aAl=a, c b

» (aAb)Vc=0Vc=c. \0/




Reticulos libres

» Partimos de una cantidad prefijada de elementos (podrian ser
infinitos):
X={x,y,z,...}.

» Definimos las operaciones x Ay, x Az, yV z, x A (y V z), etc.
sin restricciones (de manera libre), agregando tantos
elementos como sean necesarios, salvo por las restricciones
que impone la estructura, por ejemplo

> xAx=xVx=xV(xAz)=x, etc.

v

Formamos el reticulo libre F(X) (siempre existe).

» F(X) tiene la siguiente propiedad universal: para todo
reticulo L tal que X C L “mondtonamente incluido” existe un
morfismo de reticulos ¢ : F(X) — L tal que ¢(x) = x para
todo x € X.



Ejemplo
avb

> F(a b)) ~P((ab)). N b
N

anb

» {a, b} se puede incluir monétonamente en P({x,y, z}) de
varias formas distintas por ejemplo en {{x},{y}} oen
{3y, 23}

» Esto nos da distintas copias de F({a, b}) dentro de
P({x,y,z}) (como subrreticulos).



{x v} {x,z} {y,z}

> <

{x} {y} {z}
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Observacion

» P({x,y,z}) no es un reticulo libre.

» Mads adelante veremos una justificacién precisa mostrando
explicitamente quién es el reticulo libre en tres elementos.

» Idea intuitiva: P({x, y,z}) es un algebra de Boole y
propiedades como la distributividad imponen fuertes
restricciones a las operaciones V, A, que no estdn presentes en
un reticulo libre.

» Notar sin embrago (ejemplo anterior) que P({x,y}) si es un
reticulo libre (al comenzar con tan pocos elementos,
propiedades como la distributividad y la existencia de
complementos deben valer forzosamente).



Reticulos libres con restricciones

Es posible formar reticulos libres en un conjunto X imponiendo
ciertas relaciones entre elementos de X o ciertas propiedades sobre
el reticulo a construir (por ejemplo que sea distributivo, modular,

etc.).



Ejemplo/Ejercicio
El reticulo libre en {a, b, c} sujeto a la restriccién b < a es:

Fb<a(3) aVvce
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Ejemplo/Ejercicio
El reticulo libre en {a, b, c} sujeto a la restriccién b < a es:

Fb<a(3) aVvce

bVc
an(bVec) \
|
/
anc
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bV (aAc)
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Teorema

El reticulo distributivo libre generado por {x,y,z} tiene 18
elementos.

Teorema (Dedekind ~1900)

El reticulo libre generado por {x,y, z} tiene 28 elementos.

Corolario
P({x,y,z}) no es un reticulo libre.

Teorema
El reticulo libre en {x,y, z, t} tiene infinitos elementos.
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Cocientes

» ¢ : L — K morfismo de reticulos.

> ker o relacién de equivalencia en L:
a~b <= p(a) = p(b).

» L/ kery es un reticulo isomorfo a im ¢ (teorema de
isomorfismo).

Teorema
Sea L un reticulo. Entonces

1. L es modular <= no tiene subrreticulos isomorfos a Ns.

2. Si L es modular entonces, L es distributivo <= no tiene
subrreticulos isomorfos a Mj.



Demostracion

Lema (Ejercicio)
Un subrreticulo de un reticulo modular (resp. distributivo) es
modular (resp. distributivo).

Prueba de 1.
» Sean a,b,c,€ Ltalesquea>byaA(bVc)#(aVb)Ac.

Jp : Fpea(3) — L morfismo de reticulos (inclusién).

>
» N5 C Fp<3(3) induce un morfismo de reticulos ¢| : N5 — L.
» imy| = N5/ kerp| = Nbs.

>

Ejercicio: Ns no tiene cocientes, es decir ker p| = A es la
relacién de igualdad.



Prueba de 2.

>

vvvyYyy

Si L es modular y no distributivo entonces existen x,y,z € L
tales que x A (y Vz) # (x Ay)V (xAz).

Jp : F(3) — L morfismo de reticulos.
Ms C F induce un morfismo ¢| : M3 — L.
imp| = M3/ ker o = Ms.

Ejercicio: M3 no tiene cocientes.

OJ



