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Definicidn alternativa de reticulo

Definicién 2 (4lgebra)

Un reticulo (L, V, A) consiste de un conjunto no vacio L junto con
dos operaciones V, A que satisfacen las siguientes propiedades
xV(yVvz)=(xVy)Vz

Asociatividad Vx,y,z € L,
xN(yANz)=(xAy)Az

Vy=yV
Conmutatividad Vx,y € L, XNy =y X
XNy =yAXx

. XVXx=x
Idempotencia Vx € L, {
XAX=X
xV(xAy)=x

Absorcién Vx,y € L,
Y {X AN(xVy)=x



Teorema
La Definicién 1 es equivalente a la Definicién 2. Mdas precisamente,
si (L,V, ) es un reticulo como en la Definicion 2, entonces

xX<y<=xVy=y
define un orden parcial en L tal que

xVy =sup{x,y}, x Ny =inf{x,y}.

Demostracion.
Veamos que < asi definido es un orden parcial.

» Reflexividad: x < x <= x V x = x (idempotencia). v’
> Antisimetria: supongamos x < y e y < x.

> x<y &< xVy=y,

P y<x &< yVx=x.

> lLuego, x =y Vx =xVy=y (conmutatividad). v’



Demostracién (continuacién).

» Transitividad: supongamos que x < y e y < z.

z
xVz=xV(yVvz) [y<Z] ‘
=(xVy)Vz [asociatividad] y
=yVz [x <yl ‘
=z [y <7] x

Finalmente veamos que x V y = sup{x,y} y x Ay = inf{x, y}.
» Claramente x V y es cota superior de {x, y}.

» Sea z tal que x < ze y < z. Entonces

(xVy)Vz=xV(yVz)=xVz=z = xVy<z

» Luego x V z es la cota superior minima de {x,y},
x Vy = sup{x,y}.

O



Ejercicio
Falté probar que x Ay = inf{x, y}. Probarlo usando un argumento
similar al anterior. Ayuda: usar que x <y <= x Ay = x. Para

ver esto notemos que
absorcion

> x<y = xAy=y = x=xA(xVy)=xAy,

absorcién

> xANy=x"= y=yV(xAy)=yVx=xVy = x<y.

Semirreticulos

» Si “olvidamos” parte de la estructura, (L,V)y (L, A) son
ejemplos de semirreticulos, es decir, L es un conjunto no
vacio con una operacién asociativa, conmutativa e
idempotente.

» Reciprocamente si (L, <) es un poset tal que
Vx,y,Isup{x, y}, entonces esta operacién induce en L una
estructura de semirreticulo (lo mismo se puede hacer
cambiando sup por inf).



Ejemplos

» Si X es un conjunto, entonces (P(X), C) es un reticulo, que
visto algebraicamente es (P(X),U,N), en efecto

AUB=B < ACB.
» (Dp, |) «~ (Dn,mcm, mcd) es un reticulo:

Vx,y € Dp,(mem(x,y) =y < x|y).



Morfismos de reticulos

Definicién (algebraica)
Sean (L,V,A), (L', Vv, A) dos reticulos. Una funcién f : L — L' se
dice un

» morfismo de reticulos si
f(xVy)=

Vx,y € L, (
f(xANy)=
» isomorfismo de reticulos si f es un morfismo de reticulos

biyectivo.

Definicién (teoria del orden)
... (ya la dimos).



Equivalencia de las definiciones

Proposicién
Sean
(L,V,A) e (L, <)

(L', V, A) s (L, <) (posets asociados)

dos reticulos. Entonces f : (L,V,A) — (L', V, ) es un isomorfismo
de reticulos <= f: (L,<) — (L', <) es un isomorfismo de orden.

Corolario
Sif:(L,V,A) = (L',Vv,N\) es un isomorfismo de reticulos,
entonces f~1: (L', V,A) — (L', V,\) también lo es.

Atencidn

En la definicién de isomorfismo de reticulo (a diferencia de la
definicién de isomorfismo de orden) no pedimos que la inversa
preserve las operaciones.



Demostracion de la Proposicién.

» Supongamos que f : (L, <) — (L', <) es un isomorfismo de
orden. Entones f manda supremos en supremos e infimos en
infimos. En particular,

> f(xVy)=f(sup{x,y}) = sup{f(x), f(y)} = F(x) vV f(y).
> f(xAy)="f(x)Af(y) (idem).

» Supongamos que f : (L,V,A) — (L', V,A) es un isomorfismo
de reticulos. Debemos probar que x <y <= f(x) < f(y).
En efecto,

XLy << xVy=y
<~ f(xVy)="~f(y) [f biyectiva]
< f(x)Vf(y)="f(y) [f morf. de reticulos]
— f(x) < f(y). O



Dualidad

Si (L, <) «~ (L,V,A) es un reticulo, el reticulo dual es

(L, Z) s (L, A, \/).

Antimorfismos
Una funcién f : (L,V,A) — (L', V, A\) entre dos reticulos es un
antimorfismo si

ey el {f(x Vy) = F) A F(y)
FixAy)=f(x) vV F(y)

En otras palabras, f es un morfismo de reticulos de (L,V,A) en el
reticulo dual de (L', V, A).



Ejemplo
La funcién complemento comp : P(X) — P(X) definida como
comp(A) = A€ es un antiisomorfismo de reticulos:

> (AU B)S = A° N BC.
> (AN B)° = A° U BC.

» Claramente comp es biyectiva.

Ejemplo/Ejercicio
Una funcién f : X — Y induce las dos siguientes funciones entre
sus respectivos conjuntos de partes:
> F:P(Y)—= P(X), F(B) = f~}(B) (imagen inversa),
> G:P(X)—= P(Y) G(A) =f(A) (imagen directa).
Probar que F siempre es un morfismo de reticulos, pero G es un

morfismo de reticulo si y sélo si f es inyectiva (en cuyo caso puede
interpretarse también como una imagen inversa).



Ejemplo

7\ AN

4 6 2 3

Dy - 2/3 D}, (dual) : \6
4

N/ \

\

» id: D12 — Dj, es antiisomorfismo.
f(l)=12 f(12)=1
» 3f : D1 — DY, isomorfismo: { fe)=6 f(3)=4
f(4)=3 f(6)=2



Ejemplo anterior generalizado

» D, ~ D} (isomorfismo de reticulos).

» Mas precisamente, f : D, — D;; definida por f(x) = 2 es un
isomorfismo (ejercicio). Hay que probar

n non
o ma(n)
Vx,y € Dy, mcmnx,y X yn
y



Observacion

» Siempre vale que L es antiisomorfo a L* (la identidad es un
antiisomorfismo).

» No siempre es cierto que L sea isomorfo a L*.

o/.\o
N

o/.\o
° \o/

(Distinto diagrama de Hasse.)



Reticulos acotados y complementados

Definicién
Un reticulo acotado es una estructura de la forma
(L,V,A, 0, 1)
reticulo Minimo maximo
Es decir,
> VxeL,0Vx=x,
> Vxel xvl=1

Ejemplos

» (Dp,mcm, med, 1, n) es un reticulo acotado.

» (N, mecm, med) no admite una estructura de reticulo acotado
(no tiene maximo).

> (P(X),U,Nn,a,X) es un reticulo acotado.



Definicion
Sea (L,V,A,0,1) un reticulo acotado. Decimos que a € L es
complementado por b € L (o que b es un complemento de a) si

avb=1, aANb=0.

Ejemplo paradigmatico
Consideremos el reticulo acotado (P(X),U,N, &, X). Entonces

AUAc =X

VA € P(X),
ANAC = &

Por lo tanto, A€ es un complemento (el dnico en este caso) de A,
de acuerdo a nuestra nueva definicidn.



Mas ejemplos

SN T
LN ; .
\ / > comp(x) =@ 0

0
» comp(0) } Todo elto. tiene un

= {1
» comp(v) =2 > comp(1) = {0} complemento.
» comp(w) = {x, u}
Ejercicio
» 0y 1 son complementos uno del otro.

» En una cadena, 0 y 1 son los tnicos elementos que tienen
complementos.



Reticulo complementado
Es un reticulo
(L,Vv,A0,1,()°)
—_———
reticulo acotado

En donde ()€ : L — L es una funcién a — a° que asigna al
elemento a un complemento a‘.

Observacién
En general no hay una tnica forma de definir la funcién
complemento (si es que existe).

Ejemplo paradigmatico
(P(X),u,n, @, X, ()°).



Ejemplos

.\.

3l( )¢ ipor qué?

/.

\/

> 0°=1,1°=0
> x“=ybéx‘ =z
> y=x6x =z
> Z=x6x"=y
» 8 posibles ()€

\0/

> 0°=1,1°=0
> xC =y
’yczxo'y‘::
’ ZC:y
» 2 posibles ()¢



Reticulos distributivos

Lema
Sea (L,V, ) un reticulo. Son equivalentes:

1. Vx,y,zeL,‘X/\(y\/z):(x/\y)\/(x/\z)

i

2. Vx,y,zeL,‘x\/(y/\z):(x\/y)/\(x\/z)‘.

Demostracion.

1l = 2

(VYA (xV2) = (xVy) AX)V ((xVy) A2) [por 1]
=xV(zA(xVy)) [abs.]
=xV((zAX)V(zNYy)) [por 1]
=(xV(zAX))V(zAYy) [asoc.]
=xV(yAz) [conmut., abs.]

2 = 1: Ejercicio (se puede hacer en un renglén). O



Definicién
Un reticulo distributivo es un reticulo que satisface alguna de las
condiciones equivalentes del lema anterior.

Ejemplo

(P(X),U,N) es un reticulo distributivo:
> AN(BUC) = (ANB)U(ANC),
> AU(BNC)=(AUB)N(AUCC).



Ejemplo
iSon distributivos los siguientes reticulos?

NG N
I N7

Ns



Solucién
> Do si es distributivo. Habria que probar que Vx, y,z € Do,
mcd(x, mem(y, z)) = mem(med(x, y), med(x, 2)),

lo cual veremos mds adelante.

» Ms (el diamante): no es distributivo, por ejemplo
an(bVc)=a
(anb)Vv(anc)=0

» Ns (el pentdgono): no es distributivo. (Ejercicio: usar un
razonamiento andlogo al que usamos para Mj3.)

i Por qué falla la distributividad?

Parece haber problemas cuando hay mas de una forma de elegir el
complemento de un elemento dado.



Lema
Si(L,V,N,0,1) es un reticulo acotado y distributivo, entonces
todo elemento tiene a lo sumo un complemento.

Demostracion.
Supongamos que x € L tiene dos complementos y, z € L. Es decir,

xXANy=xNz=0,
xVy=xVz=1

Luego

y=yANl=yA(xVz)=(yAx)V(yA2)
=0V(yNz)=yANz = z<y

Ildemygzy por lo tanto y = z. O



Subrreticulos

Los subrreticulos de un reticulo dado (L, V, A) son los subconjuntos
de L que “heredan” la estructura reticular en el sentido que la
inclusién sea un morfismo de reticulos. Esto es mas fuerte que
pedir que restringiendo el orden obtengamos un reticulo. Una
definicién un poco mas precisa es la siguiente.
Definicion
Sea (L,V,A) un reticulo. Un subconjunto M C L es un subrreticulo
si

> M+ &,

> Vx,y e M, (xVy,x\NyeM)
O sea, M es un subconjunto no vacio, el cual es cerrado por las
operaciones de L.

Ejercicio
La inclusién i : M < L es un morfismo de reticulos.



Ejemplo
Consideremos el siguiente reticulo (S, V, A)

< —— =~

N/ /

|
~

u
X

<—273

/NN

subrreticulo (M)



Ejemplo
Consideremos el siguiente reticulo (S, V, A)

N/ /

<—3
X

/NN

no es reticulo (M>)



Ejemplo
Consideremos el siguiente reticulo (S, V, A)

t t
u v w u v w
X y
\ / z
es reticulo (M3) pero NO es
subrreticulo



Ejemplo
Consideremos el siguiente reticulo (S, V, A)

SN,
I
\Z

es reticulo (Ms) pero NO es
subrreticulo



Ejemplo
Consideremos el siguiente reticulo (S, V, A)

o N
)L/

z V4

subrreticulo (Ns)



Los ejemplos anteriores no fueron tomados al azar:

Teorema (Ms-Ns Theorem)

Un reticulo es distributivo <> no contiene subrreticulos
isomorfos a M3 o Ns.

Aplicacién 1

Un orden total es un reticulo distributivo. Es inmediato del
teorema (pues ni M3 ni Ns tienen drdenes totales). Pero también
podemos probarlo directamente: notar que en este caso

» xVy=max{x,y}
> x Ay =min{x,y}.

Luego, hay que probar (ejercicio) que Vx, y, z,

max{x, min{y, z}} = min{max{x, y}, max{x, z} }

min{x, max{y, z}} = max{min{x, y}, min{x, z} }

(Basta con probar una sola de estas dos igualdades)



Aplicacién 2
(Dn, |) es un reticulo distributivo. Usando el teorema tenemos que
descartar dos casos.

» D, no tiene un subrreticulo isomorfo a M3
> mcd(a, b) = med(a, ¢) = med(b, ¢) = k
/ > a=ka', b= kb, c = k¢’ en donde

/ ‘ \ a', b, c’ son coprimos dos a dos

2 b c » mcm(a, b) = mem(a, c) = mem(b,c) =/
\ ‘ / > mcm(a,b) = ka'b' =1
K » mcm(a,c) = ka'c’ =1
» Luego, b’ = ¢’ = b= c. Absurdo.



» D, no tiene un subrreticulo isomorfo a N5
4 mcd(a, b) = med(a,c) =k, c | b
\ a=ka', b=kb, c = kc’
b a', b’ coprimos, ¢’ | b’
‘ mcm(a, b) = ka'b' =1
a c
\ /

mcm(a, c) = ka'c’ = |

vV Vv v VY

Luego b’ = ¢/ = b = c. Absurdo.



Ejemplo

También se puede ver que D, es distributivo sin usar el teorema
Ms-Ns. Veamos que mcd se distribuye sobre mem (la otra queda
como ejercicio). Es decir, hay que ver que

mcd(a, mem(b, ¢)) = mem(mcd(a, b), med(a, ¢)) (1)

Usamos el teorema fundamental de la aritmética

n= p{Vl . -pss descomp. en primos #
a:pf1~--pss Ai, Bi, Ci < N;

b= pfl . --psBs mcd(a, b) H min(A;,5:)
c:plcl---pSCS mcm(a, b) H méx(4:,51)

Luego, (1) es equivalente a la distributividad en (Np, <):

min(A;, méx(B;, C;)) = max(min(A;, B;), min(A;, G)).



