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Conjuntos parcialmente ordenados

Una relacién < en un conjunto A es un orden parcial (o
simplemente un orden) si es

> reflexiva: Va,a < 3,
» transitiva: Va,b,c,(a< bAb<c = a<c),
» antisimétrica: Va,b,(a< bAb<a = a=0b).

Se dice que (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado o
poset. La nociéon de orden parcial es mucho mas intuitiva que la
nocién de preorden (de hecho es un caso particular, que no admite
ciclos).



Ejemplos importantes

(R, <), (Q,<), (Z,<), (N,<), ...son posets.
Si X es un conjunto, (P(X),C) es un poset.

(No, | ) si es un poset.

Si (A, <), (B, <) son dos posets (ATENCION: usamos el
mismo simbolo < para denotar dos relaciones distintas) hay
dos formas naturales de definir un orden parcial en el producto
cartesiano A X B.

» Orden producto (A x B, <prod)

>
>
» (Z, |) no es un poset.
>
>

(a,b) <proa (3", b)) <= (a< ' Ab<D).
> Orden lexicografico (A x B, <)

(a,b) <iex (3", b)) <= (a<bV(a=a Ab< D))



Orden total
Es un orden parcial tal que la relaciéon es total:

Va,b,(a< bV b<a).

Ejemplo
Si (A, <)y (B, <) tienen drdenes totales, entonces
» (A x B, <j) es un orden total.

» (A x B, <prod) N0 es un orden total: por ejemplo
(172) ﬁprod (2a 1) y (27 1) gprod (172)



Diferencias entre preorden y orden parcial
En un poset

> Maximos y minimos, si existen, son (nicos

» Si a es un elemento maximal y a < x, entonces a = x

e RN
N ~ N

T

2 maximos (preorden) 2 maximales (poset)
1 maximo (poset)



Ejemplo/Ejercicio
i Como obtener un poset a partir de un conjunto preordenado?
» Dato: (A, <) conjunto preordenado

» Definimos una relacién de equivalencia en A:
a~b < (a<bAb<a)

(identificamos ciclos en el grafo del preorden, verifica que ~
es un relacién de equivalencia)

» El orden “pasa al cociente”: definimos un orden parcial en
(A/~, <) por )
a<b << a<b

» Buena definicién: a< b,a~a' b~ b — & <V
» Reflexiva v/, transitiva v/, jantisimétrica?
» 7:A— A/~ es morfismo de orden (mondtona creciente)



Aplicamos la construccidn anterior a algunos ejemplos de
predrdenes que no son posets.

Ejemplo
» Dato: (Z, |).
» (Z/~,]|) ~ (N, |) (existe una biyeccién que preserva el
orden).
Ejemplo

» Dato: un conjunto X con una relacién de equivalencia ~.
» (X,~) es un preorden (no es un poset, en general).
> (X[~ ) = (X~ =):

X~y &< X=Yy

el orden parcial inducido es la igualdad.



Cadenas y anticadenas

Sea (A, <) un poset y X C A un subconjunto.

» (X, <) es una cadena si el orden es total.

> Ejemplo: (R, <).

» (X, <) es una anticadena si
Vx,y e X,(x<y = x=y).

> Ejemplo: (R, =)

N/
N/

e — o



Diagramas de Hasse

» Se usan para graficar posets finitos.
» Orden estricto: a < b <= (a< bAa#b).
» a se dibuja debajo de b.
» Se dibuja una linea entre ay b si Aic,a < ¢ < b (no hace falta
poner una flecha, pues ya sabemos que los elementos de arriba
son mas grandes que los de abajo).

Ejemplo (P({x,y,z}),C)
{x,y.z}

{x y} {x,z} vz}

Lo~ o]

{r}

\ | /




Ejemplo ({0,1,2,...,10}, |)

> 1ra fila: maximo(s) Corolario

> dltima fila: minimo(s) En un poset finito siempre existen
> peniiltima: dtomos (primos) elementos maximales/minimales.



Posets infinitos

Lema (Zorn)

Sea (A, <) un poset no vacio en el que toda cadena no vacia tiene
una cota superior. Entonces existen elementos maximales.

» Es un enunciado muy profundo de la matemitica.

» Es en realidad equivalente a un axioma de la teoria de
conjuntos llamado el axioma de eleccién.

» Sirve para hacer induccién transfinita (razonamientos
inductivos sobre conjuntos muy grandes, que no pueden ser
indexados con nimeros naturales).

A modo de ejemplo tratemos de probar el

Teorema (de la base de Hamel)

Todo espacio vectorial V' tiene una base.



Demostracién*

» Para dimensi6n finita ya lo sabemos (no hace falta LZ).
» Poset: L ={B C V:Bes LI} CP(V) (ordenado por
inclusién).
>» gclL = LF#D.
» C € L cadena = (JC € L y es cota superior de C:
> Suponer vi,...vk € JCyaivi+ -+ akvk =0 (a; € R)

> v, € G eCy i, (Vi,G C C,) (orden total en C).
> Luego, (Vi,vi € G,) = (Vi,a; =0) (pues C, es LI)

LZ = 4B C V subconjunto LI y maximal en L.
B es base: si asi no fuera, dv € V, v ¢ (B).

B =BU{v}eslLl = B eL.

B & B'. Absurdo.

vvyyypy



Ejemplo
Encontrar una funcién f : R — R tal que f(x 4+ y) = f(x) + f(y)
que no sea de la forma f(x) = cx.

>

vVvYvYyvVvyVvyy

f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) = £(0) = 0.
0=1f(0)=f(x—x)=1f(x)+f(—x) = f(—x) = —F(x).
f(nx) =f(x+---+x)=f(x)+ -+ f(x) = nf(x), ne N.
f(x)=f(+---%)=nf(3) = f(%x) = %f(x), neN.
F(x) = 7f(x), 7 €Q.

R es (Q-espacio vectorial y f es Q-lineal.

Si B es una Q-base de R (debe tener una cantidad no
numerable de elementos), entonces cualquier elemento de R
se escribe como x = ), g xpb (a lo sumo una cantidad finita
de xp 75 0).

Fijando by € B, podemos definir f(x) = xp, (proyeccién a la
coordenada bg) y f serd una transformacién Q-lineal.



Morfismos de posets

Los morfimos de posets son las funciones que “respetan” la
estructura (es decir, el orden).

Funciones monétonas
Sea f : (A, <) — (B, <) una funcién entre dos posets.

> f es crecientesi x <y = f(x) < f(y).
> f es decreciente si x <y = f(y) < f(x).

Observacién

La existencia de una funcién biyectiva y mondtona

f:(A <) — (B,<) noimplica que los posets (A, <)y (B, <) sean
“equivalentes” (es decir, el mismo orden pero cambiando el
nombre a los elementos) desde el punto de vista de la teoria del
orden. Veremos un ejemplo de esto mas adelante.



[somorfismos de orden
Una funcién biyectiva f : (A, <) — (B, <) entre dos posets es un

» isomorfismo de orden si
x <y < f(x) <f(y),
» antiisomorfismo de orden si
x <y <= f(y) < f(x).
Ejercicio

f es un isomorfismo (resp. antiisomorfismo) de orden <= f,f1
son crecientes (resp. decrecientes).



Ejemplo

» id: (N, |) = (N, <) es un morfismo de orden (es creciente)

» id: (N, <) — (N, |) no es morfismo de orden. Por ejemplo,
2<3, pero213ni312.

» Es decir, (N, <)y (N, |) no son érdenes isomorfos. Una
formar mds conceptual de formular la justificaciéon anterior es
observando que en (N, <) el orden es total, en tanto que el
orden en (N, |) es un orden parcial que no es total.

Orden total El diagrama de Hasse de
El orden en (A, <) es una un orden total (si es que
relacién total. También se existe) es una linea.

[lama orden lineal.

— e —> 0 —r 0 —



Propiedades de conjuntos totalmente ordenados

| 4

Sea (A, <) un conjunto totalmente ordenado y a € A.
Entonces a es maximal (minimal) <= a es cota superior
(inferior) <= a es supremo (infimo) <= a es maximo
(minimo) y por consiguiente a es (inico con estas propiedades.

Si A={a1,...ap} la cantidad de 6rdenes totales en A es n!.

Como consecuencia, si A es un conjunto finito, existe un tnico
orden total salvo isomorfismo (;por qué?).

i Vale lo mismo si A es un conjunto infinito? Rta: NO, por
ejemplo (N, <) 2 (N, >) (ipor qué?).
OK, pero hay un antiisomorfismo entre estos dos. Otro
ejemplo podria ser (N, <’), donde

< 3<a<d5< . <1< 2,

Luego (N, <') £ (N, <) y (N, <’) 2 (N, >) (tienen distinto
diagrama de Hasse).



Ejercicio
i Cuantos drdenes totales hay en N7

Teorema

Si (A, <) es un conjunto totalmente ordenado, (B, <) es un poset
y f 1 A — B es biyectiva y creciente (resp. decreciente). Entonces
f es un isomorfismo (resp. antiisomorfismo) de orden. En
particular, (B, <) es totalmente ordenado.

Demostracion.

» Debemos ver que f~! es creciente.

» Sean b, b’ € B tales que b < b’ y sean a,a’ € A tales que
f(a)=by f(a') = b'. Debemos ver que a < 4.

» Si asi no fuera, entonces a > a’ y por ende
b= f(a) > f(a') = b'. Contradiccién.

> Luego, Vb, b' € B,(b< b = f~1(b) < f~1(b)). Es decir,
f~1 es creciente, f isomorfismo y por lo tanto (B, <) es un
conjunto totalmente ordenado. O



Ejemplo/Ejercicio (de Andlisis |)

exp : R — R>% es un isomorfismo de orden con inversa
log : R”? — R.

Mas adn, cualquier funcidn estrictamente creciente f : R — R es
un isomorfismo de orden sobre su imagen.



Conjuntos bien ordenados

Un poset (A, <) se dice un conjunto bien ordenado (BO) si
» (A, <) es un conjunto totalmente ordenado,
» VB C A (B # @ = B tiene ler elemento (= minimo))

Ejemplo/Ejercicio

:1<2<3<4<--- es BO [AGII].
125354555 ---<1esBO.

e >4>3>2>1noesBO

) 1</3<5< ... <2<"4<'6< . es BO.

)

vvyyy
222732
IR

» (R, <) noes BO.
> (RZ9, <) no es BO.



Principio de buena ordenacién

» El principio de buena ordenacion es un teorema que dice
que todo conjunto admite un buen orden.

» No confundir con el principio del buen orden que dice que
cualquier subconjunto de N es BO (con el orden inducido).

» El principio de buena ordenacién es un resultado fundamental
de la matemadtica, de hecho, es equivalente al axioma de
eleccién y por ende al lema de Zorn.

Ejemplo(?)
R admite un buen orden.



