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Reticulos (lattices)

Hay dos definiciones equivalentes de reticulo (también llamado
reticulado o lattice). Esto tiene que ver con que hay en principio
dos enfoques distintos para estudiar estos objetos.

Definicién 1 (teoria del orden)
Un poset (L, <) se dice un reticulo si

Va,b € L, existen sup{a, b}y inf{a, b}.

Atencidn

No necesariamente existen max{a, b} y min{a, b}. De hecho, los
casos mas interesantes para estudiar son cuando no existen los
maximos ni los minimos.



Ejemplo

iSon reticulos los siguientes posets?
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v iquién es?
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Observacién importante

Tomar supremo/infimo define dos operaciones (asociativas) en L

aV b:=sup{a, b}
aAb:=inf{a, b}

» Esto convierte a un reticulo en un objeto algebraico.

P> La pregunta natural que surge es: jqué propiedades
algebraicas caracterizan completamente a estas operaciones?

Ejemplo D, = {x e N: x | n} Subejemplo: D5

, 12
» (Dp, |) es un reticulo. /

» D, > xVy=mem(x,y). 4\
» D, > xAy=mcd(x,y). 2

» Ejercicio. ~..

iy



Propiedades de las operaciones
Sean (L, <) un reticulo y x,y,z, w € L. Entonces:

a) x<xVy

(
(b) xAy <x

(c) x<y <= xVy=y <= xANy=x
(d)

d) Asociatividad:

> (xVy)Vz=xV(yVz)
> (xAy)ANz=xAN(yAz)
(e) Conmutatividad: xVy =y Vx, x Ay =y Ax
(f) ldempotencia: x Vx = x = x A x

Absorcién: x V (x Ay) =x=xA(xVy)

(8
(h) Compatibilidad:

)
)
)
)

x<z xVy<zVw
s
y<w XNy <zAw



Demostracién.
(a)-(f) Hacerlas como ejercicio.

(b)
(g) x ANy <x = xV(xAy) 9 5 (el otro como ejercicio).

X y X y
XAy Yy=xAy X=xAy
(h)
>X§ZSZ\/W zV w
> y<w<zVw / NG
z l w
» Luego zV w es cota superior de 1
{x,y} yporende xVy <zVw X\‘/y

» Hacer el otro caso como s AN

ejercicio [ X y



