El fibrado tangente

15 de octubre de 2014

1. Funciones diferenciables entre variedades

Definicion 1.1. Sean M, N variedades diferenciables y sea W C M un abierto.

= Una funcién f : W — R se dice diferenciable o C* si para todo sistema de
coordenadas (U, p) de M, fop ™ : o(UNW) — R es C™.

= Una funcién continua f : M — N se dice diferenciable o C* si dado cualquier
par de sistemas de coordenadas (U, ¢) de M y (V, %) de N, la funcién o fop ! :
o(UN fHV)) = ¢(V) es C*=.

» Una funcién f : M — N es diferenciable en p € M si existe un entorno abierto
U de p tal que f|y : U — N es diferenciable.

= Una funcién diferenciable f : M — N se dice un difeomorfismo si admite una
inversa diferenciable.
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Claramente una funcién es diferenciable si y sélo si es diferenciable en cada punto.

Ademas, es facil ver que la composicién de funciones diferenciables es diferenciable.
En efecto, sean f : My — M, y g : My — M3 funciones diferenciables y sean (U;, ¢;)



sistemas de coordenadas en M; para ¢ = 1,2, 3. Entonces, en su dominio de definicién,
se tiene que

ps0(gof)opr! =(psogop;')o(pzofoypr’)
es diferenciable (pues es composicién de funciones diferenciables de varias variables).

Notacion. Denotamos por C*(M, N) el conjunto de funciones de diferenciables de
M en N. El conjunto C*°(M,R) se denotara usualmente como C*®°(M) y se llama el
dlgebra de funciones diferenciables en M. Observar que C*(M) es, en efecto, un
algebra asociativa sobre los niimeros reales (con las operaciones usuales de suma y
multiplicacién de funciones).

Ejemplo 1.2. La inclusién ¢ : S — R™"* de la esfera S = {z € R*"! : ||z|| = 1} en
R™*! es C*. En efecto, como los cambios de coordenadas en una variedad diferenciable
son C'*, basta chequear que la composicién de 2 con cartas coordenadas es diferenciable
sblo para una familia de sistemas de coordenadas que cubran la variedad. Consideramos
en S” los sistemas de coordenadas “casquetes” i y en R™*! la identidad. Luego, si
u=(uy,...,uU,) € {x € R™: ||z|| < 1}, entonces

(io(07) )(w) = (U, .., w1, 24/1 — |Jul]2,us, . .., un)

es diferenciable.

1.1. Particiones de la unidad

Recordemos que, por definicién, todas las variedades diferenciables son N,.

Si f: M — R es una funcién definida en un espacio topolégico M, el soporte de f
se define como

sopf={z € M: f(z)#0}.

Definicion 1.3. Sea M una variedad diferenciable. Una familia {¢; : ¢ € I'} de funciones
C*(M) se dice una particion de la unidad en M si

1. la familia {sop ¢; : ¢ € I'} es localmente finita (es decir, para cada p € M existe
un entorno U de p tal que U Nsop ¢; = & salvo una cantidad finita de 1s);

2. @;(p) > 0 para todo p € M y para todo : € I;
3. > ¢i(p) =1 para todo p € M.
iel
Una particién de la unidad {¢; : ¢+ € I'} se dice subordinada al cubrimiento {Uy, :
o € A} de M si para cada ¢ € I existe o € A tal que sop ¢, C U,. Decimos que dicha

particién de la unidad estd subordinada al cubrimiento {U; : @ € I} con la misma
famalia de indices si sop ¢; C U; para todo z € I.

Dado R > 0, denotamos por C(R) = {z € R" : |z;| < R para todo %} el cubo abierto
centrado en el origen con lados de longitud 2R paralelos a los ejes coordenados.
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Lema 1.4. Eziste una funcion diferenciable no-negativa f : R* — R que vale 1 en
el cubo cerrado C(1) y cero en el complemento del cubo abierto C(2).

Demostracion. Basta probarlo para n = 1, pues si f : R — R es tal que f(t) = 1 si
lt| <1, f(t) =0si|t| > 2y f(t) > 0 para todo ¢, entonces

~

flty o tn) = f(t1) - f(2n)

tiene las propiedades deseadas. Veamos pues que existe una tal f. Se sabe que la funcién

eVt t>0
9(t) =
0, t<0

es no-negativa, C* y positiva si ¢ > 0 (ejercicio). Luego, la funcién

B g(t)
"= 01D

es no-negativa, C*® y vale 1sit > 1y 0sit <0. Finalmente, la funcién buscada es

F(&) = Rt +2)h(2 — ¢). O

Lema 1.5. Sean M wuna variedad diferenciable, V un abierto de M y p € V.
Entonces existe un entorno abierto W de p, W C V, y una funcion diferenciable
no-negatwa f : M — R tales que fliz =19y flu_v =0.

Demostracion. Sea (U, ¢) un sistema de coordenadas alrededor de p tal que U C V,
o(p) =0y p(U) = R™. Sea f : R® — R diferenciable y no-negativa tal que f|ﬁ =1y
Fler_c(z) = 0 (la cual existe por el lema anterior). Sea W = ¢~'(C(1)) y definamos

[ fle(a)), qeU
ﬂ@—{Q qeM_U

Observemos que fly = 1y f|lu—v = 0. Para ver que f es diferenciable basta ver que f es
diferenciable en cada ¢ € M. Si g € U, entonces fop~! = f es C*® ysiq ¢ U, podemos
tomar un sistema de coordenadas (U’, ¢') alrededor de g con U' C M — ¢! (@) y
en este caso (f o (¢')™!)|y vy = 0 es también C™. O

Teorema 1.6 (Existencia de particiones de la unidad). Sea M wuna variedad dife-
renciable y sea {U, : o € A} un cubrimiento abierto de M. Entonces ezxiste una
particion de la unidad numerable {p; : 1 =1,2,3,...} subordinada al cubrimiento
{Ua} y con sop @, compacto para todo i. St no se requiere que los soportes sean
compactos, entonces existe una particion de la unidad {p, : a € A} subordinada
al cubrimiento {U,}, con la misma famailia de indices, con a lo sumo una cantidad
numerable de las p, no i1dénticamente nulas.



Para probar el teorema usaremos el siguiente resultado, que sigue de la paracompa-
cidad de las variedades diferenciables y ya fue probado en la unidad anterior.

Lema 1.7. Existe una familia de abiertos G; de M, con1=1,2,3,... tales que

1. G; es compacto para todo i;

2. G; C G441 para todo 1;

(D)

8. M=|JG;.
i=1
Demostracién del Teoremall.6. Sean G;, 1 > 1, como en el lema anterior y definamos
Go=9.Dadoi>1,seape G, —G; yseaU, tal que pe U,. Sea V = U, N (Gsy2 —
G;_1). Por el Lema existen W, un entorno abierto de p, W, C V,y f, : M — R
diferenciable y no-negativa tales que fp|Wp =17y fplu_v = 0. Luego sop f, C G, €s
compacto. Como G;; — G; es compacto y {W,, : p € G;.1 — G;} es un cubrimiento
abierto de G;,; — G;, existe un subcubrimiento finito W,,,...,W,,.. Sean fu,.-., fpn
las correspondientes funciones diferenciables. Haciendo 2 — 0o obtenemos una familia
numerable de funciones diferenciables {¢; : ¢ = 1,2,3,...} tales que 7; es no negativa
para todo %, sop ¥; es compacto y la familia {sop; : © = 1,2, 3, ...} es localmente finita,

pues cada Gy tiene interseccién no vacia con a lo sumo una cantidad finita de sop ¥;.
Ademas,

ORI TOESS

para todo ¢ € M. Notar que la serie anterior, es en realidad una suma finita en un

entorno de cada ¢ € M y por ende estd bien definida y es una funcién diferenciable 1
en M.
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Sea ¢; = ¥;/v¢, entonces {p; : 1 = 1,2,3,...} es una particién de la unidad su-
bordinada al cubrimiento {U, : @ € A}. Ademas sop ¢, = sop®; es compacto para
cada 1.



Si ahora definimos 1), idénticamente cero si ninguna ¢; tiene soporte contenido en
U, v en caso contrario como la suma de las ¢; con sop ¢; C U,. Entonces, poniendo ¢, =
VYa/(XCpca¥p), se tiene que {p, : @ € A} es una particién de la unidad subordinada al
cubrimiento {U, : @ € A} con la misma familia de indices. Para ver que sop ¢, C U,
usamos que

SOp Py = U {z € M :p(z) #0} = U sop @; C Ua,

sop ¢;CUxa sop ¢;CUx

en donde la segunda igualdad vale porque la familia {sopy, : = = 1,2,3,...} es local-
mente finita. O

Corolario 1.8 (Existencia de funciones meseta). Sea M una variedad diferenciable,
U un abierto en M y A un cerrado en tal que A C U. Entonces existe una funcion
C*®, ¢: M — R tal que

1. 0 < ¢(p) <1 para todo p € M,
2. p(p) =1 para todo p € A;
3. sopp CU.

Demostracion. Tomemos una particién de la unidad {¢, 1} subordinada al cubrimien-
to {U,M — A} de M consopy C U ysopy C M — A. Entonces ¢ tiene las propiedades
deseadas. O

2. Vectores tangentes

Un vector v € R™ puede pensarse como una transformacién sobre las funciones

diferenciables por medio de la derivada direccional. M&s precisamente, si f(¢i,...,%,)
es una funcién diferenciable en p, a valores reales, la derivada direccional de f en p en
la direccién de v es of of

v(f) :Ulaftlp‘F"'—FUnaitnp

Observemos que la derivada direccional tiene la siguientes propiedades
v(f + Ag) = v(f) + Au(g),

v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(9)

en donde f, g son funciones diferenciables y A es un ntimero real. Se dice entonces que
v es una derwacton lineal del dlgebra de funciones diferenciables en R™ en el punto
p. Esto motiva la definicién de vectores tangentes a una variedad diferenciable en un
punto dado.



Definicién 2.1. Sea M una variedad diferenciable y sea p € M. Un vector tangente v
a M en p es una derivacién lineal del algebra C*°(M) en p. Es decir, v : C®(M) — R
satisface para todas f,g € C*°(M) y para todo A € R,

L o(f + Ag) = v(f) + Av(g);

2. v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g)-

El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p se llama el espacio tangente
a M en py se denota por T, M.

Observemos que T,M es un espacio vectorial real, definiendo para v,w € T, M,
AER,

(v +w)(f) = v(f) + w(F);
(M) (f) = Avu(f).

Chequear como ejercicio que v+w y Av asi definidos son derivaciones lineales de C* (M)
en p.

Nota 2.2. Seav € T, M.

1. Notemos que v(1) = v(1-1) = 2v(1), de donde v(1) = 0. Esto implica que para
cualquier funcién constante c se tiene v(c) = v(cl) = cv(1) = 0.

2. 8i f € C*(M) vale 0 en un entorno U de p, entonces v(f) = 0. En efecto, sea
g € C®°(M) tal que gl = 1 en un entorno W C U de p y g|y—v = 0. Entonces
fg =0, de donde sigue que

0=v(fg) =v(f)g(p) + f(p)v(g) = v(f).

3. Sigue del item anterior que si dos funciones f, g coinciden en un entorno de p,
entonces v(f) = v(g). En particular, esto implica que un vector tangente v € T, M
puede aplicarse a funciones que estén definidas s6lo en un entorno de p.

Teorema 2.3. Sea M una variedad diferenciable de dimension n y sea p € M.
Entonces T,M es un espacio vectorial (real) de dimension n.

Daremos una demostracién constructiva de este teorema, pero antes necesitamos la
siguiente definicién.

Definicién 2.4. Sea (U,¢ = (z1,...,Z,)) un sistema de coordenadas alrededor de
p € M. Definimos
0 O(fop")
| ()= ,
ox; ot;
2 ¢(p)

para f € C*(M).



Es facil ver que (8/0z;)|, € T,M (hacerlo como ejercicio). Es frecuente la notacién

0 of
82}1‘ (f) N a(L‘i
P P
Observemos que
0 dzjop 1) ot;
) = = = 57’
ailli (mj) Btz atz I
P o(p) @(p)

La demostracién del Teorema [2.3| consistird en probar que (8/0z1)ly, - - -, (0/0T,)|p
es una base de T, M. Para ello necesitamos el siguiente resultado auxiliar.

Lema 2.5. Sea U C R™ un abierto convezo alrededor del origen y sea f : R® -+ R
una funcion C* con f(0) = 0. Entonces ezisten funciones g; : U — R, de clase
C*, tales que

Loty ootn) = D tigilti, - t);
=1

of
2. 9;(0) =
9:(0) = 54 :
Demostracion. Sea p = (t1,...,t,) € U. Como U es convexo y contiene al origen,

entonces tiene sentido definir h,(s) = f(sp) para todo s € [0, 1]. Observemos que

1) = 1)~ 10) = [ msyas = [ Sou3L| as

Luego podemos poner g;(p) = [, (8f/0t;)].p ds. O

Demostracion del Teorema 2.3 Sea v € T,M y sea (U, = (z1,...,Z,)) un sistema
de coordenadas alrededor de p tal que ¢(p) = 0y ¢(U) es convexo. Sea f € C®(M) tal
que f(p) = 0 y apliquemos el Lema [2.5a la funcién foyp ' : ¢(U) — R. Luego, existen
funciones diferenciables g; : ¢(U) — M tales que

(fo(pfl)(tl,...,tn) = itigi(tl,...,tn) (1)
7 o -1 o
9:(0) = (f;tjo) = oz, (f)-

Podemos reescribir como f =37 ,z;-(g:0 ). Luego, como z;(p) = 0, se tiene que

:iv(ﬂii'(giow zj:v P))—Z (z i)aa:z;l )-

=1




Notemos que la condicién f(0) = 0 no es restrictiva, pues si f(p) # 0 y llamamos
c = f(p), entonces v(f) = v(f — ¢) y la ecuacién anterior sigue valiendo. Luego

i 0
v = i)
; v(z;) oz,
i= P
y por ende (8/0z1)lp, ..., (0/0z,)|, generan T, M. Veamos que estos vectores tangentes
son linealmente independientes. En efecto, si aq,...,a, € R son tales que

- 0
O:;aiaixi

p
entonces aplicando el lado derecho de esta igualdad a la j-ésima funcién coordenada z;
y usando el comentario posterior a la Definicién tenemos que

0= (; ai@ p> (z;) = ;“iaTci p(mj) = ;ai5ij = a;

para todo 7 = 1,...,n. Esto concluye la prueba del teorema. O

Nota 2.6. 1. Sigue de la demostracién del teorema que si (U, ¢ = (z1,...,Z,)) €s
un sistema de coordenadas en p y v € T, M, entonces
i o}
v=> v(z;)—
Y v(z) >

=1 z

p

2. Supongamos que (U, = (z1,...,2,)) ¥ (V;% = (y1,...,Yn)) son sistemas de
coordenadas en p, entonces

8| oz 8
8y;|, = 0ys,0m:],
en donde
Oz;| _ O(zioyp™)| _ O(ticpoy)
oyil, Oy ot ¥(»)

son los coeficientes de la matriz jacobiana del cambio de coordenadas ¢ o 9!
en 9¥(p). Observar que hemos denotado por ¢, : R* — R la j-ésima funcién
coordenada de R™.

2.1. Vectores tangentes como velocidades de curvas

Sea M una variedad diferenciable. Una curva (diferenciable) en M es una funcién
C®, c:I — M en donde I es un intervalo abierto en R. Sea t; € I. Dada f € C°(M),
la asignacién

for o) fett) 2



es un vector tangente en T¢,)M el cual se denota por c'(¢,). En efecto, es claro que la
asignacién es lineal en f. Ademas, si g € C*, entonces

(Fa)(e(t) = | SeNalelt) = (55| 7)) aetto)) + F(etto) | alett)

d
dt|,
con lo cual ¢'(o) es una derivacién lineal en c(to). El vector tangente c'(to) € Te,) M se
llama la velocidad de la curva ¢(t) en t = t.

Proposicion 2.7. Sea M una variedad diferenciable y sea p € M. Entonces todo
vector tangente v € T,M se obtiene como la velocidad de una curva en M que

pasa por p.

Demostracion. Sea (U, ¢ = (z1,...,Zn)) un sistema de coordenadas en p con ¢(p) =0
y sean ay,...,a, € R tales que
v=a + +a 0
oz, "0z, |
p p

Sea € > 0 tal que (tai,...,ta,) € (U) para —e <t < e yseac:(—¢,e) — M definida
por ¢(t) = ¢~ (tay,-..,ta,). Observemos que c¢(0) = p. Se afirma que v = ¢/(0). En
efecto, si f € C*°(M), entonces

flet)) = ;it flo ' (tas, - tan)) = Za(fat(p)

0 =1

a
dt|, .
" g
=Y aiy

i=1

=1

(f) = (Z i ) () = v(f),

lo cual concluye la prueba. ]

3. Diferencial de una funcién

Definicion 3.1. Sean M, N variedades diferenciables y f : M — N una funcién C*.
La diferencial de f en p € M es la transformacion lineal df : T,M — T, N definida
por

df(v)(g) =v(go f)
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para todo v € T, M y para toda g € C*®(N).

Es sencillo chequear que df (v) es un vector tangente a N en f(p) para todo v € T, M.
En realidad, df es una transformacién lineal distinta para cada p € M. Cuando sea
necesario especificar el punto base usaremos las notaciones df |, o df, para la diferencial
de f en p.

El pullback de f en p es la transformacion lineal 6 f : (T N)* — (T, M)* trans-
puesta de la diferencial de f en p. Mas precisamente,

0 f(w)(v) = w(df(v))
para toda w € (T4 N)* y para todo v € T, M.

T,M ---—[-i]-c———-—» Tsp)N

5f(w)\\ /

R

En el caso particular de una funcién diferenciable f : M — R, siv € T,M y
f(p) = to, entonces
€ Ty R.

tg

Fw) = o)

En este caso es comin identificar df con el elemento de (T, M)* definido por

df (v) = v(f),
es decir, identificamos df con d f(w), en donde w es la base de (T;,R)* dual de (d/dt)|:,.

Nota 3.2. 1. Sea f: M — N una funcién C* y sean (U, ¢ = (z1,...,Zm)), (V,¥ =
(Y1,...,Yn)) sistemas de coordenadas en p € M y f(p) € N respectivamente.

Sigue de la Nota [2.6] que
_ Z O(yio f) i
afIIj
p

0
d _
f <83:J i1 pé)yi

La matriz con coeficientes 0(y; o f)/0z; suele llamarse la matriz jacobiana de f
con respecto a los sistemas de coordenadas (U, ¢) y (V,%). Notar que si M = R™,
N = R" y los sistemas de coordenadas son los canénicos, entonces esta matriz

f(p)

conicide con el jacobiano usual de f.

2. 8i (U, = (21,...,Z,)) es un sistema de coordenadas en M y p € U, entonces
{dz;|, 12 = 1,...,n} es la base de (T, M)* dual de {8/0z;|, : = = 1,...,n}. Si
f: M — R es una funcién C, identificando TR con R, se tiene

dfl, =
fl, =3

=1 tlp

d$i|p-
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3. S8ic:I — M esunacurvaen M y ty, € I, enconces

.
to

/ — -
C (to) = dC’tO <dt

Proposicion 3.3 (Regla de la cadena). St f : M — N y g : N — P son funciones
C* ype M, entonces

d(g o f)lp = dglsp) o df |-

Demostracion. Debemos verificar que d(g o f)|,(v) = dg|sp)(df|»(v)) para todo v €
T, M. Para ver que estos dos vectores tangentes son iguales, veamos que valen lo mismo
aplicados a cualquier h € C*°(P). En efecto,

d(g o f)lp(v)(h) = v(ho(go f)) =v((hog)of)
= dfp(v)(h o 9) = dg|s(p)(dfp(v))(R),

como queriamos probar. ]

Proposicion 3.4. St f: M — N yg: N — R son funciones C*®, entonces

6f(dgls(p)) = d(g o f)lp-

Demostracion. Ejercicio. O

Teorema 3.5. Sea f: M — N una funcion C*, en donde M es coneza. Suponga-
mos que df|, =0 para todo p € M. Entonces f es constante.

Demostracién. Sea ¢ € f(M), tenemos que f~'({q}) es cerrado. Sélo falta probar
que f~({g}) es abierto. Sea p € f~'({q}). Tomemos sistemas de coordenadas (U, ¢ =
(z1,...,Zm)) alrededor de p v (V, ¥ = (v1,...,Yn)) alrededor de ¢ = f(p) tales que
f(U) C V. Luego, para todo p' € U tenemos

0 " 9(y; 0 0
0 = dfly ( ) =z(ig$jf )

o O

) .7 = 1) ceey M,
Oz; =1 f(®)

de donde sigue que

_ O(y;o f)
N aa:j

_a(tio(Wofop™)

0
” ot

w(p')

para todos 2 =1,...,n, 7 = 1,...,m. Como p es arbitrario tenemos que ¥ o fo ¢ !
es constante en ¢(U) o, lo que es lo mismo, f es constante en U (pues ¢ y ¥ son
biyectivas). Asi, U C f*({¢}) como queriamos probar. O

11



4. Estructura de variedad del fibrado tangente y del

fibrado cotangente

Sea M una variedad diferenciable n-dimensional con estructura diferenciable F.

Definimos el fibrado tangente de M como

T™ = | T,M.
pEM

Se tiene definida una proyeccién canénica

m:TM — M, m(v) =psiv e T,M.

Es frecuente denotar los elementos de T'"M como pares (p,v) con v € T, M, aunque

esto no significa que T'M sea un producto cartesiano.

Dado (U, ¢ = (z1,.-.,%,)) € F definimos @ : 77 1(U) — ¢(U) x R® C R*" por

B(v) = (zo(m(v)), ..., Zo(w(V)), dT1 | (@) (V), - . -, ATy |r(w) (V).

Dicho de otra manera, si v € T, M estd dado por

0
_i_..._i_ani

U= —
oz, p

oz
Lp

’

entonces
o(v) = (e(p), a1, -.-,a,) = (z1(D), ..., Zn(D), a1, .., Cp).

Observar que ¢ es biyectiva.

Lema 4.1. Si (U, p),(V,9) € F entonces o) L es C®.

Demostracion. Sean ¢ = (Z1,...,Zn), ¥ = (Y1,---,Yn) ¥ s€2 (t1,...,tn,a1,...

(U) x R™. Entonces

N oy 0
((pO’lp 1)(t1,...,tn,a1,...,an):<p Zaza— )
im1 OYily—1(4,..t0)
n " Oz o
p(Sanl 2
= =1 0ui 1/;71(1&1,...,1&,1)35”1' 1/;1(t1,...,tn)>

n o n IB(tjogooz/J’l) o
Zzaz Btz aij

7=1:=1

¢71(t1 ,...,tn)>

O(tiopoy™)

7
_ ~1 =
_<((p0¢ (tl,...,tn),;az atz Yoo
z":aa(tn ocpoyt)

,an) €

’

=1

depende diferenciablemente de (¢i,...,t,aQ1,...,8,).

12
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Lema 4.2. La famailia
B={¢""(W): W C p(U) x R* es abierto, (U, p) € F}

es base para una topologia en T M, la cual hace del fibrado tangente una variedad
topologica de dimension 2n. Con esta topologia m: TM — M es continua.

Para probar este lema utilizamos el siguiente resultado.

Lema 4.3. Eziste una base numerable de la topologia de M formada por abiertos
coordenados.

Demostracion. Ejercicio. O

Demostracion del Lema[4.3. Claramente TM = Ugcp B. Sean (Ui, ¢1), (Us, p2) € F
y sean W, W, abiertos en ¢;(U;) X R™ y ¢5(Us) x R™ respectivamente. Supongamos
que v € @1 (W1) N @, ' (Ws). Debemos probar que existen (U, ¢) € F y W abierto en
©(U) x R™ tales que

v € GTHW) C ot (Wh) N @yt (Wa). (3)

Denotemos ¢; = (z1,...,2L) v o = (23,...,22) y sea p = w(v). Escribimos

n
v=> aj
=1

n
= el o,
=1 Z; P

92
:El

i

P

Supongamos que ¢ (p) = (pi,...,0.) ¥ 92(p) = (p3,...,p%). Entonces, para k = 1,2,
existen abiertos Ay en Uy y By en R™ tales que

(2%, 2}) € Ay, (af,---,a;) € By, A X By C Wi

' n

Por otro lado, es un hecho general que cualquier espacio vectorial real V de dimension
n, admite una Gnica topologia tal que cualquier isomorfismo lineal de £ : R® — V es un
homeomorfismo (ejercicio). Con esto en mente, consideramos a T, M con dicha topologia
y sean £, : R™ — T, M, k = 1, 2, los isomorfismos definidos por

i 0 i 0
Zl(ul,...,un):Z;uia—mz1 , Zg(ul,...,un):Z;uia—ml2 )
1= p 1= p
Tenemos entonces que £1(B;) y £2(B2) son abiertos en T,M y v € £1(By) N £2(Bs).
Sea (U, ) el sistema de coordenadas en M con U =U; NU> y ¢ = 1|y ¥ sea

W = ¢1(p1" (A1) N 931 (A2)) x €7 (£1(B1) N £3(Bz)).

Se tiene entonces que ¢~ !(W) satisface (3).

Veamos que esta topologia en T M es Hausdorff. Sean v,v' € TM, v # v'. Si w(v) #
m(v') entonces existen sistemas de coordenadas (U, ¢) en w(v) y (V,9) en w(v') tales
que UNV = @, pues M es Hausdorff. Luego ¢~ *(p(U) x R*) y ¥~*(%(V) x R*) son
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entornos de v y v’ respectivamente, tales que ¢ *(p(U) x R*) N 1(¢(V) x R*) = @.
Por otro lado, si 7(v) = 7(v') = p, sea (U, ¢ = (21, ...,Z,)) un sistema de coordenadas
en p. Supongamos que

n 0 , e~ , 0

U—izlaiaxip, v _;ai&'z:ip
y sean A, A’ entornos abiertos en R” de (a4,...,a,) y (ay,...,a,) respectivamente
tales que AN A’ = @. Entonces ¢~ (p(U) x A) y ¢~ *(¢(U) x A') son entornos de v y
v' respectivamente tales que ¢~!(o(U) x A) N ¢~ (p(U) x A") = @. Observemos que,
con esta topologia, cada v € TM tiene un entorno homeomorfo a un abierto de R?",
luego TM es un espacio localmente euclideo de dimensién 2n. Sélo falta probar que
TM es N,. Por el Lema sabemos que existe una familia numerable (U;, ¢;), © € N,
de sistemas de coordenadas en M tales que {U; : © € N} es base de la topologia de M.
Tomemos una base numerable de la topologia de R”, digamos {W; : 7 € N}. Es facil
ver que

{@. (i(U:) x Wj) 14,5 € N}

es una base numerable para la topologia de T'M. O

Teorema 4.4. TM admaite una estructura de variedad diferenciable de dimension
2n tal que la proyeccion m: TM — M es C*.

Demostracion. Sigue de los resultados anteriores considerando el atlas maximal F que
contiene a la familia {(7~}(U), @) : (U, p) € F}. O

Ejemplo 4.5. El fibrado tangente TR™ es difeomorfo a R**. Sea (ty,...,t,) € R™. No
es dificil verificar que la aplicacién F : TR™ — R?" definida por

"0
F a;—

.....

es un difeomorfismo. Méas atin, si M es una variedad diferenciable de dimensién n que
se puede cubrir con una sola carta, entonces existe un difeomorfismo F' : TM — M xR"
con la propiedad que

F(v) = (7(v), f(v))
y paracadapec M, v,w € T,M, A € R, vale
flv+ Aw) = f(v) + Af(w).

Si esto sucede se dice que la variedad M es paralelizable. Es un problema interesante
(v dificil) en geometria, decidir cuando una variedad diferenciable M es paralelizable.
Por ejemplo, se sabe que la esfera S™ es paralelizable si y sélosin =0,1,3,7.
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El fibrado cotangente de M se define como

™M= | (T,M)".

pEM

En este caso también tenemos una proyeccién candnica
™ T*M — M, ™ (w) =psiw e (T,M)".

Dado (U, ¢ = (z1,...,%,)) € F definimos @* : (7*) }(U) — ¢(U) x R™ como

() O%n | v ()

es decir, si w € (T,M)* y escribimos, con las identificaciones usuales,

5 (w) = (xl(w*(w)), (1 (W), @ (az

W= 01dT1|p + - .. + 6ndTy|,,

entonces
o"(w) = (p(p), a1, ...,a,) = (z1(p), - - -, Zn(D), A1, . - -, Gn).

Teorema 4.6. T*M admite una estructura de variedad diferenciable de dimension
2n tal que la proyeccion w* : T*M — M es C*°.

Demostracion. Ejercico. Es similar a lo hecho para el fibrado tangente. ]

15



	Funciones diferenciables entre variedades
	Particiones de la unidad

	Vectores tangentes
	Vectores tangentes como velocidades de curvas

	Diferencial de una función
	Estructura de variedad del fibrado tangente y del fibrado cotangente

