Q“oi“iﬁoh/ﬂ( UNIVERSIDAD NACIONAL DE ROSARIO
O 2

U N R Universidad FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS, INGENIERIA Y AGRIMENSURA
Nacional de Rosario

o

(
.

WE
N

= ¥

~ >
=)

K2

Tépicos Avanzados en Teoria de Grafos - 2016
Trabajo practico: Coloreo de Grafos. Parte 1.

Dado un grafo G, notaremos con n su orden, m el nimero de aristas de G, d(v) el grado del
vértice v, G el grafo complemento de G, w(G) el tamafo de la clique méxima de G, a(G) el tamafio
del méaximo estable en G, x(G) el nimero cromético de G, 0(G) el grado minimo de G, A(G) el
grado maximo de G.

1. Demostrar las siguientes desigualdades:

a) w(G) < x(G)<n

b) x(G)a(G) = n

¢) x(G)(n = 4(G)) = n

d) x(6) 2 25

e) X(G) <n+1-a(G).

) x(G) <3+ /2m+ 1.

9) xX(G) <1+ méx{6(G"): G' C G}.

h) Si G es color critico, x(G) <1+ 6(G).

2. Probar que méx{d6(G’) : G’ C G} < A(G). Esto prueba que la cota superior del ejercicio 1 g
es mejor que la cota superior 1 4+ A(G). Caracterizar los grafos para los cuales méx{d(G’) :

G' C G} = A(G).
3. Analizar la veracidad de los siguientes enunciados:

a) Si x(G) = k entonces G tiene un k-coloreo para el cual al menos una de sus clases de
color tiene a(G) vértices.

b) Si G es conexo entonces x(G) < 1+ p(G), donde p(G) es el promedio de sus grados, i.e.
p(G) =5 > d(v).
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¢) Si G es k-critico con k > 3, entonces G no tiene un conjunto de corte que induzca un
subgrafo completo.

d) Si G es un grafo k-critico y perfecto entonces k = n.

e) Sea G un grafo regular. Probar que x(G) + x(G) =n + 1 si y solo si G o G es isomorfo
a un grafo completo o a un ciclo impar.

4. Caracterizar los grafos k-criticos G, con k > 3, tales que G — v es (k — 1)-critico para todo
v e V(G).

5. Probar el Teorema de Nordhaus-Gaddum (1956): Si G es un grafo de orden n entonces,



6.

7.
8.

9.

10.

11.
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a) 2¢/n < x(G) +x(G) <n+1,
b) n < x(G)x(@) < (24)%.

Probar que si G es perfecto entonces w(G)w(G) > n. ;Existen grafos tales que w(G)w(G) <
n—17.

Demostrar que G es 3-critico si y solo si G es isomorfo a Cop4 para algun £ > 1.

Probar que el teorema de Brooks es equivalente al siguiente resultado: Los wnicos grafos
k-criticos (k — 1)-regulares son los ciclos impares y los grafos completos.

Determinar el error en el siguiente razonamiento que demostraria el teorema de Brooks:

Usamos induccion sobre n. El resultado es vdlido para n = 1. Para el paso inductivo, su-
pongamos que G no es completo ni ciclo impar. Como el tamano minimo de un conjunto
separador es a lo sumo 0(QG), entonces G tiene un conjunto separador S de tamano a lo sumo
A(G). Sean Gy, ...,Gy, las componentes conexas de G — S. Sea H; = G; + S. Por hipdtesis
de induccion, cada H; es A(G)-coloreable. Luego, permutando los colores de estos coloreos de
forma tal que coincidan en S, obtenemos un A(G)-coloreo de G.

Para cada n > 2 hallar un grafo bipartito B,, y un orden de sus vértices tal que el algoritmo
greedy use n colores.

Para cada k > 3, hallar un arbol Ty con A(T;) = k y un orden de sus vértice tal que el
algoritmo greedy use k + 1 colores

Consideremos el siguiente algoritmo de coloreo: Dado un grafo GG, hallar un conjunto estable
maximo [; y asignarle color 1. Luego, hallar un conjunto estable maximo Iy de G — I1 y
asignarle color 2. Asi sucesivamente.

Hallar ejemplos para los cuales, dependiendo de la eleccién de los conjuntos estables, el algo-
ritmo pueda ser arbitrariamente malo.



