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6 CALCULO‘DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES
DE VARIAS VARJABLES®

(.‘\fhllo

g 1. Limite de una funcién. Continuidad

1.2 Limite de una funcién. Sea f (P) =f(x,,x,,...,x,) una funcién
Jefinida en un conjunto E que tiene un punto de acumulacion Pi. Se
dice que

lim [(P)=A4,
Barp,
si, para cualquier ¢ > 0, existe un 6 = & (e, Py) > 0 tal que
[f{P)— A|<e,
siempre que PEL y 0<p (P, Py) < &.donde p(P, Py) es la distancia
entre los puntos Py Py.

2.° Continuidad. Una funcién [ (P) se llama continua en el punto Py,

51 - ‘ '
lim foPY=}{P,).
P Py
Una funcién f (P) es continua en un recinto dado, si es continua en ca-
da ?Lnto de este recinto.

Continuidad uniforme. Una funcién f (F) se llama uniformemente
cont nua en un recinto G, si para cada ¢ > 0 existeun 8 > 0, que depcn—
de solamente de e, tal que, para cualesquiera puntos P’y P de G,
verifica la desigualdad

& P~ F(PY] <e,

siempre que sea
Q(Pr' P”)<6-

Una funcidén que es continua en un recinto cerrado y acotado, es uni-
formemente continua en este recinto.

Problemas:

Determinar y representar los campos de existencia de las siguientes
funciones:

(’3' b u=xV7. @]E;‘S =V 1—x"—y.
e T AT ot . Bl et
“‘ } 1 x +1 y l (\____/ ] x’—{-y‘—l
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CAPITULO 6. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE VARIAS VARIAIjl Iy F

m b=V = —~ ¥

@ I= ]/Q;j"i’z_" ‘1.34;16, u == arcsin ———}—arcsm(]—.y

(§j4_2\ u=)1-= +y)2 ‘\3147\ u="Vsin{x* - %) +y )
8143 ”_]”(-‘_3’) 3148, u=uarccos

et U VIZ+L‘2
k‘i]\‘@ U ==grsin Al 3149, u=In(xyz).
A5 s

3150, u=In(—T—x'— g2t 5
Censrrulr las lineas de nivel de las siguientes funciones:

XT U

315 F=x1y. 3159 e=lx1 4|y — x4 y).
\,3,1.97) F=® deoyg® 3159.1. z=nmin(x, y).
\3133}2—) — & 3159.2. z=max (] x|, [y D).
3% z={x-+yp, 3159.3. z=min (s, ¥).
\__3_133) z:)i 3160 zzex:.iy: W
- N e 3161. 2=y 0
BISE. g (x> 0).
> 17y 3162, 2= (x>0,
257, ==lxy %
3164 z:ar:tg z\.__:?_—- (Q>O

3165. z=sgn(sin x sin y).

Hallar las superficies de nivel de las siguientes funciones: ~
3166. u=x-Ly-L2 3168, w=ux"toy®— 2",
3167. L"xz—{—yz -2 3169. w=(x -yt 2,
3170. 4 =sgnsin (x* - y* 4 2%).

3175. Construir la grifica de la funcién
4 F(t)y=f(cost, sinf),
donde '

1,81 y=ux,
Sle, )=

0, st y<u,
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1. LIMITE DE UNA FUNCION. CONTINUIDAD

3176, Hallar £(1, 4) si f(r, =552

3177. Hallar f (x), si
/(4)=YEEE >0,
3178. Sea
z=Vy +rVx —1.

Determinar las funciones f y z,si z=x para y=1,
3179. Sea
z=x+y-Sle—y.

Hallar las funciones f y z,si z=x? para y = 0.
3180. Hallar f (x, 3), si f(x+y, %)Exuﬂya.

3181. Demostrar que. para la funcion

X —
Flt Y=t
se tiene:
lim {lim fix, y} ;o lim {lim f(x, p))=—1,

X=0 y=o0 y=0 x =20

mientras que lim f(x, y) no existe.
X =0
v=+o

3182. Demostrar que, para la funcién

® 2y
| T N = mrre =iy

se liene:

lim {Ilmf (x, y)}-_ lzm {!un Jloee Y} ==0,

X0 y=0

dpesar de que  Iim J(x,.y) no existe.
E X=0
g

3183. Demostrar que, para la funcion

7%, y)=(x-y)sin —i— sin—;-
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CAPITULO 6. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE VARIAS VARIAKL} 3

ambos Iimites lim {11m Sle, by tim {lim f(x, y)}

X0 y— y=0 x—30
no existen, a pesar de que existe lim f(x, y)=0.
iy
3183.1. ;Existe el limite

. 2xy

lim ?

i

yo

3183.2. ;A qué esigual el Iimite de la funcion

flx, y)=it et

a lo largo de cualquier rayo

x==tcosa, y=—fsina <!+ o0y

[ 3
cuando t = + oo?

¢3¢ puede llaniar a esta funcién infinitésima cuando x = oo ¢
: 2
), —* O/

3184. Hallar

lim {irnf.a. N}y lim { lim Slx, )},

X—=a y-b y=b x4
: si:
2_‘!_!1,2
I a) [(x, }')_"—'*"3;, a=00, b=oc;
. -+
x¥

| b)f(x,y):m, a=00, b=-|0;

©) J 1%, y)=sin g

Xt
d)f{x ))_—tbl_{_ U a_ot b""'oop

, e) flx, y=log (x4+y), a=1, p=0.

Hallar los siguientes limites dobles:

5 PO e = A . osin g
8185, nm =l 3187, lim 22N
a‘-—a:c"zuxy'{'—yz iy B
yire y—a
3186. lim i 508 3 3188. lim (xt __{_)_, pmFE)
e Xt
Y=+ 4 Yy =1+
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1. LIMITE DE UNA FUNCION. CONTINUIDAD

X

—_—

‘ _l ., 2 X X+
. lim (_*_9__)‘ 3191, lim (1 _1_) i
3189 “lig Py . Ly .
y = y=a
D19 xli—bmo (x!+yz)xzy:. 3192. lim M.
Y=o 531 Vi

3193. ;Sobre qué direcciones ¢ existe el limite finito:

x
a) lim e¥+v7 b) lim e¥-9".sin 2xy,
[ o] [ ale ]

si x=pCosQ , y=psin@a

allar los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones:

( ; ““\ — ! o o = |
\\§I?’4/:, . ViE 4yt ) \31’9%?\ = sinx siny
% 7 13199 u=1 — eyt
(81955 u= L. (olRgda==n [b—a —J'%
A b o il 7 1
\._,.v’-'-**\ it \329_(_}) U= —
(3196t = 12 — Ty2
- Pyt

P P
(31 9:1:& u=—sin i

320/1? u=1n — : : .
— Vix—al~(y—b)FF (z— ¢

3202. Comprobar que la funcién

"' 2xu : id 3 _L
f(x, y‘):(‘l\ x2+_l;'“ B = +) 7_0’

0, si x4y =0,

€ continua respecto de cada variable x e y por separado (para un valor
fijado de la otra variable), pero no es continua respecto del conjunto
de estas variables.

3203. Comprobar que la funcién

x"y x 2 1_/0.
f(-’:gy): _x4+yx 3 S% X —l—y '7‘"0;
0, i x’—-i——y!:o,
€S continua en el punto 0 (0, 0) a lo largo de cada rayo ’

xmthsc;’, y=tsina (0§t<+oo),
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CAPITULO 6. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE VARIAS VARIABLLg
que pase por este punto, es decir, existe

lim /(¢ cos @, fsina)=f(0, 0);

tao

sin embargo, esta funcién no es continua en el punto (0, 0).

3203.4 ;Es continua la funcién
we=gregind
i

en su campo de definicién £?

3204. Comprobar que el conjunto de puntos de discontinuidad de la
funcién f(x,1) =x sen L ,$iy# 0y f(x,0)=0, no es cerrado.
¥

A - —

' 3206. Demostrar que, si en un recinto G la funcién f (x, ) es con-

tinua respecto de la variable x y satisface a la condicién de Lipschitz
respecto de la variable y, o sea,

F e = sl <L)y <y,

donde (x, ¥ ) € G, (x, ¥'YEG y Lesuna constante, entonces esta fun-
¢ion es continua en el recinto dado.

3207. Demostrar que, si la funcién f (x, ¥) es continua respecto de
cada variable x e y por separado y es monotona respecto de una de ellas.

entonces esta funcidén es continua respecto del conjunto de las variables
(teorema de Young).
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2. DERIVADAS PARCIALES. DIFERENCIAL DE UNA F UNCION

3209. Supongamos que: 1) la funcidn f (x, ) es continua en el re-
anto R (@ <x <A;b <y <B);2)la funcién ¢ (x) es continua en el in-
tervalo (a, A) y toma valores que pertenecen al intervalo (b, 8). Demos-
trar que Ja funcion

Fx)=/(x ¢ )

es continua en el intervalo (a, A).

3210. Supongamos que: 1) la funcidn f (x, y) es continua en el re-
cinto R (@ < x < A; b <y <B),2) las funciones x = ¢ (u, v) e
y =1y (1, v) son continuas en el recintoR' (@' <u <A';b'<v<B)y
toman valores pertenecientes a los intervalos (a, A) y (b, B), respecti-
vamente. Demostrar que la funcién

F(U, 'U)=f{(P (U, fU)! 1{" (Hl U))
es continua en el recinto R'.

§ 2. Derivadas parciales. Diferencial de una funcién

1.° Derivadas parciales. El resultado de la derivacion parcial de una
funcién de varias variables no depende del orden de derivacion, si todas
las derivadas que figuran en el célculo son continuas.

2.° Diferencial de una funcién. Si el incremento total de una funcion
{(;f. ¥, z), de las variables independientes x, y, z, puede expresarse en
a forma

AF(r, p2)=A Ax B Ay+Caz+o(g),

donde A4, B, C no dependen de Ax, Ay, Azy o=V {Ax T (Agr F (Az)%,
la funcion f (x, y, z) se llama diferenciable en el punto (x, y, z) y la par-
te lineal del incremento A Ax +B Ay + C Az, igual a

ef(x v =T, (% g Ddx 1, x5 Dy F (6 2z, (1)

donde dv = Ax, dv = Ay, dz = Az, se llama diferencial de esta funcion.

La férmula (1) conserva su valor también en el caso en que las varia-

les x, y, z son funciones diferenciables de otras variables independien-
tes,
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CAPITULO 6. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE VA RIAS VAR”\HL]S

Six, y, z son variables independientes, entonces para las diferencia]cs
de orden superior se verifica la f6rmula simbolica

a'f (x, v, 2) = dxhq..|_d E-{-dzf— n[
(-2 Ox ydy 0z (x, Y, 2).

3.° Derivada de una funcién compuesta. Si w = f (x, 3, z), donde
E=Qu, v), =y, v), 2=% (1, v) y las funciones f, ®, ¥, X son difere,.
ciables, se tiene
dw __dwdx | dwdy , dwdz
w-aatatna
0w __ Owdx | dwdy . dwdz
Jv Oxdu ¥ dydu ¥ G280
Para calcular las derivadas de segundo orden de la funcién w es cop.
veniente utilizar Jas formulas simbolicas:

iw 0 L0 0 B OV L 0P iw  dQ 6w | 3R, iw
af%“a+@@+&a)w+awﬁwu@+wa
¥ 3 5 .8 6’3‘}?-,»61);;'
auavz(Pla‘{"QlE}TR}‘(ﬂ)(Pzg_xTQzay”f“ *5; T
LI5S 00,00, OR, o
U e i U9y Gy v az
donde
dx _6y __rjz
P]_“aa QI—E‘E’ LE,—E:
¥ 5 .
B BX __ oy 5 . 02

=5m A= Re=g

4.° Derivada en una direccién dada. Si la direccion / en el £8pacio
Oxyz se caracteriza por los cosenos directores: {cos o, cos f,cos v}y

la funcién u = f (x, v, z) es diferenciable, la derivada seglin la direccién
I'se calcula por la formula

du  Bu du Gu
-C.T[_,a?:cosa—{—é;cosﬂ%-azcom.

La velocidad del crecimiento méximo de la furfcién en un punto dado
se determina, en su valor absoluto asi como su direccidn, por el vector.
denominado gradiente de la funcién:
du Ou ,  Gu
grad“-—&i_["ggj'{‘a'_zk.
cuya magnitud es igual a ;
du'\?* oul? T /u\?
d = V(—) 5 2 - -
|gradu| 5 + 5!; + =

“

(324 ‘




. A3 . - e - e
- - - 7
. - : - 5
. . .
. + 5 -
. .
.

*2. DERIVADAS PARCIALES, DIFER ENCIAL DI UNA i'UNC‘JON

Al

oblemas: :
3211. Comprobar que

filx, 0y =12 [/ (x, b))
32123\ Hallar £}, (x, 1), si
Slx, y)=x-(y— 1) arcsin 1/%

@ Hallar £ (0, 0) y f; (0, 0),

sl
e, y=Vxy.

;Es esta funcion diferenciable en el punto 0 (0, 0)?

3212.2. Esdiferenciable la funcién £(x, y):f/x'—{—y’en el punto
0(0, 0)? '

3212.3. Ayeriguar si es diferenciable en el punto 0 (0, 0) la funcién
1
f(x,-y)zen“"ﬂ‘ . Si x:+y:>0
y/(0,0)=0.

naﬂa; las derivadas parciales de primero Y segundo ordenes de las si-
gulentﬂs funciones:

3213 U= x*-+y*—4x7y"%, 3221, u=In(x-y*).
(3214 u_,xy—l—— 3222, y==arctg %
3215, u==, 3223, u=sarctg i"i—_i.
T I —xy
3216- H—:—T:*{__——. 3224, n=arcsin .
T G
(82172 u=xsin (x4 y). 3225, u= —;—maz .
8018, s TUE 3226. u=(2)".
8. u v E
X —
3219, II—'tU? 392927, u=—x?z.
8220, y=2". 3228, u=w",
3229. Comprobar la igualdad
d’u . & u
6xd_/ Oy ox'
i .

a) ,u—_:_;!:‘_“,gxy_.;j}'; b) p=x' ) It ==arccos ';/

Fapie She auen




CAPITULO 6. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE VARIAS VARIABLLg

3230. Sea S {x, y)_xy

T S Py =0y /0, 0=

Comprobar que
S0 (0, 0) 5 £5, (0, 0),
3230.1. ;Existe f';y (0, 0), si

Zxy ; 2 2
flay)=1{ #FF T X0
l 0 | XS'_))_':O

Hallar las diferenciales de primero y segundo 6rdenes de las siguientes
funciones (x, ¥, z son variables 1ndependzentes)

3235. u=x"y". 3239, u==¢",

X
3238. = 3240, u=uxy j—yz+zx.
3237, H=Vx‘+y'. 3241, u=x’+y’-'

3238, u=In}/ x* Ly
3242, Hallardf (1,1, 1) y d*f (1,1, 1),si

fix, 2)=i/z;—-.
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2. DERIVADAS PARCIALES. DIFERENCIAL DE UNA FUNCION

3243. Comprobar que, si X
u=Vx 4y 2,
se tiene d*u = 0.
3244. Suponiendo que x, ¥ son pequefios en valor absoluto, deducir
unas formulas de aproximacion para las siguientes expresiones:
a) (14271 497
b) In(l~-x)-1n (1 4-y);

c) arctg lx-—:xyy i

3245. Sustituyendo el incremento de la funcién por la diferencial,
calcular aproximadamente

a) 1,002+2,003%. 3,004 ¢) V1,021,975

b) 1,03 . d) sin 29°.1g 46°%
) 0,971.05,
]/0,98 v/ 1,05% & %

3246. ;Cudnto variard la diagonal y el drea de un rectdngulo de lados
x=6me )y =8 m,siclprimerlado se aumentaen 2 mm y el segundo
s¢ disminuye en 5 mm?

3247. El dngulo central de un sector o = 60° aumentd Ao =1°.
(Cudnto hay que disminuir el radio del sector R = 20 c¢m, para que su
drea no varfe?

3248. Demostrar que el error relativo del producto es aproximada-
mente igual a la suma de los errores relativos de los {actores.

3249, Al medir el radio R de la base y la altura H de un cilindro se
obtuvieron los siguientes resultados:

R=25m=0,1m; H=40m=0,2 m.
(Con qué error absoluto A y error relativo & se puede calcular el volu-
men del cilindro?

3250. Los lados de un tridngulo son: a = ’-6’00 m £2m,b=300m=*
t5m,y el dngulo formado porelloses C = 60" £ 1°. ;Con qué error ab-
soluto puede calcularse el tercer lado ¢ del tridngulo?

3251. Comprobar que la funcion

fx, n=V |xy|

®S continua en el punto (0, 0) y tiene en este punto ambas derivadas

Parciales £, (0, 0) y fy (0, 0), sin embargo, no es diferenciable en el
Punto (0, 0). )
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CAPITULO 6. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE VARIAS VAR]A Blig

Estudiar el comportamiento de las derivadas Ix (x, ¥)y [y (x, y) en
un entorno del punto (0, 0).

3252. Comprobar que la funcién
f (xi .V) = si

Xy
Vit g’

X'y £ 0

/10, 0)=0,

es continua y tiene derivadas parciales acotadas S0y £ (% y) e
un entorno del punto (0, 0), sin embargo, esta funcion no es diferencis.
ble en el punto (0, 0).

3253. Comprobar que la funcién
5 5 ] : R
f(x,y):(xz—l[—y)smm, st x’y*=£0

¥
*/(0,0)=0,

tiene derivadas parciales £y (x, y) vy fy (x, ¥) en un entorno del punto
(0, 0), las cuales son, discontinuas en este punto y no estdn acotadas en
cualquier entorno del mismo; a pesar de esto, la funcién es diferencia-

" ble en el punto (0, 0).

3255. Demostrar que, si una funcién J{x. ¥) es continua respecto de
la variable x para cada valor fijado de y, v tiene derivada acotada
Iy (x, ¥) respecto de la variahle V, entonces esta funcién es continua
respecto del conjunto de las variables x e ».
Hallar las derivadas parciales indicadas en los siguientes ejercicios:
&Fu du du

B256: Oxt' Fxioy’ Ao’

u:x——y—{—x’+2xy—i—y’+x’—Sx’y——y"’—"—x‘-—éx’y’—{—y‘.
d'u

3257, P P
ou

ox gyt ?

si

st m==xIn(xy).
3258, sl u=x"siny-Ly* sin x.

3259,

dxdydz’
d*u
Ox dy dz°
d'u
0 Sy aEa
oF+9 y
O0xP gy

3260.

3262,

328

si u=arctg i
Sl u=—g"%”,

si u=In

3 x4y4z2— 2
‘*"*‘*-_._.

— Xy —xz—yz

Ve Fo—n
si u=(x——x°)f’(_y--_y°)‘f.




2. DERIVADAS PARCIALES. DIFERENCIAL DE UNA FUNCION

am.;nu B x y (
3263. il si u=x—'_+_"-y.
gty 0 2 2y x4y
3264. W' S1 u={(x +y)£ .
+4d+7r
3265. g{;ﬁ, si u:xyzex”“.

3266. Hallar f‘?ﬁ.’;:’:’) (0, 0), si fx, Y)=¢e"siny.
3267. Comprobar que, si

u=f(xyz),
se tiene a=
u
dxdydz F),

donde r=xyz,y hallar la funcion F.
3268. Hallar d*u, si u=x'—2x'y — 2xp' Lyt Lt 3ty —

=3y ¥ 2ty b2yt L Lyl

, {owal - dtu Fu Fu G'u vl

(A qué son iguales las derjvadas G oy TEIF oy y ek

Hallar las diferenciales totales del orden indicado en los siguientes
ejercicios:

3269. d'u, sl #=x"1 y*— 3xy (x — y).
3270, d'u, I u==sin(x* L+ y?), .

3271. d'’q, St u=ln{xLy).

3272, dn, §1 u==cosxchy,

3273, d'y, si w=xyz.

3274, d*u, $i f=In (59,

8275, d"u, 8] st

3276, d"u, si u=X{x)Y(y).

3277, 4y, sl u=/f(x+y-+2).

3278, 4"y, Si u=—eoTrie

3279. Sea P, (x, y, z) un polinomio homogéneo de grado n. Demos-
trar que

d"P,(x, y, 2)=n! P,(dx, dy, dz).
3280. Sea

du
dy "

du
Au:x&+)'

Hallar du vy 42u=A4 (4u), s :
X Y i
a)ﬂ—_——m;; b) u__]nV-\- +y'
3281. Sea

dtu *
Aﬂ:w—[—@i- i




CAPITULO 6. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE VARIAS VARIABL g

Hallar A u, si

a) u=sinxchy; b) u=In} x*4 .

3282. Sea

sam () +(G) +(3)

d%u F*u *u
Mu=gataatam

Hallar Ayu y A,u,si

D um S S =S b =

Hallar las derivadas de primero y segundo 6rdenes de las siguientes
funciones compuestas:

@u:ﬂx'—k}r'—{—z’).’ 3284, u=f(5c, i).

¥

3285. u=f(x, xy, xy2).
2
3286. Hallar 2% s

dx dy *
u=f(x—]—y, xy)-

3287. Hallar

si

d%u 0% | O
Au=~=7+ T

u=f(s+y+z 24yt

Hallar las diferenciales totales de primero y segundo 6rdenes de las
siguientes funciones compuestas (x, ¥, z son variables independientes):

3288.

3289

3290.
3293.
3294,

3295.

3297.

3299,
3300.
3301.
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u=f(f), donde t=x4y. 3291. u=f(t), donde t=xyz.
u= £ (f), donde t:.«:};:—_ 3292, u=f(x? L 21 2%,
u=f(V x*+372).

u=F@E n), donde E=ax, n=0y.
H:f(g, n): dOnde §=x—§—y, n:x_y_"

u=f( m) donde E=xy, ‘—"% 3296. u=f(x+4y, 2).
= f(x +yt2z, x4 y2i2?). 3208. u=7 (%, %}

u=f(x, y, z), donde x=t, y=1°, z=p.
H=ﬂ§! mn, g): donde g: ax, = by- C= CZ.
il =ﬂ§, 0, g)a donde §= "2 i )’2. n= x‘? = y‘?, C= ZW.




2. DERIVADAS PARCIALES. DIFERENCIAL DE UNA FUNCION

Hallar d" u, si:

3302. u=f(ax+ by -+cz). 3303. u=f(ax, by, c2).

3304- u=f(§’ Ul g)» donde §=&1X+b1y»{—clz, n:azx+b2y 4
4 €32 L=agx +byy + c52.

3305. Sea u=f(r),donde r=} x*+4y*+2® y [ es una funcitn
dos veces diferenciable. Comprobar que

Au=F(r),
0%u | G%u J0%u

donde Au =55 -+ ot -3 G &S el operador de Laplace, y hallar la fun-
con F.

3306. Sean u y v funciones dos veces diferenciables y A el operador
de Laplace (véase el problema 3305). Demostrar que

Av)y=ulAv+vAu+2A(u, v),

donde
Judv | Qudv | dudv
Awd=gnmtorntT ae

3307. Comprobar que la funcidn

u=InV (x—a)* & (y—b)°

(ay b son constantes) satisface a la ecuacidn de Laplace

"3308. Demostrar que, si la funcién ¥ = u (x, y) satisface a la ecua-
cién de Laplace (véase el problema 3307), la funcion

o=l )

también satisface a esta ecuacion.
3309. Comprobar que la funcion

(x =b)
g 1 8_ aa’l
AL
(@y b son constantes) satisface a la ecuacién del calor
u o A _6_’_1_‘_
T T
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'

3310. Demostrar que, si la funcién u = u (x, ) satisface a la ecua.
cion del calor (vease el problema 3309), la funcion

x?

0 o Py ]
U-_-awe H(-ﬁ ,"-'--E'ﬂ?) (t>0)

también satisface a esta ecuacion.
3311. Demostrar que la funcion

=

‘!]u—-

donde 7=V (x—a) - (y — b + (2 — ¢)%, satisfaceala ecuacion de
Laplace

L 4

Q;I Qr

+63, +i=

para r # 0.

3312. Demostrar que, si la funcién u = u (r ¥, 7} satisface a la ecua-
cion de Laplace (véase el problema 3311), la funcién

1 (kzx Ey k’i)
v=—u(—, %, 51},

r r Y Lt ,.z

donde & es una constantey r=V x*y' =27 también satisface a es-
ta ecuauon

3313‘; Demostrar que la funcién
Cle —1—C ad
r

U=

]

donde r=Vx*Fy" L2y C,, C; son constantes, satisface a la ecua-
cién de Helmholz

L]
o5%u 7, 3y .
ho — —=aQu.
oz T

3314. Supongamos que las funciones u, = u, (x, ¥, 2) v ty =
=uy (x, ), z) satisfacen a la ecuacion de Laplace Aw =0,
Demostrar que la funclon

UEHI(JC, I Z)+ +}’ +z \ Yy Z)
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Y *a

atisface a la ecuacion biarmoénica
A(Av) =

3315. Sea f (x, y, z) una funcién homogenea de ;,rado m, y-m veces

diferenciable.
Demostrar que

( dx+ydy+z ) Slx, v, z)—-n(n—l).. (n—m-1)f(x,y,2).
3316. Simplificar la expresién
dz 0z
sec X 5}~ seCy 5o

si
z=sin y - f{sinx —sin y),

donde f es una funcidn diferenciable.
3317. Comprobar que la funcion

z=x"f (-f; )
donde f es una funcion diferenciable arbitraria, satisface a la vcuacion
x%+b%=m
3318. Comprobar que
z==yf (' — 3"
donde f es una funcién diferenciable arbitraria, satisface a la ecuacion

. 0z
y ax—rxy 6y—xz.

3319. Simplificar la expresion

du
. 5:5+ _{_dz’
S1

u:—i-x‘—- ! x° (y—}-z)—‘(—%,-x’yz—{—f(y—x, z—x),

donde fes una funcion diferenciable.

(5]
s
=
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3320. Sea

X =ww, y'=yw, 2=uy

Sy, Y=Fu, v, w).
Demostrar que
xf'x-i—yf; —}-zf’z =uF, - vF;+ wF,,

Suponiendo que las funciones arbitrarias @, ¥, etc., son diferenciables
un numero suficiente de veces, comprobar las siguientes igualdades:

3321.y§§—x%—0, Sioz=gq (s yY)
2 0z gz 2 e el i
3322. x G—x—xyd—y—‘—y =%, L z=5- = @ (xy).
Pl
; gz dz . 2ye
3323, (x"— y?) é;—-'r—xy@:xyz, S1 z=e¥ g (ye¥".
3324, xg%+cxy(;—§~§—-ﬁzgg=nu, si =x”q:(x‘—i- , ;23) .
5= 0w . du,  du Xy : Xy i vz
g, g —— e Ve —_— _!__ — 2 _— —_— f—
3350.,:c@x‘,éyszéz__ui S Sl u__z‘nx‘x(p(x,x)_.
2 2 %
3326, gzj—aZ%é, S =0 (x — af) L (x L a),
J%u o', d'u :
3327, W“Qéxdy H'idyzzo’ S1 u=xgq (x+y)+5’¢ (x"{")')-
2 O%u . Fu 0% : 7
3328. .\,2(?—%'- 2.&)’a—x—ay—+yzd—y2—=0, S1 U=gq —;:—)%—xli.(%

Bt G, &% oty
(3829, x (Txé—:—-ﬁ.ryﬁ:@—{—y’-@—z:n (n—1)u
3330 Oou &%u oud

1 T 4 -n Y
S1 II—-’C"(P (-;-) _}L_xl ’\J)('-—x') 8
{

51 .
Sxoxoy oot S U=Q[x4-y ()]

Mediante la derivacion sucesiva, eliminar las funciones arbitrarias ¢
i — ; < i

(338L) 2= x4 g (xy). 8333, z=q (/X 1,7
- X W |
Tl ‘"m*‘r’(y_‘)‘ 8384 u=¢gw—y, y—2).
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3335, u= (=, £). 3338, 2= (% - 9}t 1t
3336. 2= ¢ () + b ). 3530, z=—=xp( ) 0 (%)

3340. z = 2\,
3337. 2= @ (x) ¥ (y)- e=9 ) “H’(y)
3341. Hallar la derivada de la funcién

z:x’—-y‘

en el punto M (1, 1), en ladireccion / que forma el dngulo &= 60° con
la direccidn positiva del eje Ox.

; 3342. Hallar la derivada de la funcién
z=x"—xy4y*
en el punto M (1, 1) en la direccidon / que forma un dngulo « con la di-

reccion positiva del eje Ox. ;En qué direccidn esta derivada: a) alcanza
¢l valor mdximo; b) alcanza el valor minimo; ¢) es igual a 0.

3343.-Hallar 1a derivada d= la funcién

=In(x* -+ y%

en el punto M (xgy. v ) en la direccidn que es perpendicular a la linea
de nivel que pasa por este punto.

3344, Hallar la derivada de la funcién

uz

en el punto M (_a__, L), en direccion de la normal interior a la
curva 2V

v
a”+ =1

en este punto.
3345, Hallar la derivada de la funcion

p==ays

enelpunto M (1, 1, 1), en la direccion /{cos a, cos B, cosy}.
¢A qué esigual la magnitud del gradiente de la funcidn en este punto?
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3346. Hallar 1a magnitud y la diretcién de) gradiente de I fun(jién

'-1[.-..

U=

1

en ej punto A/, (xo,yo,zo), donde r=+/x2 +y? + 22

3347. Determinar e] dngulo formado por los gradientes de ] funcigy,

u:x:_l_yz___zz

en los puntos 4 (€,0,0) y B (0,€,0)
3348. ;Cuidnto se diferencia Ia magnitud del gradiente de ]

t==x-ty|z

a funcjgy

en el punto A (1, 2, 2) de la magnitud de gradiente de la funcién

V=x-1y-+2z10,001 sin(IO“:rVJ;z—{—y‘—{-z’}?

en el mismo punto?

3349. Comprobar que en el punto M, (X0, Yo, 2), el dngulo for-
mado por los gradientes de ag funciones

B=ax’-by* L (2
v=ax®| by‘—}—cz’—}-?mx—{— 2ny L 2pz

(@ b, ¢, m n P son constantes y g? + p2 4 2
do el punto My se aleja al infinito.

3350. Sea y =1 p

7 0) tiende a cero cuan-

z) una funcién dos veces diferenciable. Hallar
0% 0 [ du . . :
Tﬂ'zﬁ(ﬁ)' §1.COs a, cos 3, cos v son los cosenos directores de la di-
reccién /

3351. Seau =/, ¥ z)una funcién dos veces diferenciable y

!, {cos a,, cos B, cosy, }, L{cosa,, cos Bs, cosy, },
[ {cos at,, cos By cosy,}

tres direcciones perpendiculares entre s,
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Demostrar que: ) :
g (S%)'+(3%)'+(%?%‘)'=('3£)’+(%‘f)’+(3—:)’:
) ol* azz +BT2= x‘+ay +62‘ 4

3352. Seau =u (x, y) una diferenciable, tal que para y = x? se tiene:

g
ulx, =1y L=

Hallar i para y =x2
dy
3353. Supongamos que la funcién u = y (x, ¥ satisface a la ecua-
¢idn

tu u

g =0

y también a las siguientes condiciones:

u(x, 2x)=1ux, w_ (%, 2%)=x"
Hallar

U (% 2%), up (x, 2x), i, (%, 2x).

Suponiendo que z =z (x, y), resolver las siguientes ecuaciones:

& - Fz_ "z
3354, 57 =0. 3355, W—O. 3356. — =0,

L=
3357. Suponiendo que u =u (x, y, z), resolver la ecuacién

’u

dx Oy 0z ==0;

3358, Hrallar la solucién z =z (x, y) de la ecuacion

Gz___ 2
é-g.__x —+ 2y,
Que satisface a la condicién: 2 (x,x?)=1,
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3359, Hallar la solucién z = z (x, y) de la ecuacién

que cumple las condiciones: z (x, 0)=1, zy (x,0)=x.

3360. Hallar la solucién z =z (x, y) de la ecuacién

9%z
Ox dy =4

que cumple las condiciones: z (x, 0) =x, z (0, y)=y?.

§ 3. Derivacion de las funciorres implicitas

1.° Teorema de existencia. Si: 1) la funcién F (x, y, z) se anula en un
punto A, (xq, Yo, Z0):2) F(x, ¥, 2) vy F; (x, y, z) estén definidas y son
continuas en un entomo del punto Ag; 3) F; (xg, Yo, Zo) # 0, entonces
en cierto entorno suficientemente pequefio del punto A4 (xg, J) exis
te una funcidn uniforme confinua unica

z=f(x, »), (1)

que satisface a la ecuaciéon
Fogppel=0

ytalque zg =f(xq, Yo )

2° Diferenciabilidad de la funcién implicita. Si, ademds, 4) la fun-
cion F (x, y, z) es diferenciable en un entorno del punto Ag (xo. Yo, Zo)
entonces la funcidén (1) es diferenciable en un entorno del punto

9z , 0z

Ay (xg, yo) v sus derivadas —— pueden hallarse por las ecud
y

ciones 0 x J
OF | dF 0z OF | oFd: * 4
OFF ¢ YIS0% o o a2 e ]
ST T en " (

Si la funcién F (x, v, z) es diferenciable un nimero suficiente de veces.
entonces. derivando sucesivamente las igualdades (2) pueden calculars
también las derivadas de orden superior de la funcion z.
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Problemas:
3361. Comprobar que la funcién de Dirichlet
1,s1 x esracional,
Y= . . .
0,si x esirracional,
que es discontinua en cada punto, satisface a la ecuacién
}-2 -y = 0

3362. Sea f (x) una funcién definida en el intervalo (a, b). (En qué
caso la ecuacion

fx)y=0
liene la solucién continua tnjca v =0 paraga <x <b?
———___
*) En los enunciados de la mayoria de los problemas de este capitulo se supone, sin reser-

"1, que se cumplen las condiciones de existencia de las funciones implicitas y de sus derivadas
forrespondientes,
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3363. Supongamoé que las funciones f (x) y g (x) estédn definidagy
son continuas en el intervalo (4, b). ;En qué caso ]a ecuacién

flx)y=g(x)

tiene una solucién continua unica en el intervalo (a, b)?
3364. Dada la ecuacion

Xt yt=1 (1)

Y=y (—l<x<l) Q)

sea

una funcién uniforme que satisface a la ecuacion (1).

1) ;Cudntas funciones uniformes (2) satisfacen a la ecuacién (1)

2) ;Cudntas funciones umiformes continuas (2) satisfacen a la ecua
cién (1)?

3) (Cudntas funciones uniformes continuas (2) satisfacen a la ecua-
cién (1), si: y (O)=1:b) y (1)=0?

3365. Dadala ecuaéién
xt =y (n
y=3x) (—oolx + ) (2

una funcién uniforme que satisface a la ecuacién (1).

1) (Cuantas funciones uniformes (2) satisfacen a Ja ecuacién (1)?

2) (Cudntas funciones uniformes continuas (2) satisfacen a la ecua-
cidén (1)? -

3) ;Cudntas funciones uniformes diferenciables (2) satisfacen a la
ecuacidn (1)?

4) Cudntas funciones uniformes continuas (2) satisfacen a la ecua
cion (1)sira)y (1)=1; b) ¥ (0)=0?

5) (Cuéntas funciones uniformes continuasy =y (x)(1 — § <x <1+98)
satisfacen a la ecuacion (1), si y (1)=1y § es suficientemente peque:
fio?

3366. La ecuacidén

¥ yt=xty

determina a » como funcién multiforme de x. ;En qué regiones CS‘j
funcion: 1) esuniforme, 2) es biforme, 3) es triforme, 4) es tetraforme:
Determinar Jos puntos de ramificacién de esta funcion y sus tamas unv
formes continuas. :
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3367. Determinar los puntos de ramificacion y las ramas uniformes

continuas ¥ = » (x) (= 1 < x < 1) de la funcion multiforme y, definida
por la ecuacion

(x! __i__yl)! p— x: _y‘l'

3368. Supongamos que f (x) es continua paraa <x <b y que ¢ ()
¢s monétona creciente y continua para ¢ <y <d. ;En qué caso la ecua-
cion

PN =/s(x)

- determina la funcidn uniforme

y=0 ' (f(x)?

Examinar los ejemplos: a)seny +sh y =x;b)e Y =—sen? x.
3369. Sea

=y, (1

donde p(0)=0vy ¢ (¥) | <k <1 para —a <y <a.Demostrar que, pa-
ra—-e<x <e, ex1ste una funcidn diferenciable unica y =y (x) que sa-
tisface a la ecuaciéon (1) y tal que y (0) =0.

3370. Sea y =y (x) una funcién implicita determinada por la ecua-

cién
x=ky +o ),
donde la constante k # 0y ¢ () una funcién diferenciable periddica,
de periodo w, tal que | ¢ (v) | < | k |. Demostrar que
X
y=11v X,

donde  (x) es una funcion periddica, de perfodo | & | .
allar ¥' e " para las funciones v, determinadas por las siguientes
€Cuaciones:
3371, x* -2 'eg?, 8372 V¥ tyi=antg L \fﬂ ()
v X 2xy —yt=a", 72. In .x—{-—y--uanbx. ~J
3373.y——esiny=x ole )
3374, W =y*  (vsky). 3375, y=2ranigL,
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3376. Demostrar que, para
1 +x)’=k(x_JJ)'
donde & es una constante, se verifica la igualdad

dx dy
I+ T3

3377. Demostrar que si
G Y ==,
cntomes para xy >0 se verifica la 1gualdad

Vims Ty =o.

L=

3378. Demostrar que, en un entorno del puntox =0, y = 0, Ia ecua.
cién

(x*+y2)'=a=(x‘—y’) (@54 0)

determma dos funciones diferenciables- Y =yy (x)ey=y, (x). Hallar
11 (0) e sz (0).

3379. Hallar y’ parax =0 e y=0,sj

(x3+y2)2:3x2y_y3.
3380. Hallar y', p", "' si x2 +xpy+ 2 =3,
3381. Hallar y’, y", y"" parax = 0,y=1,si

¥ —xy 2 b —y—1 =0,
3382. Demostrar que para la curva de 2° orden
ax® - 2bxy L ey 42dx 4 2ey L F—0
s€ verifica la igualdad

4* ~—

E;‘?[(y”) ’]EO'. .

Hallar, para la funcion z = (x, ¥).las derivadas parciales de primero
y segundo ordenes, si:

3383. X'yt 2t—g2, 3385, Xt yr=,
3384, 2’ — Bxyz=g¢°,
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3386. z=1"x" —y'.1g ijf; L 2]

3388. Sea .
Xty b2t —38xyr—0 (1)
)’ 2,2
flx, y, 2)=xy'z,
Hallar: a) fy (1,1, 1), siz=2 (x, ¥) es la funcién implicita determinada

por la ecuacién (1);b) 1, _(] s L 1), siy=y(x z)esla funcién implicita
determinada por la ecuacién (1). Explicar por qué estas derivadas son

distintas. F .
0’z 2 0’z
3389. Hallar o' Gxay’ g Para x =]y = _ 2,2 = 1. 8

X422 4322 4xy_z_9=g
Hallardz y d*z si:

2 e 2
8390. Z+5+5=1. 8391, xyzemxfy L,
X 4
3302 Z=inffy, 3393 z=rfanig L,

3394. Hallar du, si
‘ 8 =3ty 2=y,
3395. Hallar 5—257 SiF(rdydez, 2t byt )

3396. Hallar & , ¢ si Flx—y, Y—2z, z2—x)=0.

dx 3y’
3397. Hallar g—i,gs ; g—;zz, st Flx, x4y, X~4y—+z)=0,
3398. Hallar g; i Flxz, yz) =0,

3399. Hallar d’z, si
8) Flet-2, y4-2)=0; b) F(i,-";}::o.

4

3399.1. Seaz =, (x, ¥)la funcién diferenciablé, determinada por Ia

€Cuacion
2—xz | y=—0,
QUe para x =3, = - 2 toma el valor z = 2. Hallar 4= (3, =2) y
2z (33 '_2).

(¥
F ey
V%)

b




5. APLICACIONES GEOMETRICAS

& 5. Aplicaciones geométricas

° Recta tangente y plano normal l.as ecuaciones de la recta tan-
gente a la curva

=), _y=y(). 2=y
ensu puntoM (x, y, z), tienen la forma
X—x Y—y Z-2:

de = dy T dx ’
at dt dt

La ecuacidén del plano normal en este punto es:

dx
at

ExX—+Zy —p+Zz-a=0

2.° Plano tangente v recta normal. La ecuacion del plano tangente a
la superficie z = f (x,)) en su punto M (x, y, £), tiene la forma

0z dz .,
Z—Z—*B;(X—'I)‘I—ggt} — 4.

Las ecuaciones de la normal en el punto M, son:
X—x Y—y Z-—2
R
ox oy

Si la ecuacién de la superficie viene dada en forma implicita
F(x,y, z)=0, entonces. se tiene respectivamente: la ecuacion del plano
tangente

"F H..._(Y—u)-{- Fz—p=0

¥ las ecuaciones de 1a normal
X—a_Y—y_ Z-—:
oF - «gF . #F
L ox 3y 0z
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Problemas:

.‘ ]

3

corta a todas las generatrices del

cul

3
larecta
333

Escribir las ecuaciones de la
puntos dados a las siguientes

3528,

3529.

W o Lo Lo

Loy

Q.

535,

x=asin*f, y=>tsintcost, »—

LAS FUNCIONE

§ rectas tangentes 1%
curvas:

X=acosacost, y=—gsinqgcos t,

tangente en éste sea paralela aj plano x +

Demostrar que la curva

x:ae‘ cos l', y:'.:aersin f'

4. Demostrar que la recta tangente a |
sin £, 2 = bt forma un dngul

ﬂ

.

S DEVARIAS VARIAR g

planos normales en Jos

ccos’f; enelpuntor= T
=x?.en el punto Af (1.1.1).
=10, % = 15 g 4
bt p il sg o +y+:
Hallar un punto en la curva v = ty=g2

z=asinft; en el punto I=r,.

T

punto M (1. 1, 3).
=0:en el punto M (1, =2.1).
.2 =17, de modo que

Jv4z=4,

a hélice x = g cost 1

O constante con el eje Oz,

cono x° 437 =

3536. Demostrar que la loxodromica

e(++%)

)

E=p"r

donde » es Ia longitud y ¥ la latitud de]

los meridianos de la esfera bajo un
3537, Hallar Ia tangente del

la curvy

.?:f(.\?, j’),

(& = const),

J=uqe

1

t

bajo un mismo 4n-

bunto de la esfera, corta todos

=% __v—w

cosa

sina

dngulo constante.

dngulo formado Por fa recta tangente 3

ymoms | [
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en el punto Mg (x4, ¥o) y ¢l plano Oxy, donde f es una funcién dife-
[chiHb]C.

3538. Hallar la derivada de la funcion
X
=
Vifyits
en el punto M (1, 2, —2) en direccion de la recta tangente a la curva
x=t, y=2 z=—272"
en este punto.

Escribir las ecuaciones del plano tangente y de la normal a las siguien-
tes superficies en los puntos indicados:

3539. z=x? 4+ y?;enel punto M, (1, 2, 5).
3540. x? +y? + 22 =169;en el punto M, (3,4, 12).

3541. z=arcig

B

£ oenel punto M, (1, I, 3z,
X i)
3542, ax® + by? +¢z? =1:en el punto M, (x4, ¥o. 2o ).

3543. z=1 + 1n i;en el punto M, (1, 1,-1).

Z

3544, 2 §; enel punto M, (2,2, 1).

3545, x=acosPcosq@, y=D>bcosyPsing, z=c¢siny; en el punto
"”o(‘.—%s Vo)

3546. x=rcosq, y=rsing, z=rciga; en el punto Mo (@g, Fo s
3547. x=ucosw, y=usinv, z=av; en el punto My ltg, 7).
3548. Hallar 1a posicién limite del plano tangente a la superficie

N=Uu-uv, y:u:+U=, z=u" 4o,

cuando el punto de contacto M (. ) (1 % 1) se aproxima indefinida-
mente hacia el punto My (1. 11o) de la linea del borde u = r de la su-
perficie,

3549. Hallar en la superficie
xF 2yt 30t -2y - 2 dyr =33

los puntos en los que los planos tangentes son paralelos a los planos
Coordenados.

3550. ;En qué punto del clipsoide
£ i 2
¥ e el

la norma g éste forma dngulos iguales con los ejes coordenados?
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3551. Trazar los planos tangentes a la superficie
x'-2y* 1 3,29
que son paralelos al plano
X444yl 6z2=0, .

3552. Demostrar que los planos tangentes a la superficie Xyz =

=4a* (¢ > 0) forman con los planos coordenados un tetraedro de voy.
men constante,

3553. Demostrar que los planos tangentes a la superficie
Vi+Vy4+Vz=Vz (@a>0)

cortan en los ejes coordenados Segmentos cuyas sumas son consta’ntes,
3554. Demostrar que los planos tangentes al cono

=7 (2)

pasan por su vértice,

3555. Demostrar que las normales a la superficie de revolucion

r=fV¥Fy) (=0
se cortan con el eje de rotacion.,
3536. Hallar las proyecciones de] elipsoide

&y — iy =1

sobre los planos coordenados,

3357, El cuadrado(0<x < 1,0<y<1)seha dividido en un nume-
ro finito de partes o de didmetro < 6. Acotar superiormente el nimero
8. si las direcciones de las normales a la superficie

z:l—x’—-_y’

en cualesquicra puntos P (, _t')oy Py (. Wi L pertenecientes a una mis-
ma parte o, difieren menos de 1°,

3558, Sea
sz‘.xl y)r donde (.'(', )') E D’ (])

la ecuacion de una superficie Y ¢ (Py, P)elingulo formado por las nor
males a la superficie (1) en los puntos P(x, v)ED Y Py(xy, vy )ED.

366




5. APLICACIONES GEOMETRICAS

Demostrar que, si el recinto D est;ioacotado y es cerrado y la funcién
f(x. y) tiene derivadas acotadas de 2° orden en el recinto D, entonces
s verifica la desigualdad de Liapunov

(P, Py Co(P, P), (2)
donde C es una constante y p (Py, P) es la distancia entre los puntos P
YP] .

3559. ;Bajo qué dngulo se cortan el cilindro x* + y? =4? con la su-
perficie bz = xy en el punto comin M, (xq, ¥4, 24)?

3560. Comprobar que las superficies coordenadas respectivas a las
coordenadas esféricas

Xyt -t=r? y=xtgyp, Ly =121g"l
son ortogonales entre si.
3561. Comprobar que las esferas
x4yt -2t =2ax, x" - y? 2P = 2by, x4yt 2t =20z
forman un sistema triortogonal.

3562. Por cada punto M (x, v, z) pasan, para A=X;, A=A, , A = A5,
tres superficies de segundo orden:

x2 i y? \ 22
gt Tama= 1 (@>b>c>0)

Demostrar que éstas son ortogonales entre si.

3563. Hallar la derivada de la funcién u = x + y + z en la direccién
de la normal exterior a la esfera

tnsu punto My (xq, Vo, 20)-
¢En qué puntos de la esfera la derivada normal de la funcién u tiene:
a) el valor mdximo, b) el valor minimo, ¢) es igual a cero?

. 3564. Hallar la derivada de la funcién u = x* +y? + z? en la direc-
aon de la normal exterior al elipsoide

PR
@B BT E T
0 su punto My (X, Vo, 2o ).
356 o u o i Seatale, SR
5. Sean o y s las derivadas normales de las funciones 1 y
n n
enun punto de la superficic ¥ (v, v, 2) = 0. Demostrar que

d Ju , ou
< () =1t v <,
on () on UV an
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§ 7. Extremos de una funcién de varias variables

1.° Definicion de extremo. Sea f(P)=f(x|. Xy ..., Xp) UN3 funcion
definida en un entorno del punto Py. Sif(Pg) >F(P). o bien 7 (P} <
< 7P para 0 <p (Po. A< §. se dice que la funcion f(P) tiene unex
tremo (un M@ximo o un minimo. respectivamente) en el punto Po.
37 Condicion necesaria de extremo. Una funcion diferenciable f(P)
rede tener extremo solamente en un punto gstacionario Py. o wa. el
un punto tal que df (Pg) = 0. Por consiguiente, los puntos de ontremo
de 1a funcion f (P) satisfacen al sistema de ecuacioncs}f{i L8 = g
=QU=1....mnk

3° Condicion suficiente de exrremo. La funcion f(P) tiene en pl g
i PO:

v

jalt
i

n
A un maximo, si df (P) =0, d*f (P,) <0 pura E bdx;| # 0.

i=1

n
DY un minimoe, st df (P) =0, &*f(P) >0 piara 2 | dx;| # 0, j
_ =1




7. EXTREMOS DE UNA FUNCION DE VARIAS VARIABLES

La averiguacion del signo de la diferencial de segundo orden d*f (Py)
gede efectuarse mediante und reduccion de la forma cuadrdtica co-
n-espondiente a la forma canénica.
En particular, para el caso de una funcion f (x, y) de dos variables
independientes X £ ¥, en el punto estacionario (xg, o) (df (x4, Yo) = 0)
Ja condicion D = AC — B* # 0, donde A = JNE
B:f;;y (3(0, yO)& C:fyy (-XanO)s se ticne:
1)un minimo, qdEE0, A>0E> 0);
2)un méximo, .00, 4 A 0E<0)
3)no hay extremo, si D<0.

A° Extremos condicionados. El problema de la determinacion de los
extremos de la funcién £ (P) =f(xy, ..., Xn) habiendo una serie de rela-
ciones s (PY=0 (= 1,..,m;m<n)se reduce a la busqueda de los ex-
tremos ordinarios para la funcion de Lagrange

Lpy=F(P)+ 2 L1:i(P)

donde \; (i = 1. ... n) son factores constantes. El problema de la exis-
tencia y el cardcter de] extremo condicionado se resuelve en el caso mds
elemental, basdndose en el estudio del signo de la diferencial de segun-
do orden d*L (Py) en el punto estacionario Pg de la funcion L (P). con
la_ condicion de que las variables dx;.....dXn estén licadas por las rela-
ciones

ag; ;
Tige,—=0 (=1 o0 M)
6.\'! A’, { F)

14

1

o 5 B . s s
5.° Extremos absoluros. Una funcion f(P). que es diferenciable en
un recinto cerrade v acotado, alcanza sus valores mdximo v minimo en

este recinto en un punto estacionario o en un punte de la frontera del
recinto.

Problemas:
Averiguar los extremos Jde las siguientes funciones de varias variables:
3621, z=nt-L(y— 1" 3624, z=x>—xy -+ —2v4J.
3622, 7=y —(v— 1" 3625. z=x"y (H—x—))
3623, z=—=(x—y+1)- 3626, z=x' -y — 3.

3627, z—=x'4 p*— " — 24 — ¥
3627.1, z= Q.x'"-{—y‘ . ., 1

8628, z=_\-}r+$+9‘_? (>0, y >0

3629, 7= vy 1/_‘::’_‘:’%“ @>0, b>0.

=




CAPITULO 6. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE VARIAS VA](IABLH

ax+-by+4c g g 5
5 _——-—m 0-
3630. z Virrai (a* 4 0" ¢* 5= 0)

3631. z= 1 — V' x" 1y~

3632, z=¢""*" (8x* — 6xy 1 3y%).

3633, z=e"""Y (5 —2x | y).

3634, z=(5x -} Ty — 25) g~ tx*++yn,
3635. z=x"4-xy -+ y*—4Inx—101Iny.

3636. z=sin x4 cos y 4 cos (x — y) (Oéxg,i};

<Y

N

b ¢
0 ?)_
3637. z=sinxsinysin(x-+y) (D=<x=<m O<y=n
3638. z=x—2y+In)/ X Fy" 13 arcty <.

3639, z=uxy In (x* 4 y*).

3640, z=x—4y -t 4sinxsiny.

3641, z=(x*-1 y*)e~¥*+r",

3642, y=x"-+y'-f-2 4 2x L4y — 62

3643. R=x‘~}—y:—![~z:+12xy—'r—2:. »
- 2z 2

3644, u=x" %;+g+7 (x>0, y>0, 2>>0)

3645. u=xy’z’ (a—x—2y—3z) (a>>0).

___Qz x2 \ y? , 22

(>0, y>0, £330, 250, 6> 0).
3647. u=sin x| sin y -1 sinz—sin (xy-+2)
Oy U<y Oz ).

8648, u=wxx7 ... x" (1 —x,—2x,—...—nx)

(JC,>O, x;>01---, x,,>0)-
X2 Xy s 2
3649. ”:x:’{"}j"}‘z‘f‘ _:-L,_{_E 7

Xnoa
('rl'>0’ 1=?, 2, ree gy ﬂ).
3650. Problema de Huygens. Entre dos numeros positivesa y b h
que introducir 77 nUmMeros x,, x,. ... x, de tal modo que la fraccion

Kty
W=
(@4 x) (%, +xy)

AT
sed maxima.

Hallar los valores extremales de la funcidn = de las variables x, v, d
da en forma implicita:

3651, &f4-y*L-2f —2v -2y —4r—10=0,

3652, X A=y -2t —xr—yprl v Loy b9, 9oy,

3653. (v'fy' -2 =at(xtLyr— 21y,

374
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7. EXTREMOS DE UNA FUNCION DE VARIAS VARIABLES

Hallar los puntos de extremo condicionado para las siguientes fun-
ciones: '
3654, 2=X), si x+ty=1
3655, z==>—+3» S LHy=1
3656. z=x" 1" i S 4L=1
3657, z==Ax' L 2Bry - Oy, sl x*A-yt=1.
3657.1. z=x*|12xy 42y, si 4x* -yt =25.
3658, 2= c0s’ X - cos’ y, Siox—y=—
3659, u=x— 2y - 22. sio x*-tyid-i=1
3660, u=x"y"2", sl

itytz=a (m>0,n>0, p2>0, ¢>0).
3661, u=x"—+y'+2', si

%+%+—C—:=1 (@>b>c>0).
3662, u=xy%% Sl x4 2y+3z=a
(x>0, y>0, 2>0, a>0)
3663. u=xyz, S x2+y+2*=1, x+yL+z=0
3663.1. n=xy+yz, X*+y=2 y—i—z_Q(x>0 y>0, 2>0)
3664. 1= sin v sinysinz, si x—ry—,-;::Lg—

(x>0, y>0, 2>0).

A a P
x2 2 2

¥ i 2
3665. Iq‘——ﬂ‘-ﬁ-—'}—g,—z-' Sl xg—{—-y +29=1,

X COS a—{-)rcosﬁ—i—zcos«;zo
(@a>b>c>0 cos? ot - cos® B -+ cos® y=1)-

3666, 1= (v — )+ ()’--ﬂ) ”?‘( — 7
-‘-—B‘L'-J—C"HO )‘_‘Z,L.y"_l.z = R2,

£ ___‘1 e 4

~ —— == =1,
— TR . donde cos® o +-cos’ P 4 cos® y
3667 n—=nxj a3+ Xh S

Y‘_*_‘J_l.. +-——"1 ((2 >0 1_']:-1'”: ﬁ)-
0

an
3668, u— x7 4 AL ...+ (p>1) S
o B s o VRl (a>0).
3660, u= B4 P40+ S
Byt By oot pn\n—l(a;>0 B> 0, x>0, i=1 2 ooy 1)

375




CAPITULO 6. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE VARIAS VARIARY g
3670, u=x"x2...x%, sI XXt +Xp=a
(@a>0, y>1, i=113,.., n),

3671. Hallar los extremos de la forma cuadratica
n= Za;,x,-x, (aij=ay)
il

con la condicién

3672. Demostrar la desigualdad

i A L A
7 =TT )
sinzly x=0 y=0. B

Indicacion. Buscar el minimo de la funcién z=
dicién x + 3y =s.

1
- (*"+y") con la con-

3673. Demostrar la desigualdad de Hélder

n n .1— ?’l_ , 3
) 2 a‘r‘c{._(_g af)k (E xzk)k’
=1 =1 =1

I

con la condicidon
Yax=A
fa=l

3674. Demostrar la desigualdad de Hadamdrd para un determinante
=, a;; | de orden n: i o B

A'§ H (2 ai:‘) S o

=1 [—‘

370 s i



2. EXTREMOS DE UNA FUNCION DEVARIAS VARIABLES

) . . 4 .
IndiCBCién' Examinar- el extremo del determinante A = | | con Jas
condiciones: ' % bk Ak

n

3 ﬁ}', S (=1, 2 eee s ).

=

Determinar 10s valores maximo (sup)y minimo (inf) de Jas siguientes
funciones en los recintos indicados: :
3675. z=x—2y—3, s
0=x=1, o=y=<1, Oéx+yé1.

3676. z:x’+y‘—12x+16y, si xty'=<25.
3577, z=x'—xy S (x| lyl=t.
3678. y=x*-2y' 43, s xf by zt=<100.
9679, u=x-4y-+2z si ty=<z<l.

3680. Hallar el infimo (inf) ¥ el supremo (sup) de la funcién
uz(x +y+2) e—(X+2y+lZ)

en laregion x > 0, y>0,z>0.

3681. Comprobar que 1a funcion z = (1 + P VL0 K — ¥ ¢¥ tiene un
conjunto infinito de miximos y ningin minimo.

3682, ;Es suficiente patd el minimo de una funcién f (x, y) en un
punto Mo (xo. ¥o) que esta funcion tenga minimo 2 lo largo de cada
recta que pasa por el punto My?

Examinar el ejemplo f (x. p)=(x -y} (2x~— [

3683. Descomponer un namero positivo dado a en 7 factores posi-

tivos de tal modo que la suma de sus inversos sea minima.

3684. Descomponer un namero positivo dado aenn sumandos de
tal modo que la suma de sus cuadrados sea minima.

3685, Descomponer un namero positivo dado @ en n factores posi-
tivos de tal modo que la suma de unas potencias positivas dadas de di-
chos factores sea minima.

3686. Se dan 7 puntos materiales en el plano. Py Oy Yih
Py (x5, ¥2)s oeoe P (X, v, ). cuyas masas son juales a My, M2y o man
rspectivamente. - : - : _

;Cudl tiene que ST la posicién del punto P (x. }) para que el mo- ¢
mento de inercia del sistema respecto de este punto sed minimok ;

{ 3687 (Cuiles deben ser las dimensiones de una banera rectangular

abierta de una capacidad dada V', para que su superficie sea minima?
st - __,I -:\ ». - . . ; - .‘ . 7
3688, ;Cuiles- deben ser las -dimensiones de und bafiera cilindrica

: 377
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CAPITULO 6. CALCULO DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES DE VARIAS VAK) Ay
abicrta, con una scccidn transversal semicircular, cuya superficie es iy
a .S, para que su capacidad sea maxima?

3689. Hallar un punto cn la esfera x? + »? + z2 =1 tal que I3

de los cuadrados de sus distancias hasta n puntos dados M; (x
(i=1,2,..,n)sea minima.

SUmz
i Vi,

3690. Un cuerpo consta de un cilindro circular recto que termip,
con un cono circular recto. Dada la superficie total del cuerpo, igual,
Q, determinar sus dimensiones de tal modo que su volumen sea méximg

3691. Un cuerpo, cuyo volumen e¢s igual a V, representa un parale.
lepipedo rectangular recto, cuyas bases inferior y superior vienen ter.
minadas por pirdmides regulares y cuadrangulares iguales. ¢Cudl debe
ser el dngulo de inclinacion de las caras laterales de Jas piramides Tespee
to de sus bases, para que la superficie total del cuerpo sea minima?

(jiﬁ%} Hallar un rectangulo de un perimetro dado 2 p, de tal modg
que ﬁirar alrededor de uno de sus lados se forme un cuerpo de voly
men maximo. 3

%;3/ Hallar un tridngulo de un perimetro dado 2 p, de médo qu
al girar alrededor de uno de sus lados se forme un cuerpo de volumen
mAaximo. ;

3694. Inscribir en una semiesfera de radio R un paralelepipedo rec-
tangular de volurnen maximo.

3695. Inscribir en un cono circular recto un paralelepipedo rectan-
gular de volumen maéaximo.

3696 Inscribir en el elipsoide

oy

un paralelepipedo de volumen méximo.

3697. Inscribir en un cono circular recto, cuya generatriz / forma un

dngulo a con el plano de la base, un paralelepipedo rectangular tal que
su superficie total sea maxima.

3698. Inscribir en el segmento de paraboloide eliptico

v ,N
I
.J‘
Hu

+ == .z =c.un paralelepipedo rectangular de yolumen méximo.

3699. Hallar la distancia minima del punto M, (xo, Vo, Zo) al plano
He+ B+ Cz+D=0. '

3700. Determinar la distancia minima d entre dos rectas en el espa-

X—Xy W¥—In t—g
ml ni P|

e
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y pmty I
my ny P

;Z} 1. Hallar la distancia minima entre la parébola y = x? y larecta
(h-2=0.
3702. Hallar los semiejes de una curva central de segundo orden

Ax*-2Bxy 4+ Cy*=1.
3703. Hallar los semiejes de una superficie central de segundo orden
Axt - By' Cz‘+2ny+2Eyz+2sz= 1

3704. Determinar el drea de la elipse formada en la interseccion del
cilindro

x‘.l yz
s TE="

y el plano
Ax-+ By 4 Cz=0.

3705. Determinar el area de la seccion del elipsoide

xl yl z!
FtpTa=

por el plano

xcosot-ycospA-zcosy=0,

~donde
cos® a4 cos’ B4-cos’y=1.

_ 3706. Segiin el principio de Fermat, 1a luz que sale del punto A y que
incide en el punto B se propaga por aquella curva, para cuyo recorrido
se invierta el tiempo minimo.

S}lponiendo que los puntos A y B estin situados en distintos medios
dpticos, divididos por un plano. siendo la velocidad de propagacion de
la luz en el primer medio jgual a v, y-en el secundo iguala v, deducir
laley de refraccion de la luz.

3707. ;Cudl debe ser el ingulo de incidencia para que 1a desviacion
del rayo luminoso (o sea, ¢l ingulo formado por el rayo incidente y el
ryo emergente) que pasa por un prisma, que tiene el angulo de refrac-
¢ién ay el indice de refraccion 1. sed minima.

379
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3708, Las variables x e y satisfacen a una ccuacién lineal
y=ax-+b,

cuyos coeficientes se necesitan determinar. Como resultado de una .
ric de mediciones de igual precisién de las magnitudes x e ¥ se han g,
tenido los valores x;, y; (i=1, 2, ..., n).

Aplicando el método de los cuadrados minimos, determinar los v,
lores mas probables para los coeficientesa vy b.

Indicacion. Segin el método de los cuadrados minimos, los valores
mads probables de los coeficientes @ y b son aquellos para los que la sy.
ma de los cuadrados de los errores

n n

G] ~
3 ai= 3 er+b -y
=1 fzz
. @
25 minima.

3709. En el plano se ha dado un sistema de n puntos M; (x;, y;)
(=1, 2, 0uy 1)
.Cudl debe ser la posicidén de la recta

xcosa-tysing—p=>0

para que la suma de los cuadrados de las desviaciones de los puntos da-
dos de esta recta sea minima?

3710. Sustituir aproximadamente la funcién x* en el intenalo (1,3)
por una funcién lineal ax + b, de tal modo que la desviacion absoluta

A=5ﬁp|x‘-—(ox+b)i (1=<x<<3)

sea minima.




Jtulo 8 INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS

§ 1. Integrales dobles

egral doble. Se llama integral doble de

1.° Céleulo directo de una int
extendida a un recinto cuadriculable

na funcién continua f(x, ),
.rrado y acotado €, al namero

S Sf(x. y) dx dy:—_m“lljjfl_’ug;f(xi. yy) A Ay
2 4

max |2yjj—= @

onde A xj =X — Xi» DYj=Yin~ vy lasuma se extiende a aquellos
alores de i y j para los cua{es (x;, ¥j) € Q.

Si el recinto Q-viene dado por las desigualdades
g x=<b, u(x)<yps<y ()

s continuas en ¢l segmento [a, bl.

fonde y; (x) e ¥y, (x) son funcione
puede calcularse segun la

ntonces la integral doble cerrespondiente

formula
. b ¥ (x)
S S f(x, ) dx dy= S dx S f(x, y) d.
a ¥, (%)

2

2° Cambio de variables en la integral doble. Si las funciones, con

diferenciales continuas,

y=x{u, ), =y v)

realizan una transformacion biyectiva Jel recinto cerrado y acotado Q

del plano Oxy en el recinto Q' del plano Quv. y ¢l jacobiano

HD {r, ) .

= Diu,t) T

entonces se verifica la formula
S ‘ f(x, v)dx di= R R Fx Qroed w e, v) | 1] dude.
g .
409
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En particular, para ¢l caso del paso a coordenadas polares » Y f segs
las formulasx =r cos p, y = r sin @, se liene: Sun

S g f(x, y)dx dy = S S[(r COs o, rsing)rdrdg,

L L

Problemas:

3901. Calcular Ia integral

S S xydxdy,

0= x =1
0yl

considerindola como el Iimite de las sumas integrales, dividiendg ef
recinto de integracion en cuadrados mediante las rectas

_ i __L . .
x""‘"&'.’ y__'n (1,1_1,2,...,.?2 1)

Y tomando los valores de la funcion subintegral en los vértices de la
derecha de estos cuadrados,

3902. Formar las sumas integrales, la inferior S v la superior §, para

la funcién f(x, y)=x? + 3% en el recinto ] <x <2 Iy <3, dive
diendo éste en rectangulos mediante las rectas

[ 2f. g
x_—_-].,'r?, y:l—{—;f- (L 7=0,1,..., n).

¢AA qué son iguales los [imites de estas sumas cuando 1 —s oo?
3903. Calcular aproximadamente la integral

dx dy
Vitatg
Al fy3 g
aproximando el recinto de integracion Por un sistema de cuadrados
INsCTitos, CUYO0s veértices Aj; estén situados en los puntos enteros. ¥
tomando los valores de 1a funcion subintegral en los vértices de estos
cuadrados que estin mas alejados del origen de coordenadas, Compardf
el resultado obtenido con el valor exacto de Ia Integral,

3904. Calcular aproximadamente la integral

§ SVityas,
S
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1.INTEGRALES DOBLES

donde S es el triangulo limitado por las rectas x = 0,y=0,x+y= 1
dividiendo el recinlo_S por las rectas x = const, y = const, x + y = const,
en cuatro tridngulos iguales y tomando Eogivalores de la funcién subinte.
gralen los centros de gravedad de estos tridngulos,

3905. El recinto S {x? +y2 < 1} est4 dividido en un namero finito

de partes cuadriculables AS; (i=1, 2, ..., n) de diametro menor que §,
-Para qué valor de 8 puede garantizarse la validez de la desigualdad
&

ISSS sin (x 1= y) a.afé>‘——§,‘l sin (x; 4 y)) AS‘.] < 0,001,

donde (x;, y;) € AS;?
Calcular las integrales:

I 1 ¥ x
3006. Ydx{(x4y)dy. 3907. {dx{ xy2a.
o o Y x2
Zn a
3908, { dgf r2sin? g ar.
0 u

3909. Demostrar la igualdad
. 8
f Xy dedy={ X(x) de-{ ¥ (y)dy,
R u b

SiResel recténgulo:

3910, Calcular:

A B
1=\ dx{ 7(x 5)dy,
b

I M=F& i)

i R funcion continua en el segmento o <x <b.
Mostrar la desigualdad

3 b] . &
[S S dx] <@—a){/ ()dx,
[ J
donde elsigno de igualdad solamente se verifica si £ (x) = const,

& AN




CAPITULO 8. INTEGRALLES MULTIPLES Y CURVILINEAS

Indicacién. Examinar la integral

[}
dx {1 () — [ W) dy.

R

3912. Qué signo tienen las integrales:

a) SS In(x®4- - dxdy, b) SS Vl—xz—yzdxa‘y;

jxl g1 O =4

c) S arcsin (x4 y) dx dy?
=X
1

I H\"’_’

;,\ M

3913. Hallar el valor medio de la funcién
f(x, y)=sin? xsin*y

enel cuadrado: 0<x <7, 0<y <
3914, Aplicando el teorema del valor medio, acctar la integral

| — dx dy
100 4 costx - cos™
Ixl+lyl=s

3915, Hallar elyalor medio del cuadrado de Ja distancia de un punto
del circulo (x — a)? + (v — b)® < R? al origen de coordenadas.

En los ejercicios 3916-3922 hay que colocar los limites de integra-
cion en la integral doble S g fix, ¥)dxy dy, en uno y otro orden, pan

e

los recintos indicados £2.

3916.  es el tridngulo con los vértices O (0, 0). 4 (1.0). B (1, B

3917. § esel tridngulo con los vértices O (0. 0), 4 (2, 1. B (= 2,1

3918. © es el trapecio con los vértices O (0, 0, A (1. 0). B (1,2)
Cab, Th _

3919. © es el circulo ¥+ <1 39200 2 es el circulo
¥ L y? £y,

3921. £ cs el segmento parabolico limitado por las curvas ) =X
y=1. : T .

3922, Q eselanillo urulldr 1 x4 1 <4

112 ) . 5o



1. INTEGRALES DOBLES

3923. Demostrarhla formula de Dirichlet

deSf(x‘y)dx_—_-deSf(x,y)dx (2> 0).
o 0 ] y

Cambiar el orden de integracion en las siguientes integrales:

PRY ] : Vix—x

3924. deSfo.y) dy. 3928. de S flx,y)dy
[ . v

3025. _Sldx_,&f(x,y) dy. 3929, og dx m&ﬁf(x,y)dy
' X e Inx

3926, {dx § /(x, ) dy. 3930. {ax | /(x4

soa7. § ax  §  sirpdy. 3931 de Slx.p)dy.

-1 Wi © ]

Calcular las siguientes integrales:

3932. S S xy? dx dy, si el recinto © esta limitado por la pardbola
e

y*=2pxylarectax =—';—(p > 0).

3933, SSP e L - (@ ~0), si el recinto §2 estd limitado por el

arco méas pequeno de la circunferencia con el centro en el punto (4, a),
que es tangente @ los ejes de coordenadas, v los ¢jes de coordenadas.

3934, S S | xy | dx dy, siflesun circulo de radio a con el centro

=3
enel origen de coordenadas.

3935, S S 2 + ¥} dxdy, s Q es un paralelogramo con 1os lados
=Xy :.\'Q_+ a,v=d,y=3 > 0. '
3936. S S 3 dx dy, st estd limitado por ol cje de abscisas y ¢l
primer arconde la cicloide | :
.tza(t-—s"m 1y, y=a(l —cost) (U=Tts<2m).

ik . s 413




CAPITULO 8. INTEGRALLS MULTIPLES Y CURVILINEAS

Pasar en la integral doble

SS/{x,y)dxdy

"3

a coordenadas polares 7, ¢, haciendo x =r cos g, y =7 Sin @, ¥ colocgy
los limites de integracion, si:

3937. Qesel circulox? +y? <da®.

3938. Qesel circulox? +y? <ax (a>0).
3939. Qesel anilloa® <x* +y2 <b?.

3940. Qesel triangulo 0<x <1,0<y <1 —x.

3941. § esel segmento parabdlico —a <x <a. ’;—z <y<a

3942. ;En qué caso, después de pasar a coordenadas polares, los
Iimites de integracién resultan constantes?
" Pasar a coordenadas polares r, ¢, haciendo x =rcosyg, ¥y =7 sin g, y
colocar los limites de integracion en uno y otro orden en las siguientes
integrales:

Vs

1 1 5 3
3943, S dx \ fix,y)dy. 3945, S dx S FV x* =y
0 o o x
1 Vi—ad 1 X3
3014, (ax § fle,ydy. 3946 Jdx| /(v ) dy.
] 1=-X Q ]

3947. SQS f(x, ¥)dx dy, donde el recinto £2 esta limitado por la.
curva
(Fy)=a(x*—y") (x=0).

Suponiendo que 7 Y y son coordenadas polares, cambiar el orden de
integracion en las sigulentes integrales:

[ ]

acosy

sas. (g § slg.ndr @0

o

alsin e

do § slgndr @>0.

[

3949.

S| A
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$950.

P
simples.

8951.
3962.

3953.

1. INTEGRALES DOBLES

qu>§f(fp, ndr (0L a< 2m).

asando a coordenadas polares, sustituir las integrales doble
s por

0§ s/ =Fyaxzay.

Py st

{ { rV ey dxdy, rae Q@={ly|<|x}; [x|<<1}

Q
f (%) dx dy.

ntdyl<zx

Pasando a coordenadas polares, calcular las siguientes integrales do-

bles:
3954.

SS VL ytdxdy. B8955. SS sinV ¥ -y'dxdy.

Bty <ot
g4y

415




CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINLEAS

Calcular las siguientes integrales dobles:

3965. S S (x +y)dxdy, donde el recinto £ estd limitado por la
o

recta
*y=x+y

3966. SS (x|41y])dxdy.

|51+l

i 2 2 .
3967. “ ]/1 -—'-;;-——%;dx dy, donde el recinto §2 esta limitado
Yo

L

-3 3
por la elipse *ﬂ—l -§-~‘bii:= ks

s988. §§ -y dxdy.

.\‘—*—}"5!

3969. S S(x 4+ y)dxdy, donde el recinto §2 estd limitado poT 1as

i

cuvasy? =2y, x +y=4,x +y =1L
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1. INTEGRALES DOBLES

1970 S Sxy dxdy, donde el recinto Q) esta limitado por las curvas
n .

5
=l x¥Y=7"

3071, SS | cos (x ) | dx dy.

p=x<s®
=St
sty y|dxdy. 3973 Viy—x]dxdy.
3972. 73 y y y
REPE . oSy

Calcular las integrales de las funciones discontinuas:

3974, S S sgn (x* —y* 4 2)dxdy.

x-pyrss

3075, ( [xtylaxay. 3976 {§ V==Tdxay.
0T x <12 Xy
t==y<<2

3977. Demostrar que

i K "yt dxdy =0,

J
xtlyi=al

sim y noson nImeros enieros positivos y al menos uno de ellos es

impar.
3978. Hallar
1 e ‘
Hm - v ¥ dxd 'y
s [§ 7mdxa

P T eyl

donde f (x, v) es una funcion continua.
3979. Hallar F' (/). s

ix

Fih) = S S ei;-’ dx dy.
s
3980. Hallar F' (). st
Fiy= §§ VI EyTaxdy

P TL RN LES
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CAFITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS

3981, Hallar I'' (1), si

Fiv= §0 s maxay >0,

xn+y2 =12

3982. Demostrar que, si f (x, y) es continua, entonces la funcign

u(x, y)= lfd Sifié,mdn

satisface a la ecuacidn

d%u d%u
T W

3983. Supongamos que las lineas de nivel de la funcion f(x, y)son
curvas elementales cerradas y que el recinto S (v, v, ) estd limitado por
lascurvas f (x, ¥)=v; y f (x, y) =v,.

Demostrar que

(] s sasay={or

S (v, 73)

donde F (v) es el drea de la figura limitada por las curvas f(x, v) =y,
Flx vy=as.

Indicacion. Dividir el recinto de integracidon en partes, limitadas por
lineas de nivel de la funcion f (x, ). infinitamente proximas entre s,

§ 2. Cialculo de dreas

El irea de un recinto S situado en ¢l plano Oxy viene dado porla

formula
= K g dx dy
TS

Problemas:

Hallar las areas de las figuras limitadas por las siguientes cunvis:

J'I

3934, xy=a", xfy=5a (a>0)

3985, vt =2pxp', y'=—2x4¢ (p>0, 4>0)
3986. (v —y)' F+x"=a" (a>0).



CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS

§ 3. Cilculo de volumenes

El volumen de un cilindroide, limitado por arriba por una supcr“”‘r
continua == f(x, »), por abajo por ¢f plano - =0 y lateralmente po )

-
.

920 ‘ - i



3. CALCULO DE VOLUMENES

Fig 14.

ina superficie cilindrica recta, que corta en el plano Oxy un recinto
wadriculable £ (Fig. 14), es 1vual a

ViSQS flx, y)dx dy.

*roblemas:
4005. Dibujar el cuerpo cuyo volumen expresa la integral

4006. Representar los cuerpos cuyos volimenes vienen expresados
por las siguientes integrales dobles:

a) S S (x4-y)dxdy; d) S S V3 ytdxdy;
: x ) ¥4y x
b) o §§ Viyesan
RESE X4
Ay <ix
c) SS (' yYdydy; D) S g sinn}/ x* -yt dx dy.
Ix1+iyl<st oIyt _

Hallar los voltimenes dL los cuerpos’ limitados por ias siguientes -
Superficies:

4007, z:l—{—x—lr), =0, x4y=1, x=0, y:O

4008, x -y - z=0, ' +y' =R", =0, =i ‘_.O(a‘*R} 2)
4009, 7 — ,* 4yt y=x% y=1 z=90. .
4010 rESCEs £oos 3 =0, ]\+)‘IE§—" [f‘“)'[é T .




CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS

4011. z=sln%g, z=0, p=—x, y=0/p=u

4012. z=uxy, xt+y+z=1, z=0.

Pasando a coordenadas polares, hallar los volamenes de los cye :
Jimitados por las siguientes superficies: Tpog .

4013, Z=uxy, x'+y*=na'.

5014, z=x-ty, X+ YV =2y 2=0 (x>0, y >0

4015, z=x'4y*, x*Fy'=x, X'y’ =2x, 2=0.

4016, * 4y 4-2"=a", Xy =alx| (@>0).

4017, x* 4y —az=0, (xX*+y)'=d"(«"—y), z=0 (a>0).

4018, z=e~ @+ =0, x'4y' =R’

S
4019, z:ccosﬂ%giy—, z=0,

y=uxtga, y=xtgh (@>0, ¢>0, O<alf<2a)
4020, z=x"+y’, z=x-4 .

Hallar los volimenes de los cuerpos limitados por las siguientes
superficies (se supone que los parametros son positivos).

4021, %—1—%—%—-;::1. %2—+Z—2=§- (z >0

s022, A=, D fo,

W F+b=t, FHh=iti. e=0

4024, (5—:‘:‘}71)2‘5‘%:’: 2=0

4023 (i;»_j-r;)z—}-j—::l, sy, gl gl

4026 —*—-b’—+j—=1 (i——‘—b):a——%

4027, Zf=xy, x+y=a, x+y=0b (0ahH
; ;

1030, r=csin’2¥ z=0, xy=2a", y=ax, y=Ppx (0 a P
x>0 ’
LS »
3031, r=x'-Ly", 2=0, ¥fy=1, $=0, y=0.
= Xt ITh z X B i 3
o Satzmn (5 () = m




(o
E ? 4. CALCULO DE AREAS DE SUPIERFICIES

4033. z=carctg%, 2=0, sz—{-y':aarclg-i{- {y = 0).
-2
0331, z=ye °, xy=dl, xy=2, y=m y=n z=0
pLm<a:
n y b - o -
4034, %ﬁ—l‘ﬁ ==l o=l =D, &=0 (n>0).

4

4035. (_2,__’_-'5"_) _{_(?) =1, x=0, y=0, z=0 (>0,
n>0)

& 4. Calculo de dreas de superficies

1.° Caso de expresion explicita de una superficie. El area de una
superficie lisa z =2 (x, ¥) seexpresa por la integral

= [ Ve T+ g s

donde £ es la proyeccién de la superficie dada sobre el plano Oxy.
2.° Caso de expresion paramétrica de una superficie. Sila superficie
viene dada en forma paramétrica por las ecuaciones

x=x{d, v), y:y(&h v), g=2z(u, r)

donde (u, v) € 2,  es un recinto cerrado cuadriculable y las funciones
x, y, z admiten diferenciales continuas en el recinto £, entonces, para el
drea de la superficie se tiene la formula

S:SQS VEG — F% du do,

donde
= () +()+(5)
o-(2)-+(8)+ (2
P St a T g
Problemas:

4036, Hallar el drea de la parte de la superficie az = vy, comprendida
nelinterior del cilindro x® + 3% =a”.
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CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS
4037. Hallar ¢l drea de_la superficie del cuerpo limitado por |y
superficies x? + 2 =q?, y?+z2=a’
4038. Hallar ¢l arca de la parte de la esfera x? +y? +22 =42
2 2 ’
comprendida en el interior del cilindro %4—% =1 (b=<ua)

4039. Hallarel area de la parte dela superficie z? = 2xy cortada por
los planos x + ¥ = 1,x=0,y=0.

4040. Hallar el area de la parte de la superficie x? +y? 422 =g
situada fuera de los cilindros x? +y* =tax (problema de Viviani).

4041. Hallar el area de la parte de la superficie z = x? +37
comprendida en ¢l interior del cilindro x* +y* = 2x.

4042. Hallar el area de la parte de la superficie z =V x* —)?
comprendida en el interior del cilindro (x? +3%)2 =a? (x? =%},

—

4043. Hallar el drea de la parte de la superficie z= 7 (x? — y})
recortada por los planos x —y =% 1, x +y=z1.

4044, Hallar el area de la parte de la superficie x? 4+y? =2az com
prendida en el interior del cilindro (x? +32)* =2a*x).
4045. Hallarel area dela parte de la superficie x? + 12 =g recorta
da por los planos X +:=0.x—2=0(x>0,y>0)
4045.1. Hallar el drea de la parte dela superficie
3

not

(3=

—

1

cortada por el plano z =0.
4045.2. Hallar el 4rea de la parte de la superficie

recortada por los planos x = 0.y=0.z=0.
4045.3. Hallar el drea de la parte de la superficie

recortada por la superficie .

4045.4. Hallar el drea de la parte de la supe rficie
sinz=shx-shy, -

recortada por los planos x =1, x = Y= 0

424 g &

a L4

{l':-- . L




@

5. Al’lilCACjON};S DISLAS INTEGRALES DOBLES A LA MECANICA

-

6. Hallar el area de la superfic
]

2 =§z2,x +y +z=2@>0).

ra limitada por dos paralelos

404 ic y ¢l volumen del cuerpo limitado

r1as superficies x +y s
4047. Hallar ¢l area de la partc‘dé’ la esfe
dos meridianos.

4048. Hallar o] area de la parte del helicoide

—rcosp, y="Tsing z=hg, donde 0<<r<a 0<<p<<2m.

la parte de la superficie del toro
= (b4 acosy)sin @, z=asiny

p=y, y dos

4049. Hallar el area de
x.—:(b+acos¢)c05cp. y

(0<a <b) comprendida por dos mendianos ¢ =91,
paralelos‘,b:dzl, =Y. o

(A quées jeual el drea de la superficie de todo ¢l toro?

4050. Hallar cual se ve el rectangulo
x=a>0, 0y n de coordenadas.

Deducir una form sia es grande.

el angulo solido w bajo el
<p, 0<z<¢, desde el orige
ula de aproximacion para w

§ 5. Aplicaciones de las integrales dobles a la mecanica

¥ son las coordenadas del centro de

1° Centro de gravedad. SiXo,
plano Oxy v p=P (x, v) esla

gravedad de una laminaSy. situadaen el
densidad de la lamina, entonces

i v ;e )
xo=ﬂSSexa’xd% yo=;ﬁSSeydnyl (1)
Q Q

donde M = \ \ p dx dy eslamasa de la ldmina.
A

formulas (1) se debe hacer p= 1.

o . E 4 -
‘2- Momentos de inercia. 10s momentos de inercia Jx. {y de una
limina §, situada en ¢l plano Oxy. respecto de los ejes de coordenadas

Oxy Oy, se expresan por 1as formulas

Sila lamina es homogeénea, en las

o . (:)

[_\.':\\Qy‘! dx dy, 125\59x=5xd£’l
e VO

onde p=p (¥, 1) es la densidad de la lamina:

. Tespectivamente, d
bién ¢l momento de inercia centrifugo

~ Se examina tam




CAFITULO 8, INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS

Haciendo p =1 en las formulas (2) y (3), obtenemos el momento g
inercia geométrico de una figura plana. 5

Problemas:

4051. Hallar la masa de una ldmina cuadrada de lado a, si la densidgg
de 1a lamina en cada punto es proporcional a la distancia de este pung
a uno de los vértices del cuadrado y es igual a py en el centro dg
cuadrado.

Hallar las coordenadas del centro de gravedad de las laminas homogg.
neas, limitadas por las siguientes curvas:

4052. ay:——_—xz, x+-y=2a (@ ™> .

4053. Vx+Vy=Va, x=0, y=0.

2 2 2

4054, x% -+ y3 =a3 (x>0, y >0

4055. (i—%i)’:%’;’ (1azo).

4056, (&* 4y =2a%xy (x >0, y >0

4057. r=ua{l +cosg), p=>0.

4058. x =a{t—sint), y=all —cos?) (0=<{=<C27), y=71

4059. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de una lémina
circular x2 + ¥? <a?, si su densidad en el punto M (x, ») es proporcic-
nal a la distancia del punto M al punto A (a, 0).

®
™ o

4060. Determinar la curva que describe el centro de gravedad dela
superficie variable, limitada por las curvas:

y=1/m. yv=0, x=X.

Hallar los momentos de inercia [, e [, respecto de los ejes de
coordenadas Ox v Oy de las figuras (p = 1), imitadas por las siguientes
CUurvas:

¥

A ¥ Ui e o
3061, 2 E=1, FL=1, y=0 (>0, 5,>0, A0

1
4062. (x —a)+(y—a)i¥=c", x=0, y=0 O<vy=<al
4063, r=a(l-+cos@).
1064, &yt =a® (" 7). "
4065. xy=a’®, xy=2a", x=12y, Jx=y (x>0, y >0

4066. Hallar ¢l momento polar

= { \ Wy dxdy
s

de la figura S limitada por la cunva

{.\" +),3)! s G‘ ('\.t __y!).




5. APLICACIONES DE LAS INTEGRALLS DOBLES A LA MECANICA

4066.1. Hallar el momento de incrcia centrifugo /), de la figura
homogénea limitada por las curvas

ay=x?% ax=3* (a>0)

4067. Demostrar la formula

B, S,

donde Iy, T1y son los momentos de inercia de la figura S respecto de dos
ejes paralelos [ y l,, de los cuales, /o, pasa por el centro de gravedad de
Ja figuray d es la distancia entre estos ejes.

4068. Demostrar que el momento de inercia de un recinto plano 5
respecto de la recta que pasa por el centro de gravedad O (0, 0) y que
forma un angulo a con el eje Ox, es igual a

— 1, cos?a— 2L,y sina cos & + Iy sin®

donde I, e [, sonlos momentos de inercia del recinto S respecto de los
ejes Ox y Oy, e I, es el momento centrifugo:

lyy= S S pxy dx dy.
A .

4069. Hallar ¢l momento de inercia de un tridngulo regular de lado a
respecto de la recta que pasa por el centro de gravedad del tridngulo y
que forma con su altura un dngulo «.

4070. Determinar la presion del agua sobre la pared lateral x =0 de
una vasija cilindrica x? +y? =a?, z=0, si el nivel del aguaes 2= h.

4071. Una bola de radio a estd sumergida en un liquido de densidad
constante a la profundidad /i (contando desde el centro de la bola).
donde / >a. Hallar la presion del liquido sobre las partes superior ¢
inferior de la superficie de la bola.

4072. Un cilindro circular recto, cuyo radio de la base es igualaa, vy
de altura b, esta completamente sumergido en un liquido de densidad 4.
de tal modo que su centro se encuentra a la profundidad /1 bajo la
superficie del liquido v ¢l eje del cilindro forma con la vertical un
angu}_o «. Determinar la presion del liquido sobre las bases inferior v
Superior del cilindro.

p 4073. Determinar la fuerza de atraccidn de un punto material
(0,0, ) por un cilindro homogéneo Nt gat. 0z sia
masa del cilindro es igual a M y la masa del punto es igual a m.

427




CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS

4074. La distribuciéon de la presion de un cuerpo sobre una Yiming
arrugada

X2 | g2
Fr
. 4 x2 2
viene dada porla formula p = g (1 e %)
Calcular la presion media del cuerpo sobre esta lamina.

4075. Un prado, que tiene la forma de un rectadngulo con los lados,
y b, esti cubicerto uniformemente por hierba segada cuya densidad e

igual a p —k% . Qué trabajo minimo hay que realizar para recoger todo
m

el heno en el centro del prado, si el trabajo de transporte de una cargy
de P kg ala distancia r esigual al kPr (0 <k <1).

. § 6. Integrales triples

1.° Cilculo directo de una integral triple. Sila funcion f (x, ¥, z)es

continua y el recinto V estd acotado vy se define por las siguientes
desigualdades:

NLr=sx, ME)=Sy<y), Al y=sisn )

donde ¥, (x), ¥, (x), z; (x, ¥), z5 (x, ¥) son funciones continuas, en-
tonces la integral triple de la funcion f (x, 3, z), extendida al recinto s
puede calcularse por la férmula

S _
§i0f g avdyde=\ax \ dy | [(xw 2)e

v oonw &

A veces es conveniente aplicar la féormula

[§§fe o 2ydedydz=\ dx {{ f(x, v, 2)dy ez,
J

Xy S x)
-

donde S (x) es la seccion del recinto 1 por el plano x = const.

2.° Cambio de variables en la integral triple. Si el recinto cubiculable
cerrado vy acotado 17 del espacio Oxyz se transforma biunivocamente &0
el recinto V' del espacio O“wrw mediante las funciones con diferenciales
continuas

y=x( 0w y=uyo,w), =0, w),
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siendo - . ; 4

D(x, 4, )

]=D(u, v, W)

#0 para (4, v, W) € V'

¢ verifica la formula

SSS“"' 4, z)dxdydz::§§ {foxtuow), g o)z w)) | 1| du do dw.
v g ’

Como ¢asos particulares, se tiene: 1) el sistema de coordenadas cilindri-
cas ¥, r, h, donde

x=rcosg, y=rsing, z=h

D(x, y. 2 _
D{r,g. by —*

y 2) el sistema de coordenadas esféricas ¥, W, r, donde

g==rcos g oSy, y=rsingcos g z=rsin ,*)

Dx, v, 2)
D, g )

== 0s

Problemas:
Calcular las siguientes intearales triples:
4076. K S g xy2z? dx dy dz, donde el recinto V esta limitado por
v

las superficies z=x), y =X, X = l.z=

')_ A veces, se utilizan las coordenadas esféricas v, 6. 2. relacionadas con las coordenadas
cartesianas por las formulas

x=psin@cosy ¥=P sin @ siny. Z=p cosd,
donde 0 € p < 400,00 <m0y <Ay
Dx, v, )

=p*sine
D el
Alqul 8. p son las coordenadas polares en el semiplano @ = const respecto del sistema polar con
¢l polo en el origen y cuyo e polar coincide von ¢l semicje positive 07 y o8 la coordenada
Cilindrica. Fstas coordenadas cstéricas estin relacionadas con las coordenadas cilindricas por las
formulas
r=pand, b=poosd, 0=y

(N.de1T)
; 429




CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS

dx dy dz o o PERTI
4077. SSSW donde el recinto V esta limitadg por

Jas superficies x +y +z=1,x=0,y=0,2z=0.
4078. S S S xyz dx dy dz, donde ¢l recinto V' estd limitado por |4
Vv
siperficies x® 4 9% 4+ 2% =1, =0, 0=0,2=0.
4079. ESS (2; ~l—%—2—§—§) dx dy dz, donde el recinto V esté limjta.
Vv
do por la superficie

4080. S S S vV x?® 4 y? dx dy dz, donde el recinto V esté limitado

%
por las superficies

xz—{—yz:zz, z=1.
Colocar de diversos modos los limites de integracion en las siguientes
integrales triples:

1 2 a—+y

4081, gdx § dy S Jlx, y, z)dz.

Lt u

V- x2 1

ay S Jim 5 Zho.

-1 = x? Vi

g

=

(9]

3

R
-t

=9

ol

3

1 1 S

4083. dega',' S Slx, y, 2)dz,

[ o

Sustituir las integrales triples por integrales ordinarias:
2 . n ’

A 1 -ty
sosa. §az§an§r@ar s085. §ax{ay § fio ez
¢ o ¢

[ ]

4086. Hallar

A 13 i )
S dx S dy Sf(.\', ¥, 2z,
a o c

' i S 5
ST, DR W) ¥ b. e, 4. B, C son constantes
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pasando a coordenadas esféricas, calcular las integrales:

4087. S S S v x? +y? + 2% dx dy dz, donde el recinto V esté limi-

v
tado por 12 superficie x2 +y? +22 =2

. Vitm Vico-p

4088. de S dy S ztdz.

o u Vxigyd

4089. Pasar a coordenadas esféricas en la integral

g S gf(Vx’+y‘+z’) dxdydz,
v
donde el recinto V' estd limitado por las superficies z=x> + [
xX= l,y:O,z =0
4090. Efectuando el cambio de variables correspondiente, calcular la
integral triple

donde V es la parte interior del elipsoide i S =1
a c

4091. Pasando a coordenadas cilindricas, calcular la integral

S S 3 (x* 4y dx dy dz,

¥
donde el recinto V estd limitado por las superficies xP 433 =2z,2z=2.
4092. Calcular la integral
A B
\ |\ xtdedyaz,
PR
donde el recinto } esta limitado por las superficies = =av?, z=5by?,

y>00<a<b) z=ax,z=p (0<a<p).z=h (>0

4093. Hallar la integral \ § S xvzdydy dz. donde el recinto 17 estd
v
Situado en el octante x>0, »>0. 2>0 y estd limitado por las
Superficies:
PR e N o o

- e, 3 = R % § —_— = o -
reatk B S ay=a, xy=b, y=ax, y=Fx

Vol 0lalBr 0 mn)
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4094, Hallar ¢l valor medio de la funcion
S 3 2)=xt4- 32 4 22

cnelrecinto x2 +y? +z22 <x +y+z
4095, Hallar el valor medio de la funcion

Fe . _l,’! z2

S z)=eri’ fata

Irecinto 2 4 %2 4 2
en el recinto =% -+ 3 4 <L

4096. Aplicando el teorema del valor medio, acotar la integral

g g S g _ dx dy dz ’
Vi{x—ap+(y—b)2+(z—c)?

x84 y2-f 22 L R

s

donde @* + b + 02 > R?.

4097. Demostrar que, si la funcién f(x, y, z) es continua en el
recinto Vy

(087 ¢ 3 2 dedydz=0

€

para cualquier recinto w T 1, entonces f(x,y,z1=0 pan
(% .2 & V.

4098, Hallar F' (1), si:

a

a) F(t)= (0 rerssrtydxdyds,

x4
donde f es una funcion diferenciable:
b) F()= {{{ flus)dxdyds,
(S S

0 g
PPy .

donde fes una tuncion diferenciable,
4099, Hallar

) 2T tdedyds,
R R

donde mr, ny p son ndmeros enteros no neeativos.
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7. CALCULO DE VOLUMIENES MEDIANTE INTEGRALES TRIPLES

§ 7. Calculo de volimenes mediante integrales triples

El volumen de un recinto V' se expresa por la formula

V= S\dea‘ydz.
v

Problemas:

Hallar los volumenes de los cuerpos limitados por las siguientes
superficies:

4101, z=x2—)3% 2=2x2123% y=0x, y=2X"
4102, z=x-y, T=xy, X+y=1, =0, y=0

4103, x?Llz22=0% x+y="Fa x—yv==Fa
ospidaide

4104, gz=x%=232, =} 343 (a>=>0)

4105, ez =g —x*—y% s=a—x—y, x=0, 3y=0 g=0
(a>0).

4106, z =06—at—17 == ’F_\":H:‘_}‘r".

Pasando a coordenadas esféricas o cilindricas. calcular los volimenes
de los cuerpos limitados por las superficies:

o
12
T _‘l = .

L)

1="2gz, XF

P =at (- Y= 2F)
L By,
Segf Nt rt=pt, L= (=0)
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Utilizando un cambio de variables adecuado, calcular los volimenes
de los cuerpos limitados por las superficies (se supone que los pard-
metros son positivos):

x u e x y
e (F4+5+5) =F+F e=0y20:20
'\l
4116.1. (%+%+%} =5 —5 =0,y=0, 2=0)
y 2 \*__xpz



7. CALCULC DE VOLUMENLS MEDIANTE INTEGRALES TRIPLLS

4y, xy==a®, xy=2a', x=2y,
2x==y (x >0, y >0
x’—{z =, =y —2'=0 (x>0}

ae

1

§120. 4 2=a,

b4
—2 ,___-_____.
g Y A =y
21
2
+J Z‘
%1 % R =t
i (B+%+5) =5 .
x y
Hdloets
a b _—9' x L{._J_z\ X Y __ 1
4123. o 7 e ——;ah&n(a—-}—-b ] ?}‘ E+h5_"
Z+Tb'—'_c
=0, x=a
¥ ol 2
i L1 S
X, u z @ b i . . By
4124. ZT-E—‘-'C———.H i i N x—'O, 2—-0, E C_O'
a ' b
P
L I

4125. (En qué razén dividela superficie x? 4+ 3?4+ az=4a* el volus
men de la esfera x2 + 17 +2° <4az!

4126. Hallar el volumen Y el drea delasu erfme del cuerpo limita-
dopor las superficies x* + v} =gz, z=2a- Ty g > 0)

4127. Hallar el volumen del paralelepfpedo limitado por los planos
gxbyor=2h (i=1,12173),
si

(]‘l !

b
a, by
b

(i
g ==
¢

4128. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la superticie
(a‘x+ h:)’ _.T" ‘.::): "ll_ (% "E\— l",,_y + ‘_.::): "i—' (v r'._ ‘H:." 'T_ ‘-::)2 " & h!'
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CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS
4129. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la superficie
xz y2 n zll’l z xﬂ y! n-2
(B+ &) +5=5(5+5)" w>n

4130. Hallar el volumen del cuerpo situado en el octante positivo ge)
espacio Oxyz (x = 0, y = 0,z > 0) y limitado por las superficies:

m i1 F
Lt L4 E=1 m>0,2>0,p>0, x=0, y=0, 2=,

§ 8. Aplicaciones de las integrales triples a la mecanica

Masa de un cuerpo. Si un cuerpo ocupa un volumen Vy

p=p(x, y, z) es su densidad en el punto (x, y, z), entonces su masa es
igual a .

M:{\‘ Sgdxaydz. (1)
o

<t

2.° Centro de gravedad de un cuerpo. Las coordenadas del centrode
gravedad de un cuerpo (xq, ¥, Zo) $¢ calculan por las formulas

-
=3 )

1
— M

SQ xdxdydez,

€y

<)

M

ey TH—, ‘”c_/ 5

|
|
Sggdxdgdz }
|
J

-

5 z dx dy dz.

Si el cuerpo es homogéneo, en las formulas (1) y (2) se puede haces
p=1. .
3.° Momento de inercia. Se llaman momentos de 1nercia de un

cuerpo respecto de los planos coordenados a las integrales respectivas
- B .
Tey= S { S 02t dx cuct, o= § e axwen,
v Sy

]:x=§ ‘ S Qytda dy dz.

: . e lals
Se llama momento de inercia de un cuerpo respecto de un €Je la
integral ‘
f,mS S S ot dy du dz,
;
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donde 7 €8 Ja distancia del punto variable del cuerpo (x, y, z) al eje L En
partiCU13"s para los ejes coordenados Ox, Oy, Oz, se tiene, respectiva-

mente:

. APLICACIONES DE LAS INTEGRALLS TRIPLES A LA MECANICA

[,= '{xy‘i"lxz- ly=lyx+41yn lp== 1+ 12y

Se llama momento de inercia de un cuerpo respecto del origen de
coordenadas a la integral

!°=S S SQ(x’—-[—y'—{—z‘)dxdydz.

v

Evidentemente, se tiene:

ia=]xy+lyz+ Toxe

| 4° Potencial de un campo de gravitacion. Se llama potencial newto-
niano de un cuerpo en el punto P(x, y, z)alaintegral

U (x, ¥ z)=SSSQ(§, it c)aﬂ‘-,
14

donde ¥ es el volumen del cuerpo, p=p (&, m, {) essu densidad y

r=Y =%+ M=+ C—a

Un punto material de masa m ¢S atraido por el cuerpo con una
fuerza, cuyas proyecciones X, Y, Z, sobre los ¢jes coordenados Ox, Oy,

0z, son iguales a
L du__ E—x ., .
A_.-kmé}_.’cmSSSQ S erane
v
y:km%i;:kmgggg“r—jy:;ma:,
|4

Z=Am%=kmS§SQE:2d‘;dqa§,

donde & es 1a constante de la ley de gravitacion.

_ Problemas:

4131, Hallar la masa dJe un cuerpo que ocupa el volumen unidad
Sx<1, 0y <1, 0<z <1, sila densidad del cuerpo en cl punto
(x, ¥, 2) viene dada porlaformula p=x 4+ + 2.

4132, Hallar la masa Jde un cuerpo que ocupa la region infinita
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CAPITULO B, INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINIZAS

B2 1 2% 4 z__%l, sila  densidad varfa  segin |, ley
p=py o= K Yty *+2 donde Po >0 y k>0 son constantes.
Hallar las coordcnadds del centro de gravedad para los Cuerpog

homogéneos !imitados por las siguicntes superficies:

4133. a=+ C,, r=c,
4184, z=x"-ty', ¥t V=0, ¥=0, =0, 2==0

4135, x*=12pz, y*=2px, ng, z2=0.
2 2 z
4136. S+L45=1, x=0, y=0, 2=0,

4137, x*-L2'=a 42 =0a® (z=0).
4138, *-y'=2z, x{y=z2

x? y? FEN Xz
4139, (az F4+ %) =5 =0, y>0, 220,
4140, z=ux*-1-y*, z=-3_7(x2—1—y2), xly=2-1, x—y==1.
xﬂ uﬂ ZFI
4141. &7":*"57‘“:*5“:]‘ =0, p==D, 2=—10

(n>0, x=0, y=0, 2=0).
4142, Determinar las coordenadas del centro de gravedad de un

cuerpo que tiene la forma de un cubo:

Isx<t, 0sy=<<1, Oz,

si su densidad en el punto (x, ¥, z) es igual a

22 —1 231 Y-

= —
0=ux TogtTe

ST
£ ’
donde 0<a<]. 0<F<]. O0<y<1,

Determinar los momentos de inercia respecto de los planos coordens
dos de los cuerpos homogéneos limitados por las siguientes superficies

(los parimetros son positivos):



B. APLICACIONES DE LAS INTEGRALES TRIPLES A LA MECANICA

x\" y\" z\"__
f'MNJ.(;)-%(j)-%(G)-—L
£=0, y=0, 2=0(n>0; x=0, y=0, z=0).

Determinar los momentos de inecrcia respecto del eje Oz de los
Ccuerpos homogéneos limitados por las superficies:

148 z=x"+-y* x+y=+1, x—y=-41, 2=0,
4149, X’y H4-2"=2, X’ y'=2 (2>0).
4149.1. (x* L+ y* 42 =0’z

4150. Hallar el momento de inercia de una bola no homogénea
x} +y? +22 <R? de masa M respecto de su didmetro, si la densidad
de la bola en el punto variable P (x, y, z} es proporcional a la distancia
de este punto al centro de la bola.

4151. Demostrar la igualdad

f,=1, L Md?,

donde fp-es el momento de inercia del cuerpo respecto de un eje /, Iy, es
el momento de inercia respecto de un eje /, que es paralelo a/y pasa
por el centro de gravedad del cuerpo, d es la distancia entre los ejes y M
es la masa del cuerpo.

4152. Demostrar que el momento de inercia de un cuerpo que
ocupa un volumen V), respecto de un eje / que pasa por su centro de
gravedad O (0, 0, 0) y que forma con los ejes coordenados los dngulos
o, B, 7, es igual a:

=1 cos*a </ cos’ [, cos®y— 2K  cosacosf—

— 2K, cos acos y— 2K, cos f cosy,

donde I, I, I, son los momentos de inercia del cuerpo respecto de los
ties coordenados y

K, = S S S exydxdydz, K,,= S g S exrdxdydz,
v ¥
&
Son los momentos centrifugos.

x241532. Hallar el momento de inercia de un cilindro homogéneo
+3% <a?, z =+ h, de densidad py. respecto de larecta x =i =2

4154, Hallar el momento de inercia respecto del origen de coordena-
€un cuerpo de densidad py, limitado por la superficie

(W y ) =t ey,




CAPITULO B INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS

4155. Hallar ¢l Eo[cncia] newtoniano en ¢l punto P (x, y,
bola homogénea £% +n? + t? < R? de densidad py.

Indicacidon. Hacer pasar el eje O{ por el punto P (x, y, 2).

4156. Hallar el potencial newtoniano en ¢l punto P (x, y, z) de ung
capaesférica R} <§? + 1% +¢? < R2, si su densidad es p =1(r), dop.
de fes unafuncion daday R =v £ +n% +¢%.

4157. Hallar el potencial newtoniano en el punto P (0,0,z
cilindro £? + 1 <a*, 0 <{¢ < h, de densidad constante p,,.

4158. ;Con qué fuerza es atraido el punto P (0, 0, @) de masa m por
una bola homogénea £2 + 1% + ¢2 < R? de masa M?

Z) de unl ;

) de

4159. Hallar la fuerza con la que es atraido el punto P (0, 0,2) de
masa unidad por el cilindro homogéneo £2 +n* <a?, 0 <T<h, de
densidad pg.

4160. Hallar la fuerza con la que un sector esférico homogéneo de
densidad p, atrae a un punto material de masa unidad, situado ene|
vértice del sector, si el radio de la superficie esférica es igual a R yel
angulo de la seccion axial del sector es igual a 2a.

440 " R
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CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS

§ 11. Integrales curvilineas

1.° Integral curvilinea de 1.° especie. Si f(x, v, 2) es una funcioh
definida y continua en los puntos de una curva lisa ¢

|
x=x{h y=y() r=:zy) ¢,<t<T) ,‘-

e ey T



£
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dsesla difcrencial de aréo, se tiene
S“"- ¥ ?)d5=]§ Fee) p (), 2 () VEE@O o) +27% (0 di.
t

c
de esta integral es que no depende Ja direccion en la

Ina particulan‘d ad

nes de la integral curvilinea de 19 especie a la mecani-
nsidad lineal en el punto variable (x, y, z) de

de la curva C es igual a:

:urva . & .
1° Aplicacio

2.5ip=p & P z) es la de

a curva C, entonces ]a masa

M= g o(x, y, 2)ds.
c

Las coordenadas del centro de gravedad (xq, Yo, Z0) de esta curva se

expresan por las formulas

~

1 {
ng(x, y, 2)ds, 4= 7 \ rolx. uo2)
) L

(B

1

e
n="7 ds, 2= % \ 7o (x, v, 7)ds

O°

3° Integral curvilinea de 22 especie. Silas funciones P =P (x, ¥, 7).
0=0(x, y,2), R=R{x, ), 2)son continuas en los puntos de la cuna
(1), recorrida en la direccion del crecimiento del pardmetro 7, se liene

grp(x, y, ) dx+ Qx, v 2)dy—Rix & EE =

= (P, w20 ¥+ QWM w20 ¢ ) =

X

:D
+ Rxin, s, 2)) @)y de

Al cambiar la direccion del recorrido de la curva Cesta integral cambia
su signo por el contrario. En la mecdnica. la integral (2) representa el
trabajo de una fuerza variable {P. Q. R}, cuyo punto de aplicacion

describe 1a curva C.
4° Caso de una diferencial 1o ral. Si
Pix, v, 2)dy + Q.0 S dr + R, v, D) dz=du

4 funcion unitorme en el recinto 17, entonces,

donde ¢ =1 (. 3, ) esun
a4 curva C. situada completamente

Independientemente de la forma Jde 1
tnel recinto 1, se tiene:

S Pdv4Qdy 4 Rdz=u vy s 7)) — 1 (X Uye €3)s

~

o




CAPITULO B. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS

donde (x,, ¥y, z1) €s ¢l punto inicial del camino y (xa, ¥, z4) el fjy |

En el caso mas simple, en que ¢l recinto V es simplemente conexo Ha,

funciones P, Q, vy R admiten derivadas parciales continuas de Drimas

orden, para esto es necesario y suficiente gue se cumplan idémicame“fr

Jas siguientes condiciones ¢
9P _0Q 9Q_6R OR__4P

dy ox ' 0z oy’ dx 9z "

en el recinto V.
Entonces, en el caso mds simple de un recinto paralelepipeidal V ¢
puede hallar la funcién u« segin la formula

x y z
ux, v EJ-“=S P(x, y, 2)dx+ S Qx, u 2)dy + S R(x, U, dzLe,
¥ o

] Ye Zo

donde (xg, Yo, Zo) €5 un punto fijo del recinto V' y ¢ esuna constante
arbitraria.

En la mecdnica, este caso corresponde al trabajo de una fuerza qu
tiene potencial.

Problemas:
Calcular las siguientes integrales curvilineas de 1.2 especie.
4221, S (x +3) ds, donde C es el contorno del tridngulo con lo
C
vértices 0 (0,0),4 (1,0)y B (0. 1.

4222, \ v? ds, donde C es un arco de la cicloide

"2

Cx=af({t—sint), y=a(l —cos?) (0<<{<20)

4223\ (x? 4+ y?)ds, donde Ceslacurva
—a(cost-tsinf), y=c(sint—tcos?) (01270
4224\ xy ds, donde C es elarco de la hipérbola
x=acht, y=asht (0=t<t).

O—"3 5 O

H 2 ’

4 4 —_
4225 0 (0% 437 ds, donde Cesel arco de la astroide x* -y '=¢

[3

L s : ; " .
4226. e ¥t ge, donde Cesun circuito convexo limitado P
< n
lascurvasr=a.¢=0. =7 (r v v son las coordenadas polares).

4227_S | v | ds, donde Ces elarco de la lemniscata

‘ (@ ) =at (= ),



11, INTEGRALES CURVILINEAS

4228. S x ds, donde C es la parte de la espiral logaritmica r =aekv

[ 2 P »
*>0 situada en el interior del circulo r <a,
4229. S %% + y? ds, donde C es la circunferencia x* +y? =ax.
c

4230. S'd—yZ' donde Ces la catenaria y = ach % .
C

ﬁ Hallar las longitudes de los arcos de las curvas del espacio (los
parametros son positivos):
4231, x=31,y=3%z= 213, desde O (0, 0, 0) hasta A4 (3, 3, 2).
4232. x=e" " cost, y=e 'sint, z=e¢ ! para0<t < 4 oo
a

P X g — X S
4233, y =a arcsin ?,Z:T!na+xdesde 0 (0, 0, 0) hasta

A (xg, Yor Zo)-
4238, (x — ) =a (x +3), x2 —y? =3 2% desde O (0, 0, 0) hasta
A(xﬂ’ yO’ 20).
4235. x* +? :cz.;=zg§ desde O (0, 0, 0) hasta A (xg, Yo, Z0)-
4236. x2? +1* +z2=a*, Vx? +y?ch (arcte {-\'::a desde el

\
S punto 4 (a, 0, 0) hasta el punto B (x, v, 2).
Calcular las integrales curvilineas de 1% especie. tomadas a lo largo
de las curvas del espacio.
4237. S (x? +* +:27)ds, donde C es la parte de la hélice circular
d -
x=acost, y=asint, z=10t (0= 27)

4238, sz ds, donde C es la circunferencia

(]

R £ a2 1 -
Mpyt=at, xt+ytz=0

4239, S z ds, donde C es la hélice conica

t <
: x=i1cosf, y=1sint, z=1 O=<r<i).

4240. Szds, donde C es el arco de la curva x* 437 =27, 3% =ax

C

‘ desde el punto 0 (0. 0, 0) hasta ¢l punto 4 (g, a. ay/ .

2 () 4241. Hallar 13 masa de la curva x=a cos .y =b sint (@ = b >0,
e Y < < 27), si su densidad lineal en el punto (x, V) esigual a p=1Y l.

451
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4241.1. Hallar la masa del arco de la paribola

yz=2[)x (Oéxé%),
si su densidad lineal en el punto variable M (x, y) es igual a Pyl
42472. Hallar la masa del arco de la curva x =at, yz%ﬂ z=5p
_ 3
(0=<tr=1)cuya densidad varia segun la ley p= 1/%3 .

4243. Calcular las coordenadas del centro de gravedad del arco dela

% desde el punto A (0.a) hasta <l pusto

curva homogénea y =4a ch—a—

B (b, h).
4744. Determinar el centro de gravedad dej arco de la cicleide

x—ait—sing), y=a{l—cosh) (=St =7T)

4244.1. Hallar los momentos estdticos

LS
"3

S ::Sxds, S.=\yds
C

del arco C de la astroide

PR
“iu

2
—a?

%
v
v,

x4y

respecto de los ejes de coordenadas.
4244.2. Hallar el momento de inercia de Ja circunferencid

respecto de su Jidmetro.
4244.3. Hallar los momentos polares de inercia

Jo=§ (s

C

respecto del punto O (0, 0) para las siguicntes lincas: a) pard ¢l
contorno € del cuadrado max { | x Liv) = b)Y para <l contormo
del triangulo regular con los vértices en coordenadas polares

Pa, 0), Q(a%) R(a, =)




11. INTEGRALES CURVILINEAS

4244.4. Hallar el radio polar medio de la astroide

Xt yt=at,
s decir, €] numero ra (ro > 0), definido por Ja formula

2
ly=5Tn

Jonde Io €5 el momento polar de inercia de la astroide respecto del
origen de coordenadas (véase 4244.3) y s es la longitud de arco de la

astroide.

4245. Calcular las coordenadas del centro de gravedad del contorno
de} triangulo x? + 32 +z¥=a’ X 20,y20)z>0_

4246. Hallar las coordenadas del centro de gravedad delarco homo-
2¢neo

x=ce" cost, y=-¢ sint, e g Rl § A2

4747. Hallar los momentos de inercia respecto de 1os ¢jes de coorde-
nadas de una espira de la hélice circular

. /
x==acost, y=asint, z=—1 (0

N

1
; t= 2.
i

4248. Calcular la integral curvilinea de 2 especie

\ xdy—ydx,
o4

donde O es el origen de coordenadas v el punto 4 tiene las coordenadas
(1, 2), si: @) 04 es un segmento de recta:b) OA esuna pardbola. cuyo
eje es Oy:b) OA es und poligonal. compuesta por el segmento OB del
¢je Ox v del segmento B.A que €3 paralelo al eje Oy.

4249, Calcular

X dy rll“ ydx

sy

3

para los caminos a). b) ¥ o). indicados en el problema precedente.

Calcular las siguientes integrales curvilineas de 2% especie. tomadas A
1o largo de las curvas indicadas cn direecion del crecimiento del parimes
tro.

4250. S (x? — 2y +0° = a0y, donde Cesla parabola

(o

}l:'_‘_." (-—‘ | B = 1).

453
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CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES ¥ CURVILINEAS

4251. S (x? +y*)dx + (x? — y*)dy, donde Ceslacurva
y=1—|1—x]| (0 << x =< 2).
4252. § (x +y)dx + (x—») dy, donde C es laelipse —&- Jl_% =1
recorrida en sentido contrario al de las agujas del reloj.

4953, § (22 — y) dx + x dy, donde C es el arco de la cicloide

x—=a(l—sint), y=a(l—cost) (O=<t=<27).

(xfy)dx—(x—y dy g .
4254, % r__mg——)-— donde C es la circunferencia
5% 4 3% =@ , recorrida en sentido contrario al de las agujas del reloj.
4255, ip I—f{{%% donde ABCDA es el contorno del cuadradc
u |

con 1osvert1cesA {1, O], B0, 1), €1~} 9 D (0, -1).
4256. R dxsiny-dysin x, donde AB es el segmento de rectaqu

une los puntos AQ,m)y B (n,0).

4257. @ dy arctg ——dx donde Om.A es el segmento de la par
O-r-MO
bola v =x? y OnA es el segmento delarectay =X
Cerciorandose de que la expresion subintegral es una diferencia tot:
calcular las siguientes integrales cunllmeas
(2.3 (1. 1)
1258. | xdytydx 1261, {  (x—)ldx— dv).
(—-12 1, =1
3= @b
4259. |\ o xdx+y dy. 4262, \  flx+y) @dx+dip
N 0. 0)

4260. | (A dxx-2dy donde f (u) es continua.

4263. \ Ld"_";_xﬂ a 1o largo de caminos que no se corten
X

1264. xdx4ydy 5 o largo de caminos que no pasen .tk
ato V*"z'{"ya

origen de coordenadas.
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(%a. 42)

4265. § ¢ (x)dx + ¥ () dy, donde ¢ y ¥ son funciones con-

(x4, vi1)
tinuas.

(3.0)

1266, § (A dx+ (X% —05y)dy.
~2,—D

4267. S i%’__'f_j—;fii a lo largo de caminos que no se corten
0 =0

con larectay =X,

@ m
# o N i b b L F oo L ity
4268. (1—3(2 cos ”.dx : !\umx -}—_x-cos = dy alo largo de

(1, m
caminos que no se corten con el eje Oy.

€ (a“b)
4269. e (cos y dx — sin y dy).
0.°0)

4270. Demostrar que, si f () es una funcién continua y C es un
circuito cerrado, liso a trozos, entonces

!, o,
§ /(38 (v dx -y dy)=0.
c
Hallar la funcioén primitiva z, si:
4271, dz =(x% L+ 2xy — ¥ dx (v — 2oy — Ay
4979, . dx—xdy
. 2. dz I —2ny 3T
4973, dz— (x2 4 2xy +5y%) dx 4 (G — 2xvt ) dy
T () = ’
con 4274, dz =" [¢" (v — v+ D v]dx + e¥le (v = =—1]dw
L ammtly _ o emmay
4275- d..', = W l{.\ —‘1_ 'ﬁ.——_"i\ﬂ‘?-"m‘ (id\ .
T Cl gnimea gnEmil : 1

4276. d:= 1 T\ dy, donde

! 1
W \1[1 7—) dyv— (;_\.u—xc}:’.nug \
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4277. Demostrar que para la integral curvilinea es valida la acoy
A

cion siguientes
\RP’ dx 4 Q dyl(__., LM,

&

donde L esla longitud del camino de integracién y M = max \/PT+‘Q—1

en el arco C.
4278. Acotarla integral

Ny ydx—xdy
. ____ﬁ___‘_————-‘—
]R \” (I"'—.‘-‘(j‘ﬁ-j"‘j"‘

Xt yr=RE

Demostrar gue !%im g =0.

gorales curvilineas,
| sistema de

largo de curvas del

tomadas 2 10
mano derecha)

Calcular las int
espacio (se suponeg que ¢ coordenadas s de
v? dz. donde C <8 la curva x =1,

4279, \(? _22ydx + 2yzdy =
C
e, Es rogr<ly recorrida en sentido Je crecimiento del paré
metro.
4280, \ydx—<: dy - xdz, donde € es la espira de 13 hélice circular
2
y=agcosl y=4d sint, z=br 0t < ~x). recorrida en sentido de crect
miento del pardmetro.
) dy + - dn Jonde € es la circur

4281, \ - dx + &
oy

a(D<Ca<AhIe ~ortida en sentido

del reloj. si se observa desde 12

492 gt =gt p=X B
movimiento de las agujas
a5

ferencia x°
contrario al Jel
parte positiva de
4282 \ vidy +27dy 4 x3dz, donde C es la parte de la curva ¢
¥k 4 Sr=at, ' Eo® =S 50,4 0 recorrida ¢
o al del movimiento de las afyjas del reloj. sise obsen
a (x> a)del eje OX.

Viviani

sentido contrar

Jdesde la parte positiy

4283 ) - oHdy A ® e N (7 — v donde € <8
C

contorno  que Limita la parte de la esfera
v =0, - >0, recorrido de tal modo que. la
superficie queda hacia la izquicrda.

N e
parte exlerior de ¢

4506
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#

Hallar 128 siguienteé integrales curvilinéas de Jas diferenciales totales:
’ @ 3 Y C .

4284- S xdx4y dy — 2" dz.
(g, n Y : z
(s, 1 1)

4285. S yzdx+xzdy+kydz,
SRR

.

{xa, Y2 1a)

d

4286. S "_ij%g.—ifg—,i——?—%z— . donde ¢l punto (xy, Y1 Z1)
f’-'l.)"\-z\) VX Jf"j +2

estd situado en 12 ofera xF P A= 2y el punto (x2. Y2, 7,), €n

lae.sferax2 syt +22 = p? (a>0,b>0).

(x3, Y1 72
4287, S o (x)dx + Yy (y)dy +X (z) dz, donde @, Y, X, son
(%14 Yus z,)

funciones econtinuas.

fxg, Va. 73)
4288. S f(x+Y 4 z)(dx +dy + dz), donde [ es una fun-
Xy ¥ia z,)
cion continua.

{xz, v, 72)

289, f/ T Fe) dx by Ayt dz), donde f

(x5, Piy 20

es una funcién continua.
Hallar la funcion primitiva ¥ si:

4950, du = (x* — 2y%) dx ==yt — 2x2) dy - (2* —2x)) b
1 4 N, fa x o
4291. d.’i:(‘i—-——g-l——fd,\—-\"\-‘:'-—'-— ‘d\'—'-z—.‘,- a2

z
2

Ay — ) Sy Lyt ids

(x =+ U -

4292. du=—

4293, Hallar el trabajo cfectuado por 13 fuerza de gravedad. cuando
un punto de masa 1 s¢ traslada de 1a posicion (Xy. Vi sy 8l posicion
(%3, 73, 23 ) kel efe 0= lleva 12 direccion vertical hacia arriba).

4294, Hallar el trabajo de una fuerza olastica. dirigida hacia el origen
de coordenadas, cuyd magnitud o3 proporcionnl a la clongacion del.
punto material del origen e coordenadas, st este punto g‘u‘sL‘ri‘oc ¢

A L
LA
L3

O =1.en sentido contrario al del

l

cuadrante positivo de 1 clipse «

movimiento de las agujas delrejoi. - .
- [ 4 o

’ : 457

.




CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES ¥ CURVILINEAS

4295. Hallar el trabajo de Ja fuerza de pravitacion F:%'dondg i

r =y x? Ty + 2%, 1a cual actia sobre una masa unidad cuando est,
altima se desplaza del punto My (xy, Vi, z,) al punto M, (%25 Y2, 2,)

§ 12. Formula de Green

1 ° Relacion de la integral curvilinea con la integral doble. SiCesup
circuito cerrado simple, liso a trozos, que encierra un recinto finito
simplemente CONexo S, recorrido de tal modo que el recinto S quede
jacia la izquierda, ¥ las funciones P (x, ¥), 0 (x, y) son continuas junto
con sus derivadas parciales de primer orden Py (x, )y Qx (x, y) enel
recinto S y en su.frontera, entonces es valida la formula de Green
FPu maxtaw ymysgg(%%—g—;)am. (0
c 8

La formula (1) también es valida para un recinto acotado S, limitad
por unos cuantos circuitos simples, si porT frontera C del mismo s
entiende la union de todos los circuitos frontera. donde el recorsd
se elige de tal modo que el recinto Squedeala izquierda.

2° Area de un recinto plano. El drea de una figura limitada port
circuito simple C, liso a trozos, esigual a

S=§xdy=—iya’x=é—§(xdy—-ydx).
¢ ¢

Mientras no se haya advertido otra cosa, en este pdrrafo se supon
que el circuito cerrado de integracion es simple (sin puntos de aulc
{erseccion) y que se recorre de tal modo que el recinto encerrado po!
que no contengd al punto del infinito, queda hacia la izquierda (sen

positivo).

Problemas:
4296. Aplicando la formula de Green, transformar la integral cul

nea

= § YT ylayHIn (o4 VRN
C

Jonde ¢l circuito € encierra un recinto acotado S.
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97. Aplicando la formula de Green, calcular la integral curvilinea

1=§(>(x+y)* dx—(x*+ %) dy,

42

donde K €S el contorno del triangulo ABC con los vértices A (1, 1),
B(3,2) 12 5k recorrido en se_ntido positivo.

Comprobar el resultado obtenido calculando directamente 12 integral,
Aplicando la formula de Green, calcular las siguientes integrales

curvilineas:

4298.? xy?* dy — x?y dx, donde C es la circunferencia

x? +y?=a’.
4299, ‘gf (x +)y)dx — (x — y)dy, donde Ceslaehpse
2 2
;+%$L

4300. {? ¢ (1 —cos ) dx — (3 —siny) dy, donde C es el circuito
C
ra el recinto 0 <X < 0<y <sin X, recorrido en sentido

que encie
positivo.
4301. e— (=¥ (cos 2xY dx --sin 2xy dv).
.:'+y==R'

4302, (Cuanto se diferencian entre si las integrales curvilineas

L= | tyrds—@—yfdy

AmB
L= § @+ dx —(x— 3y

donde AmB es la recta que une Jos puntos A (1. Dy B(2.6).Y AnB es
la parabola cuyo ¢je €s vertical v pasa por los mismos puntos L
por el origen de coordenadas?
4303. Calcular la integral curvilinea
\ (eMsiny— maYdx (e cos v — m) iy,

An‘m)

ferencia superior x4 =an, recorrida

| punto O (0.0
459

goﬂde AmO e¢s la semicireun
esde el punto . (¢, 0) hasta ¢




CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS

Indicacion. Completar el trayecto AmO hasta cerrarlo, mediante ¢,
segmento rectilineo 0A del eje Ox.

4304. Calcular la integral curvilinca

{ [o0)e*—myld+ o' ()" —m] dy,

AmB

donde ¢ () ¥ ¢ (y) son funciones continuas y AmB €s un trayecto
arbitrario que une Jos puntos A (xy, y1)y Bxz, ¥2), el cual, junto con
el segmento AB encierra una figura AmBA de drea S.

4305. Determinar dos funciones con diferenciales continuas P (x, 3)
y O (x, »), de tal modo que la integral curvilinea

[=§Px+a y+hderQxTa yA+Bdy
c

para cualquier circuito cerrado C no dependa de las constantesay B.

4306. ;A qué condicion tiene que satisfacer una funcion dife-
renciable F (x, 3) para que la integral curvilinea

{ Flx n(ydx—x dy)

AmB

no dependa de la forma del camino de integracién?
4307. Calcular

- ;
xdu—ucx
]: _._,.__———r‘ = y

N
x=5y

o 1

donde C es un circuito cerrado simple que no pasd por o] origen de
coordenadas. recorrido en sentido positivo. '
Indicacion. Examinar dos casos: 1) el origen de coordenadas esta
situado fuera del circuito: 2) el circuito € encierra al origen Jde coorde
nadas.
Calcular las dreas de las figuras limitadas por las siguientes curvas,
mediante integrales curvilineas:

4308. Laclipse x=acosl, V= bsin (0 < < Ind
1309. Laastroide x =4 cos? 1y = bsin® 10 << A
4310. La paribola (v + ¥ =ax @ > 0) y ol eje Ox.

: 431.1. E1 lazo del folium de Descartes Nt = lavy > 0).
Indicacion. Hacer ¥ =1x,




12. FORMULA DE GREEN

4312. Lalemniscaté (x* +y*)=d (x? — p?).
[ndicacion. Hacer y = x 18 o.
4313 Lacurva x3 +y3 = x2 +y2 y los ejes de T ——

4314. Calcular el area de 1a figura limitada por ]a curva
(gt =ax’y" (22>0, n>0, m>0)

4315. Calcular el area de 1a figura limitada por la curva
(fa—) _{—(%) —1 (@>0, 6>>0, 1>0)

y los ejes de coordenadas.
2 2

- . X .
Indicacién. Hacer -é-::cosﬂ g L=sin " o

4316. Calcular el area de la figura limitada por la curva

= (Y (37 =)

@>0,b>0,n> 1) vy los ejes de coordenadas.

4317. Calcular el area que encierra el lazo de la cunva

X

(%>+_(%)$c(g)(%} @>0, 60, ¢>0, n7>0)

14318, Se llama epicicloide la curva gue describe un punto de una
circunferencia en movimiento de radio r, que rueda sin deslizar por la
parte extericr de una circunferencia inmovil de radio R.

Hallar el 4rea de la figura limitada por la epicicloide. suponiendo que
larazén Br- = es un numero entero (o 2= 1.
Estudiar el caso particular r =R (1a cardioide).

4319, Se llama hipocicloide la curva que describe un punto de und
circunferencia en movimiento de radio r. que rueda sin deslizar por la
parte interjor de una circunferencia inmovil de radio R. Hallar el drea de

= . 3 H ) 1 3 R -
la figura limitada por 1a hipocicloide, supomendy que —=n ¢ W
nimero entero (1 = 2).

. . R :
ﬁstudlar el caso particular r == (la qstrmde\.

4320. Calcular ¢l dred de la parte, de a superficie cilindricd

2 : L

T X%+ y? =qx recortada port la superficie x5+ has® Uy

R % - . X :

'igef 2 . e "(‘1
e R34

S S

r ]

o+

#
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~ 4320.1. Demostrar que ¢l volumen del cuerpo engendrado por la
rotacion alrededor del eje Ox de un circuito cerrado C, situado e g
semiplano superior y = 0, esigual a el

V=—n ‘/,B ¥,
¢

4321, Calcular

1 £X Y —YdX

/= Tz vz
Q."f-c X-—rYZ

si X=ax + by, Y=cx+dyy el circuito cerrado simple C encierra al
origen de coordenadas (ad — be # 0).

4322. Calcular la integral [ (véase el problema anterior), si
X=olx p), Y=y ¥y el circuito simple C encierra al orizen de
coordenadas; ademas, las curvas ¢ (x, v)=0y ¥ (x, ¥)= 0 tienen unos
cuantos puntos simples de interseccion en el interior del circuito C.

4323. Demostrar que, si C esun circuito cerrado vy [ es una direccion
arbitraria, entonces

Jﬂg cos{!, mids=20,
c

donde n es la normal exterior al circuito C.
4324. Hallar el valor de la inteeral

= ﬁ [x cos (m, x)—ygos(m, W}ds,
¢

donde C es una curva cerrada simple que limita un recinto finito S, y 7
es la normal exterior a la misma.

4325, Hallar

b

. 1
h;ﬂ ‘:S-ﬁ (F-mds,
o

a8 =

donde S os la figura limitada por un circuito € que encierra al punto
(Xo. Vo). d (S) es ol didmetro del recinto § meselvector unitario de 13

pormal exterior al circuito Cy F{X, Y} esun vector con Jiferencid
continua en S + C

ar N




13. APLICACIONES FISICAS DE LAS INTEGRALES CURVILINEAS

§ 13. Aplicaciones fisicas de las integrales curvilineas

4326. (Con qué fuerza atrae una masa M, distribuida uniformemen-

te en 12 semicircunferencia supenor x* +y* =a%, y =0, a un punto
material de masa m que ocupa Ja posicion (0, 0)?

4327. Calcular el potencial logaritmico de simple capa

u(x, y)—;gS zln—:—ds,

c
donde % = const €s la densidad, r;—-v (— x)? +(n—y)? yelcircuito

C es la circunferencia £2 +n? =R".

4328. Calcular en coordenadas polares p y ¥ los potenciales logarit-
micos de simple capa
T 1 s
L= S cos mpIn wa y Jy== S sin m In le,%
9]

0

donde r es la distancia del punto (p, ¥) al punto variable (1, W)y mes
un nimero natural.

4329. Calcular la integral de (Gauss

u(x, y): 5{“\ E’_S_(rﬁr_')ds,
(i

donde r=V (§ —x)* +(n — 1)? es la longitud del vector r que une el

punto 4 (x, ») con el punto variable M (£, 7) de un circuito cerrado liso
simple C, (r, n) es el dangulo formado por ¢l vector r v 1a normal exterior
nalacurva C en su punto M

_4330. Calcular en coordenadas polares p v ¢ los potenciales logarit-
micos de doble capa

2z bty 4
; cos (re 1) s
r

Ki:‘\ cos m dy v K==\ sin my

.
0 Q

cos (r, M)
i (I"L] ’

g?nde r oes la distancia del punto 4 (p.¥) al punto variable
(1, ).(r. ) es ¢l angulo formado por la direccion AM =ry ¢l radio
=n, trazado desde ¢l punto 0(0.0). y 21 €s un nimero natural.

463
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CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS

4331. Una funcion dos veces diferenciable u=u(x,¥) se llap,

2 2
gﬁ—}—gﬁ-: 0. Demostrar que # ¢s una funcigy,

0
;
armonica, sl An=

armonica si, y solo si

. . . 5 d .
donde C es un circuijto cerrado arbitrario y -ai:_- es la derivada respecto de

la normal exterior a este circuito.
4332. Demostrar que
guz | [(du’? _ ¢ oo,
S S [(\5) +(3§] ]dxd_v_——- R S quzdxdyrrg/ué—nd;,
s

Ys i

donde el circuito liso C limita un recinto finito S.

4333. Demostrar ‘que una funcion. que es armoénica en el interior de
un recinto finito Sy en su frontera, se determina univocameriz por sus
valores en el circuito C (véase el problema 4332).

4334, Demostrar la segunda formula de Green en el plano

" Aulwvw 2o O |
[l 2
g

donde el circuito liso C limita un recinto finito Sy g;esla derivadaen

direccion de la normal exterior a C.
4335. Aplicando la segunda formula de Green. demostrar que ¥

w=u (x, 1) es una funcidbn armonica en un recinto cerrado finito S, §¢
tieng

1 ¢ " dlar ey
1 (X, ,\')-——‘,,—Tk n————lnr ='as
_ R N i

oL o

C

donde € es la frontera del recinto 8. n es la direccion de L nor_m:ﬂ
exterior a_iwgijc11i(o C.(x.,v) es un. punto interior del recinto
Svor=vViE - P+ 00— )7 esladistancia del punto Ly, 1) al punto
variable (£, 1) del circuito C. ‘

Indicacion. Recortar el punto (x. ») del recinto § junto con un
entorno circular infinitésimo del mismo v aplicar la segumda formula de

-~

Green a la parte restante del recinto S

S :

e *
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4336. Demostrar el teorema de la media para una funcion armonica

g (M) =u (X y): . :
: "(M):i:_ﬁ? . u (g m)ds,

donde C es und circunferencia de radio R con el centro en el punto M.

4337. Demostrar que una funcién armonica u (x, y) en un recinto
cerrado ¥ acotado, que no ¢s constante en este recinto, no puede
alcanzarl SUs valores maximo y minimo absoluto en un punto interior de
este recinto (principio del valor maximo).

4338. Demostrar ja formula de Riemann

v{.j.i[_iu] Mol \dxdy=fg(de+Qd)"
¥

u v
donde
. ata du , ,0u
L[z:]-—dxﬁy a3 _‘l—b@—chz,
. 02 dv dv
] = — 0% 1 4
[L] ox ay dx oy ! o

(g, b, ¢ son constantesh P v Q son unas funciongs determinadas vy el
¢ircuito € limita un recinto finito S.

4339, Sean u=u (x,¥) Y V="V (x, y) las componentes de la veloci-
dad del flujo de un liguido en régimen permanente. Determinar la
cantidad de l{iquido que sale en una unidad de tiempo de un recinto
limitado por un circuito C (o sea. la diferencia entre las cantidades de
liquido que sale v que entral. LA qué ecuacion satisiacen las funciones
uy v, siel liquido es incompresible y en el recinto S no hay manantia-
les y sumideros?

4340. Seghin la ley de Biot vy Savart, una corriente eléctrica 1 que
recorre un elemento de conductor ds, engendra en el punto del espacio
M (x, y, z) un campo magnético de intensidad

L (rNdS)
dH = ki
r

donde r es el veotor quo une ol elemento ds con el punto My kes el
coeficiente de pmporcionuliu}nd. ‘ L

’Hallar las proyecciones H e s ik, g la intensidad del campQ mag-
Netico H en ol punto M para ¢l casdg de un conductor cerrado C ’

© T v 465 ¢
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CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS

§ 14. Integrales de superficie

1.° Integral de superficie de primera especie. Si S ¢s una superfys

bilateral lisa a trozos 1ae

x=2x(u, v) y=uy(u, v} e=r(u, 1 (4 v)ER "

y f(x,y,z) es una funcion, definida y continua en los puntos de 1,
superficie S, entonces

SS i,y 2) dS..'—*-.SS Fx (u, v), yw, v), 2(u, U))VEG — F*auay, ()
o

donde

=g aum audn
En particular, si la ecuacion de la superficie S tiene la forma
z=z(x, y) ((x y) €q)

donde z (x, ¥) es una funcién uniforme con diferencial continua, se tie

ne
SSS [t 9 8 dS=S§f(x. g B, ) ]/H— (g%)’+<§§>’dxdy,

Esta integral no depende de la cara de la superficie S elegida.

Si se considera que f(x, ¥, z) es la densidad de la superficie S en ¢
punto (x, », z), entonces la integral (2) representa la masa de est
superficie.

2° Integral de superficie de 27 especie. Si § ¢s una superfic
bilateral lisa, S*es la cara de la misma que se caracteriza por 13 direccid
de la norma n {cosa, cosp,cosy} P=P(x,1.2) 0=0 (X7, f
R =R (x, v, z) son tres funciones definidas y continuas en la superfici
S, entonces

(§ Peyas +Qaz dx+Raxay={ { (PeosatQeosP+ Reosy)aS.
S+ S

Si la superficie S viene dada en forma paramétrica (1). entonces I
cosenos directores de la normal 77 se determinan por las formulas:

cos a= __4_#__\. cos P = .-.——B-———-—.
- VA B 4 C* e N
COS y = ~——= L ,
=) A+ B4 CF

o6
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14, INTEGRALES DE SUPERFICIE

donde A - a (yv Z) B = a(Z, X) _ a(x. y)
a(u, v)’ (@, v)’ =~ du v’

el radical se elige de un modo adecuado.

-ycl signo ante e : .
a otra cara S~ de la superficie S la integral (3) cambia su

Al pasar 2 1
signo por opuesto.

Problemas:
4341, ;Cudntose diferencian entre si las integrales de superficie

llmgg(x'—‘ry’ 4 2%} dS

5
y
1,=S§ (x* Ly 4+ 2 dP,
5
donde S es la superficie de la esfera x2 +y? +z2 =a®> y P es la
ctaedro | x | + |y | + 1z | =a, incrito en esta esfera’

superficie del 0
4342, Calcular

S{‘zds,
J
5

donde S es la parte de la superficie X% gt =

la superficie z =V x* + 2. _
Calcular las siguientes integrales de superficie de 12 especie:

247 (a > 0), recortada por

4343, S(x +y + z)dS, donde S es la superficie

)
4 F ood Wt H
X -T'y —r‘Z =a, 2;30.

4344-.53n (x? +32)dS, donde Sesla frontera del cuerpo

Vaity<z<l

4345, SSS T—lgf_ﬁ-yT’ donde S es la frontera del tetraedro

.t-{—)'+§==l, x=0, y=0, =0,
4346. QSX | xyz | dS. donde S es la parte de la superficie = =x7 +

fecortada por el plano z = 1.
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CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS

ds
4347. 1§57,

A :
cia del centro del elipsoide al plano que es tangente al elemento 4§ ge ), -
superficie del elipsoide.

donde S es la superficie del elipsoide y h es la distan, f_'

4348. * - dS donde S esla parte de la superficie del helicoide

x=ucosv, y=usiny, z=v(0<<u<<a, 0<<v<<2a)

4349. QSS z2dS, donde S es la parte de la superficie del cong

(0<r<a;,0<y<2myaesunaccnstante 5(0<oc<i;-\j-.
\ /

4350, “ (xy + yz +zx)dS, donde S es la parte de la superficie
S
conicaz =+ x? + y?, recortada por la superficie

x4 yi=2ax.

4351. Demostrar la formula de Poisson

\\ flax—by-Lcz)dS=2a\ f(u) a? = b2+ ¢*) du,
) )

=i
donde S es la superficie de la esfera x? +)2 +z2=1.
4352, Hallar la masa de la cdpsula parabolica

1 \
z= (2437 (e 2 1)

cuya densidad varfa segin laley p=1:.
4352.1. Hallar la masa de la semiesfera

+ 2t =a’ (z=0),

cuya densidad en cada uno de sus puntos .M (v, ¥, 2) esigual a —.

L]

4352.2. Hallar los momentos estiticos de la limina triangular homo
aénea '

x+yfz=a (.\'i:; 0, y=0, 2=0)
respecto de los planos coordenados,

PEKTS oo _— ) o e




14. INTEGRALES DE SUPERFICIE

4353. Calcular el momento de inercia respecto del eje Oz de la

cipsula homogénea esférica
x4yt 2t=at (z=0)
de densidad po-
4354. Calcular el momento de inercia de la capsula homogénea
chnica

2 2 22
5 e — (0 =<z=b)

de densidad po respecto de la recta
y o z—b

0o 0

x —_
T=
4355. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la parte de la
superficie homogénea
z :1-'/962 ‘5‘}’2=

recortada por la superficie x? +y? =ax.

4356. Hallar las coordenadas del centro de gravedad dela superficie
homogénea

s=1 gt —x*—3" (x=0 y=0 x-y= a).
4356.1. Hallar los momentos polares de inercia

Iy=\ {{s¥ -3 T 203
S

de las siguientes superficies S: '
a) la superficie del cubo max { Ix Ly lLlzli=a:
b) la superficie total del cilindro ¥? 4P <RYTO0K:z<H

4356.2. Hallar los momentos de inercia de 1a 1amina triangular

x+yfr=1 (x=0, y=0, :=0)

respecto de los planos coordenados.

4357, ;Con qué fuerza atmie la superficie conica truncada homoge-
nga ) - y

X=rcosqu y=rsing, c=r 0K p=21 Q< bh=Zr=a)
- . . -

"de densidad po aun punto matcfial de masa m situado en ¢l vértice de
tsta superficie” . .

4069




CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS

4358. Hallar el potencial de la superficie esférica homgge
§: x2 +y? +2z2 =a?, de densidad pg, en el punto My (x,, ymggﬁn“
decir, calcular la integral 0 fo) e

s S S 0, dS
r »

g

donde r=v(x — x¢)* + (7 — ¥0)* + (2 —2z4)%.
4359. Calcular

Fy= ({ flx v 2)dS,

xqyta=t

donde

fix z)"‘{ t—&—F —o B & yristat 1
R e 0 . s x""z>l 1

Construir la grafica de la funcion u = F (1).
4360, Calcular la integral

Fiy= §§ fie y, 214,
xifyipi=1
donde
‘ o : :
f(x1 )’l 2):‘{.& ‘}’ Sl 2>V'x ky’
0, sz VFLY

4361. Calcular la integral
Fle, 3, 2 0={{7@ n, 0as,
)

donde S es la esfera variable .

E— =" — =7,

A "+n'+c’<a'-

e I
f(E-; M C)“"—‘IO' s +1] +‘: pa :



15. FORMULA DE STOKES

r=VxX 3y +7z>a>0.

Calcular las Siguien'tes integrales de superficie de 2° especie:

4362. S S (xdydz+ydzdx +z dx dy), donde S esla cara exterior
de la esfer; x? +y? +z2=a2,
4565, SSS 7(x)dy dz + g (y)dz dx + h (z) dx dy, donde f (x), &8 ),

h (z) son funciones continuas y S es la cara exterior de la superficie del
paralelepipedo 0<x<a;0<y<h;0sz=xc

4364. | § & — 2)dy dz + (z = x)dz dx + (x —y)dx dy, donde S es
S
la cara exterior de Ja superficie conica x2 +3y2=z2(0<z<h).

4365. SS(d—y;-z —E—di;-jf -%-dhx;—y-) ., donde S es la cara exterior del
s
2 2 1
elipsoide -E;—-}—%-}—-Z—,:I.
4366. S S xtdydz +y*dzdx + z? dx dy, donde S es la cara exte-

5
fior de la esfera (x — a)? + (v — b)? +(z — ¢)* =R%.

§ 15. Formula de Stokes

Si P=P(x,¥,2), =0, ¥ 2), R =R (x, v, 2) son funciones con
diferenciales continuas y C es un circuito cerrado simple v liso a trozos.
que limita una superficie bilateral finita S. lisa a trozos. entonces s§¢
verifica la formula de Stokes:

cosa cosP CCSYi
ad d g Ly
dx 4 i dz :S S g i R .00
élcP v+ Qdy+ R ’ £ 5 & ‘
P Q R |
donde cosqa, cosf. vosy son los cosenos directores de la normal a la
Superficie S, cuya direccion es tal que respecto Je ésta el recorrido del

E"C_“ito C se ofectin en sentido contrario al del movimiento de las
gujas del reloj (para un sistema de coordenadas de mano derecha).

471
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Problemas:
4367. Aplicando la formula de Stokes, calcular la integral CUrviliney ]

§ydx+za'y—’i-xdz,
i

donde C es lacircunferencia x2 +y? +:z? =a*, x +y +2=0, recom.

da en sentido contrario al del movimiento de las agujas del relo

mirando desde la parte positiva del eje Ox. '
Comprobar el resultado mediante un calculo directo.

4368. Calcular la integral

{ o —yayde (' —x2) dy +(2 —xp)dz,

AmB

tomada sobre el arco.de la hélice circular

. h
x=acosQ, y=asng, Z=5z07

desde el punto A4 (g, 0, 0) hasta el punto B (g, 0, h).
Indicacion, Completar la curva AmB con un segmento rectilineo y
aplicar la formula de Stokes.

4369. Sea C un circuito cerrado, situado en ¢l plano
xcosa--ycosptzecosy—p=0

(cosa. cosp. cosy son los cosenos directores de la normal al plano),
que limita una ldmina S.

Hallar
dx dy dz
56 cosa cos P cosyi,
G X ), z

donde el recorrido del circuito es en sentido positivo.
~ e <
Aplicando la formula de Stokes, caleular las integrales:

4370, _\f Oy dy A () dy -« +¥yds,

donde € os la colipse ¥ = @ sin® 7, v = 2a sin 7 cos £ 2 7 cos* !
(0 < t < ). recorrida en sentido del crecimiento del pardmetre I

4371, § (y—2)dx - (z— x) dy - (x — y) d5,
C

-uw-m—;,z'lm‘-‘!mur‘;m,.. o R L0 _ -
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donde C €3 a elipse x> 4yt =2a%, %+-f1— =1 (a>0,h>0)recorrido en

sentido contrario al del movimiento de las agujas del reloj, mirando
desde la parte positiva del eje Ox.

iz, flr 2N ax AT (e 4y dz,
C -

donde C es la curva x? +y? +22=2Rx, x* +y? =2x 0=k <R,
;> 0), recorrida de tal modo que el recinto menor de la esfera
2+t 4 2% = 2Rx, limitado por la misma quede hacia la izquierda.

w78, § ot — 2 dx - (P = N dy (T =N 0
C
- donde C es la seccidn de la superficie del cubo 0<x <g, 0Ly <a,
0<z <a efectuada por el planox +y +2 :%a, recorrida en sentido

contrario al del movimiento de las agujas del reloj, mirando desde la
parte positiva del eje Ox.

4374. ﬁy’z’ fx - xiztdy )yt dz,
L
donde C es la curva cerradax =4a€0S t,y=acos it Z=2acos 37 recorri-
daen el sentido del crecimiento del parametro L
4375. Demostrar que la funcion

Wix, y, 2)=Ai S‘ ;C—(E%E ds (k = const),

oW

donde S es una superficie limitada por el circuito C, i es lanormal a la
superficie S y r es el radio vector que une un punto del espacio
M(x,y, z) con el punto variable 4 (. 1. §) del circuito C. representa el
potencial del campo magnético H. engendrado por la corriente i que
recorre el circuito C (véase ¢l problema 43400,

o

16. Formula de Ostrogradski

Si § es una superficic lisa a trozos, que limita un valumen 1,V
?zP(X. y,2), @=0Q W01 =), R =R (v oy, 2) son funciones continuas
junto con sus derivadas parciales de 157 orden en el recinto ¥+ 35,
entonces se verifica la formula de Ostrogradski:

S S {(Peosa —l— Qcos f R os \-1 dS = S s S (f%_ll.- ig. + :;_? )‘i,\' Judz
s v ’ :

oy




CAPITULO 8. INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS

donde cosa, cosfB, cosy son los cosenos directores

A . de la no;
exterior a la superficie S,

Problemas:

¥,

Aplicando la formula de Ostrogradski, transformar las Siguieng
integrales de superficie, si la superficie lisa S limita un volumen finitg

y cosa, cosf, cosy son los cosenos directores de la normal g g
superficie S.

4376. ng"* dydz—4-y'dzdx - 2° dx dy.
N

4377, { (yzdydzf 2x dzdw 1 xy ax ay.
S

4378, S‘j‘xcosu-f—ycosﬁ—i—zcosyds.
: ViEti+z:

P :
4379. gg(%cosa+a—£;cosﬁ+g—z—cosy) ds.
5
OR _ 9Q\ - oP 4R
4380. SSS K@—w—g)co_s a—]—(gz——é’—:) cos B4~

—}—(S?Q—g‘—:) cos y] ds.

4381. Demostrar que si S esuna superficie cerrada simple v [ es una’
direccién constante arbitraria, entonces

S g cos(n, [)dS=0,
Ry

donde n es la normal exterior a la superficie S,

4382. Demostrar que el volumen del cuerpo limitado por una supef:
ficie S, esigual a

Vm-;—jsj (¥ cos e~y cos f -1z cos y) dS,

donde cosw, cosf, cosy son los cosenos directores de la normal
exterior a la superficie S, .

4383. Demostrar que el volumen de un cono limitado por uns

superficie conica lisa F (x,y,z)=0 y el plano Ax + By + Cz + D =0,
esigual a

1

V=-SH,



16. FORMULA DE OSTROGRADSKI

S es el area de la base del cono, situada en el plano dado y H es
384. Hallar el volumen del cuerpo limitado por las superficies
ptcY
x=acosucosv-bsinusinv,
y=acosusinv—bsinucosv,

z=csinu.
- #¥ 4385. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la superficie
£

: x=ucosv, y=usinv, z=—u-4acosv (u=0)
y Jos planos: x = 0Oy z=0(@>0).
4385.1. Hallar el volumen del cuerpo limitado por el toro

x == (b acos ) cos @,

y= (b~} acos)sin g,

z=asiny {
(0<la=b).

;4386. DPemostrar la féormula

'?.-%{;,4_)‘248:2‘5;, Slx, y, z, O a'xdydz}:—

= SS flx, y, 2z, HdS -+ SSS gdxdydz (> 0).

x14yrfr=1 X4yifng

% Aplicando la férmula de Ostrogradski, calcular las siguientes integra-
les de superficie:

... 4387. S gx’ dydz-y'dzdx 42" dx dy,
; s

—8onde S es la cara exterior de la frontera del cubo 0 < x < a,0<y = a,
0<z<,

4388. S Sx’ dydz—-y*'dzdx 42" dx dy,
- s

2%
ﬂmde S es la cara exterior de la esfera x? + 2 + 22 =42,

4389, SS(x—y+z)dydz+(y—z+x)dzdx 4+
5

4 (z—x -t y)dxdy,
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donde S es la cara exterior de 1aﬂsuple‘rﬁci_e ‘ ,
lx—y+zldly—ztxdlz—xty|=1
4390. Calcular s,

S S[,u" cos ot -+ y* cos f -} 2% cos y) dS,
s

donde S es la parte de la superficie conica % 19 =2® 0Lz <h)
cos o, cos f, cos y son los cosenos directores de la normal exterior a egty;

superficie.
Indicacion. Adjuntar la parte del plano

2=h, 2®4+yi<hi

4391. Demostrar la formula
S § S L d? Bt =-—;~ SSS cos (r, n)ds,

donde S es una superficie cerrada que limita un volumen V, n es lg
normal exterior a la superficie S en el punto variable de la mismg

0,0, r=v E-x2 +(n—y) + &~ z)? y res el radio vector que
va del punto (x, ¥, z) al punto (£, 0, §).
4392. Calcular la integral de Gauss

I, y, ={ [ 0"as,
S

donde S es una superficie simple cerrada lisa que limita un volumen ¥,
n es la normal exterior a la superficie S en el punto de la misma;
(,,m,¢), r es el radio vector gue une el punto (x, ¥, z) con el punig:
Ent)yr=VE-—x?+m-»)?+E-2)°
Examinar dos ¢asos:
a) la superficie S no encierra al punto (x, y, z),
b) la superficie S encierra al punto (x, y, z).

4393. Demostrar que, si
__ 0 *u ¢u %
Au= a;““'@—u? +‘az—=

y S es una superficie lisa que limita un cuerpo finito V, entonces %
verifican las siguientes formulas:

a) SSSS—‘;dS=S§SAudxdydz;
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os={ 1T+ + @ et
B, +SSSuAua‘xdydz,

u esuna funcion continua junto con sus derivadas parciales hasta

ndo orden inclusive en el recinto V+S vy g_z, es la derivada

1a normal exterior a la superficie S.
+ 4394, Demostrar la segunda formula de Green en el espacio

SS,S d”)”’-’-=§§_a”av

dnon
u v
3 &ndc el volumen V estd limitado por la superficie S, n lleva la
¢ @reccion de 1a normal exterior a la superficie S y las funciones
= geu(x,y, z), V=V (x, y, z) son dos veces diferenciables en el recinto

H+S.

i1 4395, Una funcién u=u (x,y,2), que admite derivadas continuas
- asta el segundo orden inclusive en un recinto, se llama armoénica en el
mismo, si
L d*u u

Au Av as,
L v

2

(o1
[~

==

1

22

Qi

Demostrar que, si ¥ es una funcion arménica en un recinto cerrado
finito V limitado por una superficie lisa S, entonces se verifican las

: {drmulas:
¥ a) SSSgEdS:——'O; |

n

f ;?5 DITE) + (5 + (%) Torayar={ fuFias

#3734 =
_;mde n esla normal exterior a la superficie 5.

i -‘}Plicando la formula b), demostrar que una funcién armoénica en un
®cinto  se determina univocamente por sus valores en la frontera S.

§,..439§. Demostrar que, si una funcion u=u (x, v, z) es armonica en
® recinto cerrado finito V limitado por una superficie lisa S, entonces

1 cos(r. n 14
vt 30 =] [0 41 2] s
s
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donde r es el radio vector que va del punto interior (x, ¥, z) del recip

V al punto varlgb]c (£, n, §) de la superficie g
r‘=\[(E —xP +(n—y) +E - z)¥, n es el vector de Ja normal exyp
rior a la superficie S en el punto (£, 1, ). M

_ 43.97. Demostrar que, siu =u (x, y, z) esuna funcion arménica o
interior de una esfera § de radio R con el centro en el Puntg
(xo, Yo, Zo), €ntonces

Bl Yo 2"):%}_{?85”()6‘ y, 2)dS

(teorema del valor medio).

4398. Demostrar que, si una funcion u =u (x, ¥, z) es continua eg
un recinto cerrado y acotado V y es armbdnica en el interior del mismo,
entonces no puede alcanzar sus valores maximo y minimo absolutosq;
un punto interior del recinto, a no ser que la funcion sea idénticamente
constante (principio del maximo).

4399, Un cuerpo V estd totalmente sumergido en un liquido. Basin
dose en la ley de Pascal, demostrar que la fuerza de empuje que
experimenta el liquido es igual al peso de un volumen de agua igualal
volumen del cuerpo, y va dirigida verticalmente hacia arriba (ley de
Arquimedes).

4400. Sea S, una esfera variable (£ — X2 +(n—y)P+E-2P=0

y f (,,m, ) una funcién continua. Demostrar que la funcion

! [E m D)
ulx, ¥, 2, )=1 dS,
i SSS ;

satisface a la ecuacion de la onda

_z___i_azu | 0% Gu
0xt T o T aE T ot

e o i . du g
y a las condiciones iniciales: u]t___D:(), = ‘=D=f(x, ¥, 2).

Indicaciéon. Expresar la derivada g‘; en forma de una integral tripk.

§ 17. Elementos de la teoria de campo
1.° Gradiente. Si u(r)=u (x, vy, z), donde r=xi+yj+:zk, € ul

campo escalar con diferencial continua, entonces se llama gradiente de
mismo al vector

_Tu du du
grad u_axl +6__zjj+5'5k
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a 3 3
i = V ? G =i i, e
o, sbreviadamente, grad i = ¥ donde V=ig ) ot kg

g gradiente del campo & €n un punto dado (x, ¥, ) lleva la direccion de
s normal a 1a superficie de nivel u (x, y, z) = C que pasa por este punto.
Este vector, €n cada punto, es igual en valor absoluto a

o=V BT+ (B + ()
esai=V (5)+(5)+(5)
ysu direccion, coincide con la de la velocidad méxima de variacion de la

fu_ncién u. . .
La derivada del campo u en una direccion / {cos &, COs B, cosy} es

gual 2

=

fu__ __Ou du du
Eﬁ_grzd u l_,axcos a4 @Cﬂsﬁ-%- Ecos.Y.

7.° Divergencia y rotor de un campo. Si
a(r)=10. (%, y, Ditaylx, v e)j+ta.(x v 2k
es un campo vectorial con diferencial continua, entonces, el escalar
da, , da,

. da
diva=Va==-24+ -2 e
e=Na =gt T

s¢ llama divergencia de este campo.

El vector
i j ok
a a4 a
=7 Y - (R
rotd xh 0x dy ¢z
a, a, 4

s¢ denomina rotor del campo o rotacional.

3.° Flujo de un valor a través de una superficie. Si el vector a (r)
engendra un campo vectorial en un recinto £2, se llama flujo del vector a
través de la superficie dada S, situada en £2, en una direccion determina-
da, caracterizada por el vector normal n {cosa, cospB, cosy}, a la
integral

SSa,,dS:-S S(a,cosc-l—avcosﬁ-}-azcosy)ds,
s s

donde a, =an es la proyeccion normal del vector. La formula de
Ostrogradski en forma vectorial es:

ﬁan dS=S SSdivadxdyd:,

S v
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donde S es la superficie que limita al volumen V' y 1 es ¢l y
unitario de la normal exterior a la superficie S. cClay
4.° Circulaciéon de un vector. Se llama integral lineal del vector g (n,

tomada sobre una curva C (trabajo del campo), al namero

S adr= S a, dx +a, dy 4 a, dz.
C c

S el circuito C es cerrado, entonces la integral lineal se llamy
circulacion del vector a a lo largo del circuito C.
En forma vectorial, la formula de Stokes tiene la forma

95 adr= S S (rol @), dS,
c s

donde C es un circuito cerrado que representa el borde de la superfice
S donde tiene que clegirse el sentido de la normal n a la superficie § de
tal modo que, para un observador situado en la superficie S, con i
cabeza en direccion de la normal, el recorrido del circuito C se efectix
en sentido contrario al del movimiento de las agujas del reloj (para ua
sistema de coordenadas de mano derecha).

5.° Campo potencial. Un campo vectorial @ () que es el gradiente
de un escalar u:

gradu=a,

se llama potencial, y u se llama potencial del campo.
Si el potencial u esuna funcién uniforme, se tiene

(adr=u(B) —uid)
AB
En particular, en este caso la circulacién del vector a es igual a cero.

La condicion necesaria y suficiente para que un campo d, dadoenus
recinto superficial simplemente conexo, sea potencial, es que s¢ cuMm
la condicidon rot @ = 0, o sea, que el campo sea irrotacional.

Problemas:

4401. Hallar el modulo y la direccion del gradiente del campo
w=x? 4+ 2y + 322 +xy +3x -2y — 6z en los puntos: a) 0 (0. 0.0
b) A (1,1.1);¢) B(2,0,1). (En qué punto el gradiente del campo e
igual a cero?

4401.1. Sea

u=xy—z".
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.

el modulo y la direccion del gradiente gradu en el punto

9,12, 10). A qué es igual la derivada %’—:-en direccion de la

(-
piscct
4402. ¢

riz del dngulo coordenado x0y?
En qué puntos del espacio Oxyz el gradiente del campo

u=x'4y' 42" —3xyz

2) €s perpendicular al eje Oz;

b)es paralelo al eje Oz,

¢)esigual a cero?

4403. Se considera el campo escalar

lJ..-T-ln-l—,
r

donde r=v (x —a) + (v — b)? + (z — c)?. ,En qué puntos del espa-
cio Oxyz se verifica la igualdad

|gradu}=1?

4404. Construir la superficie de nivel del campo escalar

i=VF Fy Lo+ Vey e —8n

Hallar la superficie de nivel que pasa por el punto M (9,12, 28). (A qué

es igual el max u en el recinto x? +y? +z* <367

4405. Hallar el angulo ¢ formado por los gradientes del campo

. X
S R
en los puntos 4 (1,2,2)y B (- 3,1, 0).

4406. Se considera el campo escalar

F4
g ————————&
VeEtste
Construir la superficie de nivel y la superficie de igual moédulo del

gradiente del campo.
Hallar inf i sup u, inf | grad « |,

.

sup | grad u | en el recinto | 20 <
481
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4407. Con una precision hasta de infinitésimos de
hallar la distancia en ¢l punto My (x,, vy,
nivel infinitamente proximas

orden supe
2g) entre dos superfice, de

ulx, y, 2)y=c y ulx, y, 2)=c¢ 4 Ac,

donde u (x4, yo, zg)=c (grad u (x4, y,, Zg) #0).

4408. Demostrar las formulas:

a) grad(u—c)=gradu (¢ es una constante);
b) grad cu=cgradu (¢ es una constante);

c) grad(u4v)=gradu- grad v;

d) gradwo = v gred u - ugrad o;

¢) grad (u*) = 2u grad u;

f) grad f' (u) == f"(a) grad u.

4409. Calcular: a) grad r: b) grad r?; ¢) grad % S1 r=xi+1j+-k
4410. Hallar grad f(r), si r=~/x2 +12 + ;2.

4411. Hallar grad (cr), si ¢ es un vector constante y r es el radijo
vector desde el origen_de coordenadas.

4412. Hallar grad{ | e X r|?} (c esun vector constante).
4413, Demostrar la férmula

of

s — o
grad f(u, v) = 5, grad u-- 5o grad o,

4414. Demostrar la formula
Vi ur) =0V 0 -0 - 257677,
donde
_Ld L0 5
V =1 Ox = 8}"“ R g2

R e
V=Y Vet o

4415. Demostrar que, si la funcion u =u (x, v, z) es diferenciable en
un recinto convexo 2y |grad u | <M, donde M es una constante.
entonces, para cualesquiera puntos A, B de £, se tiene:

[u(A)—u(B)| < Mo(4, B),
donde ¢ (A, B) esla distancia entre los puntos 4 y B,
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17. ELEMENTOS DE LA TEORIA DE CAMPO

4415.1. Expresar el grad « para una funcién u=u (x, y, z): a) en
‘.oo;denadas cilindricas; b) en coordenadas esféricas.

4416. Hallar la derivada del campo u:i—:—{—g;—{—%; en un punto

dado M (x,y,2) en direccion del radio vector r de este punto.
JEn qué caso esta derivada es igual al modulo del gradiente?

4417. Hallar la derivada del campo u :% y,donde r =/ x2 + y? 4 72

en la direccion ! {cos o, cos 8, cos v} .
(En qué caso esta derivada es igual a cero?

4418. Hallar la derivada del campou =u (x, y, z) en la direccion del
gadiente del campov=v(x, y, z).

;En qué caso esta derivada es igual a cero?
4419. Expresar el campo vectorial

a=c¢ X gradu,
mediante los versores de la base, si

u— arctg

z 717
]/ Z 2 b c__i_ltj—l'k‘

x —
4420. Hallar las lineas de fuerza del campo vectorial
aQ=xi—\j-1-2zk,
4421. Efectuando un célculo directo, demostrar que la divergencia
S}iglilélovector a no depende del sistema rectangular de coordenadas

4422, Demostrar que

diva (M= lim l(’gands,

d{S)=o 4
(%

donde § es una superficie cerrada que encierra al punto M y limita un
volumen V, n es la normal exterior a la superficie S, d (S) es el diametro

de la superficie S.
4422.1. Hallar la divergencia del campo
— i jy+ k2

a= e S
Vgt
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en el punto M (3, 4, 5). ;A qué es igual, aproximadamente, e| Nujo
del vector a a través de una esfera infinitégpy
(x — 32 + (v — 4)? +(z - 5 =¢€*? ¥

4423. Hallar

i J k&
.l a a
div 5% 5 %

W, 0, 0,

4424. Demostrar que

a) divia— by=diva—+divh, b) diviucy=cgradu
(¢ esun vector constante, u es un escalarj;

¢)div (ua)=u diva +a grad w.

4425, Hallar div (grad u).

4426. Hallar div {grad f (r)], donde r=+v x? +»* +z%. En qut
caso div [grad f (r)] =07

4427. Calcular: a) divr; by div —.

4428. Calcular div [f (r) ¢], donde ¢ es un vector constante.

4429, Hallar div [f (r)r]. ;En qué caso la divergencia de este vector
esigual a cero?

4430, Hallar: a) div (x grad u); b) div (u grad v).

4431. Un fluido que llena el espacio gira alrededor del eje Oz en
sentido contrario al del movimiento de las agujas del reloj con una
velocidad angular w. Hallar la divergencia del vector de la velocidad ¥y
del vector de la aceleracion w en el punto M (x, 3, z) del espacio enun
instante dado de tiempo.

4432, Hallar la divergencia de un campo de fuerzas de gravitacion
engendrado por un sistema finito de centros de atraccion.

4433, Hallar la expresion de la divergencia de un vector del plano
a=a (r, ¢) en coordenadas polaresr y v.

4434. Expresar la diva (x, y, z) en coordenadas curvilineas ortogo
nales w, ¥, W, si:

x=fu v, w), y=gw, v, w), z=hy, v, @)

Como un caso particular, obtener la expresién de la diva en coorden#
das cilindricas y esféricas. ' :

484 i ’ .
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17. ELEMENTOS DE LA TEORIA DE CAMYO

mdicaCién'- Examinar el flujo del vectora a través de un paralelepipe-
do infinitésimo, limitado por las superficies

4 = const, v=const, w=const.

4435. Demostrar que:

3) ot (@ b)=rota —+-rotd;
b) rot (ua) = urot a + grad (u X a).
4436. Hallar: a) rot r; b) rot [f (r) r].

4436.1. Hallar el modulo y la direccion del rot a en el punto
M(l,2,-2),si

sl o o ok
a=-=i- xj—’r-yk.

4437. Hallar: a) tot ¢f (r). b) rot [e X f(r) r] (c es un vector
constante).

4438. Demostrarque div(a X ) =b rota — a rot b.
4439. Hallar: a) rot (grad uw); b) div (rot a).

4440. Un~ fluido que llena el espacio gira alrededor del eje
I {cos &, cos B, cos y}con una velocidad angular constante w. Hallar el
rotor del vector de la velocidad lineal v en un punto del espacio
M (x, y, z) en un instante dado.

4440.1. Hallar la expresion del rotor de un vector del plano
e=a(r, p) en coordenadas polares r y ¥.

4440.2. Expresar rota(x, ¥, z)

a) en coordenadas cilindricas;

b)en coordenadas esféricas.

4441. Hallar el flujo del vector r:

a) a través de la superficie lateral del cono x? +y? <z? (0<z <h);

b)a través de la base de este cono.

4442, Hallar el flujo del vector a =iyz + jxz + kxy:

a)a través de la superficie lateral del cilindro x? +»? <a?

0<zgh);
b)a través de la superficie total de este cilindro.

4443, Hallar el flujo del radio vector r a través de la superficie
r=1—-VxX+y0<z<l).

4444, Hallar el flujo del vector a=x2%i +y?j +z2k a traves del
octante positivo de laesfera x2 +3? +22=1,x>0.»>0,220.
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4445. Hallar el flujo del vector a= yi + zj + xk a través de 1a superfy
cie total de la pirdmide, limitada por los planos x=0, y=0 fi(;'
x+y+z=a@>0) o

Comprobar el resultado, aplicando la formula de Ostrogradski.

4445.1. Hallar el flujo del vector
a=xi-+yjI+ 2’k
3 través de la esfera x? +y* + g =

4446, Demostrar que el flujo de un vector a a través de una superfice
S dada por la ecuacion r=r (i, ) (1, v) €K2), esigual a

¢ or dr
S}andS:gS(a ﬁ%)d”dv’
s 2

dondea, =an y n eselvector unitato de la normal a la superficie S
4447. Hallar el flujo del vector a=m ;s (m es una constante)

través de una superficie cerrada S que encierre al origen de coordenadas.
4448. Hallar el flujo del vector

a(r):Z grad(-—-—ﬁ'—"-{),

[ =1

donde e; son constantes y r; son las distancias de los puntos M; (108

manantiales) al punto variable M (1), a través de una superficie cerrada
gue encierra a 1os puntos M; (i=1,2, ... , H).

4449. Demostrar que

SSS%dS:S‘S’SV’udxdydz,

donde la superficie S limita al cuerpo V.
4450. La cantidad de calor que penetra en uns«campo de temperat

ras 1 en una unidad de tiempo a través de un elemento de superficie S.
esigual a

dQ=—kngraduds,

donde k es el coeficiente de conductibilidad térmica interior ¥ I 55;:
vector unitario de la normal a la superficie S. Determinar la cantidad

————
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r acumulada por el cuerpo V en una unidad de tiempo. Sirviéndose
1a velocidad de crecimiento de la temperatura, deducir la ecuacion a
1s que satisface la temperatura del cuerpo (ecuacidn de propagacion del

calor).

4451. Un fluido incompr_esible en movimiento ocupa un volumen V.
_c,uponiendo que en el recinto ¥V no hay manantiales y sumideros,
Jeducir 1a ecuacion de continuidad

d :
d—L; -+ div (pv) =0.

donde 0=0 (x, ¥, z) es la densidad del fluido, v es el vector de la
velocidad, ! es el tiempo.

Indicacion. Examinar el flujo del fluido a través de un volumen
arbitrario w contenido en V.

4452. Hallar el trabajo del vector a=r alo largo del arco de hélice
r—iacost-jasint-\- kbt (0=t 20).

4452.1._Hallar el trabajo del campo

L R PR
a_-;t !—z—j'-]—?k

tl{; l:rgo del segmento rectilineo que une los puntos M (1,1, 1)y
L '( ¥y 8)'

4452.2. Hallar el trabajo del campo
a=ie?"* 1 jef "1 ke* ™

;d’i(ol lgrgso del segmento rectilineo que une los puntos 0 (0,0,0) y
5 359 Jo

4452.3. Hallar el trabajo del campo

a= (y-+2) i+ @24x) j &) &

lzlo laggo del arco mas corto de la circunferencia mayor de la esfera
2 432422 =25 que une los puntos M (3,4,0) y N (0, 0, 5).

) 4453, Hallar el trabajo del vector a =f(r)r, donde f esuna funcion
ontinua, a lo largo de un arco AB.

4454. Hallar la circulacion del vector

a:-—-yi—}—xj—}—ck
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(¢ es una constante): a) a lo largo de la circunferencia x? + 2 =
z=0;b)alolargodela circunferencia (x — 2 +¥*=1,2=0. .

4455. Hallar la circulacion T' del vector a= grad (arctgi;') a 1o largg
de un circuito C en dos casos: a) C no encierra al eje Oz; b) Cencierra g
eje Oz.

4455.1. Se considera el campo vectorial

ar—}f?:. 7= LV xyk.

Calculando rot a en el punto M (1,1, 1), hallar aproximadamente L
circulacion T del campo a lo largo de la circunferencia infinitésima
(x—-1)2+(y——1)2+(z—1)1=sz, |
(x—Dcosa4(y—1cosB4-(z—1) cosy=0, j
donde cos* @ -+ cos® i f-cos*y=1.

4456. El flujo de un fluido en el plano en régimen permanente s
caracteriza por el vector de la velocidad

w=u(x, Y)i-rvix, J

Determinar: 1) la cantidad de fluido Q que penetra 2 través de un
circuito cerrado C que limita un recinto S (consumo de fluido); Dla
circulacion T del vector de la velocidad a lo largo del circuito C. (A qué
ecuaciones satisfacen las funciones u v v, si el fluido es incompresible ¥
el flujo es irrotacional?

4457. Comprobar que el campo
a-_—_yz(Qx—er—l—z)i-{—xz(x—';-2}r+z)j+x}'{x+y+9:)k

es potencial y hallar el potencial del mismo.
4457.1. Cerciorandose que es potencial el campo

. 2 : X . 7
= 1£— a-,'—

sk'

w+a°®  w+:  wt+a’
hallar el trabajo del mismo a lo largo del camino que une en e] octante
positivo los puntos M (1, 1,3) y N (2, 4, 5).
4458. Hallar el potencial del campo gravitatorio

m
a._—-F-rl

engendrado por una masa m situada en el origen de coordenadas.

B




17. ELEMENTOS DE LA TEORIA DE CAMPO

4459. Hallar el potencial del campo gravitatorio engendrado por un
gstema de masas s (i=1, 2, ..., n) situadas en los puntos M;
=1, 25000 1)

4460. Demostrar que elcampo a=f (r) r, donde f (r) es una funcion
gniforme continua, es potencial. Hallar el potencial de este campo.

4461. Demostrar la formula
grad p {SSS QEQ)#/ }T—”SSSQ(Q)H G}S—{-S‘Sggradq Q(Q)ﬂlf,

donde S es una superficie que limita un volumen V, n es la normal
exterior a la superficie 5, r es la distancia entre los puntos P (x, ¥, ) ¥

Q0 5

4462. Demostrar que, si a = grad u, donde

-+
100 Cold
“(x: )’1 Z):—E;SS‘BQ_(F—‘:I, ;) d%d'l’}dg
—w
y
r=VE=xr tWm—y T+ &—2"
entonces

diva=101(x, ¥, 2)

(suponiendo que la integral correspondiente tiene sentido).

e
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RESTULSTAN

SEGUNDA PARTE

Capitulo VI
3136. El semiplano y = 0. 3137. x| <1;lyl=1. 3138 X2 +y? S
3139, La parte exterior del eirculo x2 + y? >'1. 3140, El anillo 1 o 2
+ y? < 4. 3141, La linula x < x? + y¥ € 2% 3142. -1 s T N
3143, El semiplano x + ¥ < 0. 3144. El par de ingulos opuestos ty [ <lxl
(x + 0). 3145, El par de dngulos opuestos obtusos, limitados por las rectas
y=0 e y=-2x, incluyendo la frontera sin el vértice comun 0(0, 0).




RESPUESTAS

1146, El tridngulo rectilfneo, limitado por las pardbolas yl=x, pt = Ly
y la recta y = 2, excluyendo el vértice 0 (0, 0). 3147. La familia de anillos
concéntricos 2nk < x? +y*<n 2k + 1) (k=0,1,2,..). 3148, La parte
exterior del cono x? + y2 ~ z% = 0, incluyendo la frontera excepto el vér-
tice. 3149. El conjunto de cuatro octantes del espacio. 3150. La parte interior
del hiperboloide de dos hojas x* + y2 - 2% = — 1. 3151. Rectas paralelas.
3152. Circunferencias concéntricas. 3153. La familia de hipérbolas equildteras
con las asintotas comunes ¥ = * x. 3154, Rectas paralelas. 3155. Un haz de
rectas con el vértice en el origen de coordenadas, a excepcién del vértice.
3156. Una familia de elipses semejantes. 3157. Un conjunto de hipérbolas
equilateras, que se aproximan asintdticamente a los ejes de coordenadas y
estdn situadas en el Iy 1II cuadrantes. 3158. Una familia de lfneas poligo-
nales de dos lados, cuyos vértices estdn situados en el eje Oy, 3159. El 1y 1]
cuadrantes para z = 0; una familia de poligonales de dos lados, cuyos vértices
estin situados en la recta x + » = 0, y con los lados paralelos a los ejes de
coordenadas, para z > 0. 3159.1. Las curvas de nivel son los lados de los
dngulos paralelos a las direcciones positivas de los ejes de coordenadas Ox
y Oy, y con los vértices en la recta y = x. 3159.2. La familia de los contornos
de los cuadrados con el centro comtn 0(0, 0), cuyos Jados son paralelos a
las ejes de coordenadas Ox y Oy para z > 0;el punto 0(0,0) para z = 0.
3159.3. Rectas paralelas al eje Ox, si z < 0;los lados de los 4ngulos, para-
lelos al eje de coordenadas Ox y al semieje positivo Oy, con los vértices en
la parabola y = x2,si z > 0; el semieje positivo Oy, si z = 0. 3160. Un haz
de circunferencizs que pasan por el origen de coordenadas (sin incluir este

: .
origen) v que son ortogonales al eje Ox, 3161, Las curvas y = ?—_ 3162. Las
nx
C+x ; ;
curvas 3 = . 3163. Una familia de circunferencias con les centros en

In x

el eje Ox, que son ortogonales a la circunferencia x* 4yt = a%. 3164. Una
familia de circunferencias que son ortogonales al eje Oy y que pasan por ios
puntos (— a, 0), (g, 0), a excepcién de estos ltimos. 3165. Lasrectasx =m
e y=nm(m,n=0,%1,22,..), para z=0; el sistema de cuadrados
mr<x<(m+ Dn,nr<y<(n+1)m donde(—1)7+"=z paraz=—1
o z = 1. 3166. Una familia de planos paralelos. 3167. Una familia de esferas
concéntricas con centro en el origen de coordenadas. 3168. Una familia de
hiperboloides de dos hojas para u < 0; una familia de hiperboloides de una
hoja para u > 0; un cono para ¥ = 0. 3169. Una familia de cilindros elipticos,
cuyo eje comin es la recta x + y =0,z = 0. 3170. Una familia de esferas
concéntricas x2 + y* + 2z =7n, (n =0, 1, 2, ...) para u = 0; una familia de
capas esféricas mn <x*+yr*+z'<a(n+1),donde (—1)?=u,parau=—1
oiel = 1,

3176. f(l. "':,;‘):f(x.y).sm. V135 3178, f() =204 1% e=x— 14V



RESPFULSTAN

(x>0 3178 [()=x"—x z=2%+ (x—y)* 3180. [(x, !J)'—'-"‘":T_T;"l{

1
3183.1. No. 3183.2. 0; no. 3184, a) 0, 1; b) o 1;¢)0,1;d)0,1;¢) 1, =

3185. 0. 3186. 0. 3187, a 3188, 0 3189. 0. 3190 1. 3191, e, 3192, In 2,
3n H1t

1193 ) S <g<Fi b) G Z<q< Sy <g < . 3194. Puntos de
discontinuidad: x = 0,y = 0. 3195. Todos los puntos de larectax ++ym0,
3196. 0(0, 0) es un punto de discontinuidad infinita; los puntos de la recta
x + y =0 (x # 0) son de discontinuidad evitable. 3197. Los puntos situadoy
en los ejes de coordenadas. 3198. E! conjunto de puntos de las rectas x = mn
e y = nn (m,n=20,%1,x2, ). 3199, Los puntos de la circunferencin

x2 + y = 1. 3200. Los puntos de los planos coordenados: x = 0, y = (),
=), 3201. (a, b, ¢).

32034. La funcidn es continuaen £, pero no uniformemente. 3212, fy (x, 1)=1,
3212.1, (0, 0) = 0, fy (0, 0) = 05 la funcién no es diferenciable en ¢l punto
0(0,0). 3212.2. La funcién no es diferenciable en el punto 0(0,0),
3212.3. La funcidén es diferenciable en el punto 00, 0).

cnag Ty s Ou . du o O
u213.g;c-_4x ~8xy,<€{ 4y* —Sxy, = 12x% — By?, B .g.._—ltu\;,r.-d!p
du 1 Jdu x  du é’u 1 et
=12y — 8223214 =y b e PR -
= St ax Y y ' dy . RIS O’dxé‘y ! ' oty
5 2, ;
Gy Dk, W B PR, g B0 B ?_‘j:(ff.az':a. o
5} y*' Oy y ox 0x dy TR T dx
. y? fu xy a'u__ 3xy® Fu g (2x) =)
(e pgt)’> " Oy N N NP S L PR PO R
') L , .
?i:—M. 2117, ,—'i:sin(x—:—y}—:*-xcos(x—:—u), ?‘j:xcos(x-{-y).
o (x% 4 gty Cx - Ay
T I T TR i e o g,
558 2 ¢os (x+y T 5 dy_cos x+y)—xsin(x+ g
5 ir 2 H 2
e SRl 3218_%:— 2xsinx? . du coszx L:?_c: 2sinx —+—4ﬁx:ml .
ox y oy g dx Yy ar s
' 2xsinx®  d'u_ 2cosx? du__2x  xt du BN
—_——, = 3219, —=TCsec? -, —=—=—sect
dx dy y oyt oy ox y v oy Y "
T o - < N T a*u A A SR
—; = — sec? — 4 —sin — sec® —, ——=— " sec’ = — Zsin—see' ©
o'~y Yy ¥y, ¥y, 0xdy 5 y y oy y d,y
du 2x x* . 2x x x u 7] u
— = sec® — ——Slﬁ—-SEC‘ 3220, —— xy-’, —=x'Inx, ==
e T gty y' &Y i axt
d*u 3 du
- — y¥-e —_—— 5
=yly—Nx¥"3 xd_r;_l (14 ylnx), 8yz_x.!’|n!x (x>0, 3221, %
_ 1 o 2y d'u _ 1 alu . 2y {)’ll
TriFy Wit & GEyr avor G R o
2(x — yh) du u du x du 2ay
=, 3222, — = — —— — = R .
(x4 ¢ 3 dx PSP P v LT R T
otu Xyt u 2xy du | aus .
=— s = ey e 3223 =i S
ax dy (X y?)? 7 gt ()t ox 1 4-x*' Oy { W
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: PERIULSTAN Lo v '

' X J*u e Au Lui
B | o =0, ‘ # 1) 3224, o= tH
oyt (1 = x*)2 " dx dy dy’ l—i— I+ 4%y txy » ax T x g

du__ _xsgny (e} 2x 1y Fu (P =yt sgny Fu
Jy x1+q:» TRiE (X i oy (g o
2 ] Pu__ 2Pyt 2
Fres (;_.’;{'_l"y_zl]"z' (y # 0). 3225. 5; S “‘_“1‘"“75.—. 6—; = ix _:i‘“*—:—*
% (- -2y (x4 y? 2%
g "‘ 3226. ‘?i‘:i (‘X‘Y LY. ( £y 2z (i”y
oxdy x!_J’_y ‘2 dx x \y yj 9z y) E
i 2, a—:__ e (i) Ta= et (2} S (L)
y ' oox x y ] i y 9z y Y
o9 2 z 2, i \z F
- i(i\, Fu :_(i) PR LA IML(_{)Z/\
dxc)y xy\ y ) dx 0z x \ y y dy dz ¥\ y
x de  yu  Ju ulnx Gu yu
fobslin = e . s =L = , e w8
/(\ 2ny>(q>0) ° dxxz' dy z dz L
f'i!i:y (y - Z)u ' ?:-!f_ ulri!x ' é;tr:_l,rulqnx(qz 3 g 625 :(z +ylnxyu '
ox 52zt dy? 22 " gz? z dx dy xz*
d’u yu(z +yinxy Fu ulnx(z4yinx) : du u?
—_— e = (xz £} 28, —==—u,
ux 0z xz? "y oz H ez ) Bean xox
Vi _ gy au__' 'ty 1) o = e
i'y—‘y ulnx, =R ulnxlng, 7 o sy® Tz — 1
z ¢u z L2 ' ¢u Elﬂ!z-lu 2 1.
—- n — 1428 Inx)InxInfy, —— 14 xi,
2gflnx}lny, S =yiull -y il W (y
iu ‘.jdlq’f 4 iy e S T |-
= (Lt gt o e M 4+ zlny (177—5 Inx
e, u r) 32301, , o (0 0) no existe, |, 3235, du=x""Ty? " mydx+- nxdu),
dla==x™ """ m(m— 1)yt dx* o+ 2mnxy dxdy b e n — 1) x° dy¥. 3236, du=
d dy 2 Y
— iJ, di = — - dy{y de — xdy), 3237, du= % By - , du=
¥ g Vit
:(ydx—xd;'.l" 3033, du:}"ﬁf%y,,dy,ﬂ'::::(‘q-—r){‘ xz-—‘ﬁj_h-fhydxag.
it S F AN X5 -
(x% =yt = T (X2 1y
3233,  du=e" (ydx+ xdy) dfu =% [y iyt - (1 4 xy) dx dy - &7 du®

3240, du=(y +z)dx (2 +x ,au—(r—ry)dz r;u: {dqu—dgﬂ'z-ﬁdcw!-

212 7 i B dx -+ = s o 2
3241, duz(" : y)d‘. - ‘z(:Z x - de)‘ S 2z (34 ijux b
(¥ {)} ' (? ¢y
fxy dx dy 4+ (3y* — &) ”’i—“"( x* ') (e dx -y du) d2 /
By TEE . 3242, dx — du,

— 2(dx — dy) (dy + dz). 3244, a)l-—{—r ixny b) xys ©) x 4y 3245, 8) 108,972

k) 1,055:¢)2.95;d)0,502;¢) 0,97. 3245 La diagonal disminuirad 3 mm apro-
ximadamente; el 4rea dxsmmmra 34(} em? aproxmadamente 3247. Hay que
disminuir 1,7 mm. 3249. A~ 10’?m :6~13%.3250.A=7,6m.3251. f{l‘ﬂ

o f}'. {x.¥) no estin acotadas en un entorno del punto {0, 0). 3256. g;‘ — 24,
du otu du ot

el =) el e 5 = —_— cos ).
e = grap—il My =0 N g — S emE e,

3259, 2% 0. 3260, % Y20 4 3xpz - xtyET), 3261, Ot =
BT vr Trogs ¢ Gz 8 e) 26l

‘ix

_—~—~‘—-«
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= RISPULSTAS

6 48ix— LPly— 1) i T gF T

e e 3 -, donder= Vix= B (y—m)™ 3262_0 Paﬂ”pl ¢l
(=N m+4n— N (nx-fm

3263, =) (xfy}m,,*, Fm)  0ps exey [x2 4 4t 4= 2 (mx - ny) -

Fmim—1)4na—1] 3265 (x4 p)(y+q)(z4r)e*+I+% 3266 sm'-’zi‘

3267, F (1) =" (1) 3U/" (1) + £ (1). 3268. d*u =24 (dx* — 2dx’dy — 2dde' L,
B Bl . gy O TR 7 =43,
e L dx3dy © oGOy dxop ! r)y‘ i
3260, 4 = 6 (dx — 3dxt dy -+ 3dx dy? - dyy. 3270, d% == — 8 (xdx - g dy)’ X
o eos (x* 4 7)) — 12 (x dx 4= y dy) (dx* 4 dy?) sin (x* + ). 3271, d"u =
o ! 10
— i_ggflg)ﬁi . 3272 dlu=— (dxd— 15dxd dy? - 15dx? dyt — di*) X

 cos xch j, — qudy (3dx* — Ide’dy’ + 3dy®)sinxshy, 3213, d*u=6dxdydz.
3274, d'u=2 ( o d” + . 3275, d"u =%+ (adx 4 bdy)™. 3276.d"u =

n
= ¥ Chx-Hm }'mm dxm R dyk 3277, d"u = (x + y -+ 2) (dxdy-dz)",
E=n

3278. d"uue” =Y+ pdr L bdy4-cdz)®. 3280, a) Au=—u, Au=u
b) Au=1, Afu==0, 3281 2) Au==0Q b) Au=0. 3282. a) Au_Ql{xz—yz)z—i—
5 1
4 (yt ——12;5—{-( 2 — xy), A dﬂﬁ(x-}—u—p} b)Au=—, r=V ey,
du ;
Au=0. 3283 T: Syt i -—,?.f e i
233
Gl e e R
e ' 4 H 4 Fe "
3284, \:{"‘-L--'JJ {I! 5“ 5 -—f" Lx’ i\; (‘i‘jz—‘lﬁf: {x’ 5_)»
G\, y /) 9y 4 Y
Pu_ o (2N 2 ﬁ\-*Lf" x\ Fu _ x o ( i)_
"é;}—fn‘\\x; :le—‘ P l1g \-&, y)—ryz 22 ’ yj; a_‘_‘xay— yz,u ' g
¥of = 1_,, [f x\ du 2, x J_f_zi;f. x 32356_uﬁ
~;3[“\ "y —-5“1 \\6 Tf_ ay .-’fr" X'-f_f i By
\ o Bu Ou ngtu
=h v, +uli 3 = ==y  x2fy; 5= 3 —f”—:-y’f,,+JZf,,+
_ﬂ du %u .
—+ 24 :—:-9\;‘I,+Q'r~:f": a;"‘).f‘z—-—gt cf —{—x’z f“, -?5:—: K?yf”.
3ty ) 7 i qu ™
égowj:'!-i’f.::":"xlzzf”+xflz 4x2f1;+9*’y2f3, "l"‘gTz.fg' "axa “—:nyla+

a

" ” ’ (3 1
A xyfy, Xty A ufy Gy = =* yfr, 1= Xyzf, +xf,. 3286 Eryy =f, +
+ (t_l_ Oy bl fe 3281 Au==3f] dd(rdyt ) f, AT
A2ty 6, 3288, du=f (1) (dxdy) diu=["()(dx+dy)’. 8289 du=

—_ " dy — v dx) dy (x dy — udx)
= U)xau uc‘c: dtu =" (1) (x dy lu x) — % (1) .__(_u__-__

d dy , udx— X d”)
3200, du=f" 'E—"Cj:j_w_"dy dtu= L ;iis‘} +1
Va4 (12+U)

3291, du=[" ({)dt, @u==["(H)di*-F (f)d*t, donded!_..szr—%—ctdl,‘—{«,\[{d’
t=2(zdrdytydvdz +xdyds). 3292 du=2"(xdx+ydy+2zd2)

565




RESPUESTAS

diu == 4f" (x dx - ydy 4 z dz)* + 2/ (dx* |- dy* + dz?). 3293, du=uof, dx 4
+ bf, dy, ¢Pu==d*;, dx*2abf}, dx dy 4 b*f,, dif. 3204 du=/..(dx + dy) +

o (dx — dy), du =}, -(dx 4 dy)? 4 9, (d2* — dy) + [, (dx — dy)t,
. . ydx—xd *

3205 du=/f, (ydx +xdy)+/, y—x—fh—”— dtu={"(y dx - x dy)? -1

: 2dx? — x2dy? dx — x dy) dx — xd

Tanxz"J__“y—'r_"*'fzz ;‘iﬁ?_jﬁ‘zf dxdy—ﬁf gt g:’ M_—du.

3296.  du={, - (dx+dy)+f, dz du=f], « (dx+dy)* 4

+ 2, -(dx +-dy) dz +f,, - dz*. 3297, du=/ - (dx+ dy -+ dz) +

_I_Qf;.(xdx—{—-ydy-{—zdz); d’u:f:l s (dx H-dy + dz)* 4
-4f1, - (deH-dy4-d2) (xdx 4 ydy 4 zdz) - 4fs, (x dx g dy 4+ 7 d2)*
2 (A dy? +d2Y). 3208, du=jf, . YEE—Xdy g 2dy—ydz

yz 22 f
" (ydx — x dy)? (ydx —xdy)(zdy — yd
dlu=f, - _——+2f12 jy)ziz e
+frf Lt dy — ydz)? —of . (ydx — xdy) dy B (zdy—udz) 3209, du—
22 4 1 3 2 S
f '*'foz'{"%{f 4 "f’u:(frl+4ff;'2+4t2f;=—§—611f”—{— 28 'f:; -l—QI‘f”{—-
-+ Efz -+ 61;a ) di® © 3300, du=af dx+ bf; dy + cf; dz: diu = a'zf'l’l dx? -

+ bzf:, dy? -} &f,, d2® -+ 2abf,, dx dy 4 2acf;'3 dx dz 4 2bcf,, dy da.
3301, du==2f, . (xdx - ydy) + 2f, - (xdx — ydy) + 2, (y dx L+ xdy);
du=4f, - (xdxdydy)+4f, - (xdx — ydy)? -4 (yde + xdy) -

+ 8f 1 (xF dx* — g dy?) - 8- (xdx 4y dy) (ydx + x dy) +-
48y - (xdy — ydy) (ydx 4 xdy) 42, - (dx* + dy?) +2f, - (dx® — ay) +
4 4f.-dxdy. 3302 d"u=f" (ax+ by cz) (adx 4 b dy+ cdz)®. 3303, du=

d
:(adxag bdy;w*fdzag) (8 M 1), dondeE=nax, n=0by, [=cz.
s a d
3304. dlu= [dx( é-r zan+asa€}+d9‘(b1 'I"bza Tbsa >+
ta(agtagtas)| G o 0 w0 FO=" O+ 0

dz 0z dz 0z
_——Y —— = s — -ty =2z
3316. 1. 3319, =xyz. 3331, «x Y T x. 3332 Qxé‘x ! y@y z
dz dz du du du du du
3 e e A 4, — ——— —_ =0, —_ e
3333, y % la!l S 333 o - a!t"2+ 626 0. 3335 «x i —{-—_1:’3209, 4
du *z %2 2 9z 9%z z
-z — 0. 3336, ——=1U. A R [ e S
e 12 0. 3336 dx dy 2. =4 Ox dy~ 0x dy 8338 Ot oy*
3330, x4, 330 2 05— 2§i‘i+ 92 92 _ o a1 1-V3
: Ag}_‘_y&y'— ' Y day? o “Jo"g,'_ ’ ’
dz . (R __5a o __ZE
3342, 6—[Hcosa—}—sma. a) == b)u_r:i—. c) e=—rye=7.
1
523 . 334 - VI@ 5. 3345, 55 = cosaf-cos Pt cosy:

sz.,-*—yﬁ
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|
leradu| =V'3. 3346. |gradu|=—; cos(grad u, x)_—-_x_“' cos (grad uy )
fu Ty %
EL o e Y e wo il
== o e r'b. dc;ﬂde ru_erzl"f-ui-Fz U
u ou
3348. == 3142, 3350, —)-F_. T ACOSPU"'E’_'”'COSZB“{'_BI: cos?y o
6
+2 cos acosﬁ+2 2 5 C0S @ cosy + 2 —— cos B cos y. 3352, ou
. 3 3 dy
zf"05 3383, (x, Qx}—u y 6 2)=—48% u}, (r. 2)=53x

3354. i (y) =+ W (). 3355. 2—‘{ (%) == (). 3356, z=¢p, (x) -+ yp, (x)+ ..
e @ (X)), 33T u=0(x, y)--V(x, 2) % (4 2). 3358 u= 1
Txy+u —2x%. 3359, z=l--xy-y2 3360, z=x ;24 05xy (x4 )

3962. Los ceros de la funcién f (x) no pueden llenar completamente un inter-
valo (&, ) C (a, b). 3363. El conjunto de ceros de la funcién f (x) no tiene
que ser denso en ninguna parte del intervalo (a, ), ademés, cada cero £ de
la funcidon f(x) es simultineamente un cero de la funcién g (x) y existe un
limite finito ]imE (g (x)/} (). 3364. 1) Un conjunto infinito; 2) dos; .

X~

3} a) una; b) dos. 3365. 1) Un conjunto infinito; 2) cuatro: y =x;y = — x,
y=|x|;y =—1x1;3)dos;4) a) dos; b) cuatro; 5) una. 3366. 1) En ninguno,

e
2) o< xi<), lxa=]/l+21 2, 3 x=0, =1L 91z

19 B : _ | T o

<1/_T_§_; las ramas uniformesson: py=-e .I/T)__{—'l/?-rx” X
‘11/1!#1»’"?2_ _ / T ca i ot

X = '—'—2*—‘>. b= 31 V P x? \1‘;” l--.

= ],/]Fi—glfi) , donde ¢ = —1, 1. 3367. Los puntos de ramificacion son:

(-1, 0), (0, 0), (1, 0); gi=se 1 YAEES 2—(2"2+” (x]= 1),

donde e(x) = —1, 1, sgnxy —sgn x,
—sgn x. 3368. El conjunto de valores de la funcién ¢ (y) tiene que tener puntos

comunes coﬁ el conjunto de valores de la funcién f (x)}. 3371,y = — +y syl o

= U
2a? w Xty L 204 ez 1 2 3008
s 1 337h.y———xﬁy. _m(x——y)’ 3373‘y""1—ac05y'
—esinyg vl —Inx) ply(l—Inx)?—=2(x =4 X
e EEHIE § A Sl SR S L -+
Y (1 —ecosy)®’ Sy = x{l—Iny)’ o ol —1Iny)?

(1= Inx){1 —=1Iny)—x(1 —ny?
- (1= Iny?

. 3375. y'_—_i;’; " =0. 3318. y, (0)=

=—1 5 O=1 33 y =0y, O=-V3% y =V 3. 3380. y' =
_ x4y 18 i 162x i " 2

= —— T —— T 5. =1 —_—

TR YT TR Y T ey BT
w2 3383 g2 x 0z __ vz P e A it 2P }'!I:
b=y " ox—  z' dy z' o 2 ' Oxdy 2




RESPUESTAS

I i AP L B w . e W%,
ay? b oy 22—xy' dy  —xy X2 (22 — xiy)* '
daslio 2’z | a%z __z(z‘—?xyz”—x’y’) 3385 9z 12
- (E—xy)’ ax oy (5 — 2y : ) 3x oy
3 1 92 Fz 0z xA4-y42 3386 iz
Exbgle—1 ' ae  dxdy g | Bbgtes - C o
ok P2z ¥z, Pz vz 3z __ xyz
__'xz__yz' !ay_ xz__yz' BI’_ (x"'-—y’j" ara!,’.“(x:_uz}, »
itz o dz 0Oz &’z 9%z d°z
g =t 9% 9 dy k B2 Oxdy 0yt e
] 2 2 dlz 1 d'z 504
1338. 2) — 2 :) L3 Sh=—i S =3 gEe T Tn
g xdy . ydy el xt 2\ dx? | Zxy
1330, dZ#—T(raz——{——bT)e dZZ:‘—«—z;[(—E_—ﬁ-*?)—i—-—‘—-a-zgi dx cy +
gt 2\ dyt (1 — yzyde 4= (1 — x2)dy
! AL o i G, —_— bt G
"'(w*‘a) z] - 3391, dz= T :
e 924yl — y2)de 4 [x 4y — 201 4 oxy))dxdy + x (1 — xz) dy*}
e 1 (T—xy)? '
_ z{yde--zdy) e Ty dx—xdy) .
S, dam o WS e el 3393. dz==dx
_ (x— 2)dy ) d’z—g(x— iy + D x — 22+ Y i
x—2r+y+1 7 - =2 g+ 1P
Fody LN at s 3 - -
3308, du = — u (g{i_j:r:iﬁ -2 .39, Si=— 4(x’ ﬂ(yl z}
w2 (x = y)—ul dx 8y (F) 4 22F )
FE aF P ok FEL] 2 (F! 4 22F)) (F) +2F)) F, . &
Fai— BFFoF ot Fy Bul— ; ; : =
Nl el R (F. + 22FP dx
, o

,—. " ,_ ' ’,.L.
el WS iy 3397,5_Z=_<1+F‘ s Fz); é?_:__(l,{_‘..f),
E,—F, T F,=F, 0x F, 9y £

3% ' - 1t ol .- " £ ' ] " ;, ' ’ "
==—F" (F”—}—'ZFn—{—Fu)—'Z(Fl—;—FE)F,(F“—{-FH)+(F,+F=)ZF“}.
ot ‘ o "o . 11 m '
3333, E§=m<xF1+yF2) syt (FLFl — 2FLFLF 4 ) F ) —
(i _w YRR R o

Fi Fll—2F|F2F12+FI F:z
(F =+ Fo)f
a0 _ R e F'! 'i“ « )
F: F“ 2'F;1F2F121+ 1 F._., (ya,x__xdy):_ 3399.1. dz:.é—(?dtn—dy)‘
(.\'F,—{—yfz)’
9
== 553 (2dx? — Sdx dy 2 dy°)-

— 2 (xF yFa) Fy ). 3393 ) die=— (dx — dy)fs

b) dlz =



RESPULST AN

3508, —

! — cosasinf,
— Y 2T,

Y—=dh  _ 0 z—zy=(x— x)cosatg s, (¥ — 1) sina tg f,, donde

—sinasinf, cost,

” L
X, ==0 008 Q0S8 By, Yp=asinacost, z,—asint, 3529 i"——}——z*zsl, Y= ‘;
a ' ¢

! : gl Gem | Bl ;
G.t—(ZZ-i-(a!_C). 3530. 1 it I f— 5 3 x+y~{—22- i
. x—=1 p—1 o= 3 .
Ll S w e 3x+43y—z2=3 3532 x+4z=2 y+2=0
Pt 1
ol AR Ml L b il By b oty oy oimle ¢
M, ( ) 4:( T 5 27) 3537, tg§
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' . . du __ 16 R
=, (¥ Uy) COS Oy (¥, 4,) sina. 3538 a7, 3539, 2x-+dy— 2 —
P AT L7 =0 5 x y 7
o0 —_7 = 40. 4122 =169 - ==--=-—
5=0, —5 3 % 3540, 3x 4 4y 4 122 =169 3 T
T
m ] x—1 y—1i i
3541.2 :T —_ —2" (I = y‘]. 1 I-—:l— == *“2"——“ u 3542. Gx X "!f‘ byoy..i.
) x— %y __Y—t T % 3 B x—1
J-ezz=1, i ST 3543, x4y —22=0 — =
y—1_2-—1 ) ‘ x—2 y—2_z-—1
e —— - . =42 ==l e L p—
= 5 3544 x4y Fa—11) I i g
3545. X cos Yy COS Py Y cos 1, it @y T 2 sin Py=NH ks Lk, el
a b c be
cc A, COS — b — ,
:yj‘w_——:m——f. 3546.xcos¢ofysincpc—-ztgczzﬂ;
ac ab
i — ) — i — i
JM :w :‘T_—I"—CEE . 3b47.axsinu, — aycosy, +uz=
eCs @y sin @, —ta
o= auly ol L LT e B SR el ¥ 3348, 3 #ﬁ +i ==,
asinv, — acosy, u, Uy wtoud
~— — a?
3549, A (0, =2V 2, =2V 2 B(=2, 7 4= 9.0 (= 4,5:2.0). 3850 x == —
% 2 S iy
y.:::g—, z::%,donde d=V at + b -+ 356‘1.::—{—4;"—&—6:@:2‘1.
3356, ! —yt —ay=1, z=0 3yt -4zt =4, x=70, 3xt4-dzi =4, py=4
- 2b : o . ;
3357, &< 0,003, 8359, cos = 20 3363 =xt 4TS
a}/a’—l-b‘ &t
i
2) xo=1fo=2n=-‘;l——l b) xe_—_yn-——zaz-———i;; ¢)enla circunferencia
i V3 V3
x+y+z=0, Pyt d=1 3564,




RESPUESTAS

3621.z,;,=0 parax =0,y = 1. 3622. No hay puntos de extre-
mo. 3623. Minimo no estricto z = 0 en los puntos de larectax —y +1=0.
3624, Zmin = — 1 para x =1, =0. 3625, 7,y = 108 para x =2, y =3;
minimo no estricto z = 0 parax =0, 0 < y < 6; maximo no estricto z =0
para xo= 0, — < FA 0 y6<y<l+ 3626,z =— lparax=1,y=1.

3627. Zmin=—2parax; = -1,y =-1y x, =1, yy==1; no hay extremo

B 1

parax =0,y =0, 3627.1. Maximo z =0 parax =0,y =0; minimo z = — 1 —
1

para x = = E,y:il;puntodeensﬂladuraz:—l parax =0,y =%1y

1 1 ;

punto de ensilladura z = — g para x = % 5, ¥ = 0. 3628, Minimo z = 30

para x = S5,y = 2. 3629. o s para f_:_.f’i=+_1_-

1 . . min BV‘E a b _V-?'

.. __ ab x_y__ . Y o T L2

zmzx—.s_yp? para Zia ——3". 3630.Zmax— a® +b"+c

b . [
para x:%, y=c—, st >0 zminz._]/a=+b=+cz para x:.‘;,

b .
y= 2 sic<0;no hay extremosi ¢ =0,4* +b*#0.3631.2q,x =1 para
¢
x =0,y =0.3632. Minimo z = O parax =0,y = 0; punto de ensilladura
| L 5
2= # ® para x:—-—l—, T —-%. 3633. Punto de ensilladura
z=¢d parax=1,y=— 23634, Maximoz=e '®>~2,26« 107 parax=1,
v =3;minimo &= — 36.e **=x 25,51 para x= —2_i6‘ y= _%, 3635

Minimoz=7 — 10In2~0,0685parax =1,y =12

3636. Zmu;:-%- ]/—3' para x=£§_ .

g4



RESPULSTAN

n 3V3 2n 3VT3
yi-g-.3837.zm|n= T pamx:y::—g—; Zinasi == 18d parax==y:= 7: !
3638. Punto de ensilladura 2= — 1 %11'12 +% n==170 para x= ]

s fist N ) . .
y=1.3639.Minimo e= 26m_—(),]&!‘i para x_g___v___ﬁ.\_::(mj;

. ] ]
maximo 2=—2€ para 1= —py=—1rm= ﬁ no hay extremos en los pun
tos estacionarios x =0,y =% 1 yx =11,y =0.3640. .Puntos estacionarios,

=T mn — ()t gy -
= 12( +(m+n) 5 = 12 1) 4 (m —n) 5 (m, n==0s

\
+1,%2,..). Extremo z=mn{- —'f—-l- Vaij(=n2+"42(=1"simy
)

n son de paridad distinta (méximo si m es impar y n es par, minimo sim cs
pary n esimpar); no hay extremosimyn son de 1gualpar1dad 3641.24i,= 0
para X = 0; y = 0;médximo no estricto z =e" ! parax?+ yt=1.3642. Umin

=_Jd4parax=—1,y=—2,2z=3. 3643 Minimou=— 6913 parax = 24,
= _ 144,72 = — 1. 3644, Minimo u =4 para ye=—, y=1,z=1, 3648,
g 2
7
a
”max:% para x =y =2z = =3 extremo no estricto w = 0 para y = Q,
=415 ST,
x#0,2#0,x+2y+ 3z #a 3646. Minimo umlgf}/]_gs pard
. SR
x=%’°f’lﬁa“b=y=-i—5 16a'y, 2=—é— ‘3%- 3647. Maximo u = 4
para I:y:-‘f'—‘%; minimo en la fronterau =0 parax =y =2z =0 ¥
9 ni4ntz
x =y =z =7 3648. Upux= \nz—}—n-f-Q) 2 para x, = X3 = ..
1 ‘1
) . i s
-—_xn:_—_nz—{—“n—i—Z' 3649. Minimo u=(n--1)2"+! para x, =2+
l’:zxfa cony Xp= z:’ 3650. Los nGmeros 4, Xy, ¥, ..., X, b forman una
nt b
progresion geométrica de razén ¢ = 1 . 3151, Minimoz; =~ 2 ¥

miximo z,=6 para x=1, y=—1, 3652, zqn= — (4427 6) pard

Xy = B4V 6hzmax =2 Vé —4parax=y=—(3— ¥'6). 3653. Minimo

no estricto 2= — a_ para «x -{-;fm.._:. 2i0; maximo no es
2V 2
. a 2 2 Sal 145 ! ar
tricto 2= para ** -ty =g 2>0. 3654. Zmu=-7- PME

2V2
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R —————

WLAPUEST AS

Vd

! ‘ a4 b be

P ety e 3655. Tmn e —_ e —

X g Yy ) Zmin W pa!a X "/Ef_'__i‘—gz'

ae V a* b2 "

y=——=rr" zmax'-:-—?’—:t_' para x.r_",_.-—-»—— y_—:_,“_*'_ﬁ.
Vaz -+ b* abl V -4 p? 1/02,_*_ [

donde e=sgn ad £0. 36%6. 2 —_EEJ_L _ﬂL . ub
=5 . . max'—ug_,rbz para x—azwl‘-—bz' y.__Ezwm

3657, zmin = M Zmax

= 7\'}_, ;Onde }\1 Y 7\‘2

son las rafces de la ecuacion

1
TR o B*=0Yy M <, .3657.1. Maximo 2=106  pana
1 - =
Fene b ittt mmmmoz—fSOpdrax=+2,y':+3.3658.Ex-
— 1y no 3
tremo Z:L‘r(ﬁ para x:"—s.{-%‘ (;;—_d%+§;
(k=0,2%1, e ...) {maximo si k es par,y minimo si k es impar). 3659.
u ;. =-—3para x:~—i y::i z:_i- ... =3 para x:—t
min 3 ] 3; R max 3’
2 2 ; QM= Pmn"pf
y= —73 1= 3669, flasns= (:,:-:+ra-‘,—p)”’+“+f’ para
%yt B :
- I T S 3661. U = ¢ para x = 0, ¥ =Qyz =L ¢
) fad a
Weag =4 parax=ta,y10,:=0 3662 l"‘:.);-"—“\—ﬁ—) para Xx=Y¥=I=T§"
1 | ¢
3663. Umin =Ty g para x-——’l‘:'——it! zr:_—;_f_'):, X—AZZ-r;:»
3V Vo Ve V'
2 d 1 g 1
y=— 7= = —— lmax T T para
Vo Y6 V6 *T3Y6
1 2 ) 1 2 1
x:y__- —_— :——"_—_; === == Ty _[Jl:—"_—:’ y—~2 ey
V6 Vo V.6 16 )6
2
x::Vr— 3663.1, Maximo cund1c1onadou:7’parar-1,3-=1,z:1.3664
upx =g P38 r=y=2 —g— 3665. Umin = M Y umu_?\z,donde A Y

), son las raices dela gcuacion

cos? P
a*c?

+‘§5b"\ 0 (<M.

3666, Umin=

Rty

576

R2 (A cos o+ B cos 84 Ccosy)?,

ginza , sin’ sif
A — (___4 + ___@A___l_}’_
I

i

cos’a
T T

Az +B2+(;2 D =R 36674 0 =
—1, 2 W .
(=1 2y -1 n). 8. Uyin="7p"T

-



n 2
3l gt
(ot By et WO 3669.:1[””1:(2 Va,b,) iR

para X '—-n
n 1 =
-‘I -

ﬁ (‘ V ufﬂ_;\ (i=4 Lo J— 3670 Ut q =
(;_Ed__)“1+“2+"'+°n ahiols ... aln L Xl Xn
= ATg —— = === e o .
'\’f'l+az+»--+an 1 . oy G [ A%

7
3671, Los extremos ¥ = \ se determinan por las ecuas

I . S
T et
ciones lag;— Wi 1=
3670. Infz=—2>5, supz= :

125. 3677. Infz=0; supz=1l. 3678. Infu=0;

3676, Infz=—75; supz=
sup u==300. 3679. Iniu——-—;ﬂ;supu=1+}/_2, 23680, Infu==0; supu=

0, donde&,-j=0parai¢iy ;=1

-1 % 0373682 No. 3683. El minimo es igual 2 ?“: . 3684. Los su-
a

=e
85. Los factores son iguales a

mandos son iguales. 36

;o1 o LT
{ gy a, Fﬂ—\jul I (‘2+ “TG
—— ol gj T
ﬂl (i=1,2, .., n )donde &; (1—1,2,...,11)
(@)
son los exponentes respectivos de las potencias; el valor minimo de la suma €8
N S
1 1 1 11 K bl o ! | 1
. \( A 1 taweer T
L= a, ¢ a. = |
(‘11" oLy J an) ..aa(lxl agﬁ_,.c;i”;‘ B8 & 3586, %= 12”1‘”'
i=1
n n
1 B . ; "
=5 L mide donde M= Z m;. 3687) Las dimensiones de la bafera
i=1

vay, Y, Y. 3688 H=2R=2 1/3% donde R
el radio de la superficie cilindrica y H es su generatriz.
n

i

1
‘:":\;I_ 2 Uiy Z=—“-:—\!—

i=1

son

es
z;, donde

A

==l

3888, x=y 2 i
i=

2 2

_'__.__-_4_____,__-———:——'_—‘—____;

: n 2 n 2 n
N ——\/(2 x;\ -'FQE y;} 4 (2) z;} _ La suma minima de los cui®

] =

i=1
e las distancias es igual a n—2N -+ E (3 +yi ) . 3690,
=\

drados d

I




HEMPULSTAS

] hngulo de inclinaciébn de las generatrices del cono respecto de 1a base es
1 2 o A - . s

jgual a arcsin 3" 3691. E) angulo de inclinacion de las caras laterales de

lus pirdmides respecto de sus bases es igual a arcsin L: . 3692, Los ladc
%8

3
del rectangulo son %’E y -g- 3693. Los lados del tridngulo son _';- %‘3 y Z}
2R 2R R

3694. Las dimensiones del paralelepipedo son ?T V—E: y ]75_- 3695,

. i 1
| a altura del paralelepipedo es igual a Y de 1a altura del cono. 3696. Las di-

mensiones del paralelepipedo son 2a L . 3697, La alt
= e T . La dltu
Vi V3 V3 “
: , tga — V2 : —
del parapelepipedo es h=lsina.-= _ si o > arctg ¥2,y h =0
2tga—V?2

5i 0 < o< arctg 1'2. 36%8. Las dimensiones del paralelepipedo son a, by

| | | xl_xzb’x_i‘-’zzl_zz
- 3699. [ArctBuct CotDl 3900 d==—'| m m P 1|
VA 4B+ CF == m, N, P, 1
My o, (M P | P . T
donde A= 1/ w B 108 3701, —— - 3702.
L llmzﬂz bin, Pz‘ L p, My I 4V 2

Los cuzdrados de los semiejes a2 =7y h? = h, son raices de la ecuacidn
(1 =N (1 =2 C; _ 32 B* =0.3703. Los cuadrados de los semiejes
g =Xy, hP =Ny s =hzson las raices de la ecuacion

{Ah—1 D Fi .

|“"ps  BL—1 EA |=0. 3704 ﬁ}'.4z_rs=+c=,
EX Bl =1
. nabe

3703,

W‘*—_ﬂ_— .
1 a7 cos? a - b eos® B+ cteosty
3707. El 4ngulo de incidencia es igual a arcsin (n sin%); la desviacion del

rayo es igual a 2 arcsin (n sin %) _ a..3708. Los coeficientes buscados a 'y
b se determinan por las ecuaciones 4a (xq) b (xl] = [xy], alx]) + bn=[yl}

n
donde lxyln"fz xy; etc. El problema tiene solucion determinada si

=

2 (x5 — x¥) = -y
x;— x )7 0. 3709. e e R p=xcosatysna
gf“ T [ — oy — v — @l '
I % __1x
donde X=— ;8 xy=-;z x;y; etc., son los valores medios.
= =4
7 1
370. 4);——-72‘, Anﬂﬂ:—Q—'



Capitulo VIII

an 1, B = 4D
3901. {7 2902, §=—Z — — i S= 4q.=,___+ : '

n ErE
3903. 9,88. El valor exacto es 2 7 (7 — }/24) & 13,20. 3904. 0,402, El valar-
exactoes 0.4,

3
3905. & < 0,60022. 3908, 1. 3907.4—]0. 3908. 7L . 3910, /=F (A, By— F (A, b)

i}

— F(a BY4-Fla, b). 3912, a) Negativo; b) negativo; ¢} positivo,

1
3913._1_. 2914, 1,96 < 1 < 2. 3915. a’+b’+——{§—.

x

dx S f(x, p)dy= S dy S f(x, y)dx. 3917. S S [(x, w)dy
v | x

u

1

3%16.

Ce—_

= Sl dy QS F(x, 1)dx. 2918. S‘dxx-g:lf(x, v dy = §dy SI fix, 1 dx o
vq -—:}' 1 ‘/“1"':-;, 0 ‘ 0 :“_:;&
+ S dy S fix, u)dx. 3919, S dx S f(x, vddy= S dy S [ (x, 1)y
1 Yoot =1 V= -1 —Vi=yt
Ty e v
3920. S dx S Pz v dyzgdy S ' (x, ) dxe
S G

f(x, ndx

o
7]
ro
-
.
-
-
.
g
o
=
=,
=
[ ]
o
e
"




B TR————————mmmmmmmmmmmmT

W APULSTAS

- Va=—x? \ =Vi—x?

3022, S dx S f(x, y)dy+ S dX{ : g Fx, g)dy -
T Ve 722 —Viex
Vi—-x? " Vi-x? 2 v
i S i, y)dy}-{-—g dx S [(x, y)dy. , 3924 SduS fx, y)de+
Vi -2 1 e Vi=xd 4] L
A 3 0 :Vl—-——y
i S dy Sj(x, y)dx. 3925 S dy S fx, x4
“ ¥ -1 —!V_
8/ —
3 2y 1 ‘/"
+{a § I opdn 39 (ov § 1enman
v -:V14y . & vy
9 Vioyt ! Vi-y
& ™
st (o (0 fe part+§a § rpan
e TS vV
1 K=y
3923, \ 4y 5 Fx, ) dx.
: ..
s !a-—l-'iﬁ_l"y? 20 2a ta
A N { reonad+ § ol fents
¢ ¥ e+ Y-t ¢ ¥
ta ‘;ZZ-
1 e L x—afcsiny ‘ o gn-f-arcsiny
3930. \ ¢ Sf('{ y) dx. 3931 de S fix, y)dx—de S f(x, v} dx.
i 0 e¥ 0 arcsiny —1 m—atcsiny
e o8 8 - Toxat
3932 r - 3933.( 2V2 — —3—>a Va. 3934 —é- 3935, 14a%. 3936 —5—
o= a T acos g
3937, \ 4 S rf (r cos @, rsin @) dr. 3938. S S rf (r cos @, rsin @) dr.
0 o
¥ 1 =
= o (r+)
3939. S {u] S rf (r cos @, rsin @) dr. 3%40. Sdcp S rf(r cos @, rsin@ldr.
0 laf 0 0
asin®
cos? 9 sm ]

3841, Sd S rf(rcosq, rsing@) )ydr -+ dg S rf (rcos @, rsing) dr 4
4]

o

elae——els

tn
o
J
L]



asing

v os?
+ S dp g of (- cos @, rsing)dr. 3942. Cuando‘e] recinto de integra-
am 0 '

4 i
cibn estd limitado por dos circunferencias concéntricas con el centro en el

origen de coordenadas y por dos rayos que parten del origen de (,oordcnadas
i

L3 n 1
T Tosw T Eng
swas. §ap § rivcosa, rsnqa+{ dp § rcose.  rsngydr=
a4 o R o
n
) _;_ Vi arcsin—‘r—
_:S,drg f(rcos®, rslo @) dp + S rdr S [(r cos @, r sin @) dQ.
J ¢ X uccos%_-

1
—_ -|— arccos =

rVve

T 1 1
3944, S do S of (r cos @, rsin §)dr = S S f(rcos®, rsin @) ¢
1
[} .___-cOcec (m +-—-) ﬁ T — arccos -f——-'r =
_I; (—:?.‘_S_‘; 1 Ve 4 - 9
(‘ s . .
3945, \ €9 5 rf(r) tJ'r'=—1L2 S rf () dr + S (-gu—-arccos 7) rf (r) dr,
"i . 0 1 Ve
‘:; ’,_"E.-E; i arcsin Vagarey +::: =3
3046, | d9 5 rf (r cos @, rsin ) ﬁ!:-”Srdf S f(rcos @, rsin QydFt
3 sine 0
st g
Vi — Y itari—1
B 2r
-+ S rdr S f(rcos @, rsin @) A
¥ 1 !
MCCDS-F
o aVcosze
5 S rf(rcosg, rsing) Ir=
= 0
-7

1 r
— aICCOS —3
t a?

rar S f(rcos @, rsin @) dPs

o cs":I
— - arccos —
H ke a?

=

ot ~20n
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W11 SPUESTAS

r " 1 I
arccos — ——— Jrcsin —
a o ) 2 a*
3948. Sdf S f g, r)de. 3949. Sdr S flg, rdi.
0 — arccos £ ¢ L aresin r—i
a 2 a
a a 1 3
30950, S dr S fig, r)dp. 3951, 2% g rf(rydr. 3952, @ Sr,’(r) dr
o ¥ H 7]

—

i E)
s 1 £3 1 . s a4’
oL 3 (.‘I-—‘i arccosT)r,f (rdr. 3953 & S fltg ¢)cos® g dp. 3954 =
1 —
2

3955.— &2
3963, X, 3966. — 3067, 2 ab. 3968. —— . 3969. 543 Uo7, 1 3L _ine
7 3 3 V3 5 125
9 5, 4 R (2
9 o M e __,__4._-
397, 21 3972 . 39w p 3974, — a8 v ;
3975. 6. 3976.%(4—-3]/74—41/3—). 3a78. f(0, 0). 3979. % F (),
5 X
s (>0, 3980. 2 EXH geay w981 =

Vety

(x—1) 4y =P
f15 2 .
=\ tf(tcosq, (sing)dp. 3984 k—§—w2lﬂ2) a% 3985. = (p+9) Y pa.

f e
i%—iaz. 3988.'— VQ n(l14V72). 3989, =L

4
=
3990, a* (1 I - nrcsmlg]j).

3986, mc®.  3987.



RELSPULSTAR

nR? 2,
Ra__ 2 ps o002 4010, 7 4011 4012.%_%.2,

5
. 2. 4008.
A0 5 8. =373 103
4 3 a 45 16 '
4013, —=12( 2o )at 4014 . R % =i 183
3.}/’“ (4) g 4015 327( 4016, 3 a 4017, =43
4018. 1 (1 — e~ R"). 4019. 2a=c.@'—“—’~£‘.{‘—”—a . 4020, 18 wz1.%nabc(2_. V2
4022. %:mbr(E VZ—1).  a023. 3"‘;’“. 4024. % nabe, 4025, ‘—‘,';’@
— 2 __ gt |
c026. %—abc(Bn-{—QO— 163, 4021 l(‘b“ﬁ_al 4028, %a‘. 4029, -
? 73 4.2
050, Cem B apar. B, e032 Donabe 4033 e 40330, (n — m) ¥
1 a 35 236 128
/1 2
o abe FS(%—:) abe P\?}{\)l( “)
(p~1 — e~ ) al o R 35. PR AS i
> (e )a 4034 At 73 - 4035 Mt 0 5
= r{ —4 )
n m n

[} - P
4036. é:ta’(? Y'2—1). 4037, 16a%. 4038, 8a? arcsin %. 4039, Vi :

cu 2 Vi 7 \
iws0. gt 404, n VI aos DD, 4083 ~3§+2l33(14-.[ nd ) |

8 1 a? 1
Lt —__ . 4D44. — - 7 | a4V 1))
+i5 arctg ]/2 3 (20 — 371). 4045. 2a%. 4-045.1.——6 [3¥ 10-4+1n(3 (< 10}

1 booaNTIfL L, INE ] 4 - ,

bl R L Loy B SNy i) 2 - 1)

4045.2. abc(az —i—b,) [(az + 5 -rcz)* e] 4045.3.  ab @YZ=1)
i

a §
X aretg 1/% 40454, 5 In(e+e7). 4046, S=41 (O +2 YE)ah V=l

— sin,) R*, donde @3, ¢, sON las longitudes de lo§

4047, (G — T (sin P,
s el radio de la esferh

meridianos, ¥y, ¥, sonlas latitudes de los paralelos, R ¢
—— a T 12

4048, {a YV ai4-h*-hin e d “’h"r’“}

4xtab, 4050, w

446, S=a(@y— ¢ 16 (G — 1) +a  (singy— sin ¢k

|1H




RESPUESTAS

. be i ol be 40 '00a= .
— arcsin W. W= i 517. 3 24V 2in(l —|—-}/'2)T
gl LB g 256
4—052.‘ X, = ‘2;,; Y= iza. 4053, onya—-g. 4054. X, ==Y, = 3—;5—:{0‘.
luthy ptsr i idee eaid DI 16
4085, x, =5 y‘;_dl-tc" 4056, Xo == Yo =5 4057 x, = 8, o= - @
4058. ¥, =N, Y= ¢ & 4059, xO:—_—%—; y,==0. 4060. La pardbola y,=
|- bht h|od— b}
:-gv’sopxb. 4081. =5 ly::.—‘m——’-(b=]bl-_ b,|). 4062. /.=
at 21 ra* 49ma 3na*
W — &) 63. — — o= e =) = —
Ly l6(16 5m). 4063, 3 Iy VR 4064, [ .=/, R
) at at at
4065, [.—=1,=—a*% 4066, [, =—. 66.1. =—. 69, =
& 2 Y= 3 g 4066.1 3 4069. [, 275

4070, X = ah?, ¥ =0, donde X, Y, son las proyecciones de la presion sobre
los ejes ce coordenadas Ox y Oy,

p fr— nié ( e . ey 2 | 2 \
4N, Pi=nxa \’1 = Py=na*d h_'__B_a/'
4072. Las proyecciones de la presion sobre los ejes Ox y Oz, situados en el
planc vertical que pasa por el eje del cilindro, donde el eje Ox es horizontal
y el eje Oz es vertical, son respectivamente iguales a:

X, = —aa% »"?h — 2 cos a\sina Z,=—na% h———b- cosa |} Cosa,
: etules = )
: b ; £ai b
X,=na 6<h-r 7 cosa) sin a, t—=1tai0 (h-{-i cosa) cos a.

4073, Las proyecciones de la fuerza de atraccién sobre los ejes Ox,

D &
Oy, Oz, son respectivamente iguales a: X=0,Y =02 :——‘i'—"i'51 e —

= o7

— |b— A4V a4 (6 — Ay =V a® F b%}, donde k es la constante de gravitacion.

I, 2
4074, pm:%;‘lo. 4975, A:% {Qab Yo fbttaln L’—}—;—j—b +
a+]’ra2+b’k 1 1 5 1
6 In —/—m8 —— 6. —. g e T B i 225,
+6%In - Iz 4076, 7o 4071 wln 2= 4078 .

X 3 1
4 3
479, < mabe 4080 1‘5 4081, de {S dz
Q

o

f e v 2ydy+

ey |

(e { rienaa }:Sdz{fd;rm. g Ddxt (‘dny(x, 0. e},
X z=x o 0 z- T 0
1 1 Vi =5t ': z o Yy

4082, deg dz S fix, o, z)dy_—_-gdz S dy S fir v, 2)dx.
o G P RS s ey ° — —¥I T,
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RESPULSTAS

x2 ! X311 §

4083. §dx{8dz§f(x, yooag+ § de § J gy ) =
’ ! #  vioa

ﬁo ; i v

3 dy S f(x, y, 2)dx+ S dygf(x, Y z\dx}+

¢V vr o

S g S (x, y, 2)dx.

1 x i ;'—.‘v"
spt. 7 | e T QL 085, ‘S(Qﬂz @) dz 4 S (2— 2 f (2) dz.

4086. F(A°B Cy—F (A, B, )—F(A, b, C}— F (a, B, C)+F(A, b, )4

A-F(a, B, c)+F b, C)—F(a, b, c). 4081. T, 4083, %(21/5—1).
ke 1
Y e 5 Tos g Cos ¢ .
4038, 5 S cos P dy g rif (r) dr, 4050. abe .
4
0 a sin g
Cos? ¢
16

4091.

27 \ a ’17-;‘"}/

6!

(sl

|

4092 ?__3(1.,_L) ( ! _%)hq/';r_

6
4093, O(% ql\} _-aa)[(p—w; \l+ ,p)—g-un%]. 4094,

R
3 V& —}—b"vl—cz-{‘ﬁR

e A

3
—dnef () by T N=7 LF -\

4095.3 (e -- 2). 4096.u

,donde |01 <1 4088.2) F' (1=

ngyzf (xyz) dxayﬁzl , donde 1 >0y

y={0=x<t, Oyt O=cz=st}. 4099.0,siuno de los nimeros m, ny

5:; m w—l)!!{n——l}!]xp——]}l

—_—TTg - , silos nameros m, n'Yy
P g m-f-n—rp-f—S ’ (m—+n—+p+ Il
- . el 3 r"‘?—

p son pares. 4101, 5" 4102. 23"

2 s108, "2 4105, (3 —4). 4106 82 4107, ma’
4103. E—a Y3 — 4). - B ,}4(. : -3 A

.'I. 3
4108. 4109, . 4110. _(2_.1/2 1 ah).
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a\* ) i
" ~abe .
2 By, (2 ¥ ane ___-("‘) ML oo
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abe abe abe 4m q9
Kibe o . e 2. ——. 3. = . —
4118, T 4118.1 G0 4118 1680 4118.3 58 abe. 4119 3 it

] i 3 4 nabc? _
(B — g? =) 412, = 4 1 — e
4120. 7 (b a’) ‘l/ ??F (4) 7 g 4122 g (=€)

2
23, 2 ove. 4124, Sabe (ldi) 4125, 37:27. 4126, v =212, =i 57
2 e 3 6 6
5: - 8h, i,k 4h? i abe?
5 [T 451V 5 —1). 4127, =22 q128. . Ayl
AWYV2 -0 —1) (4] LA 22 o h
i ] 3n sin —
c* riz){Em)rE) L !
78 :
4130. e T ] ] 4131 4132 dxg, (F“iL
Mmtaty
o}
] 2.5 3
- 7(:2+ : e_k 4133 (O, O, T {53 4134 xnh._yo_—_-z:r, znﬁﬁaz
7 7 3 3 3
4135. X, =1gP ,=0 =T P 4136 Hn=g yo-—‘g-b, z,=—¢
3a 5 . 8a
G187 W=, =0 =, 188 xp=y = ?0:%‘ 4139 x°:4’_;ga'
ket 9 g e X U
y”=54§b 2y L‘-_-ETC 4140 Xg JD=01 2035‘,—, 4141. Eo-— 5: =
3 Em ¥ % hes a3h
: " Q be
ﬁz—- ] LT 4142 Xg=0, :/0“““6 Zp=1. 4143, '{l}’= '6—0—, ]—"‘::—EW;
' =- T:—j
n n/
ab3c 4 4 'tzbc
Frp= & 4144, ]M.-—_-l—g:wbﬁ; ]_._‘zm]—_"[a bey I, =—‘1ab3c 4145, [ :
b e L nablc 2abc? 2ab3c -
]\‘.’=T: w2 20 4146. ]A' - 02- ( 16) "’Az l_.... (10"'[. 1“
9g3ks 7 4 4
s 53 (1051 —92). 4147. !x). j'mbﬁ. Ix_,:grmb%; ]‘.:=—3- mashe |
152 1572
BTN ], = e a6 [y = — 2 by [y == — 5 A0S 41472, 1=
256 ) 2 256172 1282
4 \ 3‘ ;’ N LA Y
yiee % Eig) 1 rgi%)rf\%) 1
— :: 5 ___._\'_J_\_—W . a3bc‘; )r,‘. :5112 o - 5 2 ab35, IA‘) = T3 x
on r 2 E r K__) on
¥ n
p:j% r if\’ 14 21
ot 8BS, 4148, 1;=—5 4149, 1.-—(4 "3 —5). 4149.1. = a.
5
r =

ey ) M{o 20 ,
4180, 5 MR 4153, /=% ka-—i—-gh- |, donde M =27 pgya’heslamas
del cilindro, i

'!.100

4154, [o=— T

. 4155, u =20, | Rs —), Si r<R; u=—_nR%, si
3 3, 0
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I
kel AR i EETE R \ [ (1) min {?’2" Q) do, donde r
ol vr i

Ry

=V x4yt 2. 4157, u:ngn{(;l*z)],/az_i_(h_z)g LV BT E— (=g
e ) bl B2t T
Vafa—z "
EMm . EMm

‘=—a_r_i(1" si la|=R, .7.:~+—-—R3 a, si 7“1<R-4159.X=0; V e (01

2=— 20V FFE—V@TH—2f—( 2]~ 1h—2z)} 4160, X =0;
Y =0; Z=— nkoyR sin®a.

4168. X=0; Ym(j
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3

256 al —
4221. 1+ V2. 4222, 7§ o’ 4223, 2%a* (1 +277). 4224, (ch* 2, — ).

s T _ 2kat V1 F &2
4225, 4a° . 4226, 2(e? — 1)+ 5 ae?. 4227, 2a* (2 — V2. 4228 Jl_}{-]tlk#

1%, 0+ 12,1, donde lx,|<a.

3 (/54 2 [ at
234. ___( e 2‘/“0 . 4235, o) : 6. 7
423 AT l/ . = ‘ . 1+3 }/czD 6236, aV'2Z X

4229, 207, 4230. _} 4231, 5. 4232, V3. 4233,

% arctg ——-—}/;’ . a2 %L3a2+4nzb=n/a= T 423, %m,'
C .

4239. % [(-2+ oyt -t 3! 4249. 255";7:2: {100 V7217 25"’14;/3’8]

4241, 2b {b +a iﬂ\' donde £ = LE;?E-: es la excentricidad de laelipse.
42411, -5-9’(2 12— 1). 4242, % ii(ﬂ 3 — 1)~1—i in ”51’5—1 . 4243, x, =
—=b—a V’ri'——;——%; yu:%:,- W%ﬁ 4244, x°=p9=-§-a. 42441.5, =
=S5, x-g-a’. 42442, na’. 42443, 3) %Ea", b) 'ﬂg @ 42444, r‘,:;%:,
4245, xﬂ:yozzu::;%. 4245, xax-%-; yax-—-%‘; 203%.4247.1';:1),::

)2 o N —
= —+]l—\ Yiakt+ 4% I,=at }/4n’a2+h=. 4248. 2) 0; b) ~2+'. ¢l 2
20 3) 2

4249, a) 2. b) 2. ¢) 2. 4250, — ;4 4251, 3 4252.0. 4253. — 2ma®, 4254, — 27,

4255. 0. 4256. 0. 4257.% — 1. 4258. 8.  425%. 12 4260. 4. 4261, — 2.

s

atbd Va

4262. 5 F(u) cu. 4263, _% 4264. 9. 4265, Sq*(x)dx-rjir(y) dy. 4266. €2.

] Xy ¥

" 3
4267, 1. 4268, n-- 1. 4269, efcosb — L 4270 p=p Ay — syt — %4 C.

1 A —y 2y*
4212, ———= arctg LG 4273 z=— —— 1 In|x C.4274. 2=
% g?y}’2+ tx+y}‘f P A
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gnem

=Y (x — )4 ye* -+ €. 4275 . Oke
NNy gt Tl + 7= ax"”,m* . 4276, 7 == P e
X |
pad ( a:cig—y—) -+ C. 4278. IIR](‘--— 4279. 35 - 4280, — nat. 4281. 2 Y 2a' K
b
5 sin (f— = u) . 4282. _—4— 4283. — 4. 4284, — dajlg. 4285. 0. 4286. b — a.
X2 )':‘ Z;: X3 Yot 22
4287. S g (x) dx+ P (y) dy S ¥ (z)dz.  4288. S [ () du.
X, i 2y H+yi+ o
Vet
1
42E9. S uf (u) du. 4290, u= 5 Gyt 2t) — 2z € 4291w =
‘l/ xz_1_ y2+ zz

P4

-x—?+*9+c 4292. u:lnV(:c+y)=+z=+arctngr

y+c. 4293. A =

= —mg (2, — Z,)- 4294. A:‘-——(a b?). 4295, A:k(—)—-%),dondc
,_.__——J——* ¥ z a

=V Gty et (i=1,2). 4296, I—SS 2 dx dy. 4297. —46€ (4298, 7
‘T.mﬂ

4299, — 2mab. 4300. -——S—(e"‘——}). 4301, 0. 4302.7, — 1, =2 4303. e

4304, mS -5 0 (_y:) —egly) —miy, — 1) — -g—(xz — 1) (Y 1) 4305, P =

(U

. Qe=fE 6J donde u es una funcidn dos veces diferenciable y k es
una constante, 4305, %izr"‘ (x, U} }ﬁ4 [yF (x, )} 4307 =0 2 =2
1303, nab. 4309, — qab. 4310, . 4311 9 & gL it 4313 o =i

) ‘ g’ 6 2 ) ERECYE

L) { (1 _l)n
A a8 |14 i
(.%-) Li sm?

4318, a(a D (n+2)r% 6t 4319 a(n — 1) (n — 2 % Oar®s

4314. %B('Zm—{-l, 90 1), 4315

4317.

5 _ 3. %) e
a5, 4t 4000, sl AR T=) BTy donde la suma s

extiende a todos los puntos de interseccion de las curvas: ¢ (. PR
y ¥ (x, y)= 0, situados en la parte interior del circuito C. 4324 [=285,don-
de S es el 4rea de la figura limitada por el circuito C. 4325. X (xo, }'o) i
+ Y (x0, o). 4326. Las proyecciones de la fuerza sobre los ejes de coorde-

2kmM

nadas son iguales a: X=0 Y=—"0m donde k es la constante

de gravitacion. 4327, u=2nx% Rln?%, si
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- 1 . 7
Q:}/x’—l‘-yszq}?; u:QKlenr(T, sio o> R 432B.I,=%chosmrp, /=

by : . T -
_—.—-H—IQ’"smmrp. sii0=Zp=<; 11:2;;@ ™ cos mp, !’ZHQ M sinmp,  si

p>1.4329. u =2 wsielpunto 4 (x, y) esta situado en el interior del circui-
to C: u = 7 si el punto A (x, y) estd situado en el circuito C;u =0
si el punto A (x, ») estd situado en el exterior al circuito C.

4330. K, = np™ cos mg, K, =" sinm@, si 0=p< 1 K,=0, K,=0, i
B= K:ﬁ%cosmtp. K,:uﬁg—msinmtp. sioop> L 4339. Q=

‘ 1
—-SS (ax : dy) dx dr,' 7= +6 =0, 4340. H, =k \f;?un'—y) dz—(L—2)dy);

o _.ktf L —2)dx — (5 —x)dz} H ﬁk:b'ﬁ‘ HE —x) dy —(n —y)adx]
c

4341, /, — [,=(4n —2 ¥3)a*. 4342. -Z—:r. V' 2a% 4343, 71a'. 4344.32—(1+V2‘)'_

4315, VB 4 (VT—1)In2 4346, &54}/——0—“1 4341, %‘-abc (ai,_;.bi,_;_
+El;) . 43¢8. at[a) ] -}-a’—i—ln (a-- V1 a%). 4349, it;—i—sinu.coszcx (0 < a<
\ 7y £
_-—;%) 4350, ~V2 i, 4352, w. 43521, mat. 43522, ——— .
2 15 213
= o, T0,a (307 4 26%) Vi + bF a 16
4353, = np,at. 4354, 3 ) . 4355, xﬂ:-?;yuf:(}; za:g__-‘a.
43586, xc:ya:?'—}a/?_—_; 20;—_% (V2_+ 1). 4356.1.a)40 a% b)arR [R{R ~+ H) =

Vs_

4375. Las proyecciones de la fuerza de atrac-

+%H1 4356.2.
ccibn sobre los ejes de coordenadas son:

2
ey 1Y =0 Z:.—rkmpolnf;—. 4358, u == 4rtg, min (a, ?—) , donder, =
]

VRt 4 P =m B0 s <VE Fl=0

lt1> V73 4360, F (=

(R —5V72)
L%Mz* 4361, F=0, si t<r—a

injls’—(rﬁi)’], si r—a<t<r+a F=0, si t>rta(t=0)

4362, 412, 4363. [f_ﬂ_g_ﬂg} + g(b) _b_ £ +f1 D) (0)} abe. 4354, 0.
'3

uss.a {a?b? -+ a°c* - b%c?). 4366. _(a+b+ ¢) R'. 4367, — ta® V3. 4368. —

4369, 2 na.S. 4370, 0. 4371, — 2ma (a4 A). 4372, 2aRr 4373.»—%&’.4374.0.

L
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4376.3 S( @yt 2 de dy dz. 4377.0. 4378, 2 SSS Hx dy da g
c{, Jad ¥ + oy RN
43795
2

4385. ?a’. 4385.1. 2n'a®b. 4387. 3a*. 4388. %.—m‘. 4389. 1. 4390. *“j:?

4392, 2) =0 b) /=41 4401, a) pradu (0) =231 — 2/ — Ok, \gradu 0|=71,

gzt

g}ﬁwdxdgdz donde Au= 312—}-(“12%2&438004384-—( +-_\[;|
v

2 6
COS (L =—, ccsﬁ=—7. CGsY:—%‘.b) grad u (A) =061 + 3, grad u (A)]

‘\)ilo

1

——, cos y=0, ¢)drad u (B)=T71, | grad u B | =iy
E lg (81
cos @ =1,cos =0, cos 7= 0; grad u = 0 en el punto M(=2,1,1),
44011, gredu (M)= 121 — 9f — 20k, |gradu (M) =125, cosa= ]2i cosfb

- 2
=315, Cosa="7=" cosp=
V5

9 4 Ou__ 3

= ——, OSYy =T 7 . 2 =2 —=y= ==

i » cosy 5 a9 _}/2 L4402, a) xy==2% b)x=y= Oy x=y=4¥
ey - _____* ot LS X4y

¢) x=—y=2. 4403 7r=1 4404, —ig + Lo 16 g
2* & o b

i 1, maxu=20. 440%. cOos¢=—7- 4406. Las superficies de ni-

vel son ias hojas de conos; las superficies de nivel del modulo del gradiente
son toros; infu =0,

. i Ac|
wpu=1 inljgradu|=0, Ceradu =, 4407, ———
supu =1 inijgraduj sup gradu = 7 e d e o 0]

4409. 1) ’7; b) 2r; c)—_ 4410, f' (r)%. 4411, o. 4412, 2r (¢-¢) —2¢(er)

1 du du :

5 — L s e.—1 1,
44151, e)gred U= 6r e,.—}— 59 %15 e, donde e,=1cos Q4Jsing
e, = — {sing +jeos @, e,=k son los vectores unitarios, tangentes
a las curvas coordenadas correspondientes;

du 1 du i 1 614 L h

b) ggad M—— e, 'J[‘ e 05 3 e i 6 ak‘p 2 donde e,=1{cos cpl:-,mﬁ'-|f

+ jsm(;smﬂ-l—kcos& Bq_iCOS¢LO<B—JSlﬂCPLOSﬁ-——kSiﬂe

e,=—ising+Jjcosg  son los vectores unitarios, tangentes a las curvas

Loordenadas correspondientes.

4416, ? ‘?u, donde r=Vx+F+ g'l::lgradui,lﬂ a=b=F¢
du cos (I, r). Ou Ju gradugrad v, au__ g
e —_— = *_J—A—‘ T

WL gp = "ol 0. s I—Lr His.55 [grad v

NEEY ~Jﬂ—uiz-+w+4ﬂ+k0fm'_

nxfu+)1xfw
24

3420, y =01, 7 =% 4422.1. diva(M)= })_.HFE et 4423, 0.

si . gradu | grade. 4419, a=

Fu , Ou = E, iG]
4425, div (grad u) = Au, donde Au_a *+B'}"+a L4426, [7 ()4 (o)
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(c-r).

:c-{——:-' , donde ¢ y ¢, son constantes. 4427.2) 3;b) _‘} 4428, f—gﬂ

4429. 3 (r)+rf’(r);Ur):Fc;, donde ¢ es una constante. 4430.2a) u A u +

- (grad u)z, b)u A v+ gradu - grad v, donde A u es el operador de Laplace.
443), divvy=0;divw= -2 o 4432 0, fuera de los centros de atraccion.

S 1 [ o, _

4433, div a=-— [E(’a‘)+_3?5] » donde a,, a, son las proyecclones del vec-

tor a sobre las curvas coordenadas ¢ = const y 7 = const. 4434,
|

4434.div a“LMN’{Ou(MN a“)+0 (NLag) +a (LMaﬂ,)] donde ay, 4y, a4, 0N

las proyecciones del vectora sobre las curvas coordenadas correspondientes y

V. =V BT ETE

(aa oh \? y ;

i a8 2l 1 . I lindri-

N= ((M) \rhv) + (dw) . Sir . zsonlas coordenadas clindrt

da
cas, entonces div a == { (r ’H_dcp +r U;]; sir, B, sonlascoordena-
1 a

das 11 a1V e e 3 4 s Y

das esféricas. entonces diva Ty {d (rta, mﬁ) r (a smﬁ)—rr ah

4436. a)0; b)0. 44361, rota (M)=—— i—-j+ 2%, 1.“3(%)‘% — 3’1""1 ;

— .- — 4 ir
cos L= 3 , o5 P= =, COSY= /}O . 44327, @) r ‘—-}{ el
1% 13 V141 V 141 F

b)2f(r)e+ {——)— c(r-r)— ric-ryl. 4439, &) G B} 0. 4440, rotv =20,

4440. : 93, iz ay yecci
lLrota= —|= (mJ s k donde a, ¥ g, son las proyecciones

del vector a sobre las curvas coordenadas respectivas r = consl y ¢ = const.

1 da, da, da, dc \
4440.2, — = "
ok (r g 62}’+(62 aﬁ.r,f¢ {ar(f Bq:}g
donde @, =y cos@ - ay sin @, a,?—_-——a csin@4a,cosq. 8, =az b) reta==

8] d 1 da, @ 1
o rsmﬁ [Bﬁ(a sin §) — "_] i s {sinﬂ ¢ or (ra?)] € T[E (re) —

+aysir:¢cosﬂ—a,sinﬂ. a‘?x»—axsinqp—{»—ayccs(p. 4441, a) 0, b) A%
7 4
4442, 2) 0, b) 0. 4443, . 4444, %. 4445, 0. 4445.1. —;- 4447, 4,

4448, Z e;. 4450. cy %%2 div (k grad u), donde ¢ es la capacidad calorifi-

=1

ca especifica y p es la densidad del cuerpo.
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Y B e
ssz. 90t 44520, 8 o) - In2. 44522 5 (3 etm2eT). 4453, gl(r}rdr.
gl ¥

A

4454, 2) 2 b) 2. 4455, a) T==0; b) ['==2an, donde n es el nimero

de vueltas del circuito € en torno del eje Oz. 44583, rot a (M) = — J — 2k,
du . v
' = —: 2 cos y)En 4456. = ot A 8 :
a(cos B+ Y) Q SSS (6x+ dy) dx  dy
dv | du du do Ou__du
I :S\g \3::—!—6_9‘) dxdy.d-—;—- _é}' a—y-—a 4457, u == xyz (x+y+z)—{-C.
! % s
44571, . 5B u="". 4459, ulx, y. )= ’r'_’_' donde vkl Mg
i=1 !

tancia del punto variable M (x, ¥, z) al punto M; G =1,72,.., n).

.
4650,u(x,y,z):w(t)dt. donde r=V¥Vx+y+2%

Ty






