SERIE DE COMPENDIOS SCHAUM

TEORIA Y PROBLEMAS

DE

CALCULO

diferencial e integral

FRANK AYRES, JR., Ph. D.

Formerly Professor and Head,
Department of Mathematics
Dickinson College

TRADUCCION Y ADAPTACION
Luis GUTIERREZ DIEZ

Ingeniero de Armamento

ANGEL GUTIERREZ YAZQUEZ

Ingeniero de Armamento
Licenciado en Ciencias Fisicas
Diplomado en Ingenieria Nuclear

SELECCION
ANALISIS MATEMATICO II



Capitulo 56

Derivadas parciales

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES. Si a cada punto (x, y) de una regién del plano xy se le hace
corresponder un namero real z, diremos que z es una funcion, z = f(x, y), de las variables indepen-
dientes x e y. El lugar geométrico de todos los puntos (x, y, z) que satisfacen la ecuacién z = f(x, )
es una superficie. Andlogamente se definen las funciones w = f(x, y, z,...) de varias variables
independientes aunque, por ¢l momento, no tengan una interpretacién geométrica sencilla.

El estudio de las funciones de dos variables difiere notablemente del de las funciones de una
variable. Sin embargo, el cdlculo de las funciones de tres 0 mas variables es muy similar al caso
de dos variables. En este libro trataremos, fundamentalmente, de las funciones de dos variables.

Una funcién f(x, y) tiende al limite 4 cuando x — x, € y — y,, si dado un € > 0 tan pequefio
como queramos, existe un 4 >0 tal que, para todos los pares de valores (x, y) que cumplan la
desigualdad :

(i) 0 < V(x—zo + (¥—yo)® < 8

se verifica: | f(x, y) — A| < €. La condicién (i) representa un intervalo reducido del, punto (x,, y,).
es decir, todos los puntos excepto el propio (x,, y,), situados en un circulo de radio & y centro

(xos Yo)- '
Una funcidn f(x, y) es continua en el punto (x,, J,) siempre que f(x,, y,) esté definida y, ademas,
li = }
Jm 06 2) = Sk yo) (Ver Problemas 1-2.)
Y=y,

DERIVADAS PARCIALES. Sea z = f(x, y) una funcion de las variables independientes x e y. Como
x e y son independientes, podremos (i) variar x manteniendo constante y, (ii) variar y man-
teniendo constante x, (iii) variar x e y simultineamente. En los dos primeros casos, z es una
funcién de una sola variable y se puede hallar su derivada de acuerdo con las expresiones clasicas
que ya hemos visto.

Si x varia permaneciendo constante y, z es una funcién de x y su derivada con respecto a esta
variable x,
gz . r+Ax,y) — J(x,1
~ i fErar Y — f(z,y)

fI(xly) = (E - P AL

se denomina primera derivada parcial de z = f(x, y) con respecto a x.

Si lo que varia es y permaneciendo constante x, z es una funcién de y y su derivada con res-
pecto a y
0z . —
fu(x,?/) e (——~ = lim f(.’l’?, y+Ay) f(.’E, ?])

ay Ay =0 Ay

recibe el nombre de primera derivada parcial de z = f(x, y) con respecto a y.
(Ver Problemas 3-8.)

Si z esta definida implicitamente como funcion de x e y mediante la relacién F(x, y, z) = 0, para
. . o 7 , . , e g
hallar las derivadas parciales a—; ya—; no hay mas que aplicar las férmulas de la derivacion impli-

cita dadas en el Capitulo 6, (Ver Problemas 9-i2.)
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CAP. 56] DERIVADAS PARCIALES 259

Las derivadas parciales anteriores admiten una in-
terpretacion geométrica muy sencilla. Consideremos la
superficie z = f(x, y) de la Fig. 56-1, y sean APB y CPD
las intersecciones con dicha superficie de los planos que
pasando por P sean paralelos a los xOz e yO:z, respecti-
vamente. Si hacemos variar a x permaneciendo constante
¥, el punto P se desplazara a lo largo de la curva APBy el

valor de :—; en el punto P es la pendiente de la curva

APBen P.

Analogamente, si hacemos variar y permaneciendo Fig. 56-1
constante x, P se movera a lo largo de la curva CPD, y el

valor de % en P es la pendiente de la curva CPD en P.
(Ver Problema 13.)
DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SUPERIOR. La derivada parcial % de z = f(x, y) se puede

a su vez derivar parcialmente con respecto a x y a y, dando lugar a las segundas derivadas par-

oz 0%z o [ oz , 0z
c1ales = f.(x,)) = ( ) Byox x f,,( x,y) = (—) Analogamente, de 7y %
. 3 0z
obtlenen =f,,(x ») = ) T =[x ») = 3y ( By)'
Siz= f(x, ¥) y sus derlvadas parclales son contmuas es indiferente el orden de derivacién, es
. 0%z 02z
decir, &%y ~ yox" (Ver Problemas 14-15.)

Problemas resueltos

1. Estudiar la continuidad de la funcién z = x® + 2.
Para cualquier conjunto de valores finitos (x, y) (a,b), z=at+ bt
Cuandox > aey— b, x3 4+ y*—»a? + b2
Por tanto, la funcién es continua para todos los valores de las variables.

2. Las funciones siguientes, son continuas en todos los puntos salvo en el origen (0,0), en el que no estin definidas.
{Cbmo se puede hacer que sean también continuas en dicho punto?
sen(x + »)
a z=—"/— """
@ x+y

sen(x +y)  sen(l 4+ m)x

Supongamos que (x, ¥) — (0,0) a lo largo de la recta y = mx; tendremos z = Ty~ aFmx -1,
. ) . . sen(x + )
Se puede hacer que la funcién sea continua en todos los puntos definiéndola como sigue: z = Xty x,»)
#(0,0); z=1,(x,y) = (0,0).
=_*
® z= P
R o _ X _ 0m
Supongamos que (x, ¥) — (0, 0) a lo largo de la recta y = mx; el valor limite de z = e T+ depende

de la recta que se elija. Por tanto, Ja funcién no se puede hacer continua en (0, 0).

Hallar las derivadas parciales de primer orden en los Problemas 3-7.
3. z=22—3xy + 42

. oz
Considerando y constante y derivando con respecto a x, x = 4x — 3y,

. 7
Considerando x constante y derivando con respecto a y, T;’ = —3x+4 8y
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1 2
4. z = 2 4+ L
U} T
. . oz 2x y:
Considerando y constante y derivando con respecto a x, Fredi 5 T
. . oz x? 2y
Considerando x constante y derivando con respecto a y, Fr =— 7 + =
- 9z _ 9z _
5. z = sen (2x + 3y). % 2 cos (2x + 3y), Pl 3 cos (2x + 3y)
9z 2xy y: 9z x? 2xy
— 2 2 — = —_— =
6. z arc tag x’y + arc tag xy’. F Tz T 17294 oy 1+ 29 + 1+ o'
7. z= e+ LL et (2x+y) = z(2x + y) %z _ et (x) = xz
dx ' dy

8. El 4rea de un tridngulo viene dada por K = 4absen C. Sia = 20, b = 30 y C = 30°, hallar las variaciones:
(@) de K con respecto a a, suponiendo b y C constantes.
(b) de K con respecto a C, suponiendo a y b constantes,
(¢) de b con respecto a a, suponiendo Ky C constantes.

oK o 15
(@) “Za = b sen C = }(30)(sen 30°) = 5
oK
() & = $abcos C = $20)(30)(cos 30°) = 1504/3
© b 2K . _ 2Kk 2(absenC) b _ 3
© 9= 4snC’ @a  a'senC a'senC a 2

Hallar, en los Problemas 9-11, las derivadas parciales de primer orden de z con respecto a las variables
independientes x e y.
9. x4+ y? + 22 = 25,

Solucidn 1. Despejando z obtenemos z = +4/25 — x* — y%. Por tanto,
oz —X x oz —y Bl

T avm—a o 2 % T v e—y z

Solucion 2. Derivando implicitamente con respecto a x, tomando y constante.

oz oz x
2X+228—x—0 y —_— =

Derivando implicitamente con respecto a y, tomando x constante.
oz
10. x*(2y + 32) + »*(3x — 4z) + 2%x — 2y) = xyz.

En este caso, seria muy complicado seguir el procedimiento de la solucién 1 del Problema 9.

Derivando inplicitamente con respecto a x,

9z 9z 0z 0z
2 U4 { . 2 9% — el : J— -
222y + 32) + 3x e + v3y 4y Q-’E/+ Ef_(f\?}ﬂém_-*-}// yz + xy F
y S Tz _ T 4zy+6zz+3yt+ 22—y
dx 3x® — 4y* + 2xz — dyz — xy
Derivando implicitamente con respecto a y,
0z 9z 0z 0z
2 2 7~ — — 27 — —_— - 2 = —
2x* + 3z 3y + 2y(3x — 42) 4y 3y + 2z(x —2y) 5y 22 = zxz + xy 3y
y 0z 22+ 6xy — Byz — 22 — zz

oy 8z —4dy'+ 2zz— dyz — zy
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1. xy +yz+ zx = 1,

. 0z oz oz y+z
Derivando con respectoa x, y + » I + x Tx +2z=0 vy =" i
74 oz oz x+z

D do con respect —— = =0 L =Tz
erivan n respecto a y, x+ya +z +xay y 3y x +y

4

or or o0 20
. Considerando x ¢ y como variables independientes, calcular ar a; = By siendo x = e?, cos A, y = e¥, sen 0.

Derivando las relaciones parcialmente con respecto a x:

a oo 7] o0
1 =2e%cosf — —e "senf) , Yy 0 = 3e¥sen 6 — + e cos 0
ox Ox

ox
. . or cos 6 o0 Isenb
t m— = —_— =
Resolviendo el sistema, obtenemos P T 1 sentB) y — O T senth)

Derivando las relaciones parcialmente con respecto a y:

or o6 or a0
—_ 2r 2r — I o I
0=2e cosO——ay —e senO—ay y 1=23e s.nan + e cosﬁay

. . 0 a6 7]
Resolviendo el sistema, obtenemos: L —senﬁl - = 2 cos

oy e"(2 + sen?0) ° By €2 + sen?6)

13. Hallar la pendiente de las tangentes a las curvas interseccion de la superficie z = 3x* + 4y* — 6 con los planos que
pasan por el punto (1, 1, 1) y son paralelos a los planos coordenados x0z e yOz.

El plano x = 1, paralelo al yOz, corta a la superficie segtn la curva z = 4y — 3, x = 1. Por tanto, la pendiente
pedidaes éz/dy =8y =8-1=8.

El plano y = 1, paralelo al xOz, corta a la superficie segin la curva z = 3x2 — 2, y = 1. Por tanto, la pendiente
pedida es 9z/ x = 6x = 6.

Hallar, en los Problemas 14-15, las segundas derivadas parciales de z.

W z = 2+ 3zy + o~ Zom+yy, = M( ) 2, ay’;x = :-y(g—J 3
15, 2 = zcosy — ycosx.
g—; = c¢osy + ysen¥%, g—; = —2xseny — cOSX, a::* = M( ) Y COS X
% = % g—;) = —seny + senzx = af:’;y’ (‘:Ti: 61<y>: —xcosy

Problemas propuestos

16. Estudiar la continuidad en el punto (0,0) de las funciones siguientes:

2 -— 3 3 + .
@ s ® Ty © :i: @ G Sol. (a) No, (6) No, (¢) S, () No.
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17. Hallar 2z y i en las funciones siguientes:
ox ° oy
0z az
— 3 2 —_— —_—
(a) 2z = 2*+ 3zy + y Sol. % = 2z + 3y, 3y 3z + 2y
= X _ ¥ 9z 1,2y A2 22 1
b) z = v i Sol. % y"+ ' oy 7
. 0z 0z
(¢) z = sem3zx cosdy Sol. 2z 3 cos 3x cos 4y, o = —4 sen3x sendy
- ¥ 92 _ _—y 9 _ =
(d) z = arctag o Sol, i TP oy TS
P gy 4 o9pt = 2z _ _ =z 8z _ 4y
(e) = 4y* + 92 = 36 Sal. 7 9z’ 3y — 9z
0z 2ylx—2) 9z x(x — 2z)
~ 3 — 3% = - = — = =
(fy 2* — 3x%y + 6xyz 0 Sol. = 2+ 22y oy Z+ 2zy
_ 9z _  y+z 9z _ _z+tz
(9) yz+zz+a2y = 0 Sol. = = ety B = ¥y
. —_— oz 0z
18. (@) Siz = Vx® + )% demostrarque x — + y — = z.
. ox dy
. oz oz
(b) Siz=In v x* + y? demostrar que x.a +y £ =1.

. a a
(¢) Siz=e*"sen % + ev'= cos , demostrar que x — + y 6; =0.

d d
(d) Siz = (ax + b)) + e“**» + sen(ax + by), demostrar que b a_z = 3_;
19. Hallar la ecuacion de la tangente
(@) ala paribola z = 2x* — 3y, y = 1 en el punto (—2, 1, 5). Sol. 8x+:z4+11=0,py=1
() ala pardbola z = 2x* — 3)%, x = —2 en el punto (—2, 1, 5). Sol. 6y +z—11 =0,x = -2
(¢) ala hipérbola z = 2x* — 3%, z = Senel punto{(—2, 1, 5). Sol. x4+ 3y +5=0,z=15

Demostrar que las tres rectas estan situadasenel plano 8x + 6y +z+ 5 = 0.

&z 01z >z 0%z

20. Hallar o Bxdy” Byon’ B en las funciones siguientes:
(@) z = 22 —5xy + ¢* Sol. g% = 4, ;—;y = 6132;:: = -5, %zz =2
(¢) z = sen3x cosdy Sol, g—;?,- = —9z, % = az’;x = — 12 cos 3x sen 4y, (;i;i, = —16z
(@ 2 = arctag L 25 g% = - %z' = (x=2:’;,=)" az!:y = aZ’:x = (::J;:)ﬂ
21. (@) Siz= -~i— demostrar que x’ e FrlL + 2xy aa ;y + )t %z” =0,
&) Siz=e*cosfyyp = +a, demostrar que g’z, . + %z,. =0.
(¢) Siz=e"*(senx + cosy), demostrar que g’z’ + %’z, = %‘:—
(@) Siz =senaxsenbysenksv/a® + b, demostrar que Z:f = k? Z::; gy‘: ;

22. En la férmula de los gases reales (p + %) {(v—b) = ¢1, siendo q, b y ¢ constantes, demostrar que

ap _ 20(v—0b)— (pta/v ) v _ cv’ at _ v—b
v v’ (v —b) At T (pt+alvh* —2a(v—0b)’ dp




Capitulo 57

Diferenciales y derivadas totales

DIFERENCIALES TOTALES. Las diferenciales, dx y dy de la funcién y = f(x) de una sola variable
independiente, segiin vimos en el Capitulo 23, vienen dadas por

de = Az, dy = f/(x)dx = %dm

Consideremos la funcién z = f(x, y) de las dos variables independientes x ¢ y, y sean dx = Adx
y dy = Ay. Al variar x permaneciendo constante y, z resulta una funcién de x solamente y /a dife-

0
rencial parcial de z con respecto a x sera d.z = f(x, y)dx = a—i dx, Analogamente, la diferencial
. 7 .
parcial de z con respecto a y viene dada por d,z = f(x, y) dy = 7; dy. Pues bien, la diferencial to-
tai de z es 1a suma de las diferenciales parciales anteriores, es decir,
. 0z oz
dz = axdx + ggdy (1)
Para una funcién w = F(x, y, z, . . . 1), la diferencial total dw se define por
_ow w dw dw ,
dw = axdx+aydy+azdz+ +atdt (1)

(Ver Problemas 1-2.)

Como ocurre con las funciones de una sola variable, la diferencial total de una funcidén de varias
variab’~s es un valor muy préximo al incremento total de la funcién cuando las variables indepen-
dient. experimentan un incremento pequeiio.

Ejemplo:
oz dz o 2 z-Ay Az-Ay
Sea z = xy; dz = Px dx + EN dy = y dx + x dy; si se incre-

mentan xe yen dx = dx e dy = dy, respectivamente, el incremento
Az de z serd

Az = (x+ Ax)(y + Ay) — zy -
= x Ay + y Ax + Ax Ay v z-¥ y-Ax
= zdy + ydx + dxdy

En la Fig. 57-1, se hace una interpretacién geométrica. Como
s¢ puede observar, dz y 4z difieren en un rectangulo de drea dx dy
= dx dy. x Az

(Ver Problemas 3-9.) Fig. 57-1

DERIVADA TOTAL DE UNA FUNCION DE FUNCION. Sea z = f(x, y) una funcidn continua de las
variables x, y con derivadas parciales, dz/ox y ¢z/dy, continuas y x e y funciones derivables x = g(¢),
y = h(t) de una variable ¢; en estas condiciones, z es una funcién de ¢ y su derivada total, dz/dt,
con respecto a ¢t viene dada por

dz _ ozdxr | dzdy
@& " wmadt Tyt @)

263
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Andlogamente, sea w = f(x, y, z, . . .) una funcién continua de las variables x, y,z, ..., con
derivadas parciales continuas, y x, y, z, . .., funciones derivables de una variable #; la derivada
total de w con respecto a t viene dada por

dw _ dwdx | dwdy

wdr | wdy | owds
dat T ox dt oy dt

EX R #)
(Ver problemas 10-16)

-}

Si z = f(x, y) es una funcidn continua de las variables x e y y sus derivadas parciales 9z/dx
y 0z/dy son continuas, y x e y son, a su vez, funciones continuas, x = g(r, §), y = h(r, s), de las
variables independientes r y s, z es una funcién de ¢, siendo ‘

dz 9z 9x 0z 0y 0z 0z dx 0z 9y
_— == — — _— = _— = = — — 3
or ox or + oy or y ds dx ds i dy 3s , 8)
Anilogamente, si w = f(x, y, z,...) es una funcion continua de n variables x, y,z,... y sus
derivadas parciales dw/dx, dw/dy, ow/dz, ..., ¥ X, ), 2, .. . son funciones continuas de m variables

independientes r, s, 1, . . ., tendremos

o wos | woy | awir

ar T~ dx or oy or 0z or @)
ow _ owor | oway | wer

FrE axas+ayas+azas+ —

(Ver problemas 17-19)

Problemas resueltos
Hallar la diferencial total en los problemas 1-2.

1. 2z = 2% + 2% + 2¢°
oz 0z

e 2 : 2 3 e 3 g2 2
72 3x*y + 2xy* + y°, Y x® + 2x'y + 3axy
Por tanto dz = % dx + g—; dy = (Bx'y+2xy*+y)dx + (2®+ 22y + 3xy®) dy
-2 z = xzseny — ysenx,
9z sen ¥y — y cosx LA X COSy — senx
dx Y Y ’ ay - Y
0z 0z
Por tanto dz = P dx + E dy = (seny —ycosx)dx + (x cosy — senzx)dy

3. Comparardz y Az, enlafuncidn z = x? + 2xy — 3y3,
az dz

= 22 + 2y, M = 2x — 6y, dz = 2(x+y)dx + 2(x — 3y) dy

Az = [(x+dx)*+ 2(x+ dx)(y +dy) — 3(y +dy)}] — (x4 2xy — 3y?)
= Zxt+tyldr + Az -3y dy + (d2)* + 2dedy — 3(dy)’

AL, pues, dz y Az difieren en {dx)? + 2 dx dy — 3(dy)%.

. 4. Hallar un valor aproximado del 4rea de un rectangulo de dimensiones 35,02 por 24,97 unidades.

Llamando x e y a los lados del rectangulo, €l 4rea es 4 = xy, con lo cual d4 = Lol dx + o4 dy = ydx + xdy,

Ix oy

Para x =35,dx =0,02,y = 25,dy = —0,03, resulta 4 =35x25=875 y d4d = 25(0,02) + 35(—0,03) —0,55
El 4rca es, aproximadamente, 4 + d4 = 874,45 unidades de superficie.
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., 5. Hallar, aproximadamente, la variacion de longitud que experimenta la hipotenusa de un tridngulo rectingulo cuyos

s catetos miden 6 y 8 centimetros, cuando el primero se alarga } centimetros y el segundo lo hace en } centimetros.
Sean x, y, z los catetos menor, mayor y la hipotenusa del tridngulo, respectivamente. Tendremos
_ v : 0z x 9z Y oz 9z xdx + ydy
z=Vorty, = —, =Y g = B+ Egy =TTV
R R~ =T W T ey
6(1/4) + 8(—1/8)

Para x =6,y = B,dx = 1/4, ydy = —1/8, de donde dz =
4V 6" + B

= 1/20 cm. Por tanto, la hipotenusa se

alarga aproximadamente 1/20 centimetros.

6. La potencia calorffica disipada en una resistencia eléctrica viene dada por P = E%R vatios. Siendo E = 200 voltios

N Yy R :—ms ohmios, hallar la disminucién que experimenta la potencia cuando E disminuye en 5 voltios y R lo hace en
0,2 ohmios.
- P 2B P B a4 - 245 Eup
o ~ R’ &R~ R - R Rt
Para E = 200, R = 8, dE = —5, y dR = —0,2, por tanto,
2
ap = 2 éo,oo (—5) — (?) (—0,2) = —250 + 125 = ~—125 watts

La potencia disminuye aproximadamente 125 vatios.

7. Al medir un bloque paralelepipédico de madera, han resultado, para sus dimensiones, los valores 10, 12 y 20 centimetros
con un error probable de 0,05 centimetros en cada una. Hallar, aproximadamente, el miximo error que se puede cometer
al evaluar el area total del bloque y el porcentaje de error respecto del area como consecuencia de los errores en las
medidas individuales.

El drea total es .S = 2(xy + yz + zx); luego
EN a8 a8

dsS = -5~x—dx + 0—y~dy + b;dz = 2(y+2)der + 2(x+2z)dy + 2(y +x)dz

El mé4ximo error en S tendré lugar cuando los errores en las longitudes sean del mismo signo, por ejemplo, positivos.
ds =2(12 + 20)(0,05) + 2(10 + 20)(0,05) + 2(12 + 10)(0,05) = 8,4 cm®
El porcentaje de error es (error/area)(100) = (8,4/1120)(100) = 0,75 %.

8. Enlaférmula R = E/C, hallar el error miximo y el porcentaje de error si C = 20 con un error probable de 0,1 y E = 120
con un error probable de 0,05.

_ R oR _ 1 _E
dR = WdE + aCdC = CdE C‘dC
El error miaximo se dara cuando dE = 0,05 y dC = —0,1; luego
dR % - Lluz)—g(-—o,l) = 0,0325 es aproximadamente el error miximo
El porcentaje de error es dTR (100) = 0’0: L (100) = 0,40625 = 0,41 %,.

9. Dos lados de un tridngulo miden 150 y 200 metros y el Angulo que forman es de 60°. Sabiendo que los errores probables
en la medicion son de 0,2 metros en la medida de los lados y de 1° en la del 4ngulo, hallar el maximo error probable
que se puede cometer al evaluar su area. N

A= }xysen0, 84/0x = kysen 8, 84/3y = §xsen 0, 24/ 90 = yxycos b
y dA = §ysenOdx + dxsenOdy + §xycos 8 d8
Para x = 150, y = 200, 6 = 60°, dx = 0,2, dy = 0,2, y d8 = 1° = /180, luego
d4 = $200)(sen 60°X0,2) + #(150)(sen 60°)(0,2) + $(150)(200)(cos 60°)(n/180) = 161,21 m?.

10. Hallar dz/dt, siendo z = x® + 3xy -+ 5y*; x = sent, y = cos 1.
‘ 2z oz dx dy _
™ = 2x + 3y, 5 = 3x + 10y, I = Ccos 1, a7 = .—Sen f
dz oz dx oz dy

luego il i EE=(2x+3y)cost—(3x+lOy)sent
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11. Hallar dz/dt, siendo: z =In(x* 4 »%); x =e~', y = e'.
9z __ 2=z dz _ 2y dx - dy _

= I =S =Saay gy = e, ey =
iz 2ty Yy '+ y dt dt
dz _ dzdx  dzdy _ et 2y 6 _ ol —xze!
Luego dt ~ odxdt  aydt x’+y’( e ,(e) S =+

12. Sea z = f(x,») una funcién continua de x ¢ y cuyas derivadas parciales, 9z/dx y 2z/ dy, son continuas, y sea y una
funcién derivable de x. En estas condiciones, z es una funcién derivable de x y, segiin (2),

dz _ 3f dx  3f dy _ o , o dy

dz ~ 9x dx ' oy dx = ox ' oy dz
Hemos puesto f en lugar de z, para evitar la confusién entre dz/dx y 0z/ 9x en la misma expresién.

13. Hallar dz/dx, siendo: z = f(x, y) = x? + 2xy + 48, y = e**.
E = i a—f_ . idl — ax = =
= = 3z + wdx (2z + 2y) + (22 + 8y)ae* = 2(z+y) + 2a(x + 4y)e
14. Hallar (a) dz/dx y (b) dz/dy, siendo: z =f(x,») =xy* + x%, y =Inx,

(a) En este caso x es la variable independiente.

dz _ of | o dy _ a1} = :

dz = ax+ y dz - (¥ + 2xy) + 22y + =% z) = ¥ + 2xy + 2y + 2
(b) Aqui y es la variable independiente.

9z _ 9f dz + of = (y+2zy)x + 2xy+2') = =zy* + 22y + 22y + 2°

dy ox dy dy

15. La altura de un cono recto circular mide 15 centimetros y disminuye a razén de
0,2 centimetros cada minuto. El radio de la base mide 10 centimetros y disminuye
a razon de 0,3 centimetros cada minuto. Hallar la variacién de volumen que expe-
rimenta en la unidad de tiempo.

Sea x = radio e y = altura del cono. De ¥ = {nxty, tomando a x ¢ y como
funciones del tiempo ¢,

dv aVdx | aVdy 1 ( dy)

il + =5 = 2a:y = gt =
dt bz dt T 3y dt 37 dt dt Fig. 57-2
321015+ (—0,3) + 108+ (0,2)] = —707/3 cm?*/min.

16. Un punto P se mueve a lo largo de la curva de interseccién del parabolonde 16 ): = z y del cilindro x* + y* = 8§,

en donde x, y y z se expresan en centimetros. Si x aumenta a razén de 0,2 centimetros por minuto, hallar la variacion
de z en la unidad de tiempo cuando x = 2.

x? » dz 0z dx oz dy x dx 2y dy

Dez=F%—% T ma T aA-sTa S d
Como x*+ yt=35, y= 41 parax=2;también,x%+y%=0.
dy *odx dz 2 5 .
Para y = 1, — —; i (02)——-04y-d7 ?(02)— (—-04) 36cm/mm.
dy  x dx _ dz 2 2 _ 3 .
Para y = —1, x-Sy E =04y v i ?(0,2)—3(—1)(0,4) = igcmjtmn.
17. Hallar 3z/dr y 92/ s, siendo: z=x'+ xy+ )y, x=2r+ 5, y =r—2s.
ar _ 81 _ Sngs L Sy LI
az—zxﬂf. ay~x+2u. 3_1'—2' ae-—l, ar—l, 3 2
dz aza:!: 9z @
Lucgo w S maty o= @@+ (z+20) = b2+ 4y
a
y Z = ZULEY _ et + A2 = 3y

a8 dxr ds  dy 98
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du @&

18. Hallar -5‘91, _3%’ ae,snendo u=2x*+2y*+22% x =gsenficos 6, y =gsenfsen 8, z = pcosf.
Jdu ou dx du Ay Ju 9z
= = == —_ L - = = -
7 axap+ayap+azap 2x sen fcos 8§ + 4y sen fsen 6 + 4z cos 8
o awdx  Awdy | dwdr _ ;
T axa,f3+ayaﬂ+azap = 2xpcosflcos6 +4yocosfisenl —4zo0sznp
o gwex  owdy | owdz ,
o axaa+ayao+azao = 2x gosen ffsen 0 + 4y o sen f cos 0

19. Hallar du/dx, siendo: u =f(x,y,2) = xy + yz + zx, y = 1/x, z = x%

Aplicando (37,
du _ of | dy i dz _ _L _ z+z
dr = ar+ay (l1+ 0z dx = (y+z)+(a:+z)( x,>+(y+x)2x = y+z+2x(x+y — e

20. Sea z = f(x, y) una funcién continua de x e y, cuyas primeras derivadas parciales son &z/dx y 2z/&y. Deducir la
expresion

(A) bz = a4 ——-Ay + Az + dy

en donde ¢, y € = 0 cuando Ax ¢ Ay - 0.
Cuando x e y se incrementan en Ax y Ay, respectivamente, el incremento experimentado por z vale

(i) ' Az = f(x+azx,y+ay) — flx,y)
= [flx+ax, y+ay) — flz, y+ay)] + [f(z, y+2ay) — flz.¥)]

En la primera expresion entre corchetes, la \inica variable es x, y en la segunda, solo varfa y. Aplicando a cada uno ‘
de ellos el teorema del valor medio [(V) del Capitulo 21]:

(ii) flxtaz, y+ay) — f(z, y+ay) = Ax-f.(x+0,Ax, y+ Ay)

(iii) flz, y+ay) — flx,y) = ay-fi(x, ¥+ 6,4y)
siendo 0 < 8, <1y 0 < 8, < 1. Obsérvese que aqui las derivadas consideradas son derivadas parciales.

Como &zf/8x = fAx,y) y @&z] 8y = f(x, y) son, por hipdtesis, funciones continuas de x ¢ y,

lim f:(x+ 0182, y+Ay) = f:(x,9) ¥y Alimo folz, y+ 62ay) = f,(x,y)
iy

AT =0
Ay —0 Ay—0
Luego felx+o,8x, y+ay) = f:(x, ) + ¢, Ffrlx,y+6,2y) = fi(x,y) + ¢

donde ¢, +0 y ¢ — 0 cuando dx e Ay - 0.
Efectuando estas sustituciones en (ii) y (iii), y sustituyendo después en (i), resulta:

Az = {f:(x,y) + ¢} Ax + {f,(2,¥) + ¢} Ay
fe(x, ) Az + f,(x,y) Ay + ¢, Ax + ¢ AY

Obsérvese que la diferencial total, dz, ¢s un valor muy proéximo al del incremento total, Az, cuando |dx| y {dy|
sean muy pequeiios.
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Problemas propuestos

Hallar la diferencial total de:

(a) z = 2%y + 2zy° Sol. dz = (32 + 2y%)y dx + (x*+ 6y)x dy
_ _ xdy —ydzx
(b) o = arctag y/x Sol. de = B ET
() z = e~ ¥ Sol. dz = 2z(z dz — ydy)
- de —zd
(d) 2 = z(z*+y?)"1" Sol. dz = ____y(z(/xzi yz.;cm_y)

La frecuencia fundamental de vibracién de un hilo o una varilla de seccion circular sometidos a una tensiéon 7 viene dada

nd
frecuencia, cuando (@) / aumenta en 4/, (b) T aumenta en d7, (¢) ! y T se modifican, simultineamente, en las cantida-
des citadas.

por n = %HV_T' siendo / 12 longitud, r el radio y 4 la densidad. Calcular, aproximadamente, la variacion de la

Sol. (@) =T dl, (b) 5 dT, () n<—#+ g;)

Hallar, mediante el calculo diferencial:
(@) el volumen de un prisma recto de base cuadrada de lado 8,005 y de altura 9,996 centimetros.  So/. 640,544 cm?,
(b) la diagonal de un prisma rectangular de dimensiones 3,03 por 5,98 por 6,01 metros. Sol. 9,003 m.

Calcular, aproximadamente, el maximo error probable y ¢l porcentaje de error cuando se halla z mediante las férmulas:

(@ z=nr*h; r=54+005 h=1240,1. Sol. 8,5n; 2,8%
by 1/z=1/f+1/g; f=4+001. g =8+ 0,02, Sol. 0,0067; 0,25 %
(© z=y/x; x=18+0]1, y=244+0,1. Sol. 0,13; 10%,

Calcular, apreximadamente, el maximo porcentaje de error en:
(a) @ = /g/b sabiendo que el error probable en la medida de g es del 1 %, y el correspondiente en la medida de b, ¥ %

_ lnp). e _1(dg_db\ 1dg
Ind. Ine = lng — Inb); .~ 3\ b )
(b) g = 2s/r? sabiendo que el error probable en la medida de s es del 1%, y el de la medida de ¢, del } %.

Sol. 0,015.

]
= 0,01, %”| = 0,005. Sol. 0,005

Hallar du/dt, siendo:
@ u=x¥3 x=23y=23* Sol. 6xy*(2yt + 3x).
() u=xcosy+ ysenx, x =sen 2, y = cos 2t
Sol. 2(cos y + y cos x) cos 2t — 2(—x sen y + sen x) sen 2¢.
(& u=xy+yz+zx, x=¢e, y=e', z=e'+ e Sol. (x +2y+ 22— (Q2x + y + 2)e .

En un instante dado, el radio de un cilindro recto circular mide & centitnetros y aumenta a razén de 0,2 centimetros por

-segundo, mientras que su altura, que mide 8 cenifmetros, disminuye a razon de 0,4 centimetros por segundo. Hallar fa

variacién, con respecto al tiempo, del (a) velumen, (6) drca total, en el instante considerado.
Sol. (a) 4,87 cm¥fs, (b) 3,2n cin®fs.

Una particula se mueve en un plano dec forma que sy abscisa y su ordenada vienen dadas, en funcion del tiempo, por
x=2+4 3t y =1*+ 4, en donde x e y se expresan en metros y ¢ en minutos. Hallar la variacién de la distancia al

origen cn la unidad de tiempo en el instante ¢ = 1. Sol. 5/4/2 m/min.
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29. Un punto se mueve a lo largo de la curva de interseccion de la superficie x®* + 3xy 4+ 3»* = z* con el plano
x—2y + 4 = 0. Cuando x = 2 y aumenta a razén de 3 unidades por segundo, hallar (a) la variacién de y en la uni-

30

31,

32.

33.

3.

35.

dad de tiempo, (b) la variacion de z en la unidad de tiempo, (c) la velocidad de! punto moévil.

Sol. (a) inc. 3/2 unidades/seg. (b) inc. 75/14 unidadesfseg. en (2,3, 7) y dec. 75/14 unidadesfseg en (2, 3, —7),

(¢) 6,3 unidades/seg

Hallar o9z/0s y &z/ot, siendo:

(@ z=x*—2y", x =3s+ 21,y =3Is— 21 Sol. 6(x —2y), 4(x + 2y)

b) z=x*4+3xy + )y x =sens+ cost, y = sens —cos {. Sol, 5(x + y)coss, (x —y)sent

© z=x*4+2, x=e'—e', y=e'+ €' Sol. 2(x + 2y)e’, 2(2y — x)e'

d) z=sen{dx+5), x=s+1t, y=s5s—1 Sol. 9cos (4x + 5y), —cos (4x 4+ 5y)
@) z=ev, x =35+ 2st, y = 25t + 1% Sol. 2e™ {tx + (s + 1)y},

2e¥ {(s + Dx + sy}

(@ Siu=f(x,y) y x=rcosb, y=rsen0, demostrar que

ORI EROREO]

(b) Si u=f(x,y) y x = rcoshs, y = rsenhs, demostrar que

(%) - (> () #(&)

(@) Siz=f(x 4+ ay) + g(x — ay), demostrar que ax* = a' ay

Ind. Hacer z=f(u) + g(v), u =x+ay, v=x—ay.
oz oz

(b Siz= xnf(y) demostrar que x - +y 5~ 3y ="

() Siz=f(x,y), x =gt), y = K¢, demostrar que si s¢ cumplen las condiciones de continuidad (Pag. 259).

d*z

SE = ful@V + 2ag'h + [+ f2g + foR

(d) Siz=Ff(x,»), x = g(r,s), y = h(r, 5), demostrar que si se cumplen las condiciones de continuidad

2

g_:ﬂ = fulg:)® + 2fng.hr + fu(R)? + fegr + fyher
2

ai ;8 — f::gvg- + f:y(ﬂrh.‘l'ﬂ.hv) + fwh'hl + f:gr- + fyhr.
2

S = ful@) + 2fuphe + fulh) + fegu + fua

Una funcioén, f(x, y), es homogénea de orden a, sif(tx, ty) =  f(x, y). [Por ejemplo, f(x, y) = x® + 2xy + 3y* es homo-
génea de segundo orden; f(x, ») = xsen y/x + y cos y/x es homogénea de primer orden.] Derivar f(ix, ty) = " f(x, y)
con respecto a t, y sustituir + por 1 para demostrar que xf; + yf, = nf. Comprobar esta férmula aplicindola a las

funciones de los dos ¢jemplos. Véase, también, el Problema 32 (b),

. . Ou ov ou ov
Si z=4¢(,v) stendo u=/f(x,») y v = g(x,»),ysi F il y il 2 demostrar que
Y3 2 2
(a) 61: 4 *u _ a > 6 v - 0

dx ay?

e | e _ an ¢ &g
(B) ozt = {( ) ( )} ot T

Aplicar (A) del Problema 20 para deducir las férmulas de derivacion (2) y (3). Ind. Para la (2), dividir por 4+t



Capitulo 58

Funciones implicitas

LA DERIVADA de una funcién de una variable, definida lmpllc1tamente mediante una relacién f(x, y) = 0,
se tratd en el Capitulo 6. Ahora, vamos a enunciar sin demostracion, los teoremas siguientes:

I.  Si f(x, y) es continua en una regién del plano que contiene a un punto (x,, y,) para el cual
f(xoye) = 0, las derivadas parciales dfjox y &f/dy son continuas en dicha region y of/dy # 0
en (x, Yo), existe un intervalo en torno de (x,, ¥,) e¢n el que se puede despejar y de la ecua-
cion f(x, y) = 0, siendo y una funcién continua y derivable con respecto a x: y = ¢(x) con

d offo
}’oz‘f’(xo)yd—i:—‘é%;‘-

En el caso de tres variables, se verifica

(Ver Problemas 1-3.)

II. Si f(x, y, z) es continua en una region del plano que contiene a un punto (x,, ¥, z,} para el
cual F(xy, ¥y, 2o} = 0, las derivadas parciales g—i, gF, ZI;
OF[oz # 0 en (x,, yo, Z,), €Xiste un intervalo en torno de‘(x,, ¥,, Z,) €n ¢l que se puede despe-
jar z de la ecuacién F(x, y, z) = 0, siendo z una funcién continua y derivable de x e y:

OFfox 0z oF[oy

"oF|oz’ @y  oFjoz

son continuas en dicha region, y

oz
z = gS(x, y) con zy = ¢(xo’ yO) y _ajx_ -
(Ver Problemas 4-5.)

Problemas resueltos

1. Aplicando el teorema I, demostrar que x* + y* — 13 = 0 define a » como funcidn derivable de x en un intervalo del
punto (2, 3) que no comprenda a ningin punto del eje x. Hallar la derivada en dicho punto.

Sea f(x, y) = x* + y* — 13. Tendremos, f(2, 3) = 0, mientras que en el intervalo de (2, 3) anterior, la funcion estd
definida, sus derivadas parciales 8f/dx = 2x y &f/ &y = 2y son continuas y &ff dy # 0. Por consiguiente,

of L of [ dy _ dy af/ax z 2

R TR R B & = T ofjey T gy - "3 @Y

270
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2.

3.

dy a )
Hallar 2 siendo f(x,») =y + xy =12 =0, 3% =y, —é—f; =3 +x,

Hallar dy/dx, siendo e*seny + e’senx = 1.
dy af] ox

Haciendo f(x,y) = e*seny + e?*senx — 1. Tenemos — = — - — = —

dx of] dy

Hallar 3z/9x y &z/ dy, siendo F(x,y,2) = x* + 3xy — 2 + 3xz + 2t = 0.

dy Bfjex y

Yl T ey B +x

" e*seny + e’cosx
e*cosy + e’senx

271

Tomando z como una funcién de x e y definida por la relacién y derivando parcialmente con respecto a x y de

nuevo con respecto a y, tenemos

. oF | 3F 8z _ oz
(i) E‘F 2 9% 2z +3y+32) + (3x+2z)£ = 0 y
" aF | aF a9z _ az
(ii) oy + 7y - Bz —4y) + (3x+2z)51-/— = 0
De(), 92 _ _9F/ex = 2x+3y+32z de(i), 92 _ _9F/y _ _3x—dy
ax ~  aF/ey ~ 3z+22 ° dy oF 3z 3z +2z°
Hallar 9z/8x y 0z/3y, siendo sen xy + senyz + senzx = 1.
Sea F(x, y,z) = senxy + sen yz + sen zx — 1; tendremos
Q‘, = + i’f = + E = +
9z — VYcoszy + zcoszz, 3y zcosTy + zco8yz, - = ycosyz + zcosex
y
92 _ _8F/dx _ _ ycosxzy + z coszx 9 _ __dF/3y _ _ xcosxy + zcosyz
dx =  oF/az ~  ycosyz+ xcoszx’' 9y = oFfoz Yy cosyz + z cos zx
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Prcblemas propuestos

8. Hallar dy/dx, siendo:
@ x*—xy+xyP—y*=1 (b) xy —e*seny =0 (c) In(x* + y)—arctagy/x =0

3z — 2y + ¥ eseny — ¥ 22+ y
Sol. (a) xz* — 2xy + 3y° (6) x — e® cosy (€) x—2y

9. Hallar dz/dx y 9z/ dy, siendo:

3z 4y
2 3 _ Est — = 92 -
(a) 3z*+ 4y*— bz = 60 Sol. o9z/ox = Bz’ dz/0y Bz
S8 - 02 _  x+ty+tdz 9z _ _ x+y+2z
) z*+y*+ 2+ 2xy + 4yz + 8zx = 20 Sol. - Mmtiytz’ oy __4z+2y+z
— 9 _ =z 8z _ 3=
(¢) z+3y+2z=1Inz Sol. - T—2i' 3y —1-22
= ¢* oz _ z 9 _ _—efsen(y+2)
@) &= ¢ conly+2) Sol 5% = 1+e*sen(y+2z)’ 9y 1+ e*sen(y+2)
() sen(x +)»)+sen(y +2)+sen(z+x)=1
Sol. 9z = _cos(xty)+cos(zta) 9z _  cos(x+y)+ cos(y+2)
ox eos(y+z)+coB(z+a)’ dy cos (Y +2) + cos (z+ x)

10. Hallar las primeras y segundas derivadas parciales de z, siendo: x* + 2yz + 2zx = 1.

Sol. 82 _ _ztz 9z _ _ =z Pz _x—y+2z 9z _ xz+2z2 oz _ 22
oz z+y’ oy x+y’ ax* -~ (z+w)?® ' ozdy  (z+y)?’ # (z+y)

11. Si F(x,y, z) = 0 demostrar que 9z 9y oz = -1
dy 0z oz *



Capitulo 59

Curvas y superficies en el espacio

TANGENTE Y PLANO NORMAL A UNA CURVA. Una curva en el espacio, se expresa en forma para-
métrica mediante las ecuaciones

tangente

z = f(t), y=g(t), z=h(t) (1) plano normal

La ecuacién de la tangente a la curva en el punto
Py(xq o 2o) (determinado por ¢t = 1,) es

r— %o Y — Yo zZ— 20

dr dy — dz (2)
dt dt dt
y la ecuacién-del plano normal (pasa por P, y es per-
pendicular a la tangente) es

%(w—xo) + 3—2;(?/—%) + g—:(Z—Zo) = 06 (3 Fig. 59-1

En (2) y (3), las derivadas estan particularizadas en el punto P,.
(Ver Problemas 1-2.)

PLANO TANGENTE Y NORMAL A UNA SUPERFICIE. La ecuacién del plano tangente a la super-
ficie F(x, y, z) = 0 en uno de sus puntos Py(x,, ¥,, 2,) €S

oF oF oF
E‘(x—xo) + —a?(y—yo) + -a—z(Z—Zo) = 0 (4)

normal

y la ecuacién de la normal
xr — Xo Y — Yo Z2— 2o
oF . OF  F (5)
ox oy oz

Las derivadas parciales estan particularizadas en el :
punto P,. (Flg. 59-2.) Fig. 59-2
(Ver Problemas 3-9.)

UNA CURVA EN EL ESPACIO también se puede definir por las ecuaciones

F(r,y,2) =0, G(z,y,2) =0 (6)

T.as ecuaciones de la tangente a la curva en el punto Py(x,, ¥, 2,) €S

273
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X — 2 _ Y — Yo _ 2—2
oF oF oF oF oF oF
dy dz %z ox ar oy 7)
G 6 6 6 G 96
oy oz 9z ar 9 dy

y la ecuacién del plano normal es

oF oF oF oF oF oF
y oz oz ox ox 8y
xr— %) + - - -
oG oG ( 0) G G (¥ —y) + G ac|E® 0 (8)
dy oz 9z ox ar oy

En (7) y (8), las derivadas parciales estdn particularizadas en el punto P,.
(Ver Problemas 10-11.)

Problemas resueltos

Deducir las ecuaciones (2) y (3) de la tangente y del plano normal a la superficie x =f(¢), y = g(t), z = h(¥) en el
punto Pg(x,, ¥o.Zo) determinado por el valor del parametro ¢ = ¢, (ver Fig. 59-1).

Sea P’y(x, + Ax, y, + Ay, zo + 4z) otro punto de la curva correspondiente al valor ¢ = ¢, + At. Cuando P’y — P,
a lo largo de la curva, la cuerda P, P’, tiende a la tangente en P, como posicion limite.

Las componentes de la cuerda P, P’y son [Ax, Ay, Az]. Dividiendo cada una de ellas por el incremento del par4-

metro resulta, [ j’:, j“: ‘j:J Ahora bien, cuando P’y - Py, 4t + 0y [ j’: j}" Az] [dx t;.:’ = [-ave

serdn las componentes de un vector diferencial sobre la tangente en P,. Por consiguiente, llamando P(x, ¥, z) un punto
genérico de la tangente, [x — x,, ¥ — ¥o. Z — 2,] seran las componentes del vector P, P. En resumen, la ecuacién de la
tangente pedida serd:

T—Zo _ Y—Yo _ Z— 20
dx/dt ~— dy/dt T dz2/dt

Sea R(x, y, z) un punto genérico del plano normal en P,; como P, R y P, P son perpendiculares, la ecuacion del
plano normal en el punto P, es:

(9«"‘1'0)d—+ y— yo) + (z— z°)dd—§ = 0

Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a:

(@ lacurva x =1t y=1 z=1renelpunto t =1,
(b) lacurva x =r—2, y = 3* 4+ 1, z = 2¢% en el punto donde corta al plano yz.

(@) Enelpuntot=1o0sea(l,1,1), dx/dt =1, dy/dr =2t =2, y dz/dr = 31* = 3. Aplicando (2), la ecuacién de la tan-
gente es > —l—l =7 ; (R _3— 1 y, aplicando (3), la ecuacién del plano normal es (x — 1) + 2(y — 1) + 3(z— 1)

=x+2y4+3z—6=0.

(b) La curva dada corta el plano yz en el punto en el que x = t— 2 = 0, es decir, en el punto 1 = 2, o sea {0, 13, 16).
y—13 z—16

En este punto, dx/dr = 1, dy[dt = 61 = 12, y dz/dr = 61® = 24. La ecunacion de la tangente es % =17 = =

y la ecuacion del plano normal es x + 12(y — 13) 4+ 24(z — 16) = x + 12y + 24z — 540 = 0,
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i

Deducir las ecuaciones (4) y (5) del plano tangente y de la normal a ]a superficie F(x, y, z) = 0 en el punto Py(x,, yo, Zo)-
(Ver Fig. 59-2).

Sean x = (1), y = g(t), z = h(t), las ecuaciones paramétricas de una curva de la superficie F(x, y, z) = 0 que pasa

por el punto P,. En este punto tendremos:
£ - d_x E . .ql + aF . dz
dx dt dy dt az dt
en donde las derivadas estin particularizadas en dicho punto P,
dy dz

rr E]cs perpendicular a la recta

. . K
Esta relacion expresa que la recta que pasa por P, de componentes (i) [-d—f,

OF ©oF ©oF
ox' oy’ oz
a la curva situada en el plano tangente a la superficie, y las componentes (ii) son las de la normal a la superficie en el
punto P,. La ecuacién de esta normal es

que, pasando también por P,, tiene de componentes (ii)[ ] . Las componentes (i) pertenecen a la tangente

XT—Xo __ Y — Yo = Z— Zo
aFfex ~— oF/ay oF /32
y la ecuacién del plano tangente en P, es

oF oF oF _
3;(1"—%) + W(u—yo) + -67(2 2) = 0

En los Problemas 4-5, hallar las ecuaciones del plano tangente y de la normal a las superficies dadas

en los puntos indicados.

4.

6.

z = 3Ix? + 2y=— 11; (2: lp 3)'
aF oF oF
—_ 2 3 —_— — T = = — = = —_ = — 1.
Ponemos F(x,5,2) = 3x* + 2" —z—11 = 0.En (2, 1,3): 5 = 6x =12, 7 =ty =4,y 1
La ecuacion del plano tangente es 12(x —2) + 4y —1) —(z—3) = 0,0 sea 12x + 4y — z = 25,

La ecuaci6n de la normal es Sl N el L

12 4 = -1
F(z,y,2) = 22+ 3y — 422+ 3oy — 10yz + 42 — 52— 22 = 0; (1,-2,1).
oF oF oF
En (1,-2,1): Y 2¢x+3y+4 =0, 3y 6y +3x — 10z 19, 32 8z Y .
La ecuacion del plano tangente esO(x — 1) — 19y + 2) + (z—1) = 0,0sea 19y — 7z + 45 = 0.
La ecuaci6én de la normal es x;l S ﬁ: = 27 1 ,oseax=1,7p+192—5=0.
. . x3 yE z*
Demostrar que la ecuacién del plano tangente a la superficie POty Rl i 1 en el punto Py(xy, ¥e, 2o)
XXq _YYo 220 1
2
 OF _ 20 OF _ 2 OF _ 2%
En Py aa:_a." ?y"_ bt 3z T P
La ecuacién del plano tangenie es %E(x — Xo) — 2sz (¥ — yo) — %(z —z) = 0.
2 oy 2 .
quesereducea *¥o  Flo 220 _ 0 70 9 _ ,  yaqueP, pertencce a la superficie.
aﬂ b2 c2 ai bz 02 ’

Demostrar que las superficies

Flx,y,z2) =x* + * —42* —4 =0y G(x,y,2) = x* + y* + 22 — 6x — 6y + 2z + 10 = 0 scon tangentes en
el punto (2, 1, 1).

Tendremos que demostrar que las dos superficies tienen el mismo plano tangente en el punie dade.

En(2, 1, 1): -‘E:zx:.;,gﬁzsy:s_%g-:—ﬁz:—ﬁ Y

ax Yy
G _ o, L oG, L 96 _
a—2x 6 = 2,.-@-~2y 6 = 4,az—2z+2——4.

Como las componentes [4, 8, —8] y [—2, —4, 4] de las normales a las dos superficies son proporcionales, ambas
tienen el mismo plano tangente,

(z—2) + 2y —1) — 2(z—1) = 0 4] x+2y—2z2 = 2
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8. Demostrar que las superficies F(x, y,2) = xy + yz—4zx = 0 y G(x, y, 2) = 32— 5x + y = 0 se cortan ortogonal-
mente en el punto (1, 2, 1),

Hemos de demostrar que los planos tangentes a las superficies, en dicho punto, son perpendiculares, o bien, que
las normales a las superficies, en ese punto, son perpendiculares

En(1,2,1): g—f =y —4z =2 < =x+z=.2,y—aa§ =y —4x = —2. Las componentes de la normal

£ ay
a F(x, y,z) = 0son [i, my, m,] =[1,—1,1]).
o
En (1,2, 1): 7276 = -5, Z—f =1, ny = 6z = 6. Las componentes de la normal a G(x,y,z) = 0 son

[’b ms, ”2] = [_5, l, 6].
Como I\, + mymy + nyn; = 1(—5) + (—1)1 + 1(6) = 0, dichas rectas son perpendiculares.

9. Demostrar que las superficies F(x, y,z) = 3x® + 4y* + 822 — 36 = 0 y G(x, y, z) = x® + 2y* — 4z* — 6 = 0 se cortan
en 4dngulo recto.
En un punto Py(x,, ys, Z,) cOMun a las dos superficies:
oF oF oF

E=6"°’5Y=8”°"a?

Andlogamente, [x, 2y,, —4z,] son las componentes de la normal a G(x, y,z) = 0 en P,.

= 1624, ¥ {3x,, 4y, 82,] son las componentes de la normal a la superficie en P,.

Como 3zo(xs) + 4ye(2ye) + Bzo(—420) = 3x} + By — 3222

— 2 2 __ 2y __ 2 2 2 = —_ =
dichas direcciones son perpendiculares. = Bla; + 2y — 42)) — (Bag + 4y + 82)) LIS 0,

10. Deducir las ecuaciones (7) y (8) de la tangente y del plano normal a la curva alabeada C: F(x, y,2) = 0, G(x, y,2) = 0
en uno de sus puntos Py(x,, Yo, Zo).

aF oF oF 9G G 3G
dx ' ay’ oz dx ' oy’ oz
planos tangentes a las superficies F(x, y, z) = 0 y G(x, », z) = 0. Como la direccién

En P, las direcciones [ ] son, respectivamente, perpendiculares a los
[ oF/ay oF/oz oF/oz oF/ox aF/ox oF/oy

1] 4

aG/oy 0G/oz aG/oz 0G/ox 0G/ox 0G/oy ]

es perpendicular a dichas direcciones, sera la de la tangente a C en P,. Por tanto, 1a ecuacién de la tangente es
T — o Y— Y% zZ—20
oF /oy odF/oz aF/oz oF/ox oF/ox oF/ay

aG/oy 0G/oz 9G/oz 0G/dx aG/ox 0G/dy

y la ecuacién del plano normal es

oF/dx oF/oy
aG/ox aG/ay

oF/oz oF/ox
aG/oz 0G/ox

oF /oy oF/az
3Glay 98G/oz

(¥ — %) + (z—z) = 0

(x-:n:o) + i

11. Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal alacurvax® + »* + z2 = 14,x + y + z = 6enelpunto(l, 2, 3).
SeaFlx,y,2)=x*+y*+ *—14=0yG(x,y,2) =x+y+z—6=0.En(l,2,3):

aFlay aFfac | |2y 2¢| |4 G| 0
acfy acrae | |1 1| 11| 7
oFfor aFfax | 62| _ WF/aw oFfay | iz 4' .
0G/az 8G/ox 11 aG/ox 0G/oy 11
Como {1, —2, 1] son componentes de la tangente, su ecuacién es Sl Dt y la ecuacién del plano

1 —2 1
normales(x — 1) —2(y—2)+ (z—3)=x—2y + 2 =0.
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Problemas propuestos
x 12. Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a las curvas dadas en el punto indicado:
(@) =2t y=0 2=t t=1 Sol. ”;2 =1l 2l eztoy+a-9 =0
(b) z=te", y=e', 2=¢t; t=0 Sol. %:_y_}'__l_%’ z+y+z—1=0
(¢) #x =tcost, y=tsent, z="t; t=0 Sol., =2, y=0;, x+z =0
13. Demostrar que las curvas () x =2 —t,y = —1/t,z =20y (ii)x =14+ 0, y =sen 8§ — 1, z = 2 cos 6 se cortan en

14,

15

16.

17.

18,

19.

20.

21,

dngulo recto en P(1, —1, 2), Obtener las ecuaciones de la tangente y del plano normal a cada curva en P.

Sol.

. z—=1 y+1 2-—-2
) —- =577

x—y—4z+6 = 0 (ii)

r—y =2 2=2;, z+y =20

Demostrar que las tangentes a la hélice x = a cos t, y = asent, z = bt cortan al plano xy formando ¢l mismo 4ngulo,

Demostrar que la longitud de 1a curva (1) desde ¢l punto ¢ = ¢, hasta el 1 = ¢, viene dada por

IR GRONOE

Calcular la longitud de la hélice del Problema 14 desde t =0 a ¢ = ¢,.

"Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a las curvas dadas en el punto indicado:
(a) 22+ 2y*+222 =5, 3x—2y—z = 0;

Sol.

x—1 _y—1_z—-1_
@ == =7 ==

x—2 _z—2 — .

xt+z—4=0 {c)

1,1,1)
(b) 9x*+ 4y*—362 =0, 3z+y+z—22—1=0;

(2,-3,2) (e) 4z*=zy, ¥*+y* = 82, (2,2,1)

22+ Ty—82—1 =0

z—2 Iy—Z

1 -1

z2—=1=0;, z—y =20

Hallar las ecuaciones del plano tangente y de la normal a las superficies dadas en el punto indicado:

(@)
(b)
{e)
{d)
(e)
(@

®

22+ 2+ 22 = 14; (1,-2,3)
2+ttt =7 (2,0, %)
z? + 22 = 8y% (2,-2,-2)
25+ 2zy +yt+z+1 = 0; (1,—~2,-3)

z=zy; (3,—4,-12)

g4 x2—1 _y+2 _ 2-3
Sol. x—2y+ 3z = 14; 1 ="—3 ~ 3
_ LTy _ YWY _ 2T
Sol. xix+yiy+ 212 =7 - &
. x—2 _ yt+2 _ z2+2
Sol. x+3y—2z2 = 0; I~ ="3 ~ -3
Sol. z—2y =1; z—1=0, ¥LF2 2438
2 ~1
z—3 +4 _z+4+12
Sol. dz—3y+z=12 *;-=¥m =25

Demostrar que la suma de los segmentos interceptados sobre los ejes coordenados por el plano tangente a la super-
ficie x1/3 + 13 4 2% = gY? e¢n uno de sus puntos es igual a a.

Demostrar que la rafz cuadrada de la suma de los cuadrados de los segmentos interceptados sobre los ejes coorde-
nados por el plano tangente a la superficie x¥3 + 323 + 233 = g%3 en uno de sus puntos es a.

Demostrar que ias superficies dadas son tangentes ¢n los puntos indicados:

(@

¥+ 4+ 2 =18xy=9,{(3.30).

B) X+ + 2 —8x— 3y —62+24 =0, + 3 + 22 =9;(2,1,1).

Demostrar que las superficies dadas son perpendiculares en los puntos indicados:

(@ x*+2'—42" =8, 4x2— ' + 220 = 14; (2,2, 1).
x4yt 428 =50, x* 4y — 10z + 25 = 0; (3, 4, 5).

®

Demostrar que cada una de las superficies (i) 14x® + 11y® + 82® = 66, (ii) 3z* — 5x + y =0, (fii)) xy + yz —4zx =0

es perpendicular a las otras dos en el punto (1, 2, I).



Capitulo 60

Derivadas segin una direccién

Maximos y minimos

DERIVADAS SEGUN UNA DIRECCION. Sea la superfi-
cie z = f(x, y) y P(x, y, z) un punto de la misma. Tra-
zando por este punto (Fig. 60-1) planos paralelos a los
coordenados xOz e y0z, cortaran a la superficie segiin
las curvas PR y PS, y al plano xOy segin las rectas
P’MyPN.

Las derivadas parciales 0z/ox y 0z/dy particulari-
zadas en el punto P, o bien en P'(x, y), representan la
variacién de z = P'P cuando permanecen constantes
¥ ¥ x respectivamente, es decir, la variacién de z segtin
las direcciones de los ejes x e y, o sea, las pendientes
de las curvas PR y PS en el punto P,

25 = fa )

Consideremos, ahora, un plano que pase por P
y sea perpendicular al plano xOy formando un an-
gulo 0 con el eje x. Si PQ y P‘L son las intersecciones . L
de este plano con la superficie, la derivada segin la di- ‘ M
reccidn 0 de f(x, y) en P (0 en P') viene dada por

Fig. 60-1

dz 0z

ds = 3z o8t +g—;sen0 (1)
La derivada segin la direccion representa la variacién de z = P’P en la direccién de P'L, esto es,
la pendiente de la curva PQ en P.

La derivada segiin una direccion en un punto P es una funcién de 6. Si existe una direccién segin
la cual la derivada en P tiene un maximo relativo, este valor recibe el nombre de gradiente de la
funcién f(x, y) en P. El gradiente, pues, es la pendiente de la tangente mas inclinada que se puede
trazar a la superficie en el punto P.

(Ver Problemas 1-8.)

Dada la funcién w = F(x, y, 2), la derivada en un punto P(x, y, z) segln la direccidn (a, f, ),
viene dada por

dF _ oF oF oF
ds = %cow-l-@cosﬁ + 5 cosy (3

(Ver Problema 9.).

MAXIMOS Y MINIMOS. Supongamos que z = f{x, ) tiene un maximo (o0 un minima) en ¢l punto
Py(xo, ¥o. Z,). Cualquier plano que pase por £, y sea perpendicular al plano xQy, corta a la super-
ficie segin una curva que tendrd un méaximo (o0 un minimo) en el punto P, es decir, la derivada

o o

direccional — cos 8 + oy sen 8, de z = f(x, y) debe ser igual a 0 en P, cualquicra que sea el

ox
valor de 8. Por tanto, en P,, df/ox =0y offoy = 0.

278
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Los puntos en los cuales z = f(x, y) tiene un maximo (o un minimo) son aquellos (x,, y,) en
los que se verifiquen simultancamente las ecuaciones &ffdx = 0 y 9f/dy = 0. Veamos los distintos
casos que se pueden presentar;

Supongamos que 2z = f(x, y) tengan primera y segunda derivadas parciales en una cierta regioén

_ kg M\ ([ Y
en torno al punto (xo, Yo» 24) €n el que &ffox y &f/2y son nulas. Si 4 (Bx 3y) ( ot ) ( En ) <0

en P, z = f(x, y) tiene

2 2
un minimo relativo en P, si i + ﬂ >0
ox? oy*
y
2 2
un maximo relativo en P, si :{ + 33f2 <0
Si 4 >0, no habra en P, ni maximo ni minimo; si 4 =0 la naturaleza del punto critico P, es
indeterminada. (Ver Problemas 10-15.)

Problemas resueltos

1. Enla Fig. 60-1, sea P"’(x + 4dx, y + Ay) un segundo punte de P’L, y representemos por As la distancia P'P’’. Supo-
niendo que las primeras derivadas parciales de z = f(x, y) sean continuas, segin el Problema 20 del Capitulo 57, tendremos

9z
Az = 8:(:A + -'—-Ay + ¢ Ax + ¢ Ay

donde ¢, y € > 0 cuando Ax y Ay — 0. El valor medio de la variacion de z entre los puntos P’y P’ es

Az 9z Az 9z Ay ,Ax LAy
toa As toa As

As B,x ‘As dy As

0z 02
= %cosa + @seno + € €086 + esen 8

siendo 6 el angulo que la recta P'P’’ forma con el eje x. Ahora bien, como P’ — P’ a lo largo de P’L, la variacién
instantinea de z, es decir, la derivada direccional en P’, es

dz _ oz 23

s - 9w cos 6 + P % seng

2. Hallar la derivada de z = x3 — 6y* en el punto P*(7,2) segin la direccion (a) 6 = 45°, (b) 0 = 135°,
La derivada en un punto P‘(x, y) segun la direccién 0 es

dz dz oz
= = x cos 0 + 7 sen 8 = 2x cos 0 — 12y sen 6

(a) EnP'(7,2)enla direccion 6 = 45°:  dzjds = 2-13v/2) — 12-23V2) = —5V/2.
(®) En P'(7,2) en la direccién 6 = 135°;  dz/ds = 2 H(—3V'2) — 12 23V2) = —19V2.

3. Calcular la derivada de z = ye*en el punto P’(0, 3) en la direccion (a) 0 = 30°, (b) 6 = 120°.
dz

— = ye*cos 0 % sen O
ds ¢ i

(@) Enelpunto (0, 3) en la direccitn 8 = 30°:  dzfds < 313V + ¢ = VI + 1
(b} En sl punto (0, 3) en la direccidn § ~ 120°  dz/ds — 3 1(—48) + #V/3 = (=3 + V3).

. . . 64
4. Latemperatura T de un disco circular en unao de sus puntos (x, 3) viene dada por 7 = T rp siendo el origen
de coordenadas el eentra del disco. Hallar, en el punto(l, 2), la variacion de T ¢on respecto a s segin la direccion @ = /3, -
aT 64(2x) 64(2y) sen
—— e -— 3T — e e—— 8
ds TR +2)2 C5F T @S FY

En el punto (1, 2) en la direccion @ = #/3: = 128 ( ) 256 (‘/*) i—; a1+ 2\/5).
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s.

9.

10.

DERIVADAS SEGUN UNA DIRECCION MAXIMOS Y MINIMOS [CAP. 60

El potencial eléctrico ¥ en un punto (x, y) viene dado por ¥ = Iny/x® + y*. Hallar la variacién de ¥ con respecto a sen
el punto (3, 4) segiin la direccién del punto (2, 6).

dav x y
T T A st arsent
Como 6 es un angulo del segundo cuadrante tag 8 = e —2,c08 § = N ,ysenf = =
23 V5 V3

Por tanto, en (3, 4) en la direccién indicada, av. _ 38/ 1 +—4- 2\ = ﬁ
ds 25 V5 25\ /5 26

Calcular el gradiente de la superficie del Problema 2 en el punto indicado.
En el punto (7, 2) en 1a direccion 6, dz/ds = 14 cos 6 — 24 sen 0.

Para hallar el valor de 8 para el cual %:— es maxima, tenemos Eg (%) = —l4sen 8 — 24 cos 8 = 0.

Por tanto, tag § = —24/14 = —12/7 y 0 es un &ngulo del segundo o del cuarto cuadrante. Si es del segundo cua-
drante, sen 8 = 12/4/193 y cos 0 = —7/4/193. Si fuera del cuarto, sen 8 = —12/4/193 y cos 0 = 7/4/193.

2
Como dio’ (%) = dio (— 14 sen § — 24 cos 0) = — 14 cos § + 24 sen @ es negativo para un angulo del cuarto

cuadrante, el gradiente es = 14 = 2 4/193 y la direcdién es § = 300° 15°.

(vm) V)

Hallar el gradiente de la superficie del Problema 3 en el punto indicado.
En el punto (0, 3) en la direccién 8, dz/dr = 3cos 0 + sen 0.

Para hallar el valor de 8 para el cual E— es mixima, tenemos —— de dz ) = —3 sen 6 + cos 0 =0,

Luego tag & = 1/3 y 6 es un 4ngulo del primero o tercer cuadrante.

2
Como %0, (%ibz_) = % (—3 sen & 4+ cos 8) = —3 cos 8 — sen O es negativo para un angulo del primer cuadrante,

1

@ = m vm

el gradiente es = 4/10 y la direccién es § = 18° 26*

En el Problema 5, demostrar que la variacién del potencial ¥ con respecto a s es maxima a lo largo de rectas que pasan
por el origen.

av X1 Y1
= sen 4.
En un punto (x,, ¥y en la direccion 6, s S cos é + o né
_ _ yll(xz + yl) _ yl
Cuando da( ) = y, seng + 2+y, cos¢ = 0, tage = —_xl/(ﬁ"‘yi) = -

Por tanto, 0 es el dngulo de mclmacnén de la recta que une ¢l origen con el punto (x,, y,).

Hallar la derivada de F(x,y,z) = xy + 2xz—y* + z*enel punto (1, —2, 1) alo largo de lacurva x = ¢, y =t — 3,
z = r* en la direccion creciente de z.

Las componentes de la tangente a la curva en (1, -=2, 1) son [1, 1, 2] y los cosenos directores

son [1/V8, 1/V6, 2/V6]. La derivada en esa direccion es

%cunu r 'ggcnap 2 %cﬁay - U‘\/l—g - a**\}*g T r:%;g - ]ﬂ;[ﬁ
Hallar los médximos y minimos de f(x, y) = x* 4+ »* —4x + 6y + 25.

af

Las condiciones o 2x—4 =20 Y3y G 2y + 6 = 0 se satisfacen cuando x = 2, y = —3.

ax

Como flx,») = (x*=—4x + 4) + (y + GG +9 + 25=4—=9=(x—2+(y + I* + 12, es evidente que
f(2,—3) = 12 es un minimo de la funcion.

Geométricamente, (2, —3, 12) es el minimo de 1a superficie z = x® + y* —4x + 6y + 25.
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11. Hallar los mdximos y minimos de f(x, ) = x?* + y® + 3xy.
Las condiciones g =3x*+y)=0y _51 = 3(»*+ x) = 0 se satisfacen cuando x = 0, y = 0 y cuando

ox ay
x=—l,y=—1,
f - o of af\2 af oy _'
Oy =h¥ g =0 =0Luewo| 5 ) — 5w e = 9> 0 yen(0,0)no
hay maximo ni mlnimo.
L@ d ¥ o\
En (—l, —l). '3;? = —6, Tay = 3, 'ay—. = —&6. Luego % ay s axt ay, =271 < 0 Yy

3
% + gfa < 0. Por tanto, f(—I1, —1) = 1 es el méximo de la funcién.

12. Dividir 120 en tres partes de manera que la suma de los productos tomados de dos en dos sea maxima.

Sean x, y y 120 — (x + y) las tres partes.
Tendremos que hallar el maximo de $ = xy + (x + y}120 — x — ).

Zf y+(Q20—x—yp)—(x + y) = 120 — 2x — y,?—x+(120—x—y)—(x+y) 120 — x —2y.

Cuandozj- =g—f =0, tenemos 2x + y = 120y x + 2y = 120.

Luego x = 40, y = 40, 120 — (x + y) = 40 son las tres partes, y S = 3 * 40* = 4 800.
Para la solucién 1, 1, 118, .S = 237; evidentemente, S = 4 800 ¢s ¢l valor maximo.

13, Determinar el punto del plano 2x — y + 2z = 16 més préximo a) origen.

Sea (x, y, z) el punto buscado; el cuadrado de su distancia al origenes D = x* + y* 4 z% Como 2x — y + 2z = 16,
y=2x+2z— 16serd D = x* + 2x + 2z — 16)* + 2%

Las condiciones oD/dx =2x + 4(2x + 22— 16) =0 y 8D/ éz = 4(2x + 2z — 16) + 2z = 0 son equivalentes
a S5x+42=232, 4x+ 5z2=32 y x = z = 32/9. Como sabemos que existe un punto para ¢l cual D es minimo

(32/9, —16/9, 32/9) es ¢l punto buscado.

14. Demostrar que el paralelepipedo de drea total S constante de volumen ¥ méximo es un cubo.

Sean las dimensiones x, y Yy z. Serd V = xyz y S = 2(xy + yz + zx).

De la segunda ecuacién se despeja z y se sustituye en la primera, con lo cual, resulta ¥ en funcién de x e y. Todavia
se puede resolver mds ficilmente, si se considera a z como una funcién de x e y. Tendremos

:—::yz+xy-g-%, %g—=:cz+xyg; %=0=2(y+z+z +y%
%3— = 0 = 2<x+z+x@\+yy
De las dos ultimas, -:72 = ——i’—}__—; y % = —%;
Luego las condiciones%;i =yz—ﬂxyf7z)-=0 %/ =)cz——x‘};(cL_}:l_yi =0sereducena y*{(z—x) =0y

x%z — y) = 0. Por tanto, x = y = z, como queriamos demostrar.

15. Calcular el volumen ¥ del paralelepipedo recto de mayor volumen que se puede inscribir en el elipsoide

I!l yll I!l _
Sea P(x, », 2) un vériice, en el primer octante. Tendremos V = 8xya.

Consideremos a z como una funcidn, de las variables independientes x ¢ y, dada por la ecuvacidn del elipsoide.
Las condiciones necesarias para un maxime son:

1% Az av 0z
O aa— 5z _ e =) = 0 1
= 8<yz + a:yax) 0 ¥ T 8(:cz+:cyay> (1)
De la ecuacion del elipsoide obtenemos E‘E + gf. oz =0 vy 212’ + = 2z 0z = 0.
a? ¢t ax b ¢ dy
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16.

17.

18.
19.

20.

21,

B

40,

&7

29.
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Eliminando 90zf/ dx y &z/ dy entre estas relaciones y (/) obtenemos

ov ety _ ﬂ _ _ ctayt _
2 2 2
y finalmente % = %; = %? ' 2)

Combinando (2) con la ecuacion del elipsoide llegamos a x = av/3/3, y = bv/3/3, y z = ¢V/3/3.
Luego V = 8xyz = (84/3/9)abc unidades de volumen.

Problemas propuestos

Hallar las derivadas de las funciones siguientes en los puntos dados y en las direcciones indicadas: (g) z = x® + xy + 2,
(3, 1D,0=n/3.(0)z=x+ y*—3xy,2,1),0 =arc tag 2/3.(c) z = y + x 08 x,(0, 0), 8 = 7/3.(d)z = 2x* + 3xy—)?,
(1, —1), en la direccion de! punto (2, 1). Sol. (@) }(7 + 54/3), (b) 21/13/13, (&) (1 + V/3), (@) 11/5/5.

Determinar el gradiente de.las funciones del Problema 16 en los puntos dados.

Sol. (a) v/74, () 33/10, (¢) V2, (d) v/ 26.
Demostrar que el gradiente de ¥ = In v/x* + »* del Problema 8 es constante a lo largo de un circulo x* + y* = 2.

Dada la superficie z = § — 4x3 — 22, hallar (a) la direccidn de la maxima pendiente en el punto (1, 1, 2) y (b) la direccidén
de la tangente a la curva de nive! z = constante., Obsérvese que ambas direcciones son perpendiculares.
Sol, (a) arc tag }, tercer cuadrante; (b) arc tag —2.

Demostrar que la suma de los cuadrados de las derivadas de z = f(x, ¥) en uno cualquiera de sus puntcs y en dos direc-
ciones perpendiculares, es igual al cuadrado del gradiente.

Sean las funciones z =f(x,y) y w = g(x, ») de forma que 0z/dx = Ow/dy y 8z/ Oy = — ow/ x. Si 0, y 6, son dos
direcciones perpendiculares, demostrar que, en un punto cualquiera P(x, y), 9z/0s, = 0w/ s, y 0z/ s, = — ow/ 0s,.

Hallar la derivada de las funciones siguientes en los puntos dados y en las direcciones indicadas:
@ xy'z, 2,1,3), [1,—2,2). (b) x*+y*+ 2%, (1,1,1), en la direccion del punto (2,3,4). () x* + y* — 2xz,
(1,3,2), alo largo de x* 4+ y*—2xz =10, 3IxT—p* 4+ 3z = 0 en la direccién creclente de z.

Sol. (@) —17/3 (b)) 6V 14/T () 0

. Hallar los miximos y minimos de las funciones: 5

@ z=2x+4py—xt—)*—3 Sol. Max. =2 para x =1, y = 2

b) z=x+ y?—3xy Sol. Min, = —1 para x =1, y = |

€ z=2x*4 2xy + 2y* Sol. Min. =0 para x =0, y =0

@ z=x—»{I—xy) Sol. No tiene mix. ni min.

) z=2x*+)y+6xy+ 10x—6y + § Sol. No tiene méx. ni min.

() z=3x—3y—2x3— xpt 4 2xty + 3 Sol. Min. = —4/6 para x = —/6/6, y = \/6/3;
mix. = 4/6 para x = V/6/6, y = —/6/3

®) z=xy2x+ 4y + 1) Sol. Max. = 1/216 para x = —1/6, y = —1/12

Determinar tres nimeros positivos x, y, z tales que:

(@) x+y+z=18y xyz sea miximo. (¢) x+ y+ z=20 y xpz? sea miaximo.

() xyz=27y x+ y + z sea minimo. (d) x+y+ 2z=12 y xy*2* sea maximo.

Sol. @x=y=2z=6,b0)x=y=2=3,(Dx=y=5,2=10,d)x=2,y=4,2=6

Calcular el minimo valor del cuadrado de la distancia del origen a) plano Ax + By + Cz + D = 0.
Sol. D*/(A* + B* + C?)

(@) Halar el maximo votumen de una caja paralelepipédica §in tapa superior cuya area total ex de 108 metrgs cuadrados,
(@) I1allai 1a minimd arsd 101 48 una caja paralelemneédica sin [apa superior de S00 MAIEAS Clbiéns dé vdlufmen.
oeh (@ 108 m* (&) 30 m®

Retermunar sl punie d6 z = ry — 1 mids oroximo al origen. Sof (0.0 =)

. Hallar la ¢cuacién del plane que pase por el punto (1, 1, 2) y determine, en ¢! primer octante, in volumen minimo,

Sol. 2x + 2y + 2 = 6.

Determinar los valores de P Y q de tal forma que la suma § de los cuadrados de las distancias verticales de los puntos
0,2), (1,3), y (2,5) alarecta y = px + g sea minima.

Ind. S=@—2+(p+q—3Y+Q2p+q—9N. Sol. p = 3/2, q = 11/6.



Capitulo 63

Integrales doble e iterada

b
LA INTEGRAL SIMPLE, j f(x) dx, de una funcién y = f(x) continua en el intervalo finitoa < x < b
del eje x, se definié en el Capitulo 33 de la forma siguiente:

(@) se divide el intervalo dado, @ < x < b, en n subintervalos, h,, A,, ..., h,, de amplitudes
A,x, Ayx, . . ., Axx, respectivamente, siendo 4, ¢l mayor de los Agx.

L]
(b) seeligen los puntos x, en h;, xgen A, . . ., xy €n A, y se forma la suma 2 S(xx) Awx
kw1

(¢) se hace crecer el miimero de subintervalos de forma que 4,— 0 cuando n— oo,

d) f fa)de = lim 3 fl@) .

n~t+tw k=1

INTEGRAL DOBLE. Consideremos una funcién z = f(x, y) continua en una regién finita R del plano
x0y. Dividamos esta region (ver Fig. 63-1) en n subregiones Ry, R,, . . ., Ry, de &reas A4, 4,4, .. .,
A.A, respectivamente; en cada subregién R, tomemos un punto Pi(xx, yx) Yy formemos la suma

kgl f(xk, 'yk) ArA = f(a:l, yl) AA + f(xz, 'y'z) AsA + -+ + f(m"’ yn) AnA (1)

Definimos el diametro de una subregién como la mayor de las distancias entre dos puntos cuales-
quiera, interiores o en la periferia, de ella y llamemos 4, al maximo didmetro de las subregiones.
Si suponemos que el niimero de subregiones crece de forma que 4,— 0 cuando n— oc, se define
la integrai doble de la funcién f(x, y) en la regién R, por

ff femda = tim ¥ f@am ana @)

netw k=1

(zlr yﬁ)

Fig.63-1 Fig. 63-2
Si z = f(x, y) no se hace negativo en ningin punto de R (ver Fig. 63-2), la integral doble (2)
se puede interpretar como un volumen. Un término cualquiera, f(xx, yx) 4xA de (I), representa el
volumen de una columna vertical de bases paralelas de area AxA y altura z,, medida sobre la ver

305
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tical levantada desde el punto elegido P, hasta la superficie z = f(x, y). También representa, aproxi-
madamente el volumen de una columna vertical cuyas bases son, la inferior, la subregién Rx y la
superior, la proyeccion de Ry sobre la superficie. Asi, pues, (/) es una aproximacién dél volumen
«limitado por la superficie» (es decir, el volumen cuya base inferior esta situada en el plano xOy
y la superior es la superficie generada al mover una recta paralelamente al eje z que se apoya en
el contorno de R) y (2) es una medida de dicho volumen.

El calculo de una integral doble, por simple que sea, a base de ir realizando sumas presenta
muchas dificultades y no lo emplearemos en este libro.

INTEGRAL ITERADA. Consideremos un volumen, definido como en la seccién anterior, y supongamos
que el contorno de R es tal, que toda recta paralela al eje x, o al eje y, no corta a la superficie en
maés de dos puntos. Tracemos (ver Fig. 63-3) las tangentes x = ay x = b al contorno y sean Ky L
los puntos de tangencia, y las tangentes y = ¢ ¢ y = d siendo M y N los puntos de contacto o res-
pectivos. Supongamos que la ecuacion del arco LMK sea y = g,(x), y la correspondiente al LNK,

Y = gy(x).

Dividamos el intervalo @ << x < b en m subintervalos, hy, 4,, ..., hm, de longitudes, A,x,
Ayx, ..., Amx, y tomemos en ellos los puntos x = &, x = &,,..., x = &m—; (como se hizo en
el Capitulo 33). Asimismo, dividamos el intervalo ¢ < y < 4 en n subintervalos, kj, kg, . . ., ka,

de longitudes, 4,y, 4;y, ..., 45y, y tomemos en ellos los puntos, y =%, ¥ = gy . . s ¥ = Y-y,
Sean A y u, las longitudes de los mayores intervalos 4,x y A,y respectivamente. Trazando las
series de paralelas x = &, x = &,, .., x =&m—y € Yy =13, ¥ = N3, . . ., ¥ = Na—1, habremos divi-
dido la regién R en un conjunto de rectangulos R,; de areas 4,x * 4,y y en otro conjunto de rectan-
gulos incompletos que ignoramos. Si en cada subintervalo A; elegimos un punto x = x;, y en cada
uno de los &, otro y = y;, en cada subregién Ry, quedara determinado un punto Py(x;, y;). A cada
subregién Ry se le puede asociar, mediante la ecuacién de la superficie, un nimero-z;; = f(x;, y;)
con lo que formamos la suma

> | f(x, y5) Aix = Ay (3)

Esta expresion (3) es un caso particular de la (/), ya que si se aumenta indefinidamente el nu-
mero de rectingulos de forma que, tanto 4» como u, tienden a cero, el limite de (3) coincide con
la integral doble (2).

Fig.63-3
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Para hallar el limite anterior se elige uno de los intervalos, por ejemplo A, y se considera la
suma :

{’:El f(x:, ¥) A;y} Aix, (i fijo)

que es la contribucién a la suma total de todos los rectangulos en los que una de las dimensiones
es igual a A, es decir, la contribucién de todos los rectangulos situados en la iésima columna.
Cuando n-» + o0, u.— 0y, en consecuencia,

. n . 7 ' 3 J’ FRED)
"Hr& {5;1 f(xs, ¥5) A,yJL Aix = 1 f, - f(z,¥)dy } Aix
= ¢(®) A

Sumando ahora las m columnas y haciendo tender a m — + oo, tendremos

m b
lim 3 4w = f #(%) d

me— 4w {=
b 89(x) b 92(1)
- f [f f(fv.y)dy]dx =ff f(z,y) dy do
a g(x) a a(x)

Aunque en lo sucesivo no emplearemos el corchete, se debe sobrentender siempre que la férmula (4)
indica que hay que calcular dos integrales simples definidas, en un orden determinado: primero,
la integral de f{x, y) con respecto a y (considerando x constante) entre los limites y = g,(x), contorno
inferior de R, e y = g, (x), contorno superior de R y, a continuacién, se halla la integral de este
resultado con respecto a x entre los limites x = g, punto extremo izquierdo de R y x = b, punto
extremo derecho de R. La integral (4) recibe el nombre de integral iterada o integral repetida.

(4)

Se deja como ejercicio el calculo de la suma planteando, en primer lugar, la contribucién de los
rectangulos de cada columna y, después, la de los rectangulos de todas las columnas, obteniéndose

la integral iterada equivalente
d h2(y)
7t deay | ®)
c h

1w

siendo x = hy(y) y x = hy(p) las ecuaciones de los arcos MKN y MLN respectivamente.

En el Problema 1 se demuestra, por otro procedimiento, que la integral iterada () es una me-
dida del volumen. Para el calculo de integrales iteradas véanse los Problemas 2-6.

La mayor dificultad en el planteamiento de las integrales iteradas de los capitulos posteriores
es hallar los limites de integracion correspondientes a la region R. Aqui hemos considerado para
el razonamiento una regién muy sencilla; las regiones de los Problemas 7-9 son mis complicadas.

Problemas resueltos

1. Supongamos que z = f(x, ¥} es una funcién continua no negativa en la region K del plano xOy cuyd contorno cstd
formado por los arcos de dos curvas y = g{x) ¢ ¥ = g:,(x) que se cortan en los puntos X y L indicados en la Fig. 63-4.
Se trata de hallar el volumen V limitado por esta superficie.

Sea x = x,, siendo a < x; < b, un plano que corta al contorno de R en los puntos S[x;, Z:(x)] ¥ Tix,£:(x)],
y a la superficie z = f(x, y) segin el arco UF a lo largo del cual z = f(x,, »). El drea de la seccion STU¥ es

92(15)

Ax) = f(zi, y) dy

h g, (xy)
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Asi, pues, el area de las secciones determinadas en
el volumen por planos paralelos al yOz son funcio-
nes conocidas

92(*)
AR = f f@ ) dy

01(%)

de x, distancia del plano de seccidn al origen. Seguin
lo dicho en el Capitulo 36, el volumen pedido serd,

v

It
-] ,

kS
~—
8
e
P
R

S [ S ., faw av | dn

Esta es la integral iterada de la ecuacion (4).

1 ] 1 2 X
- = -z = E:—z—’ = l
2. J; J;dyd:v = J;I:y:l’.dx = J; (x — 2*) dx = [2 3]0 2
] 3y s W . \
- 1 _ _ -
3. +y)dedy = <_ . )] w = (epay = 21"]
J: y wrndndy J: 2‘7 “ ¥ Y J: 1
3 x3+x ! s Bex .
' = 8
¢ .[‘ ‘[z’—: » dy d = J;x (xy):lu,_’d” = Il(3'+x -2+ 22)dz =

a  cosd - 1 cos 8 1 r
5. f f psengdodse = f (Ep'seno)] de = Ef cos® ¢ sen ¢ do
° 0 0 o °
“Lloge)l = 1
g co8 ] A = 3
m/3 adconl s 1 4cos @ T/
6. f f pPdode = f (E p‘):l de = f (64 cos'e — 4) de
] 0 2

30 , sen2p , sendg e
[64 <T + —4— + T) - 40]0 = 107

7. Mallar f f dA siendo R la regién del primer cuadrante limitada por la pardbola cibica y* — x® y Ia recta y — x.
R

La recta y la pardbola se cortan en los puntos (0, 0) y (1, 1), que son los valores extremos de x ¢ y en la regién R.

(1,1 [$9))

Fig. 63-5 Fig. 68-6
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Solucién 1. Integrando primero por franjas horizontales (ver Fig. 63-5), es decir, con respecto a x, desde x == y
{la recta) hasta x = y¥2 (la paribola), y después con respecto a y, desde y == 0 hasta y -= 1, resulta:

a1l ”2/.'1 1 ‘3 1 1 1
R o v [ v u 0

Solucién 2. Integrando primero por franjas verticales (ver Fig. 63-6), es decir, con respecto a y, desde y == x¥?
(la pardbola) hasta y = x (la recta), y después con respecto a x, desde x = 0 hasta x = 1, se obtiene

1 ¥ 1 t
[f dA = f J dyde = I‘ (x —x")ydxe = {(l x? - 2".3;5/2 =
VR 0 v Vo 2 5

1
10
8. Hallarffd/l siendo R la regidon comprendida entre y = 2x e y = x?, situada a la izquierda de x = 1.
R
Integrando primero por franjas verticales (ver Fig. 63-7), tendremos

1 W25 1
ff dA = f J dydx = f @2z~ =z dx = —g—
R [} x2 0

Si integramos por franjas horizontales (ver Fig. 63-8), se necesita calcular dos integrales iteradas. Llamando R, a’
la parte de R situada por debajo de 4B y R, la situada por encima de AB, tendremos

eV e 5 .1 9
ff dA = ff dA + fdA = j f dedy + j J dedy = 15 +3 = &
R Ry R ] y/2 1 y/e

Y v=2x V y=2z
(1,2) y=z*

[

O G~

17 (0]

Fig. 63-7 Fig.63-8
9. Hallar J‘J.x’ dA siendo R la region del primer cuadrante limitada por la hipérbola xy = 16 y lasrectas y = x,y = 0
R
y x = 8 (Fig. 63-9).

De la Fig. 63-9 se deduce la conveniencia de dividir R en dos regiones y calcular una integral iterada en cada una
de ellas. Llamando R, a la parte de R situada por encima de la recta y = 2 y R, la situada por debajo, tendremos

- W1 16/y a2 .8
Ifzsz ff:csz + ffxsz - I f dedy -+ ] j 2 dz dy
th ‘Rl Rz‘ 79 ¥ * 0 Y v

vd 3 2
= %l %—y3>dy+§‘] & —-v)dy = 448
] 0

Y

Se deja como ejercicio dividir R por la recta x = 4 y obtener

ERpre ] ~8 16/=
ff x*dA = f j x*dy dx + I f rPdydx
R o Yo Y 0

y /
Y
.4 @0
R =
S S . (L 0 .
X
O Rs x

Fig. 63-9 Fig. 63-10
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1 3
10. Hallarf J‘ e* dx dy invertiendo, previamente, el orden de integracién.
¢ 3y

La integral dada no se puede hallar directamente porque fe"' dx no es una funcién elemental.

La regi6n de integracion R estd limitada por las rectas x = 3y, x = 3 e y = 0. Para invertir el orden de integracién,
integramos primero con respecto a y, desde y = 0 hasta y = x/3, y después con respecto a x, desde x = 0 hasta x = 3,
Asi pues,

1 3 3
f f etdedy = f f e* dy dx
0 3y

[} []
3 /3 3
1 | = Llip_
= f e’iy:l: da: = —3-f e’sft dz = 'é'e":lo = E(G' 1)
0

Problemas propuestos

11. Hallar las integrales iteradas:

1 a1 ~ - , .

(a) J‘:’ J: dedy = 1 (g) J: J; xe¥ dy dx

b) J: J: (z+y)dedy = 9 (k) f‘ f‘_' ydxdy = %

{c) J" Jd (v*+y')dy dz = %g (@) J“" e Jﬂ e pdpde = 3
r V1 0 0

(d) J: J:: vy'dy dx = % ;) JJm J‘n ptcosddpds = %

.7

2 3 w4 tag 9 secH 1
(e) f J z/y*dz dy = 7 (k) f _f pPcogtadods = 30
1 ] 0

il

]

[\

I
-

1-cosf

0 ff‘ﬁ(y+y’)dydx = % () fmfo peostadpde = %#

12, Hallar, mediante integrales iteradas, las siguientes integrales dobles, efectuando la integracién en los dos 6rdenes en los
casos que sean posibles, :

(a) de x, en la regién limitada por y = x* e y = x%, Soi. 1/20

(b) dey, en la regi6n de (a). Seol. 1/35

(¢) de x* en la regién limitada por y = x, y = 2x vy x = 2, Sol. 4

(d) de 1, en la regién del primer cuadrante limitada por 2y — x*, y = 3x y x + y = 4, Sol. 8/3; 46/3

(2) de y, en la region por encima de » = 0 limitada por yt = 4x ¢ y' = § =, Sol. 5

(f) de 1 en la region del primer cuadrante limitada por x? = 4 — 2y. Sol. 4
VIy—p

13, En los Problemas 11 (a)-(k), invertir ¢l orden de integracion y hallar las integrales iteradas que resultan.



Capitulo 64

Centro geométrico y momentos de inercia de areas planas

ARYEA PLANA MEDIANTE UNA INTEGRAL DOBLE. En el caso de que f(x, y) = 1, la integral de-
finida en el Capitulo 63 adquiere la formajzj‘ dA,que, en unidades de volumen, es el correspon-

R
diente a un cilindro de altura unidad y, en unidades de superficie, representa el area de la regién R.

(Ver Problemas 1-2.)

ny(8)

8
En coordenadas polares, 4 —= j‘ f dA = f f pdpdf, donde 0 = a, 6 = B, o, (9),
R a 91(0)

y 04(0) se toman de forma que quede recoriida la regiéon R.
(Ver Problemas 3-5.)

CENTRO GEOMETRICO. Las coordenadas (%, %) del centroide de una regién plana R de 4rea

A = J‘f dA satisfacen las relaciones
N AE=M, y A-§=M,
o :z-ffdA:ffdi y ﬂ-ffdA=fydA
R R R R

(Ver Problemas 6-9.)
EL MOMENTO DE INERCIA de una regién plana R con respecto a los ejes coordenados viene dado por

I = ffyﬂdA e I, = ffodA
R R

El momento de inercia polar (momento de inercia con respecto a una recta que pasa por el
origen y es perpendicular al plano del area) de una regién plana R viene dada por

Iy = I.+1, = ff (z2+9y?) dA
? (Ver Problemas 10-12.)

Problemas resueltos

1. Hallar el 4rea limitada por la pardbola y = x* y la recta y = 2x + 3. ' ¥ @.9)
Trazando franjas verticales (ver Fig. 64-1), tenemos

[TTY ]

t:]
A = J'f dy dz
-1 Fe ]

3
= f (2x + 3 —x%) dz -1
-1

32/3 unidades de superficie

It

Fig. 64-1
311
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2. Hallarel dreca comprendida entre las pardbolasy® =4 —x¢)y® = 4 — 4x,
Integrando por franjas horizontales (ver Fig. 64-2) y teniehdo en

cuenta la simetria que se observa en la figura, v
s g 0,2)
A = 2f f dx dy
o 1-y2/4
2 4 H x

= 2 [a-v— - 1say 5

02
= of a-ta

0
= 8 unidades de superficie. 0, —2)

Fig. 64-2

3. Hallar el area exterior a la circunferencia ¢ = 2, e interior a la cardiocide
0 =21 4+ cos 0),

Dada la simetria, el drea pedida es igual al doble del area barrida al
variar @ desde 8 = 0 hasta § = }=n. Asi pues,

/2 2(1 + cos 0) ™ 2(1 + con0)
2f f pdods = 2f Epi, de
[} 2 ° ’

A

w2
4f (2 cos 9 + cos? @) do
1)

‘ e
4 [2 seng + %0 + %sen 20] = (r + 8)unid.de sup.
[1]

4. Hallar el area interior a la circunferencia ¢ = 4senf y exterior a la
lemniscata ¢® = 8cos 2 6.

El area pedida es igual al doble de la correspondiente del primer
cuadrante limitada por las dos curvas y la recta § = 4z. Obsérvese que el
arco A0 de la lemniscata se genera al variar 8 desde 0 = 7/6 hasta 8 = n/4,
mientras que el arco AB de la circunferencia lo hace al variar 0 desde
f# = n/6 hasta 8 = =/2. Este area conviene dividirla en dos partes, una
por debajo y otra por encima de la recta 8 = z/4. Asi, pues,

T4 40en 6 T/2 4oen 0
2f f dode + 2f f dp do
2V 2cos 260 pae 0 poe

A =
/6 e
e w2
= f (16 senz@ — 8 cos 26)de + f 16 sen® ¢ de
w/e me
= (§2 + 44/3 — 4) unidades de superficie
+ 0
§. Hallar N = f e~ dx.
0
+o + o0 v
Como f e-*dx = f e~v dy,
[] 0

+a + 0
N = j e dx 'f e dy
° o
* % +a
= J‘ f e~ de dy = J‘J‘ruu,hm
0 1] B

Pasando a coordenadas polares (x! + y* = @', dA = p do d9),

/2 + o w2 a 1 /2 e
N2 = f f et pdpde = f { lim (—&e—ﬁz)] }dﬁ = = f de = —
0 0 o a=+o o 2J, 4

y N =v=/2

Fig. 64-5
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6. Hallar el centro geométrico del area plana limitada por la pardbola y = 6x — x*
y larecta y = x. ¥

A = {fdA _ J:j 125

gr—z2

5
dydx = f (bx —x¥)dx = 6
[}

8z - 12

5 5
625
My:jfxd(l :f f x dydx :f (5x2—x’)dx 2*1?
R o = 0
5 J6x—2? {(5,5)
M. = ffydA = f f y dy dx
R o *
8 625
= 2 (Ga-aty - hax = %P
2 x
0 .
s .M 0 \
Luego, £ = T’ =5 g = 4 = S, y las coordenadas del centro geo-
métrico son (3, 5). Fig.64-6
7. Determinar el centro geométrico del drea plana limitada por las pardbolas y = 2x — x'e y = 3x? — 6x.
2 2¢— a2 2 16 V
A = ffdA = ff dydzx = f (8x — 4x?) dx = 3
R [] 322 -6z 0
2 25—z 2 16 o 2,0 X
M, = ffdi :f f x dy dx =f (8x* — 4% dx = 3
R 0 3zl -6z ]
2 25— x2
M, = ffydA = ff y dy dx
R 0 3a2-6x
1 ¢ 64
= 3 f {2 — «¥)? — (32> —6x)}dx = — 15
o Fig. 64-7
M, 4 .
Luego, £ = —A;i =1,9 = T’ =—3 el centro geométrico es el pun-
to(l,—4).
v
8. Hallar el centro geométrico del drea plana exterior a la circunferencia ¢ = 1 ¢ in-
terior a la cardioide ¢ = 1 4 cos 8. (Ver Fig. 64-8.)
De la figura se deduce que y = 0 y que es la que corresponde a la mitad
situada por encima del eje polar. Para esta ultima édrea,
z

/2 1+cosf
A = f dA = f f p dp de o
1] t

R

mie
= %f {(1 +coss) —1%Yds = m+8
0

8
1+cosl

w2
M, = ffdi = f f (pcos8)p dp de
L) ¢ 1

1 ™ Fig. 64-8
= -§f (3cos*s + 3cos® e + cos*e) ds
[}
173, . 3 se . 3. .1 1 ™ 1B+ 32
— 3|:§o +Isen2ﬂ+356na scn a+88+zsen28+3zsendal = &

157 4 12 )

Las coordenadas del centro geométrico son (m 8

9. Determinar el centro geométrico del rea intetior a ¢ = sen @ y exterior a ¢ = 1 — cos 8. (Ver Fig. 64-9.)

/3 . send 1 /2 4 —
A = ffdA = J f pdpde = —f (2cosé — 1 — cos28)ds = 7
2 4
R 0 1 - cos 0
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wie
M, = ffdi f f (pcos 8)p dp de ¥

—cos @
/3 l
= 3f (sen®¢ — 1 + 3cosd — 3cos’d + cos’8)cosé db
_ 157 — 44 x

T/ senf
M., = ffydA = f f (p sen @) p do dé
[] 1—conB
7 .
= 3J (sen®*# — 1 + 3cosd — 3cos’e + cos®g)seng ds

3r —4 Fig.64-9

48

15n —44 3n—4
124—n)’ l2(4--n))

10. Hallar L, I, ¢ I, del 4rea limitada por el lazo de y* = x*(2 — x). v
3 xVe-z 2
A = f dA = Zf f dydx = 2f V2 —x dx o
R 0 [ ] 00 J_ 0
° 32\/2
= —-4f (222 —29dz = —4 I:% 2 — %25] = 5
Ve Ve

Las coordenadas del centro geométrico son (

haciendo el cambio 2 — x = r8, Fig. 64-10
2 zVi-=x 2 3
I. = ff yrdAd = Zf f ydydx = 3 f x}2 — x)¥*dx
a o Y ° . /3
4 ' 418 12 2 1 2048v2 64
== (2—2)2'dz = ——[—z’——z’+—z’——z“] = —mr— = 9314
3 Ny 3|5 7 3 11 Jz 3465 231
2 zVe-=z 3
I, = ffx’dA = 2f f P dydx = 2f V2 —x dx
R ° L 0
0 ¢ 242
= —4f 2—2)%%dz = —4 [gz“ = %z‘ + %z’ —%z’] = I—OBW\/: = %A
Vi '
_ 13312y/2 416
I = I. + Iy W = EI—A .
11. Hallar I, I, e I, del irea del primer cuadrante exterior a la circunferencia p = 24 ¥
e interior a l1a circunferencia ¢ = 4acos 8.
™3 4a cos O z
A = f dA f f p dp do w
T
2- +3v3
= f {(4a cos 8)* — (2a)t}ds = 1——3—[—0.’
2 Fig. 64-11
™3 1acon 1 w43
L= ffwan = {f wenareddr = 7 (Hacose) = @Ysente ds
R (] fa 0
ma + 93 47 +9V3
= 4a‘f (16 cos*# — 1)sen* 6 dg = ér—s-ECt‘ = —iaﬁfi
2(2r + 3V/3)
T3 1a coxn @l
12» + 11 12y + 11y3
L, = ff z'dA = f J (peosé) pdpile = "T\Ea‘ = Ma’x‘l
. o Yo 2(2r + 3V/3)
] 2 213
o= L+q = DAV Be42VE

3 2 +3V3
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

‘Hallar I, 1, e I, del &rea del circulo ¢ = 2(sen 6 + cos 6).

Como x* + y* = o,

%ﬂ- 2(send + cos )
I, = f (£ +yH)dA = f% f prpdpde
1%

B

= 4J {sen¢ + cos ) ds

_1,,-
= a3 = cos2s — Leends| = e =
= 2 cos 8 = T =

-4

34

De la Fig. 64-12. se deduce que I, = I,. Luego I, = I, = }I, = }A.

CENTRO GEOMETRICO Y MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS PLANAS

Fig. 64-12

Problemas propuestos

Hallar mediante una integral doble las dreas siguientes:

(@) lalimitada por3x + 4y =24, x =0,y = 0. Sol.
(b) lalimitadaporx +y=2,2y=x+ 4,y =0. Sol.
(¢) la limitada por x* = 4y, 8y = x* + 16. Sol.
(d) la interior a @ = 2(1 — cos 0). Sol.
(e) lalimitada por ¢ = tag@sec @y 0 = 7/3. Sol.
(f) laexterior a ¢ = 4 ¢ interior a ¢ = 8 cos 0. Sol.

Determinar el centro geométrico de las dreas siguientes:

(@) la del Problema 13(a).

(&) la del primer cuadrante del Problema 13(c).

(c) la del primer cuadrante limitada por y* = 6x, y =0, x = 6.
(d) lalimitadapory* =4x,x*=5—2y,x =0,

(f) la del Problema 13(e).

(g) la del primer cuadrante del Problema 13(f).

ff rawaa =

Hallar I, e I, de las 4reas siguientes:

(a) la del Problema 13(a). _
(v la limitada por y* = 8x y la ordenada del punto x = 2.
(¢) lalimitadapory =x'ey =1x.

(d) lalimitadapory =4x—x'ey = x.

Hallar 1, e I, de un lazo de g* = cos 26,

Hallar I, de las dreas siguientes:
(a) unlazo de ¢ = sen 26. Sol. 34 »)

24 un
6 un.

. sup.
sup.

32/3 un. sup.
67 un. sup.

V3

un, sup.

8(8= + 4/3) un. sup.

Sol.

Sol

Sol.
Sol.

Sol.

Sol. (8/3,2)

Sol. (3/2, 8/5)

Sol. (18/5,9/4)

Sol. (13/40, 26/15)

(e) la del primer cuadrante limitada por x* —8y + 4 =0, x* = 4y, x = 0. Sol. (3/4, 2/5)

Sol. (3V3, 6/5)

167 + 64/3 22
‘\224+3v3 22+3v3

1 (P 8 90
Demostrar que si _f [0%(6) — 97(0)] do = f f pdpde = ff dA, se verifica
2 o o - R

Sol.

315

f flpcos e, psens) p dp do

R

124

[

I.—64, I, =#A
L1, =184, 1,
IL.=gA 1,

la limitada por g = 1 + cos 0. Sol. 334



Capitulo 65

Volumen limitado por una superficie
Integral doble

EL VOLUMEN LIMITADO POR UNA SUPERFICIE de ecuacion z = f(x, y), o bien z = f{p, 0), es
decir, el volumen de una columna vertical cuya base superior estd en la superficie y la base inferior

en el plano xQy, viene definido por la integral doble V = j‘jadA siecndo R la regién que consti-
tuye la base inferior de la columna.

Problemas resueltos

1. Hallar el volumen en el primer octante comprendido entre los planos z =0y z = x + y + 2 e interior al cilindro
x? + y? = 16,

De la Fig. 65-1 se deduce que hemos de integrar z = x -+ y + 2 segun el cuadrante del circulo x* -+ ) = ]6 en el
plano xOy. Por consiguiente,

4 ~vie-a2 4 — :
Vv = ffsz = f f (z+y+2)dyde = f (x\/16—x2+8—%_,x‘+2\/16—:t’)d:c
A .

] 0

= [—% (16 —29)¥* 4+ 8x — — + x\/16 — * + 16 arcsen 5 :l (1—2§ + 87r> unidades de volumen

z

Fig. 65-1 Fig. 65-2

2, Haliar ¢l volumen limitado por el cilindrox* + y* = 4 ylosplanosy + z=4yz = 0.

De la Fig. 65-2 se deduce que hemos de integrar z = 4 — p segin el cuadrante del circulo x* 4+ y* = 4 ¢n el pian-
no xOy. Por consiguiente,

f J‘ (4—y) dedy = 2f f (4 y)dz dy = 167 unidades de volumen
4~ y’ !

316
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3. Hallarel volumen limitado por el paraboloide x? + 4y* == z, el plano z = 0 y los cilindros y? = x y x* = y(ver Fig. 65-3).

El volumen pedido se obtiene por integracién de z == x® + 4y% en la region R comun a las pardbolas * = xyx? = y
en el plano xOy. Por consiguicnte,

v ' s NV 3
vV = f f (r*+ 4yt dy dz = f (x’y + 51;’)] dxr = 7 unidades de volumen
o x2 =2

4. Hallar el volumen de la porcion de cilindro 4x2 + y* = g® comprendida entre los planos z = 0 y z = my (ver Fig. 65-4).

E! volumen se obtiene integrando z = my segin la mitad de la elipse 4x* + y* = a®. Asi pues,

a/s s a/e Vel—az2 ma’
Vv = 2f f my dy dex = fmf y’:l de = 5 unidades de volumen
[ ] 0 0

]

(§0.0,0) 4

Fig.65-6

Fig.65-4 Fig. 65-5

5. Hallar el volumen limitado por el paraboloide x2 + y* = 4z, el cilindro x® + y* = 8y y el plano z = 0 (ver Fig. 65-5).

El volumen nedido se obtiene integrando z = }(x® + y?) segin el circulo x® + y® = 8y. En coordenadas cilindricas,
el volumen se obtiene al integrar z = }¢* en el circulo ¢ = 8 sen 6. Por tanto,

T 8sen 8 1 C g 8eend
v = ffsz = ff wdpds = fo ot dp de
R [ o 0 []

T 8een 8 L
= %f p‘:l de = 256J' sen*sd d8 = 967 unidades de volumen
0 [ 0

6. Hallar ¢l volumen que s¢ ¢limina cuando a una ¢sfera d¢ radio 2a s¢ l¢ practica un taladro de radio a de forma que ¢l
eje del orificio sea un didmetro de la esfera (ver Fig. 65-6).

De la figura sc deduce que ¢l volumen pedido es igual a ocho veces ¢l correspondicnte al del primer cuadrante
limitado por el cilindro g* = &%, la esfera p® + 2! — 44® y el plano z = 0. Este dltimo volumen se obtiene integrando

z = v/4a® — p* en un cuadrante del circulo ¢ = a. Por tanto,

/8 o /8
Vv = Sf f Vi —plpdpds = %f (8a® — 3V/3aV)ds = %(8 — 8V/3)a’ unid. de vol.
(] [ 1] 0
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Problemas propuestos

7. Hallar el volumen limitado por 9x? + 4y* -+ 36z = 36 y el plano z = 0. Sol. 37 unidades de volumen.

8. Hallar el volumen limitadp por z = 3x y por encima del drea del primer cuadrante limitada porx =0,y =0, x = 4,y
x? 4 y* = 25. Sol. 98 unidades de volumen.

9, Hallar el volumen del primer octante limitado por x* + z =9,3x + 4y =24, x =0,y =0y z = 0.
Sol. 1485/16 unidades de volumen.

/
10. Hallar ¢l volumen del primer octante limitado por xy =4z, y = xy x = 4. Sol. 8 un. vol.
11. Hallar ¢l volumen del primer octante limitado por x2 + y2 =25y z = y. Sol, 125/3 un. vol.
12. Hallar el volumen comiin a los cilindros x% 4 y? = 16 y x* 4 2% = 16. Sol. 1024/3 un. vol,

13. Hallar el volumen del primer octante interior a y? 4+ z% = 9 y exterior a y* = 3x,  Sol. 27a/16 un. vol.

14. Hallar ¢l volumen del primer octante limitado por x2 + 22 =16y x —y = 0. Sol. 64/3 un. vol.

15. Hallarel ;/olumen delantede x = O0ycomunay® + z2 = 4ey? + 2t + 2x = 16. Sol. 287 un. vol.

16. Hallar ¢l volumen interior a ¢ = 2 y exterior al cono z? = g2, Sol. 3273 un. vol.

17. Hallar ¢l volumen interior a y2 4+ 22 = 2 y exterior a x® — y* — z%? = 2, Sol, 87(4 — 4/2)/3 un. vol.
18. Hallar el volumen comiin a ¢* + 2z = a®y o = asenf. Sol. 2(3n — 4)a®/% un. vol.

19, Hallar el volumen interior a x* + y® = 9, limitado inferiormente por x + y? + 4z = 16 y superiormente por z = 4.
Sol. 817/8 un. vol.

20. Hallar el volumen limitado por el paraboloide 4x* + y® = 4z y el plano z —y = 2. ASol. 9m un. vol.

21. Hallar el volumen generado al girar la cardioide ¢ = 2(1 — cos #) alrededor del eje polar.

Sol. V =2n JJ y odp dd = 64n/3 un. vol.

22. Hallar el volumen generado al girar un pétalo de ¢ = sen 28 alrededor de su eje. Sol. 327/105 un. vol.

23. En una esfera de radio 2 (unidades de longitud) se practica un taladro de seccidén cuadrada de lado igual a 2 (unida-
des de longitud), siendo su eje un didgmetro de la esfera. Demostrar que el volumen ¢liminado ¢s %(Zﬁ—l— 197
— 54 arc tagy/2) unidades de volumen,



EN EL CALCULO DE LA LONGITUD DE UN ARCO sc efectian las operaciones siguientes: (1) Se

1.

Capitulo 66

Area de una supefficie

Integral doble

proyecta el arco sobre uno de los ejes coordenados determinando un cierto intervalo sobre el eje

y (2) se integra la funcion ] 1+ (%), st la proyeccion se realiza sobre el eje x, 0 bienl/l + (a’
x

si la proyeccion se realiza sobre el eje y, en el intervalo anterior.

Para calcular el area S de una porcién R’ de una superficie z = f(x, y) se sigue un procedimiento

analogo:

(1) Se proyecta R’ sobre uno de los planos coordenados determinando una regién R en dicho

plano.

(2) Se integra, en la regién R la funcién

2 2
0z oz .
S = ff Jl + (%) + (@) dA, si R’ se proyecta sobre xOy
R
ox : . 2
X .
§ = _{f \/1 + (55) + (a_z> dA, si R’ se proyecta sobre yOz

Q| @
S

4

SR

2 2
) + (a_y> dA, si R’ se proyecta sobre zOx

Problemas resueltos

Sea R” una region de irea S sobre la superficie z = f(x,)).
Por ¢l contorno de R’ pasa un cilindro vertical (ver
Fig. 66-1) que corta al plano xOy segiin la regiéon R. Se
divide R en n subregiones 4A4, (de dreas 4A4,) y sea 4S;
el drea de la proyecciéon de A4, sobre R’. Se elige un
punto P; en cada subregién AS; y se traza en él, el plano
tangente a la superficie, siendo A7; el area de la proyec-
cién de AA, sobre este plano tangente. El valor 47} es
una aproximacion del area 4S;.

El dngulo formado por el plano xOy» y el plano
tangente en P; es igual al angufo y; formado por el

eje z, [0,0,1] y la normal, [— %" -—%—, l] =
oz az . .
[_W’ — 1] a la superficic ¢n P;, Es decir,
cosy, = 1

319

Fig. 66-1
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Por tanto (ver Fig. 66-2),
AT;~cosy;, = AA; y AT, = secy, - 4dA;

n n
Luego, una aproximacion de Ses 3 AT, = 3 secy.* AA,y

i=1 i=]

S lim X secy a4, = ffsecy-dA
n— +wi=1 £
= JIN(E) () 1
Fig. 66-2

2. Hallar el drea de la porcion del cono x? + y? = 3z2situada por encima del plano xOy e interior al cilindro x? + »? = 4y,

il

Fig. 66-3 Fig. 66-4

Solucion 1. 1a proyeccion del area pedida (ver Fig. 66-3) sobre el plano xOy es la regién R limitada por el circulo
x? + y* = 4y, Para el cono,

9z _ 1 x __AL,
ox 3 2z’ oy 3

)

y 1+ (g:> *'(3—92 = & +9)f:'+ v = 192: = ';‘
az\' 7oz Vot 2 v No-p
S = ff J1+ +<@> f Jmfd:c dy = 2(E>J‘ f dz dy

4+
= % f Viy—vidy = 83£1r unidades de superficie
3%

NIQ

Solucién 2. La proyeccién de la mitad del area pedida, sobre el plano yOz, es la regién R limitada por la recta

y= V3zyla pardbola y = §z?; esta ecuacion se obtiene eliminando x en las ecuaciones de las dos superficies. Para
el cono,

T _ _y 9z _ 3 L (22N (o= o Byt | 122 122
9y 2 9z =z’ 7 ay 9z - x2 Tz T 32—yt

Luego,

RN TURE SRR Rl

2
Solucidn 3. Empleando coordenadas cilindricas en la Selucidn 1, hemos d¢ integrar Ja funcion 4 (1 + (g;) + (g—;)

a lo largo de Ia regidn R limitada por la circunferencia ¢ = 4 sen 0. Asi pues,

ff —dA J.J,amo_pdpda - %J’;"ﬂ’]zuudc

6 8v3
N \[3- f sen?e d¢ = —E\(——v unidades de superficie
1]

2
vy

S
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3. Hallar el area de 1a porcidn del cilindro x? + 22 = 16 situada dentro del cilindro x* + »* = 16 (Fig. 66-5).

En la figura, se representa la octava parte del area pedida, y su proyeccidn sobre €l plano xOy constituida por un
cuadrante del circulo x? + y* = 16. Para el cilindro x? 4+ z* = 16.

2 oz oz _ oz \' az\' _ a4z 16
az - zn ay hand 0, y 1 +<£> +<£> = z, = 16—9;’

4 Vie-s2 4 4 .
S = Sf f ———dydx = 32j‘ dx = 128 unidades de superficie
) V16 —a? S

Luego,

Fig. 66-5 Fig. 66-6

4. Hallar el 4rea de la porcién de la esfera x® + y* + z3 = 16 exterior al paraboloide x* + y* + z = 16 (Fig. 66-6).

En la figura, se representa la cuarta parte del drea pedida, y su proyeccién sobre el plano y0Oz constituida por la
region R limitada por la circunferencia y* + z® = 16, los ejes y y z y la recta z = 1. Para la esfera,

= _ _y = _ _z az\' (ez\' _ Beytea _ 16
oy =z’ 9z = 7 . +(6y> +<az - xt T 18-y —2
Luego " Vi s
s o= affi+ @ (B - of T e
A Y lsﬁys_zi
16J-1 ] }""' 16_[ d 8r unidades de superfici
= arc sen —— b4 = =7 az = 7 unidades de supericie
¢ V16 — 2% e

5. Hallar el irea de la porcion del cilindro x? + y? = 6y situada
dentro de la esfera x* + y* + z* = 36 (Fig. 66-7).

En la figura, se representa la cuarta parte del drea pedida, su
proyeocnén sobre el plano yOz constituida por la region R limitada
por los ejes z e y y la parabola z* + 6y = 36. Esta tltima ecuacion
resulta de eliminar x en las ecuaciones de las dos superficies. Para

el cilindro,
8-y
oY x ' 8z
y 2
8\ | fax\' _ 2 +9—6y+y _ 9
! +<31/> +<02> B z* T oey—yt
Luego
ﬂﬂ 8y
s = f f —dz dy
0 611 ¥
= -£ = 144 unidades de superficie Fig. 66-7
f. Vi ‘
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10.

11.

- 12,

13.

14.

15,

AREA DE UNA SUPERFICIE — INTEGRAL DOBLE [CAP. 66

Problemas propuestos

Hallar el area de la porcion del cono x* + y* = 2* interior al prisma vertical cuya base es el tridngulo limitado por las
rectas y = x,x =0e y = 1 en el plano xOy. Sol. &\/2 unidades de superficie.

Hallar el 4rea de la poicion del plano x + y + z = 6 interior al cilindro x* + y* = 4.
Sol. 44/3z un. sup.

Hallar el drea de la porcion de la esfera x? + y% + 22 = 36.interior al cilindro x? + y* = 6y,
Sol. 72(n — 2) un. sup.

Hallar el drea de la porcion de la esfera x* + y? + 22 = 4z interior al paraboloide x? 4 y% = 2z,

Sol. 47 un. sup.

Hallar el drea de la porcién de la esfera x® + y? + z? = 25 entre los planos z = 2y z = 4.

Sol. 207 un. sup.

Hallar el drea de la porcién de la esfera z = xy interior al cilindro x* + y? = 1.
Sol. 27(24/2 — 1)/3 un. sup.

Hallar el 4rea de la superficie del cono x? + y* — 9z? = ¢ encima del plano z = 0 e interior al cilindro x® + y? == 6y.
Sol. 34/ 107 un. sup.

Hallar el drea de la parte de la esfera x? + y? + z? = 25 interior al cilindro eliptico 2x? + »? = 25.

Sel. 50x un.sup.

Hallar el 4rea de la superficie de x2 + y% — az = 0 que estd situada directamente encima de la lemniscata 4¢? = a2 cos 20.

4 2
Sol. § = ff\/'ﬂpz-}-a’pdpdﬂ = %{g——%} un, sup.

T a

Hallar el drea de la superficie de x2 + y? + z2 = 4 que estd situada directamente encima de la cardioide ¢ = 1 — cos 6.

Sol. 8[7 — /2 —In{(v/2 + 1)] un. sup.



Capitulo 67

Integral triple

LA INTEGRAL TRIPLEffff(x, ¥, z) dV de una funcidn de tres variables independientes extendida
R

a una regién cerrada R de puntos (x, y, z), de volumen V, en la cual la funcién es uniforme y con-
tinua no es mas que una generalizacién del concepto de integral simple y doble.

En el caso de que f(x, y,z) — 1, la integralfff f(x, y, z) dV representa la medida del volumen
R
de la region R.

CALCULO DE LA INTEGRAL TRIPLEffff(x, ¥, z) dV en coordenadas rectangulares.

¥y (r) zylz, y)
ff f(x,y,Z)dV == J‘ f CU y,z)dzdyda:
R 1657 2(x,¥)
zylx, v)

zy(y)
= f f f f(z,y,2)dzdz dy, etc.
(J: v)

Il(y)
tomando los limites de integracion dc forma que cubran la regién R.

CALCULO DE LA INTEGRAL TRIPLE ffff(g, 0, z) dV en coordenadas cilindricas.

0o(0) z,(p,0)
ffff(p,o,z) ff J’ Fp, 0,7) pdz dp d6
R 0,(8) z (p,0)

tomando los limites de integracion de forma que cubran la regién R.

CALCULO DE LA INTEGRAL TRIPLE ffff(e, ¢, 0) dV en coordenadas esféricas.
R

S  to0ar = 177 (7 fo0,0 2 seng do d
R 1 N

(9,8

tomando los limites de integracion de forma que cubran la region R.

CENTRO GEOMETRICO Y MOMENTOS DE INERCIA. Las coordenadas (&, 7, z) del centro geo-
métrico de un volumen satisfacen las relaciones

xj;f dejj;fjde, ﬂj;fde:j! ydv,
zj,;f dV:j;ffde

Los momentos de inercia de un volumen con respecto a los ejes coordenados vienen dados por

:ff W +29)dV, I,zfﬂ-(z“rw”)d"
- jfj(x“ry?)dV
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Problemas resueltos

Consideremos la funciéon f(x, y, z), continua en una regiéon R del espacio. Cortando a R por una serie de planos pa-
ralelos, x = &, ¥y = 1y y z = &, dicha region queda dividida en paralelepipedos rectos de volumen A4V, = Ax; + dy; « Az,
y en cierto numero de paralelepipedos incompletos que ignoramos. En cada uno de los paralelepipedos completos se
elige un punto Py (xi, ¥, Z:) al que corresponde el valor f(x;, y;, z), y formamos la suma

() E e,y ze) AVie = E flzxs, ¥y, 2) Axs AY; Aza

i
L,....n i=L ...,
k=1,..

La integral triple de f(x, y, z) extendida a la region R es, por definicion, el limite de (i) cuando el numero de paralelepipedos

crece indefinidamente de forma que las tres dimensiones de cada uno de ellos tiendan a cero.

Para hallar este limite, se pueden sumar, en primer lugar, todos los paralelepipedos que tienen dos dimensiones
iguales a 4,x y 4,y considerando / y j constantes, y calcular el limite cuando 4,z — 0. Asi pues,

p zg
lim X f(ew, yj, 2} Az A Ajy = f J(xi, y3,2) dz Az Ay
2

p= tawk=1

Ahora bien, estas son las columnas de las subregiones de la base consideradas en el Capitulo 23; por consiguiente,

im 3 S sVe = [([ievoddaag = f f f@, v, 2) dz dy dw

m-—+x i=1,.,,,m

n=+o i=1, ..,n

p=+= k=1, _,,p
Hallar.

(a) fl fl_: f!—: zyz dz dy dx
° = fl [fl—x{fz-: xY2 dz}dy :l dx

FLE R oo - L]

[

J‘ ! [xy’(24— x)?
0

miT 1 2
(b) f ff zp?sen 6 dz dp dé
o Yo %o Tt Al g
= =N
=%
[} []

1
2 T/2
3 f 3

0

(c) fﬂ f,m J‘m‘b sen2¢ dpdpdé = ZJ" Jﬂm sengpdods = 2fﬂ 1- -&\/E)dl) = (2- \/2_)11

0 ¢

y=1-x ! 13
:|dx = %J; (4z —122° + 132° — 62* + 2 dz = o0

2 mie 1
prsengdpds = 2f f p? sen § dp dé
o .

0 0

/e

sene deg = —%coso = 2/3

[}

Hallar la integral triple d¢ F(x, y, 7) = z ¢xtendida a la region R del primer octante limitada por los planos y = 0,7 = 0,
x+y=2 2y +x =6y clcilindro y* + z® = 4 (ver Figura 67-1).

Integremos primero con respecto a z, desde z = 0 (plano xOy) hasta z = 4/4 — y® (cilindro); luego, lo hacemos
con respecto a x, desde x = 2 — y hasta x = 6 — 2y, y finalmente con respecto a y, desde y = 0 hasta y — 2. En estas

condiciones,
3 ety V4A-yl ‘2 e-3y Vi
f f f zdadady = j J (1}2’)] dx dy
0 -y 0 0 2—y o

[ zav
= %Jﬂn _L‘:“ @-y)dedy = %fog (4—y’)z1—udy = 2—3§

-y

I
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3,0)

Fig. 67-1 Fig.67-2

4. Hallar la integral triple de f(p, 0, z) = p? extendida a la region R limitada por el paraboloide 9> =9 — z y el plano z = 0
ver Figura 67-2).

Integramos primero con respecto a z, desde z = 0 hasta z = 9 — p?, a continuacion con respecto a g, desde p = 0

hasta p = 3, y finalmente con respecto a 6, desde 6§ = 0 hasta § = 2a. Por tanto,

16-:2
5. Demostrar que las integrales (a) 4f f f

()

(@

(b)

(0)

J;ffp’dV = J;zvj;aj;g_PLp’(pdzdpdo) = J;”J;apus—p-)dpd,

T 3 o
f e - %P")} doe = 243 4, = 23,
0 0 4 2

4 2\/: 4z — a2
dzdydz, (b) 4f f f dydxdz, vy
(x2+y2)/4 [] [] [}

ax- y’
4f f f dx dz dy representan el mismo volumen.
2/4

En este caso, z varia entre z = }{(x2 + y?) y z = 4; es decir, el volumen esta limitado inferiormente por el para-
boloide 4z = x* + 2, y superiormente por el plano z = 4. Al variar y y x, se recorre un cuadrante del circulo
x® 4 y® = 16, z = 0, la proyeccion de la curva de interseccién del paraboloide con el plano z = 4 sobre el plano xOy.
Por tanto, la integral proporciona el volumen limitado por el paraboloide y por el plano z = 4.

En este caso, y varia desde y = 0 hasta y = v/4z —x-"; es decir, el volumen est4 limitado a la izquierda por el
plano z0x, y a la derecha por ¢l paraboloide p* = 4z — x*. Al variar x y z se recorre la mitad del area limitada pot
la pardbola x? = 4z, y = 0, la curva de interseccién del paraboloide con ¢l plano zOx y el plano z = 4. Laregion R
es la de (a).

El volumen estd limitado por detras por ¢l plano yOz y por delante por ¢l paraboloide 4z = x* + y*, Al variarze y
s¢ recorre la mitad del drea limitada por la pardbola y2 = 4z, x = 0, la curva de interseccién del paraboloide vy ¢l
plano yOz y por el plano z = 4. La region R es la de (a). )
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6. Hallar la integral triple de F(g, ¢,£) = 1/p extendida a la region R del primer octante limitada por los conos ¢ = }=
y ¢ = arctag 2 y la esfera ¢ = /6 (Figura 67-3).

Intcgramos primero con respecto a p, desde g = 0 hasta ¢ = 4/6; a continuacion, lo hacemos con respecto a ¢,
desde ¢ = }x hasta ¢ — arctag 2, y finalmente con respecto a 0, desde = 0 hasta 0= $n. Asi pies,

T2 arc tag 2
J’ J’ I f f 1t den o dp do de
R

T

arc tag 2 Tz 3. 1
3f f sen ¢ de dé = f <——— dge = _<___
o “Ymn 2 \/5

1l
Il

Fig.67-4

Fig. 67-3

7. Hallar el volumen limitado por el paraboloide z = 2x® 4 »? y el cilindro z = 4 — »2 (Figura 67-4).

Integremos en primer lugar con respecto a z, desde z = 2x? + y® hasta z = 4 — y?; a continuacién con respecto a y,
desde y = 0 hasta y = /2 — x2 (la ecuacion x 4 y* = 2 se obtiene eliminando z en las ecuaciones de las dos super-

ficies), y finalmente con respecto a x, desde x = 0 hasta x — 4/2 (obtenido al sustituir y = 0 en x* + y* = 2) determi-
nando asi la cuarta parte del volumen pedido. Por tanto,

Ve Va-z2
4 f f j didyds = 4f f ((4—yY) — (22" + 99} dy do
2z +y? 0 °
V2 2y° ot 16 Vi
4f <4y - 227y — —g—)] de = 3 f (2—x*)¥*dx = 4r unidades de volumen
0 0

0

<
H

i

8. Hallar el volumen interior al cilindro ¢ = 4 cos 6 limitado superiormente por la esfera g* | 2° = 16, e inferiormente
por el plano z = 0 (Figura 67-5).

Integremos primero con respeclo a z, desde 2 = 0 hasta z = 4/16 — g¥%; a continuacion lo hacemos con respécto
a p, desde p = 0 hasta g = 4 cos 8, y finalmente con respecto a 6, desde 8 = 0 hasta @ = =, obteniendo asi el volumen

pedido. En estas condiciones,

g 1¢as @ Vig-p? m dcos @
|4 j f f pdzdp ds = f f leG-p’dpdﬂ
o “o o 0 [}

64

64
Y (sen" 8 — 1)do = 9 (37 — 4) unidades de volumen
[}
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Fig. 67-5 Fig.67-6

9, Determinar las coordenadas del centro geométrico del volumen interior al cilindro ¢ = 2 cos 6 limitado superiormente
por el paraboloide 2z = g2, e inferiormente por el plano z = 0 (Fig. 67-6).

mi2
T
0 0

2cos 6 /e 2¢08 8

p2
f pdzdpde = 2f f p* dp do
0

o ]

1 mre 2cos § w2 3
= = f ot de = Sf costdde = —r7
2) . 2

=
Il

§if <o

e 2 cos 8 w2

)

Por simetria, 7 = 0.

M, = I;ff zdV

T2 2cos 6

=2,

pl
f pcosepdzdpds
<

R
i

2z, y

p' cos @ dp de

TS

6—4f cos® 9 de
5.,

2 cos 8

p? w2, 2cosd
f 2+pdz dpde f J o* dp d8
L L} o

mie
=,
0 o

3

32 (" 5 M., 10
—3—f cose de = —m, y 2= ===—=
0

Asf pues, las coordenadas del centro geométrico (4/3, 0, 10/9),

10, Dado un cono recto circular de radio r y altura A, determinar (a) ¢l
centro geométrico, () el momento de inercia con respecto a su eje, (0,0, 3R)
(c) el momento de inercia con respecto a una recta cualquiera que pase
por su vértice y sea perpendicular a su eje, (d) el momento de inercia
con respecto a una recta cualquiera que pase por el centro geométrico
y sea perpendicular al eje, (e) el momento de inercia con respecto a un

didmetro de la base.

Considerando el cono como se represenia en la Fig. 67-7, su ecua-

r

A z. Por tanto,

cidnes p =

v =

z
(0,0,k)

T2 . Iy
4f J‘ f o dz dp dé
3

° 0 o
E ) - I (r,0,0) %
S (b 2o
4 ®
0 )

mre
2 e f do = gk
3 o Fig. 67-7
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() El centro geométrico estd situado en cleje 7.

» w2 r h
Mo = Jffde - 4f f fz,,dzdpda
[ gp
m/3 2 i
= 2f f <h"' —— )dp de = é 2rzf = Zn-h’r’
. M
YEi= " = h Luego, las coordenadas del centro geométrico son (0,0, 34).

=2

me r h
b) I. J]‘ (2 +yHdV = 4f f f p’rpdzdpde = —l—-n-h'r‘ = ir’V
o o ho 10 10

(¢) Tomando la recta como ¢je y.

mi2 r h
f[f (2 +28) dV = 4J‘ f J‘ (p*cos?e + 2% p dz dp do
3 o o Y2p
_ w2 sk hs
p p cos? 9 + h%p — dp de
= %rh?’z <h2+—i—r"> = §<h’+%r’>1’

(d) Sea c la recta que pasa por el centroide y es paralela al eje y. Por el teorema de Steiner,

1,

I, = I. + V(ih) y I. = 2+ 1)V — SRV = S+ 4V
(e) Sea d el didmetro de la base del cono, tomado paralelo al eje y. Tendremos

L= I+ V(R = Zh+4mV + LhV = 52k + 8r)V

11. Hallar el volumen limitado por el cono ¢ = {n yla esfcra @ = 2a cos ¢ (Ver Figura 67-8).

e /4 2a cos
vV = 4ffde = f f f plsen ¢ dp de do
R
/4

[CAP. 67

32a k& L
= T3 J‘ J‘ cos’¢ seng dp de = 20"[ d¢ = na® unidades de volumen
0 0

¢

Flg. 67'8 Fig‘ 67'9
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12. Determinar el centro geométrico del volumen limitado por un cono de dngulo en el vértice igual a 60° y una esfera
de radio 2 cuyo centro estd en el vértice del cono. (Ver Figura 67-9.)

Tomando las superficies como se indican en la figura, # = § = 0. En coordenadas esféricas, la ecuaci6n del cono
es ¢ = m/6, y la correspondiente a la esfera es ¢ = 2.

™2 ~TT/8

32 T w6 '
ff dv = 4f J Jpsen¢dpd¢d0 = _3_] f sen¢ de de
[} [}

32(——1) do = §31(2—\/§)

T2 T8
M, = rffde = 4f r f pCos ¢*p*seng dp do de
"R ° Yo °

I VIR T
SJ J sen 2o dp do = 7, y 2= M:u _ 2+\/—)
° o 1

|4

d

13. Hallar el momento de inercia con respecto al eje z del volumen del Problema 12.
ATT/2 /8

L. = Jff(xz+yz)dy = J J‘ J ptsen® ¢« p? seng dp dg de
R

/2 /6 T _
= -1% f sn*gdpds = 128 ———V")f g = Sas-ovE) = 2B 52"/§V

Problemas propuestos

14, Hallar las integrales triples siguientes:

U
(a)J f J‘ dzdedy = 1
[1] 1 2
1 ¥4 Iy
(b) f J f dzdy de = 1/24
2 "o

i2-2y 4—2y/3~2/1 12 W-x/2 WA 2y/3—-x/3

(c)J f f xdzdxdy = 144 = ’ I I x dz dy dx
. . A

18- zz

(d) f f j (16~ o) pz dpdz dd = 2—2‘57

1 T 5
(e) J f f ptseng dpdgp de = 25007
[} o [}

15. (a) Hallar la integral del Problema 14(b) cambiando el orden a dz dx dy.
(b) Hallar la integral del Problema 14(c) cambiando el orden a dx dy dz y también a dy dz dx.

16. Hallar los volimenes siguientes, por medio de¢ una integral triple y empleando coordenadas rectangulares:

(@) interiora x* 4- y* = 9, encima de z = 0, y debaje de x + z =4, Sol. 36w un. vol.
(b) limitado por planos coordenados v 6x + 4y + 3z = 12, Sol. 4 un, vol.
(¢) interior a x* + y* = 4x, encima de z = 0, y debajo de x? 4 y? = 4., Sol. 67 un_vol.

17. Hallar los volumenes siguientes, por medio de una integral triple v empleands coordenadas cilindricas:
(@) Problema 5.

(b} Problema 16(c).
(¢) inferior a ¢* = 16, encima de z = 0, y debajo de 2z = y. Sol. 64/3 un. vol.
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18. Determinar el centro geométrico de los volimenes siguientes:

(@) interior a z® = xy y encima del tridngulo y = x, y =0, x = 4.
enel planc z = 0. Sol. (3, 9/5, 9/8)

(b) Problema 16(b). Sol. (1/2, 3/4, 1)
' Sol ( 64 — 95 23 78> — 128

() volumen del primer octante del Problema 16(a). 16G—1' 8z=1)’ 8Be=1

(d) Problema 16(c). Sol. (8/3, 0, 10/9)
(¢) Problema 17(c). Sol. (0, 3=/4, 32/16)

19. Hallar los momentos de inercia I, I,, I, de los volimenes siguientes:

@) Problema 5. Sol. 1 =1,=%V, I. =¥V

(b) Problema 16(b) Sol. f - vV, L, =2V, . =V
(¢) Problema 16(c) Sol. |, :ﬁ.V, I, = ﬂiv, I. =8V
(d) limitado por z = g* y el plano z = 2. Sol. I,=1,= 4%V, L. = 3§V

20. Demostrar que, en coordenadas cilindricas, la integral triple de una funcién f(g, 0, z) extendida a una regién R se puede

representar por B py® £9(p, 6)
S fonn pdzdoas
o

p1® Va0, 0
Ind. Considérese (ver Fig. 67-10) una subregi6n genérica de R limitada por dos cilindros cuyo eje sea Oz y de radios ¢
y ¢ = Ap, dos planos horizontales que pasen por los puntos (0,0, z) ¥ (0,0, z + A4z) y dos planos verticales que pasen
por el eje Oz y formen con el plano xOz los dngulos 8 y 8 + 46, Tomese dv = (pA0) Ap * 4z como una aproximacion
de este volumen. ‘

Fig. 67-10 Fig. 67-11

21. Demostrar que, en coordenadas esféricas, la integral triple de una funcién f(g, ¢, 6) extendida a una regién R sc puede

representar por B o 0B, 0
S o mn psens dp as as
« ¢108) 21, 6

Ind. Considércse (ver Fig, 67-11) una subregién genérica de R limitada por dos esferas de centro O y radios g ¥
¢ + dg, dos conos de vértices O, eje Oz y semidngulo en el vértice 4 y 4§ + Ag, y dos planos verticales que pasen por
¢l eje Oz y formen con el plano zO y los angulos 8 y 6 + A46. Toémese

AV = (g A¢) (g sen ¢ A8) (Ap) = psen ¢ Ap A A6

como una aproximacion de este volumen.



Capitulo 68

Cuerpos de densidad variable

LOS CUERPOS HOMOGENEOS con los que hemos tratado en los capitulos anteriores se considera-
ron como figuras geométricas de densidad é = 1. La masa de un sélido homogéneo de volumen V
y densidad é viene dada por m = V.

La masa elemental dm de un sélido no homogéneo cuya densidad varia de punto a punto viene

dada por:
o(x, y) ds para una linea material (por ejemplo, una varilla fina),
a(x, y) dA para una superficie material (por ejemplo, una hoja de metal delgada),

&(x, y,z) dV  para un sélido material.

Problemas resueltos

1. Hallar la masa de una varilla semicircular sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional a su distancia al
didmetro que une sus extremos.

Tomando la varilla como se indica en la Fig. 68-1, 8(x, y) = ky.

dy 2 _r
ds = 1+(5=)de = —dzx
dx Yy

Por tanto, de x* + y® = r?,

y m = f&(m,y)ds — f ky-;;dz = k,:rjv dxr = 2kr® unidades
v Y Y
P(z,y)
7
P(z,3) AN
2
(-r,0) A(r,0)
') 0 x
| x > 2P(z,y)
(-r,0) 0 (r,0) ,(” &y
o z
2
Fig. 68-1 Fig.68-2 Fig. 68-3

2, Hallar 1a masa de una placa cuadrada de lado & sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional al cuadrade
de su distancia a un vértice (Fig. 68-2).

Tomando el cuadrado como sc¢ indica en la figura, de forma que uno de sus vértices coincida con el origen,
A(x,y) = k(x* + »9), ¥y

m = ‘[f §(z,y)dA = J; J:k(z’+y’) dedy = kJ; (Ja° +ay*)dy = gka' unidades

331
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5.

6.

CUERPOS DE DENSIDAD VARIABLE [CAP. 68

Hallar la masa de un plato circular de radio r sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional al cuadrado de su
distancia a un punto de la circunferencia (Fig. 68-3).

Tomando el circulo como se indica en la figura, llamando A4(r, 0) al punto fijo elegido sobre la circunferen-
cia 6(.\?, J’) = k{(x_r)‘ + yz}v Yy

» r Vol- g2
m = f f Sz, y)dd = 2[ f k{(z—r + ytdy de = gkm-*unidades
R

=yt o

Determinar el centro de masas de un plato cuyo contorno es un arco de la parabola y® = 8x limitada por la ordenada
en el punto x = 2, sabiendo que la densidad en cada punto es igual a su distancia a dicha ordenada. Ver Fig. 68-4.

Sera, d(x, y) = 2—x y por simetria § = 0, Para la mitad superior de la placa.

4 2 4
= _ _ _yv. v _ 64
J;fa(x.y)dA = J;J;l/a k2—2)dedy = kj; (2 4+128>dy = 15k’
4 2 k 4 4 y" ys 128
{fa(x,y)di = J;J’m kR—z)xdxdy = J;(§—6~4+———24_64>dy = 35k
6

3
[

X
Il

¥

m 7

. Las coordenadas del centro de masas son (%, 0)

y 2, 0

G

o (z, ¥) 2

Fig. 68-4 Fig. 68-5 Fig. 68-6

Determinar el centro de masas de un plato cuyo borde presenta la forma de media cardioide de ecuacion o = 2(1 + cos ),
sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional a su distancia al polo (Fig. 68-5).

04 2(1 + cos ) 8 T 20
m = ff 8(p,0)dA = f f kpepdpde = §kf (14 cose)’ds = kar,
. R ] 0 0 l
T 2(1 + cos®)
M, = ffa(p,o)ydA = f f kp+pseng«pdpde
R o 0
- 4kf (1 + cose)'sengds = . lsﬁk,
o
T 2(1 + cos §)
M, = ffS(p,a):ch = f f kp*pcoso-pdpde = 14k=n
R‘ [} 1]
M, 21 M., 9 . 21 96
Luego £ = =10 Y= m 257 Y las coordenadas del centro de masas son (1—6' %)

Hallar el momento de inercia, con respecto al eje x, de un plato cuyo contorno es un arco de la curva y = sen x y el
eje x, sabiendo que la densidad de cada punto es proporcional a su distancia al eje x (Fig. 68-6).

senx w

‘ . ‘
m = ff Sz, y)dd = I J kydyds = %k I sentx dx = ‘41-k7:'
R “o ] .

o
I, = ff Sxr,mytdd = I f kyry*+dydx = Sk I sente de =
o J,o. .

[N JFn

o 0 o
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Hallar 1a masa de una esfera de radio r sabiendo que la densidad en cada punto es inversamente proporcional al cua-

drado de su distancia al centro (Fig. 68-7).
k k
Hipre Y

4
/2 m/2 I‘k
o fff&(x,y,z)dV = sf f f X e ot sen g dp dp do
o 0 0
" T/ e
= Skrf J‘ sen ¢ d¢ da
0 0

Tomando la esfera como indica la figura, é(x, y, z) =

w2
Sk‘rf de = 4k»r unidades
[]

|2

P(z,y,3) 2

Fig. 68-7 Fig. 68-8

Determinar el centro de masas de un cilindro circular recto de radio r y altura A sabiendo que la densidad en cada punto

es proporcional a su distancia a la base (Fig. 68-6).

Tomando el cilindro como se indica en la figura, su ecuacién es ¢ = r, ¥ el volumen a considerar corresponde a la
porcion de cilindro comprendido entre los planos z = 0 y z = A. Evidentemente, el centro de masas estd situado en

el eje z.
mie T h ™2 r
m = fff 8(z,p,0)dV = 4J. f f kzepdzdpdse = 2kh’j f p dp de
YR 0 o o ) 0
/2 1
= kht? f do = Lheh,
° w3 T h 4 m/3 r
M, = fff 8(z,p,8) 2 dV = 4J. J- f kz*spdedpds = —khaf f p dp da
o o o 3 o °
R
_ 2., e _ 1 3,2 s _ My _ 2
= 3khr’J; ds = gkwhr y zZ = oo —3h

Las coordenadas del centro de masas son (0, 0, 4).
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Problemas propuestos

9. Hallar la masa de:

(@) una barra recta de longitud g, sabiendo que la densidad en cada punto es proporcional a su distancia a uno de
los extremos. Sol. }ka®.

(b) un plato en forma de tridngulo rectdngulo de catetos a y b, siendo la densidad en cada punto proporcional a la
suma de sus distancias a los catetos. Sol. tkab(a + b).

(c) un plato circular de radio a, siendo la densidad de cada punto proporcional a su distancia al centro.
Sol. ka’m.

(d) un plato de forma eliptica de ecuacién b2x? 4 a®y* = a?h?, siendo la densidad de cada punto proporcional a 1a suma
de sus distancias a los ejes. Sol. 4kab(a + b).

(e) un cilindro circular de altura b y radio de la base a, siendo la densidad en cada punto proporcional al cuadrado
de su distancia al eje. Sol, Yka‘bn.

(f) una esfera de radio a, siendo la densidad en cada punto proporcional a su distancia a un plano diametral fijo.
Sol. Yka'n.

(g) un cono circular de altura b y radio de la base a, siendo la densidad en cada punto proporcional a su distancia al eje.
Sol. Yka’bn.

(h) una superficie esférica, siendo la densidad en cada punto proporcional a su distancia a un plano diametral fijo.
Sol. 2ka’n.

10. Determinar e} centro de masas de;
(@) un cuadrante de 9(c). Sol, (3a/2n, 3a/2n).

(b) un cuadrante de un plato circular de radio a, siendo la densidad en cada punto igual a su distancia a uno de los
radios limites (eje x). Sol. (3a/8, 3an/16).

{¢) un cubo de arista a, siendo la densidad en cada punto igual a la suma de sus distancias a tres aristas adyacentes
(ejes coordenados). Sol. (5a/9, 5a/9, 5a/9).

(d) un octante de una esfera de radio a, siendo la densidad en cada punto igual a su distancia a una de las caras planas,
Sol. (16a/15n, 16a/15x, 8a/l15).

(e) un cono circular recto de altura b y radio de la base a, siendo la densidad en cada punto igual a su distancia a
la base. Sol. (0,0, 2b/5).

11. Hallar el momento de inercia de:

(a) un plato cuadrado de lado a, con respecto a un lado, siendo la densidad en cada punto igual al cuadrado de su
distancia a un extremo de dicho lado. Sol. 7,5 a®m.

(b) un plato circular de radio a, con respecto a su centro, siendo la densidad en cada punto igual al cuadrado de su
distancia al centro. Sol. &a*m.

(c) un cubo d¢ arista a, con respects a una arista, siendos la densidad en cada punto igual al cuadrado de su distancia
a un extremo de¢ dicha arista, Sol. %/ .atm,

(d) un cono circular recto de altura b y radio de la base a, con respecto a su eje, siendo la densidad ¢n cada punto igual
a su distancia al ¢je. Sol. 2/ a’m,

(¢) el cono de (d), siendo la densidad en cada punto igual a su distancia a la base. Sol. {a®m.
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Ecuaciones diferenciales

UNA ECUACION DIFERENCIAL es aquella en cuyos términos figuran derivadas o diferenciales; por
. dty dy . .
ejemplo, vra + 2 a +3y=0, dy=(x+ 2y dx, etc.
El orden de una ecuacion diferencial es el correspondiente al de la derivada de mayor indice
que figura en ella. La primera de las ecuaciones anteriores es de segundo orden y la segunda es de
primer orden. Ambas son lineales o de primer grado.

Wna solucion de una ecuacion diferencial es toda relacidn entre las variables en la que no figuran
ni derivadas ni diferenciales y que satisface idénticamente a la ecuacion. La solucion general de una
ecuacidn diferencial de orden n es aquella solucién que contiene €l maximo niimero (= n) de cons-

tantes arbitrarias. (Ver Problemas 1-3.)

ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN. Es de la forma M(x, y) dx + N(x, y)dy
= 0. Si una ecuacién de este tipo se puede escribir en la forma particular fi(x) * g.(y) dx 4 fo(x)
- g(y) dy = 0, las variables son separables y la solucién viene dada por

filz) g:(¥) _
ffz(x) de + fgz(y) dy ¢ (Ver Problemas 4-6.)

Una funcion f(x, y) es homogénea de grado n, si f(Ax, Ay) = A*f(x, y). La ecuaciéon M(x, y) dx
+ N(x, y)dy = 0 es homogénea, si M(x, y) y N(x, y) son homogéneas del mismo grado.

La sustitucion
y=vx, dy=vdx+ xdv

transforma la ecuaciéon homogénea en otra cuyas variables, x ¢ y, son separables.
(Ver Problemas 7-9.)

ALGUNAS ECUACIONES DIFERENCIALES se pueden resolver, rapidamente, si se advierte en ellas
la presencia de combinaciones de términos integrables.

Otras ecuaciones, cuya solucion no es inmediata por el método anterior, se pueden resolver
multiplicandolas por un factor adecuado, funcidén de x e y, que recibe el nombre de factor inte-

grante de la ecuacién. (Ver Problemas 10-14.)

N . d . .
La ecuacion diferencial lineal de primer orden 3% + Py = (@, siendo P y Q funciones de x so-

lamente, tiene como factor mtegrante &(x) = ™, {Ver Problemas 15-17.

. d . ) L.
Una ecuacién de la forma -&% + Py = @y, siendo n # 0,1 y Py Q funciones de x unicamente
se reduce a otra lineal mediante 1a sustitucion

dy 1 dz

yl-n = 2, y " —
Y Y 1—ndx (Ver Problemas 18-19.)

11K
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Problemas resueltos

Demostrar que (@) y = 2e*, ) y = Ix ¥y (c) y = C, e* -+ Gy x, siendo C, y C, constantes arbitrarias, son soluciones
de la ecuacién diferencial y''(1 —x) + y'x —y = 0.

(a) Derivando dos veces la funcidn y = 2e* resulta, y’ = 2¢* ¢ y’’ = 2e*. Sustituyendo en la ecuacion diferencial
dada, se obtiene la identidad 2e*(1 — x) + 2e*x — 2e* = 0.

() Derivando dos veces y = 3x resulta, y* = 3 e¢ y'’ = 0. Sustituyendo en la ecuacién diferencial dada se llega a
la identidad O(1 — x» + 3x —3x = 0.

(c¢) Derivando dos veces y = C,e* + C,x resulta, y* = C,e* + C, ¢ y'* = C,'¢*. Sustituyendo en la ecuacién dife-
- rencial dada, se llega a la identidad €, e*(1 — x) + (Cyef + Coy)x — (Cye* + Cyx) = 0.
gy

La solucidn (c) es la selucion general de la ecuacioén diferencial, ya que contiene el nimero apropiado de constantes
arbltrarnas Las soluciones (a) y (b) reciben el nombre de soluciones particulares, puesto que ambas se pueden obtener
para determinados valores de las constantes arbitrarias de la solucién general.

Hallar la ecuacién diferencial cuya solucién general es

(@) y=Cx*—x y ()] y=C,x’+C,x+C,
y +1

(a) Dirivando y = Cx* — x obtenemos y" = 2Cx — 1. Despejando, C = ( ) y sustituyendo en la relacién

y+1

- )x'—-x osea y'x =2y+ x.

dada (solucion general) resulta y = -;— (

(b) Derivando tres veces y = C,x® + C, x + C, resulta, y' =3C,x* + G, ¥y’ = 6Cyx, y'*' = 6C,. Por tanto,

y'" = xy’'’" es la ecuacidén pedida,.

Obsérvese que la relacion dada es una solucidén de la ecuacion y'* = 0, pero no es su solucidén general, ya que
solamente contiene tres constantes arbitrarias.

Hallar la ecuacion diferencial de todas las parabolas cuyo eje principal es el eje Oz,
La ecuacién de una familia de parabolas es y* = Ax + B, siendo 4 y B constantes arbitrarias.
Derivando dos veces, obtenemos 2yy’ = A4 y 2yy’' + 2yt = 0.
Luego 2yy’’ + 2y = 0 es la ecuacion pedida.

d 1 )
y+ +y

dx xy (1 + x%) =\

Resolver
: ]

Operando, x)*(1 + x¥)dy + (1 + y)dx =0 6 —yia dy + —— dx = 0 que es una ecuacidn de varia-

1+ y x(1 + D)
bles separadas. Luego
¥ dy der  xdx 0
1+ x 1+ 2° ’
1 d 3 1 2 —
§ln}1+y\ + Inlx| — E—ln(l-}-x) = ¢
SInll1+4% + 6Injr; — 3In{1+2%) = &g,
m‘(l +y ) _ ooy .
narey C % Y agayp - ¢ T @
dy 1+
5. Resolver il e X
dy dx B N
Tendremos T4 = T¥a Luego arctag y = ar¢ tag x + arctag . €
x +

y = tag(arctagx + arctag O) = | &
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_ cosly
6. Resolver gka,.x .

dy _ _dx |7 — csc? =
oty oni 5 Y€ ydy =csc*xdx, y tagy = —cotx 4+ C

1. | Resolver 2xy dy = (x* — »Y) dx.
La ecuacion es homogénea de segundo grado. Haciendo ¢l cambio y = vx, dy = v dx + x dv obteriemos

Luego —iIn[l—3v¥*| =nixi+Ine, Inl—3 +3Inixl +InC =0 6 C (x*(1—3f =1

Ahora bien +C’'x¥1 — 3v')'-—; Cx3(1 —3v*) = | y, haciendo v = y/x, C(x* — 3x)?) = 1.

8. Resolver x sen %(ydx + xdy) + ycos Jy? (xdy—ydx)=0.

La ecuacién es homogénea de segundo grado. Haciendo el cambio y = vx, dy = vdx 4+ x dv obtenemos

xseny(vxdx + x*dv + vxdx) + vxcos v(x*dv + vxdx —vxdx) = 0
senvvdx + xdv) + xvcosvdy = 0, Mdv+2£=0
vsenv X
Luego Injvsenv|+2In|x) = InC’, x*-vesenv=C, y xyseny/x = C.

9. Resolver (x*—2y*)dy + 2xydx = 0.

La ecuacioén es homogénea de segundo grado. Haciendo el cambio de variable correspondiente, obtenemos

1— 28 dx dv. 4v dv dx
— ‘ — —————— e — — — e = —
(1 —2v¥){(vdx + xdv) + 2vdx = 0, v(3—2v’)dv+ ~ 0, 3| 3(3___2",)4- = 0
thnjpy+¢thn|3—22 +Injx; = Ing Injvy) +In|3—2v} +3In|x] = InC

Luego wx*(3 —2v") = C y y(3x*—2)y") = C.

10. Resolver (x*+ »)dx + (»* + x)dy = 0.
Integrando x*dx + (ydx + x dy) + y*dy = 0 término a término, obtenemos 53— +ixy + % = C.

11, Resolver (x + e~*seny)dx —(y + e~*cos y)dy = O.
Integrando xdx — ydy —(e~*cos ydy —e-*sen ydx) = 0, término a término, obtenemos
dx? — dyt —e~Tseny = C

12, Resolver x dy — y dx = 2x*dx.

xdy— . . . i
Ldi‘—x, L d{ Luego, multiplicando la ecuacion dada por §(x) = -

La expresion x dy — y dx nos lleva ad (%) =

xdy — ydx

o =2xdxy%=x'+Coy=x‘+Cx.

13. Resolver xdy + ydx = 2x*y dx.
xdy + ydx
Xy

La expresidn x dy + y dx nos lleva a d(In xy) = . Luego, multipticando, la ecuacién dada por &(x, )

1 dy + ydx
!*,fy y—=2vdxyln|xy|=x’+c,
Xy Xy .

14. Resolver xdy + 3y — e’ dx = 0.

Muitiplicando la ecuacion por é(x) = x* obtenemos x* dy + 3x*y dx = x*e*dx.

Luego, x3y = j xle* dx = x%* — 2xe* + 27 + C.



33 ECUACIONES DIFERENCIALES [CAP. 69

15 Resotver 212y _ g0
. | Resolver ﬁjd'[xy-m 6x*,
VIS
Aqui P(x) = % [Peyax =inst, ygr) = ot =22
Multiplicando la ecuacién dada por £(x) = x* obtenemos x*dy + 2xy dx = 6x° dx. Luego, x*y = x* + C.
Nota 1. Después de multiplicar por el factor integrante, los términos del primer miembro de la ecuacién que resulta
forman una combinacion integrable.

Nota 2. El factor integrante de una ecuacion dada no es unico. En este problema, x*, 3x3, 4x*, etc., son todos
¢ellos factores integrantes. Es decir, hemos utilizado la integral particular mis sencilla de P(x) dx en lugar de la integral
general In x* + In C = Cx".

16. Reso\lver tag x % + y =secx.
!
—Tendremos % + ycot x = csc x, J. P(x) dx = J cot x dx = In [sen x| y §(x) = e'™ ' *' = |sen x).

Luegosenx(% +ycotx) =snxcscx, senxdy + ycosxdx =dx,yysenx =x + C.

dy .
17. Resolver F—xy =X,

Aquf P(x) = —x, J P(x)dx = —}x0, y &(x) = PR
Luego, e~¥12* dy — xye V' dx — xe 1t dx, ye Ut — _e-in' | C,ey = Celt** — 1.

L4

18. Resolver o

+ y = xy.

La ecuacion es de la forma % + Py =Qy*cona = 2.

dy dz
Haciendo ¢l cambio '™ = y~1 =z, y—? d—: =— 2 (Es conveniente escribir la ecuacién en la forma
dy dz dz
- -1 = ——— = m— = ——
y p +y x.) Luego, dx+z X0 i z X.
El factor integrante es &(x) = e/f% = ¢~/ = ¢-2, Por tanto, e *dz— ze~*dx = —xe*dx y ze™* = xe™*

+ e~* -+ C. Finalmente, como z =y, —;— = x + 1 + Ce*.

dy
19 o

Resolver + ytag x = y’secx.

d.
Ponemos la ecuacién en la forma y-? Ey + ytagx = sec x.

Haciendo el cambio y—* = z, y"% = — —;_ % obtenemos % — 2z tag x = —2 sec x.
El factor integrante es £(x) = e~3/"83 4z —cos? x. Luego, cos? x dz — 2z cos x sen x dx = —2 ¢os x dx, 2¢co8* x =
3
—2sen x + C'ycoysi’x =—2senx + C.

20. Se dispara una bala contra una masa de arena. Suponiendo que la resistencia sea igual a la raiz cuadrada de la velocidad
de la bala, calcular el tiempo que tardard en detenerse totalmente si su velocidad, al penetrar en la arena, es de 49 metros

por segundo. _
Sea v la velocidad de la bala ¢ segundos después de haberse introducido en la arena.
. av — dv
laretardacnénscré——zt—— vo-~\—/7_——-dry2\/v——-t+C. ,

Para t =0, v=49 y ¢ = 24/49 = 14. Por tanto, 24/v = —t + 14 es la ecuacién del movimiento de la bala.
Para v = 0, t = 14; es decir, la bala se detiene a los 14 segundos de incidir en la arena.

21. Un depésito contiene 500 litros de salmuera siendo la cantidad de sal en solucion igual a 100 kilogramos. Se introduce
en el depdsito una corriente de agua que contiene 100 gramos de sal por litro a una velocidad de 15 litros por minuto.
La mezcla se mantiene uniforme mediante una agitacion adecuada y se la extrae del dep6sito a la misma velocidad
anterior. Hallar la cantidad de sal que contendra el depésito al cabo de 90 minutos.
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22.

Sca g (kilogramos) la sal que hay en el deposite al cabo de f minutos, yd—‘: la velocidad de variacion de dicha can-

tidad ¢oun ¢l tiempeo /.

. . d
En cada minuto llegan al depaésito 1,5 kg de sal, y salen de €1 0,039 kg, Por tanto, ﬁ'— =1,5=003, %
L 1,5—0,03¢
_ In(0,03g —1,5) _
= dr, S ¥ —r + C,
Parat =0,¢q =100y C = h(; :)’35 ; por consiguiente, In(0,03¢g — 1,5) = —0,03r + In 1,5, 0,02¢g — 1 = e—003

Yy q =50+ 50e-%°%¢ Para s = 90, ¢ = 50 + 50e~*7 = 53,35 kg.

Bajo ciertas condiciones, ¢l aziucar en agua se transforma en dextrosa a una velocidad proporciortal, en cada instante,
a la cantidad de azucar sin transformar. Sabiendo que para r = 0 la cantidad de azicar es de 75 gramos, y que al cabo
de 30 minutos se han transformado 8 gramos, hallar la cantidad transformada al cabo de una hora y media.

Sea g la cantidad transformada en ¢ minutos.
dq

75 —

Parat =0,g =0y C = In75; por tanto, In (75 — q) = —kt + In 75.

Parat = 30, ¢ = 8,30k = In 754 In 67, y k = 0,0038. Es decir, ¢ = 75(1 — e 038,

Para 1 =90, g = 75(1 — e—4,¢*") = 21,6 gramos.

Tendremos -gg— = k(15 —q),

p =kdt,yln(75—q) = —kt + C.

Problemas propuestos

23. Hallar la ecuacion diferencial cuya solucién general es:

(@ y=Cx*+1 (©) y=Cx*+ C? () y=C + Cx + Cyx? () y=C;senx + C,co8 x

b y=Cx+C d xy=x*—C (f) y = Ce* + Cpe® ) y = Ce*cos(3x + Cy)

Sol. (a} xy” =2(y —1) (© 4x%y =% + () (€ y’'"'=0 @ y ' +y=0

®) y=0—xy)y @ xy'+y=3" oy —3y+2y=0 By =+ 10y =0

24. Resolver:

(@ ydy—4xdx =0 Sol. y* =4x*+ C

b) yrdy —3x5dx =0 Sol. 2y3 =3x¢ + C

(©) x¥ =y(x—4) Sol. xt — xy + 2y = Cx%

@ (x—20)dy +( + 4x)dx =0 Sol. xy — yt + 2xt = C

(e) @y* + Ny’ = 3x%y Sol. y*+In{yl=x*+C

f) xy'Qy—1) =yl —x) Sol. In |xy| =x + 2y + C.

(@) 2+ y)dx = 2xydy Sol. x* —y* = Cx

* x4+ ydy =(x—y)dx Sol. xt —2xy — )yt =C

() x(x+y)dy—y*dx =0 Sol. y = Ce ¥+

(j) xdy—ydx + xeV*dx =0 Sol. e¥* 4+ In |Cx| =0

k) dy =@y + e¥™) dx Sol. y = (Ce* — 1)e*

0 xHyrdy =(1 — xy®) dx Sol. 2x3y3 =3x* + C

La tangente y la normal a una curva en un punto P(x, y), cortan al eje xen Ty N, y al eje y en S y M, respectivamente.
Hallar la familia de curvas que satisfacen la condicion:
(@ TP = PS (b)) NM = MP (¢) TP = OP (d) NP = OP.

"Sol. @xy=C B)2x2+y*=C (Qxy=C,y=Cx (dxt* +y*!=C

26.

27.

Resolver ¢l Problema 21 suponiendo que al dep6sito llega agua pura a razén de 15 litros por minuto y que la mezcla
sale a ]a misma velocidad. Sol. 6,7 kg.

Resolver el Problema 26 suponiendo que la mezcla sale a razdn de 20 litros por minuto.

Ind. dq = — 0:"_', dr Sol. 0,01 kp
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Ecuaciones diferenciales de segundo orden

LOS TIPOS DE ECUACIONES diferenciales de segundo orden que vamos a considerar son:

(1) Zg = f(x) (Ver Problema 1.)
dy _ dy

(2) d = f(:r d:c) (Ver Problemas 2-3.)
d*y

(3) ae = f(y) (Ver Problemas 4-5.)
d’y dy

(4) dz° -+ Pd + Qy = R, siendo P y Q constantes y R una constante o una funcién de x

solamente. (Ver Problemas 6-11.)

Si la ecuacic’m caracteristica m? 4+ Pm + @ = 0 tiene dos raices distinras, m, y m,, la solucién
d 2 —}— P~d—-——+— Qy =0es y = Ciem~ + C,em~. Si las dos raices son iguales, m, == m,
= m, la solucion general es C,e™ + nge"'x

+P

general de -

La solucion general de- @y - 4 @y = 0 (ecuacion homogénea) recibe ¢l nombre de fun-

dx® d

., d¥ d
cion complementaria de la ecuacio e a’y 4+ Qy = R(x). Si f(x) satisface a esta ultima ecua-

cion (solucidn particular), la solucién general es y = funcidn complementaria + f(x).

Problemas resueltos

2

d
1. Resolver - Yo xe* + cos x.
dx?

d{d
Tenemos —- b4 xe* + cos x, ﬂ =f (xe* + cosx)dx =xe*—e*+senx + C,, e y = xe* 2e*—
dx \ dx dx

—cosx+ Cix + G,
dy dy

2. Resolver x? i + xa =a,
dy diy dp . dp
- 2. Lr -2 o' = _—d
Hacenios p g entonces i g y la ecuacion dada toma la forma x e + xp=aoxdp + pdx x.
dy dx
Luego, xp = aln |x] + C,,.ra—; =aln x|+ C,dy =aln )xl — +C —ey=4daln® x| + C;In x| + T,
3. Resolverxy" +y " +x=0,

2
Hacemos p = g Con lo cual —j—':- = g—i y la ecuacion dada toma 1a forma
dp
XF +p+x=00xdp+pdx = —xdx
dy - 1 Cl

Luego, xp = —}xt + C,, i x+ —ey—=—}x*+ C,ln x| + C,.

340
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s.

7.

10.

dy

Resolver
dx?

— 2y =0.

d 8 Pyt ? . v -
Como T (»’®) = 2y’y’’,.multiplicando la ecuacién dada por 2y’ obtenemos
2’y = ayy’, y? = 4f yy'de = 4 ) ydy = 24+ C,

Luego, 9%¥ _ 25 dy — ,
, = V2 + C,, =dr, In|V2y+V2r+C/| = V22 + InC
dz V2y' + G, | nta

Yy ) \
V2y + V2 + G = Cze‘/:

rr l
Resolver y’’ = — 7
Multiplicando por 2y’ obtenemos 2y’y’’ = —i};—. Luego,
y

, 1 dy _ VIt Co d
W)» = +C, L=VIHICV YW g4 \TICw = Czt G
Y &7 Yy V1+Ciy?

y (Ciz+C) — Ciy* = 1

dty
dx2
Tendremos m? + 3m— 4 =0y m = 1, —4. La solucion general es y = Cie” + Ce %",

Resolver

dy N
+3E_4y_0'

dy dy
Resolver et + 3E = 0.

Tenemos m® + 3m = 0y m = 0, —3. La solucién generales y = C; + Cpe 2~

d'y dy _
i g Ty =0

Aqui m* —4m + 13 = 0 y las raices son m, = 2 + 3i y my = 2 — 3i. La solucién general es

Resolver

Y = Ce®+ar | Coe=30r — o¥(Cyed* + 'Cze-:u‘z)

Como e'** = cos ax + i sen ax, tendremos e** = cos 3x + isen3x, e~** = cos 3x, — I sen 3x, y la soluciép se
puede dar en la forma

y = e¥ {C,(cos 3x + isen 3x) + C,(cos 3x — i sen 3x)}
= e¥ {(C, + Cu) cos 3x + i(C, — C;) sen 3x)

= e%* (A4 cos 3x + Bsen 3x)

diy dy _
dx* ~  dx tdy =0

Tenemos m? —4m + 4 =0y m = 2,2, La solucién general es y = Cie¥ + Coxe?.

Resolver

¢
dy |3 b

Resolver It P

—4y = 0.

Seglin el Problema 6, la funcién complementaria es y = Cye® 4+ Cye %,

Para encontrar una solucioén particular de la ecuacién obsérvese que el segundo miembro es R(x) = x2. Esto nos
sugiere que la integral particular ha de contener un término en x%, y, quizd, otros términos obtenidos por derivacion
sucesiva. Suponiendo que es de la forma y = Ax? + Bx + C, en donde 4, B y C son constantes a determinar.

Sustituyendo y = Ax* + Bx + C, y’ = 2Ax + B, y’’ = 24, en la ecuacién diferencial obtenemos

24 + 3(2Ax + B) —HAx* + Bx + C) = xt, —4Ax* + (64 —4B)x + (24 + 3B—4C) = x*

Como esto ¢s una identidad en x, —44 =1, 64 —4B =0, 24+ 3B—4C = 0.

Luego A = —}, B=—3, C=—}3 e y=—}x*—3x— 13 cs una integral particular.

Por tanto, la solucién general es y = Cie* + Cpe~4*— Ix* — Jx — 14,
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11.

12.

13.

14.

dx?

En este caso, la ecuacidn caracteristica es m* — 2m — 3 = 0 y sus soluciones, m = —1, 3; la furcién comple-

n_lentaria es y = Ce~* + C,e®. El segundo miembro de la ecuacion diferencial nos hace pensar que una integral par-
ticular sea de la forma 4 cos x + Bsenx,

. . . . dy dy '
Hallar la solucidn de la ecuacion diferencial ——- — 2 i 3y = cosx.

Sustituyendo y = Acosx + Bsenx, y’ = Beosx — Asenx, y’’ = —A4 cos x — B sen x, en la ecuacién diferen-
cial, obtenemos

(—Acosx-—Bsenx)—2(Bcosx— Asenx) —3(4cosx + Bsenx) = cosx
—2(2A + B)cosx + 2(A—2B)senx = Cos x
Luego —224 +B) =1, A—2B=0,y A =—}, B=—1/,

La solucion general es Cie=* + Cee** — }cos x — Y/, senx = y.

., . . . . d3s \ .
La ecuacion del movimiento de vibracion de un cuerpo unido a un resorte es an 4 165 == 0, siendo Ja elongacion del

muelle en el instante 7, Siparatr =0, s =2y %‘:— = 1, hallar s en funcién de 1.
Tenemos m? + 16 = 0, m = +4i, y la solucidén general es s = A cos 4t + B sen 4¢.
Para t =0, s =2 = A, por tanto s = 2cos 4 + Bsen 4.

Para t =0, ds/dt = 1 = —8sendr +4Bcosdt = 4By B = }.
Luego, la ecuacion es 5 = 2 cos 4t + } sen 4¢,

]
La intensidad de corriente en cierto circuito eléctrico viene dada por dtl” + 4 %é + 25047 = 110. Siparat =20, es
di .
I=0y v 0, hallar 7 en funcion de ¢,

m? + 4m + 2504 = 0, m = —2 + 50i, —2 — 50i; la funcién complementaria es e~-* (A cos 50¢ + Bsen 50¢).
La integral particular es I = 110/2504 = 0,044.

Por tanto, 1a solucién general es I = e~ (A4 cos 50¢ + B sen 50t) + 0,044,

Para t =0, I =0 = A 4+ 0,044; luego 4 = —0,044.,

dl
dr
De donde B = —0,0018 y la relacién pedida es I = —e % (0,044 cos 50¢ + 0,0018 sen 50r) + 0,044.

Para r = 0, =0 =e¥[(—24 + 50B)cos 50t — (2B + 504) sen 50¢t] = —2A4 + 50B.

Una cadena de 4 metros de longitud comienza a deslizar por una superficie, sin rozamiento, en el momento en que pende
verticalmente un tramo de 1 metro de longitud. Hallar (@) su velocidad cuando abandona la superficie el Gitimo trozo
de cadena y (b) el tiempo que tarda en abandonar la superficie.

Sea s la fongitud de cadena que cuelga en el instante ¢,
(a) La fuerza F que obliga a deslizar a la cadena es el peso de la parte que cuelga.

Fuerza = masa X aceleracion = ms’’ = }mgs o s’' = lgs.
25’5’ = Jgss’ y (s7) = lgs* + C.

Parat=0,5s=1ys =0 LuegoC,=—tgys' =}V Vss—1.
Para s = 4, s* = 4V 15¢ m/seg.

ds _ —
®) - =}Vedtylnis+Vs—1|=4% Vgt + C.

V—1

Parar=0,5=1. Luego C, =0y In(s + vVs?—1)=4Vgue

2
Para s =4, t = —— In (4 + 1V 15) sec.
Ve

Una motora de 245 kilogramos de masa lleva una velocidad de 20 metros por segundo cuando se desconecta ¢! motor

(en el instante ¢ = 0). La resistencia del agua es proporcional a su velocidad y vale 100 kilopondios en ¢ = 0. Hallar
el espacio recorrido hasta que Ia velocidad sea de 5 metros por segundo.

Sea s el espacio recorrido por 1a motora al cabo de r segundos.

ms’’ = —Ks’ o] 5" = ks’
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Para determinar k: Parar <=0, s’ = 20, s’ = fuerza = — 100¢ = —4 v k= ~1_
masa 245 5
' dv : 1
U= =_T' Inv=———I+Cl y v=Cees,
Para t =0, v=20. Luego C;, = 20, v = % =20e-"y s = —100e~* + C,.

Para =0, s = 0. Luego C, = 100 y s = 100(1 —e"/%),
Para v =5 =203 s = 100(1 —}) =75 m.

Problemas propuestos

Resolver:
d*y
16. T 3x+2 Sol. y = ix*+ 2* + Ciz + C:
17, =Tl = e +1) Sol. y = &% + ¢~ + Ciz + Ca
dl
18, d_:c’= —9sen3x Sol. y = sendz + Cix + C:
dl
19. r % - 3ﬂ+ 4z = 0 Sol. y = z* + Cia* + Cs
d* d
20. d—;{—d—: = 2z -2 Sol. y = 23/3 + Cie* + C,
I F
21. fiiz, - g_: = 82, Sol. y = x“ + Clx’ + Cz
(kt d
2. Th-3t+2y = 0 Sol. y = Cie + Cae*
dy d
23. dx,+ 5d” +6y = 0 Sol. y = Cie™* + Cie™%
d? d
u H-L = Sol. y = Ci + Cre*
d*y d
25, d—x"'—zd: y = 0 Sol. ¥y = Cizer + Cre”
d?y
26. drt +9% =0 Sol. y = C,cos3x + C:sen3x
d2
217. d;{ = 22—1’ +5y = 0 Sol. y = ¢ (Cicos2r + Czsen2zx)
d*y
28. A 4 + 59 = 0 Sol. y = e¥*(Cicosx + Cirsenzx)
d? d
2. 5+ 4%+ 3y = 6x + 23 Sol. y = Cie "+ Cre™™ + 22 + 5
d’y
30. 5+ 4y = e Sol. y = Cisen2x + C:cos2x + €'/13
d1y dy — 2r — 3r 3x 2r
‘31.W 65+9y—z+e Sol. y = Cie* + Cixe™ + ¢ +9-+-2,7
2
32. g—;ﬁ— y = cos2x ~ 2sen2x Sol. y = Cie" + Cre™ — Lcos2x + #sen2x
33. Una particula de masa m, en un medio que ofrece una resistencia proporcional a la velocidad, estd sometida a una

fuerza atractiva proporcional al desplazamiento. Hallar la ecuacién del movimiento si para r =0, s =0y s' = y,.

ds d*s ds

dis
Ind. Aqui m— i —-——k,ﬁ—k,sosead—’z-}-zb— +efs=0,6>0,
Sol. Si b* = ¢3, 5 = v,re™,
Sib<e?s= w—vi?e""sen ct— by
Sib'>c, 5= — 0 (et-bHVE-IH_ ptoa-y/b3aiy





