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Capiiulo VI

FUNCIGNES DE VARIAS VARIABLES

§ 1. Gonceptos fundamentales

1°%. Conceplo de funcién de varias variables. Desig-
naciones deo las funciones. Una mapgnitud variable z se denomina
funecién uniforme de dos variables = e y, si a cada conjunto do valores de
¢stas (z, ¥} del campo dado, corresponde un valor tnico y determinado de z.
Las variables z e y se llaman argumentos o variables independientes. La depen-
dencia funcional se representa asi:

=f{z, y)y z=F(z, y); etc

Las funciones de tres o mas argumentos se dofinen de manera andloga.
Ejemplo 1. Expresar ¢l volumen V del cono en funcién de su gone-
ratriz z y del radio de la base p.
. ?olucién. Sabemos por In geometria, que el volumen del cono es
igual a

V= % ayh,

donde & os la altura dei cono. Pero h=T/z¥—y% Por comsiguiente,

1 ——
V= “g" ny? 2t — gk

Esta es, precisamente, Ja dependencia funcional que se buscaba.

El valor de la funcién z=7{z, y} en el punte P (e, b), es decir, cuando
#2=a e z=b, se designa por f(a, d) o {(P). La representacién geométrica
de Iz funcién z=/(z, ¥ en un sistema de coordenadas cartesiapas X, Y, Z
es, en términos gencrales, una superficie (fig. 43).

Ejemplo 2. Hailar f(2. —3) y)‘{i, %) |

224 y%
fz, y)——%—y"* .

Solucién, Pomiendo z==2 e y= —3, hallamos:

224 (—3)2 13
& —S=a— =T
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Poniendo z=1 y sustituvendo y por% tenomos: -

14+ (L)’ -5
(E)- -
&x

es decir, f(i, —%—)=f{z, )

2. Campo de existencia de la funcion. Por campo de exis-
tencia (de definicién) de la funcidn z={(x, y), se entiende el conjunto de
puntes {x, y) del plano XOY que doterminan la funcidn dada (es decir,

z Z=flzy)
|
0 s i
| 2
! Plz;y)
X
Fig. 63

para los que Ja funcién toma valores reales delorminados). En los casos
mis elementales, el campo de existencia de la funcidn representa una parie
finita, o iofinita, decl plano coordenade X0V, limifada por una o varias
curvas {frontera del campo).

De forma andlogs, para las funciones de tres variables u=f{(z, v, 2),
sl campo de existencia de la funcién es un cuerpo determinade del ospa-
cio OXYZ.

Ejemplo 3. Hallar ¢l eampo de existoncia de la funcién

1
Vai—zt—pZ

Solucion. Esta funcidén tiene valores reales enaado

=

4—z?—y2 >0 6 bion 224y2 < 4.

A esta fltima designaldad satisfacen las coordenadas de los puntos silua-
dos dentro de un circulo de radio 2 con ¢l ceutro en el origen do coorde-
nadas. ElI campo de oxistoncia de esta funcién es pues el interior do este
circulo (fig. 64).

Ejemplo 4 Hallar el campo de existencia de la funcion.

&z T
2 =arc sen 5~ Vzy.
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Solucidn., El primer sumando de la [funcide gqueda doterminado
para =1 g%gi ¢ hien —2 {22, El sepundo sumando tiene valores

reales cuando zy >0, es decir, en dos casos:

: { 20, .zl
si o si
y =0, { v<0
E]l campo do existencia de teda la funeidn se representa en Ia fig. 65 ¥ com-
prende la frontera del campo.

3. Lineas yv superficies de nivel de 1as funciones.
Se da el nombre de linee de nivel de una funcién z=f(z, y), a la linea

Fig. 64 Fig. 65

fz, y)=C del plano X0Y, para cuyos puntos la funcién toma un mismo
valor z=C (que generalmento ge seilala come apotacidn en el dibujo).

Y F 2
0=2
=1
g
0=-;
Fig. 66

Se llama superficie de rnivel de una funcidén de tros argumentos u=
=f(z, ¥, 2) aquella superficie f(x, y, 2)=C en cuyos puntos la funcidn
toma nn valor constante w=7_.

Ejomplo 5. Constrair la linea de nivel de la funcion z=2x%y,
Solncidn, La ecuacidn de la linea de nivel tiene la forma x2y=C

o bien y=x—(';. Haciendo C=0, 1, +4:2..., obtenomos Ia familia de
lineas de nivel (fig. 66).
131016
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1782. Expresar ¢l volumen V de una pirdniide cuadrangular
regular en funcién de su altura z y de su avista lateral y.

1783. Expresar el drea S de la superficie lateral de un tronco
de pirdmide cxagonal regular, en funcién de los lados z e y de
las bases v de la altura z.

1784. Hallar f(% 3) ¥ 14, —1), si
f(=, y)=3y+“%“-

1 1 1 "
1785, Hallar f(z, ), f(—2, —9) F(5+ 7)) 75575
8 — 2
e ) ="
1786. Hallar los valores que toma la funcién
flz, ))=1+42—y
en los puntos de la pardbola y==z% y counstruir la grifica de la
funcion
F (z)= f (z, =%).
1787. Hallar el valor de la funcidn

o il +2x2y3+ yi
T =y

en los puntos de la circunferencia 2%+ y* = R®.
{78%8*, Determinar f (x), si

v Y _ Vot
L) = ay>0).

1789*, Hallar f (z. y), si

flz+y, z—y)=2y+y"

1790*. Sea z=1y + f (/' z —1). Determinar las funciones f
y 2, si =2 para y=1.

1791**, Sea zmxf(-g—). Determinar las funciones f y z, si
z=V 1+ para z=1. ¢

1792. Hallar y representar los campos de existencia de las
siguientes funciones:

a) 2= VIT 2 =3
by z=1+V —(z—p*%
¢) z=In{z+4y);
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d) 2=z} arceosy;
) z=V1—22+ VT3

f) z=arcsen —;
&

g) =V 24+ Vi—y%
h) 2=V (& + ¢~ ¢*) (20— 2* ) (a > O;

i) 2=V ysenz; m) z=ﬁi7£;—;

: L = 4 1.
D z=In(z?+}y); Wb g
k)z=arctgq—_%; 0} z=7sen (zF + 4.
i) z=z2—+§'§';

1793. Hallar los campos de existencia de las signientes funcio-
nes de res argumentos:

a) u=Vz +Vy + Vz; c) y=arcsenz-arcseny + are sen z;
b) u=1n (zyz); d) y=V1—22—pf—z2.
1794. Construir las lineas de nivel de las funciones que se dan

a continuacién y averiguar el cardcter de las superficies represen-
tadas por dichas funciones: .

a) e=x+y; d) 2=V zy; 8) =7
b) =a'tyh o) =Utetufy ) s=<ty
T

. 2
) =g fa=t-{zl—ly} 1 =g,

1795. Hallar las lineas de nivel de las siguientes funciones:

2) z=In (=" +y); 4} z=f(y—az);
b) z=aresen zy; )] z:—.f(%)_

o} z=f (/24 %);
1796. Hallar las superficies de nivel de las siguientes funcio-
nes de tres variables;

a) u=z+4y-+z,
b) u=2+y*+2%,
¢) u=2"+y*—z~
13*



196 Funeciones de varias variables

§ 2. Contlnuldad

1, Limite de una funcién. El nimero 4 recibe el nombre de
limite de la funcion z={ (2, y) cuando el punto P’ (z, y) tiende al punto P (a, d),
si para cualquier e>>0 cxiste un &> 0 tal, que evando 0 < p <8, (donde

?#V z~—a)2-4(y—b)? es la distancia entre. los puntos P y P’), se verifica
desigualdad

lf(z: y)_Ai<E“
En esto caso se escribe:
lim f {z, y)=A.
=2
y—+b
2. Continuidad y puntos de discontinuidad. La fun-
¢itn z=1{z, y) recibe el nombre de continua en el punto P(a, b), Si

lim f (=, ¥)=Ff (a, B),
e

La funcién que es continua en todos los puntos de un campo determi-
nado, se llama coniinua en este campo.

Las condiciones de continuidad de una funcidn f (z, ) pueden mo cum-
plirse en puntos aislados (puntos eislados de discontinuided), o en puntos que
formen una o varias lfneas (lineas de discontinuidad) y, a veces, figuras
geométricas més complicadas. i )

Ejemplo 1. Hallar los puntos de discontinuidad de la funcién

ay -1
gd=y

S8oluci6én La funcién pierde su sentido, si el denominador se anula.
Pero, 22—y =0 0 sea, y=212 ¢§ la ecuacién de una paribola. Por consiguien-
te, Ja funcién dada tieme una linca de discontinuidad: la pardbola y=z%.

re=

1797*, Hallar los siguientes limites de las funciones:

1 . senay A z
im (z? ?) sen — ; ¢) lim 5 e) lim ——;
ﬂ) alc-rﬂ ( Y ) zy ’ ) x—+0 5 ' ) x—>0x+y i
y—+0 =2 =)
L @ lim (1+£)% lim S =20
b) iiﬂ #Bys ? ) s=roo + /! ) 20 T2 HUF
W—+oo y= it y=0

1798, Averiguar si es continua la funcién
Vi”"‘_x2_y21 si $2+y2<1g
f(x! y)m[ 0 ; Si. $2+yg}1.
. 1799. Hallar los puntos de discontinuidad de las siguientes
funciones: 2 |

a) z=InVz?+y%  ©) s=T_m—@}

1
b)z:w; d) 2 =008
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1800*. Demostrar, que la funcién
2z .
b -;sjg;?a si %+ y?=£0,
0 ,s8iz=y=0.

es continua con relaciéon a cada una de las variables x e y por
separado, pero no es continua en el punto (0, 0) respecto al con~
junto de estas variables,

§ 3. Derlvadas pafcla!es

1. Definicidon de las derivadas parciales. Si z=f(z, y),
si hacemos, por ej., que ¥ sea constanie, chtememos la derivada

Fo _ oo 1(eAz =] (= v)

Az ot Ax =fx (xs y)l

quo recibe ol nombre de derivada parcial de la funcidn z con respecto a la
variable z. De modo andlogo se define y se designa la derivada parcial do
la funcién z con respecto a la variable y. Es evidente, que para hallar las
derivadas parciales pueden utilizarse las férmulas ordinarias de derivacion.

Ejemplo 4. Hallar las derivadas parciales de la funcién

z=Intg % ~
Solucién. Considerando y como magnitud constante, tenemos:
.. 1 1 a2 :
o tg% cosag ¥ ys;an-%f-
Anélogamoente, considerando z como constante, tendremos:
= 1 1 N 2z
T oE )T
¥ ¥ ¥

Ejemplo 2. Hallar las derivadas parciales de la funcién do [res
argumentos
u=a3y2s 4= 2~y =24 5. .
Solucidn.
M o0
E—Bx I 5+ 2'

%=2z3yz»—-3,
du
-a-= 23y3+ 1.
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2. Teorema de BEuler. La funcién f(z, y) se llama funcién homo-
génea de grado n, si para cualquier factor real % se verifica la igualdad

f ik, ky) = kf (2, y).
Una funcién racional catera serd homogénea, si todos los términos do la
misma son del mismo grado,

Para toda fencidn homogénea diferenciable de grado », se verifica
siempre la igualdad (teorema de Euler):

zf (=, y)+uf, (2, Y)=ni{z, p).
Hallar las derivadas parciales de las funciones:

1801. 2= 234y — azy. 1808, z—a?,

1802. ZZ:;‘;’. 1809 ze'%

1803. =L . 1810. z=arcsen 1/-:—:-;’__32- .
1804. z=) 78— ", 1811, z=1nsen"ﬁl‘}“§“.

1805, z=17;2%. 1812, u = (z1/).

1806. z=In{z+]/ 2* +12). 1813, u =2z,
1807. Zmarctg% .

1814. Hallar f2(2; 1) v £;(2 1), sl (&, p)=)/ zg-{-%.

1815. Hallar (15 2; 0), f;(4; 2, 0) v f.(4; 2; 0), si
1z, y, z)=In(zy-2).

Comprobar ¢l teoroma de Euler sobre las funciones homogé-
neas (N°, N°® 1816—1819):

1816. f(z, y) = A2+ 2By +Cy*. 1818, f(z, y)= tle .

VEte
1817. 2= 77 . 1819. f(z, y)=InL .
1820. Hallar 61(-1—), donde r=V 221 yi 4 23,
£z r
dz dr
g [T
1821. Calcular oy oy |+ St ET=TCOSQ ¢ y=rseng.

5 g
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1822, Demostrar, que mg—i—{—yai;=2,- si

z=1In (2 +zy+y?).

&z Oz i ;
1823. Demostrar, que z =¥ 7 =Y+ s

¥
z=zy | ze~.

1824. Demostrar, que -g;#—!-‘;—;-{—%:{), si

u=(z—y) (y—2) (z2—2).
du

; du du .
1825. Demostrar, que s -{—3; +——= 1, si

=z i;:!j ]
1826. Hallar z2=2z{x, y), si

dz x

EANEE T
1827. Hallar z=1z(z, y), sabiendo, que

3z x4yt

8z =z

1828, Por el punte M (1; 2; 6) de la superficie z=2z>4y*

se han hecho pasar planos paralelos a los coordenados XOZ

e YOZ. Determinar, qué angulos forman con los cjes de coorde-

nadas las tangentes a las sccciones asi obtenidas, en su punto
comun M.

1829. El area de un irapecio de bases a, b y de altura % es

igual a S=% (@ -+ b) h. Hallar L y, mediante su dibujo,

da ' 3 ' Ok
esclarecer su sentido geométrico.
1830%*. Demostrar, que la funeidn

v z(z, y)=sen y cuando z=1.

2 .
Iz, y)= | s st 2 yP 20

0, si a=y=0,

tienc derivadas parciales fi(z, y) v fy(z, y¥) en el punto (0, 0),
a pesar de ser discomtinua en este punto. Representar geométri-
camente esta funcidén en las proximidades del punto (0; 0).

§ 4. Diferencial total de una funcion

1. Incremento total de una funcidn Se llama incremento
total de una funcidn z=7f (=, ¥} a la difcrencia

Az=Af(z, y)=] (z4-Az, y+-Ay)—f (2, p).
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2. Diforencial total de una funcién. Recibe el nombre
de diferencial fotel do una funcién z={f(z, ¥) la parte prineipal del incre-
mento total Az, lineal respecto a los incrementos de los argumentes Az y Ay

La diferencia ontre ¢l incremento total y la diferencial total de la

funci6n es un infinitésimo de orden superior a p="1/Az%4-Ay2.

La funcién tiene, indubitablemente, diferemcial total, cuando sus dife-
renciales parciales son continnas. Si la funcién tiene diferencial total, se
llama diferenciable. Las diferenciales de las variables independicnies, por
dofinicidn, ceinciden cor sus imcrementoes, es decir, de=Az ¥y dy=Ay.
La diferencial total de la funcién z=/f{(z, ¥) so caleula por la férmula

9z dz
dz-.-g;- d-’-C—}"—é;' dy.
Anilogamento, la diforencial total de una funcién de tres argumentos
u==1j(z, y, z) se caleula por la f6rmula

i du du
dit ——6-:; d$+*—£ dy-l--a—z- dz.

Ejemplo 1. Para Ia funcién
f(z, y)=at+ay—y?

hallar e] incremento total y la difcroncial total.
Solucidn.

flz4-Az, y++Ay)=(z- Az (z4-Az} (y-Ay)—(g+Ap5
Af (2, ¥) = [z 4 Ax)2+ (24 Az) (y+ Ay) — (v +Ap)R ] — (=2 -2y %) =
=2z.Ax+Az?4-2 Ay y-Ar4-Az-Ay—2p Ay — Ayt =
= [(2z-y) Az - (z—2y) Ay] 4 (4724 Az-Ay — Ay?).

Aqui, la expresién df =(2z+y) Avt(z—2y) Ay es la diforencial total
de la funcién, mientras que (Az®4-Az-Ay—Ay?) s un ionfinitésimo de
orden superior al de] infinitésimo o=V AzZLAyE,

"Ejemplo 2. Hallar la diferencial total de la funciéu

2=/ 2y
Solucidn.
gz ] . ._‘Zf_—- y
9z Y zE e RV omrr
2z ] d _zde+ydy

= e A el dy = S

Vaifr VREFR T Vatd

3. Aplicacién de la diferencial de la funcidn a los
cdlculos aproximados. Cuando |Az| y [Ay| son_suficientemente
pequefios, y por consiguiente, os suficicntemente pequefio también p=
=7/AzEFAy%, pora la funcién diferenciable z=f(z, y} se verifica la
igunldad aproximada Az == dz, © sea,

dz 0z
3z~~é-£ &w+§§|’_63'
Ejemplo 3. La altura de un cono es # =30 cm, el radio d¢ su base

A=10 em. ¢Cémo variard el volumen de dicho cono si H se aumenta 3 mm
v A so disminuye 1 mm?
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Solucidn. El volumen del cono es V=-.‘15-n32H. La wariacién de}
volumen la sustituimos aproximadamente por la diferencial AV & dV=
=% w (QRH dR - R? dH}:% a(—2-10-30-0,1 4+ 100-0,3)= — 10~ = 31,4 cm®.

Ejemplo 4. Calcular aproximadamente 1,028-01,

Solucidn. Examinemos la funcién z=z¥% E] ndimero gue se husca

puede considerarse como el valor incromentado do esta funcién cuando x=1,
p=3, Az=0,02 vy Ay—0,01. El valor inicial de Ia funcién es z=13=1,

Az s dz=ya¥~1 Az-t-z¥ In ¢ Ay =3.1-0,02+1-1n 1.0,01 = 0,06.
Por consiguiente, 1,023+%! ~ 14-0,06=1,06.

1831. Para la funcién j(z, y) =2, hallar el ineremento total
y la diferencial total en el punto (1; 2); compararles entre si, si:

a} Az=1, Ay=2; b) Ax=0,1, Ay=10,2.

1832. Demostrar, que para las funciones u y v de varias
(por ej., de dos) variables se verifican las reglas ordinarias de
derivacifn:

a} d(w-v)=du+do; b) d@uv)=vdutudy;

73 v du—u dy
0 a{2)=tizie

Hallar las diferenciales totales de las siguientes funciones:

1833, z=2%+1°— 3z 1838, z=1In(2?+¥?).

1834, z =22 1839. f(z, y)=In(1+3).

1835: z—2 2, 5 .
24y 1840. z=arclg - +-arclg— -

1836. z=sen*z{~cos? y.
1837. z=yz"

1842, Hallar df(1; 1), si f(=, y)=y—’;.

1841. z=Intg L.

1843. u =uzxyz.

1844, u=) 2%+ y* -+ 2%
x \2

1845. u= (:cy - ?) 3

. zy

1846. u = arctg— .

1847. Hallar df(3; 4; 9), si f{z, y, )=

Z
22452 "



202 Funciones de varias variables

1848. Uno de los lados de un rectingulo es a=10 cm, el otro,
b=24 cm. éCémo variara la diagonal [ de este rectdngulo si cl
lado a se alarga 4 mm y el lado b se acorta 1 mm? [Hallar la
magnitud aproximada de la variacién y compararla con la exacta.

1849, Una caja cerrada, cuyas dimensiones exteriores son de
10 em, 8 em y 6 cm, esld hecha de madera contrachapada de
2 mm de espesor. Determinar el volumen aproximado del material
que Se gasté en hacer la caja.

1850, Ll angulo central de un sector circular es igual a 80°
y se desca disminuirlo en 1°. éEn cndnto hay que alargar el radio
del sector, para que su drea no varie, si su longitud inicial era
igual a 20 cm?

1851. Calcular aproximadamente:

a) (1,02)%-(0,97)% by V(4,05 1 (2,99

¢} sen 32°-c0s59° (al convertir los grados en radianes y cuando
se calcule el sen 60° tomar sclamente tres cifras decimales; la
ultima cifra debe redondearse).

1852. Demostrar, que el error relativo de um producto es
aprogimadamente igual a la suma de los errores relativos do los
factores.
la4 1853. Al medir en un lugar el tridngulo ABC, se obtuvieron
los datos siguientes; el lado =100 m 4 2 m, el lado b=200 m
+3 m y el dngnlo €=60°4-1° <Con qué grado de exaclitud
puede calcularse el lado ¢?

1854, El1 periodo T de oscilacién del péndulo se calcula por

la formula
3 L
=&l 5+

donde I es la longitud del péndulo y g, la aceleracién de la gra-
vedad. Hallar el error que se comete al determinar T, comeo
resujtade de los pequenos errores Al=c y Ag=[ cometidos al
mediv I y g.

1855. La distancia entre los puntos Py (zg; ¥o) v Pz y) cs
igual a p, y el dngulo formado por el vector PyP con el cje OX,
s igual a . ¢En cudnto variard el dngulo «, si el punto P toma
la posicién Py (z-+dx, y+dy), mientras que el punto P, sigue
invariable?

§ 5. Derivaclon de funciones compuestas

1. Caso do uma sola variable independiente. B5iz=
=f{z, y) ¢s una funcién diferenciablo de los argumentos z e y, qque son,
4 su vez, funciones diferenciables de una variable independiente t£:

z=9(t), y=1(i),
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fa derivada de la funcién compuesta z=[{p(t), ¥ ()] so puede calcular
por la férmula

@ 08 ar , a6 Bi “

dt ox dt | oy dt ' )

En el caso particular de que ¢ coincida con uno de los argumentos,

por cjemplo, con z, la dorivada «totaly de la funcidn z con respeclo a z serd:

dz 0z | ds dy
e T @)

Ejemplo 1. Hallar ‘i—z s

2=+ donde z=cost, y=t2
Solucién. Por la f6rmuia (1) tenemos:

£=e3“+2y.3 (—=en t)-}-c3x+2”-2-2t =

gt
\ 2
= M2 (g Zsen 1) =e3 CO8 2 (4 3 gen £).

Ejemplo 2. Hallar la derivada parcial ”’3‘2‘ ¥ la derivada total % o
z==¢%¥, donde y=1p(x).

2

Boluciébn. g—z=ye°‘y. Basdindonos en la férmula (2), obtenemos:
dz - "
——— Y - 7 5
22 = yeV - zeUg’ (2)

2. Caso de varias variables independientes. 8i z es
ana funcién compuesta de varias variables independicnites, por ejemplo,
z={(x, ¥}, donde z=wp(u, ) ¢ y=10(, v) (+ ¥y v son variables indepen-
dientes; f, ¢ y 1 sen funciopes diferenciables), las derivadas parciales de z
<on Tespecto a w ¥y v se expresan asi:

dz 0z dx 8z dy @)
Bu Oz Gu | @y du
dz 8z 84z | 9z 8y @
v~ x av ' dy ov °

En todos los casos examipados se verifica la férmula

dz dz
dz-———a?d’zﬁ-—w dy

{propiedad de invariabilidad de la diferencial foial).

Ejemplo 3. Hallar 4=y 22

2={(z,y), donde z=uv, y=-:- ;
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Solucidén Aplicando las férmulas (3) y (4), obtenemos:

=i (o 0 £ o 1)

a . . u
"3%'=fx (= ¥) u"‘fy("“'r ¥) ":,"ﬁ" L

Ejemplo 4. Demostrar, que la funcién z=1 (22-4p2) satisface a la

. oz az
ccuacion ¥ a—x—z 5;'-»—-.-‘0.

Solucién. La funcién ¢ depende do z e y a través del argumento
intermedio z?4-y2=t, por lo cual

ol ik B
¥y

dz dz @t i

e e (z24-y2) 2y

Ponjendo las derivadas parciales en el primer miembro de la ecuacién,
tondremos: ,

LN N e ¢ (gpBde 172y Dy e
Ve — %y =i (2%+y?) 22 —ag’ (228447 2y =

=2y @’ (a4 Y2y —2xyq’ (a4 y%) = 0y
es decir, la funcién z satisface a la ecuacién dada.

1856. Hallar -gj_ sl

z=§-, donde z=¢', y=Int.
du §
1857. Hallar =7 Si
u:ln'sen,—;-_—, donde 2=3£2, y=)*41.
¥

1858. Hallar j—‘: si
u==zys, donde t=4*41, y=Int, z=1tgt.
1859, Hallar j_i’ si

z
V2t
1860. Hallar -éi}, si

U=

, donde z= Rcost, y=Rsent, z2=H.

g=u’, donde u=genx, v=rcoszx
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1861, Hallar o= y 2%, si

dz’

z=arctg% e y==zx-.

1862. Hallar %} y £ g

—, 5
dz
z=2zY, donde y=g@(z).
dz az .
4863. Hallar 7 ¥ gy o
z=f (1, v), donde u=x%—y* v=2e"v.

1864. Hallar j_; v ‘;_; si

z=arctlg %, donde z—=usenv, y =ucos v,

- dz dz .
1865. Hallar Frab il i

z=f(u), donde u=2zy-+ %
1866. Demostrar, que si

=0 (z* 4 y* + 2%), donde z= Rcosgcos,

; y= Hcospseny, z= Hsenp,
entonces,

au du

1867. Hallar j—“ s
B r}

u=f(z, ¥, 5}, donde y=q}($), zm'lp](:‘r) y).

1868. Demostrar, que si

__ z=f(z-+ay),
«donde f es una funcién diferenciable, entonces,
iz gz
f Fb’-: & a’.
1869. Demostrar, que la funcién
. . w=f(u, v),

«donde ¥ =2z-}af, v=y-- b, satisface a la ecuacidn

Gw

Jur Fuw
R T
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1870. Demostrar, que la funcién

2=y (22— 1)
satisface a la ecuacidn
e n L 0 e
z oz |y oy g2’
1871. Demostrar, que la funcién

z=-’~"§+$q3 (%’)s

satisface a la ecuaeidn
az iz
U T g -+ 2.

1872. Demostrar, que la funcidén

X8
z= el (ye 2 )
satisface a la ecuacidn

iz 8z
(@ =) 7z + 2y <55 = 2y2.

1873. Un lado de un rectdngulo de z =20 m, aumenta con una
velocidad de 5 m/seg, el otro lado de y=30 m, disminuye con
una velocidad de 4 m/seg. ¢Con qué velocidad variarin el peri-
metro y el area de dicho rectangulo?

1874, Las ecuaciones del movimiento de un punto material son

r==ly Y=t z=12%

¢Con qué volocidad aumentard la distancia desde este punto ak
origen do coordenadas?

1875, Dos barcos, que salieron al mismo tiempo del punte A,
van, uno, hacia el morte y, el otro, hacia el nordeste. Las velo-
cidades de dichos barcos son: 20 km/h, y 40 km/h, respectivamente.
¢Con qué velocidad aumenta la distancia entre ellos?

§ 6. Derlvada en una direcelon dada y gradlente de una funcion

1. Derivada do una funcidn en una direccién dada.
Se da el nombre de derivada de una funmcién z={ (2, y) en une direccién dada

—
{=PpP; a la expresion
da ;
—= lim

f(Py)=1(P)
8 pyps0 PP '
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donde f(P) v f(Py) son los valores de ]a funcién en los puntos P y Py.

Si la funcion z oz diferenciable, se verificard la férmula

a2 az 9z
AN ol G g 1).
| cos & - 7y £0n ¢, (1)

donde o es el 4ngulo formado por el vector ¢ con el e&'e 0X (Lig. 67).
Anéloramente ge determina la derivada en una direccidn dada ¢, para
una funcidn do tres argumentos u=f{z, ¥, z). En este caso

ou_ ou
6l dz
donde o, By y son los dngulos entre la direccidn ¥ y los correspondiontes

ojes de coordenadas. La derivada en una direccion dada caracteriza la
velocidad con que varfa la funcién en dicha direccion.

J &
cosa —}-0—: cos f -{-—a—!: €05 'y, {2}

Y “ ) z Py ()
— a— _
P (z;y)
0 X
Fig 67

Ejemplo 1. Hallar la derivada do la funcién z=222—3y2 en cl
punto P (1; 0), en la dircccién que forma con el eje 0X un dngulo de 120°.

Solunecién. Hallamos las derivadus parciales do la oncién dada
v sus valores cn el punio P

4z az s
8y ’ (“59_)?
Aqui
cos a=cos 120° = ——12— i

-

!

son o= sen 120° = -1-’2-- .
Aplicando la férmula (1), obtenemos:

dz 1 13
F=¢(—7)+o-5=—2
El signo menos indica, que la funcién en este punto y on la direccién

dada. decrece.
2 Gradiente do una funcidn. Recibe ol nombre de gradiente

de una funcién z=f(x, y), un vector, cuyas proyecciones sobre los ejes de
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<oordenadas son las correspondientes derivadas parciales de dicha funcién:
dz 8z
graﬂz:a i+Tyﬂj. (3)

La derivada de la funcion dada en la direccién I, estd relacionada coun ol
gradiente do la misma por la siguiente férmula:

aE d
ﬁ- = mpggrad z,

es decir, Ja derivada on esta dircceidn es igual a la proyeccién del gradien-
to de la funcién sobre la direccién en que se deriva. ]

acEl gradiente de la funcién en cada punto tione la direccidn de la
normal a la correspondiente linea de nivol de la funcién. La direccién del
gradiente de la funcién, en un punto dade, es la direccién de la velo-
<idad mdéxima de crecimiento do la funcién eon este punto, es decir,
9z
ar

; az \2 az \2

7 i)+
Ané}?gamon;;e se delermina el gradiente de una funcién do tres variables
u=f(z, y, z::

cuando I=grad z, la derivada loma su valor méximo, igeal a

du du du
grad e +6_y' j+_a'5." k. (4)

El gradiente do unajfuncién de tres variables, en cada punto lieva Ia
direccién de la normal a la superficio de nivel (que pasa per dicho pento.

Ejemplo 2. Hailar y construir el gradiente de la funcién z==22y
en el punto P(1; 1).

¥
@ oo

( |
1-&

Fig. 68

Solucidn. Calculamos las derivadas parciales y sus valores on cl

Ppunio P.
K dz Oz

e (_az')p=2'
dz az
— il — =1.
gy (6y )p 1

Por consiguiente, grad z=2¢4-J (fig. 68).

1876. Hallar la derivada¥de la funcién z—=z%—~zy~2y* en ¢l

punto P (1; 2) v en la direccién que forma con ol ecje OX un
angulo de 60°
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1877. Hallar la derivada de la funcidén z=2%—22% 4221
en (el G§mnto P (1; 2), en la direccién que va desde éste al punto
N (4; 6).

1878. Hallar la derivada de la funcién z=1n}/ 2>+ 3* en el
punto P (1; 1) en la direccion de la bisectriz del primer angulo
coordenado.

1879. Hallar la derivada de la funcién w=2—3yz 45 en el
punto M (1; 2; —1) en la direccién que forma &ngulos iguales
con todos los ejes de coordenadas.

1880. Hallar la derivada de Ia funcién w=ay-+yz+4 2z con el
punto M (2; 1; 3) en la direccién que va desde éste al punto
N (5; 5; 15).

1881, Hallar la derivada de la funcién u=In (¢* ¢4 ¢) en
el origen de coordenadas, en la direccién que forma con los ejes
de coordenadas OX, OY y OZ los dngulos «, f vy vy, respectiva-
mente.

1882. El punto en que la derivada de una funcién, en cual-
quier direccién, es igual a cero, se llama punio estacionario de
esta funcién. Hallar los puntos estacionarios de las siguientes
funciones:

a) z=a%zy+y*—4da—2y;

b) 3 =2+ y*—3xy;

¢) u=2y"+ 2*—ay—yz+42z.

1883. Demostrar, que la derivada de la funcién z=i:-, tomada
en cualquier punto de la elipse 224 y*=C®! a lo largo de la
normal a la misma, es igual a cero.

1884. Hallar el grad z en el punto (2; 1), si

z=2z%4 y*—3zy.
1885. Hallar el grad z en el punto (3; 3), si
=) " —7.

1886. Hallar el grad u en el punto (1; 2; 3), si uw=ayz.

1887. Hallar . la magnitud y la direccion del grad u en el
punto (2; —2; 1), si

u=2zr4 2422
1888. Hallar el dngulo entre los gradientes de la funcién

2=In-% on los puntos A(—;-; -1—) y B(1; 1).

1889. Hallar la magnitud de la elevacién médxima de la super-
ficie
z = 2% 4 4y’
en el punto (2; 1; 8).
14—1016
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1890. Construir el campo vectorial del gradiente de las si-
guiontes funciones: .

a) z=2z-+y; ¢) z=2+y%
b) z=uzy N —
S Vi e e

§ 7. Derivadas y diferenciales de ordenes superiores

1, Dorivadas parciales de 6rdenes supericres. Se llaman
derivadas parcieles de segunde orden de upna funcién z=/f{z, y) a las deriva-
das parciales de sus derivadas parciales de primer orden.

Para designar las derivadas de segundo orden se emplean las siguienles
notaciones

d { 8z 2 _ :

= () g e

a dz y_ 0%z s "
oy ( 9z )“ dzoy ~ lxu (T ) S0

Analogamente se determinan y se designan las derivadas parciaies de

orden superior al segundo.
Si las derivadas parciales que hay que caleular son conlinuas, el resul-
tado de lu derivacién sucesivg no depende del orden de dicha derivacién.

Ejempl"n 1. Hallar las derivadas parciales de segundo orden de la
funcion

@
LESBICHY =

Solucidn. Ifallamos primeramente las derivadas parciales de primer
orden:

¥ . 1 1 i

Bz 22 Ty a2y’
145

dr 1 (_i) x

oy 22 e 232
b=y

Ahora volvemos a derivar:
a2z i ( Y )__ 2zy
T

gz2 Oz \ =2 y® TR gE
§%z 4 (_ x = 2zy
Wt kR ) E+er

L . 3 ( i )_ 1-{z2-y2)—2y.y - 22— R
Jzoy oy \ =4y /) (=% +y%)* B CEE TR
Debe advertirse que Ia llamada derivada parcial «cruzada» se puede hallar
de otra manera, a Saber:
a2z 82z 8 x Az —Lxex z2—y2_
gz dy oy o= :_a;(— RN )_- - @+t (@R
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2 Diflerenciales de drdenes superiores. Recibe el nombre
de diferencial de segundo ordern da una funcidn z=f{({z, y), la diferencial
de 1a diferencial de primer orden de dicha funcibn:

diz=d {(dz).
Anélo%amente so determinan las diferenciales de la funecién z de orden
superior al segundo, por ejemplo:
d¥z =d (d2z)
v, en general,
dhz=d (d"1z).
8i z=f(x, ), donde z e y son variables independientes y la funcion f

tiene derivadas parcialos continuas de segundo grado, la diferencial de 2°
orden de la funcién z se calcula por la férmula
92z g PR

= H

En gencral, cuando existen las correspondientes derivadas se verifica ta
idrmula simbélica

2z
N 3_+_
d2z ) dz 2

a2 g "
i - z
d z_(d.z Gt ) y
que formalmeonte se desarrola segin la ley binomial.
§i z={(z, ¥), donde log argumentos x ¢ y som a su veoz funcioids do uma
o varias variables independientes, tendremos

otz

z
iz = FEEE d32+2

a2 8%z iz az
(x ay 7% i
%9y dax dy+¢Ty§- dy? - P d x—f———ay dly. {2)

Si » e y son variables independientes, d2x =0, d2y=0 y la formula {2) ¢e
hace equivalento a la férmula (1). :

Ejemplo 2. Hallar las diferenciales totales de 1° y 2° Hrienes de la
funcidén

z-=22%—3xy —y2,
Soluecidn. 1¢r procedimiento. Tenemos:
iz, i dz ;
W—&x—dy, Ty—-: —3.‘&’——2{}
Por lo cual,

dz . O
dz e dx —r«-ﬁi-dy = (4x — 3y) dx— {3z 2y) dy.

&,

Despads,
a2z r 02z % 92z
Y, ey e
dx2 oz dy ay? !

de donde se doduce gue
82z a2z 92z
25 em , L S - b
diz W dz24-2 my—d-ﬂdﬁ+ 0{{2 dyt =4 dx? Gd:rdy—-.'z dyZ,

2° procedimiento. Diferenciando, hallamos:
dz=4dx dr—3 (y dx -z dy) -2y dy = (42— By) dx — (3z -} 2y) dy.
Volviendo a difercnciar y recordande que dx y dy no dependen dv z ¢ y,
14%
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obtenemos:
d28 = (4 da =3 dy}d:c«—(3dz+2 dyydy=4dx?—6dzdy—2 dyl.

a2z d%z
{3.7,'0 ? 617 dy 1 a_yz (]

T8 ys
’*:"l/?*”b?-

18M. Hallar —- si

‘ : 92z 9%z P2z ;
1892, Hallar FaE W, 3_9’1"-’ s1
z=1In (% ).
1893. Hallar 2=, i
z== | Zay +y*.
1894, Hallar —— a ay si
z—“arctg x+fy 5
1895, Hallar 6x2’ si

i P sz_{_ z+zz
1896. Halidr toda:; tas derivadas parciales de 2° orden de la
funcidn:
u=2zy-+ys+zz.

{897, Hal!ar

Fz by oz 6y az ? si
=24k
1898. Hallar ay2 , st
2 = sen (zy).

1899, Hallar fi, (0, 0), fay (0, 0), £5y (0, 0), s
f@y=>0+2)"(1+y)"

9%z g2y £
1900, Demostrar, que “wdy = Tyoz O
s=arsen]/ 2=L .
| T
2oy < 2.
1901. Demostrar, que oz i O

dx dy = dy bz’
z=m”,
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1902*. Demostrar, gue para la funcién
z--—yﬂ

cont la condieién complementaria de f(0, 0)=(), tenemos

xy (0! 0) = —1, f::;x (0; U'): -+ 1.

8% o% a2z n
1903. Hallar 57 T e o
2= f {U., U) '

donde u =24y v=uzy.

1904. Hallar dlj , si

u=f(x, y, z), donde z=q(x, y).
92z a2z %z

1905. Hallar ——-, TR T
s=f(a, v) donde u=09(z, y), v="(z, 7).

1906. Demostrar. que Ja funcidn

u = aretg -

satisface a la ecuacion de Laplace
8 %u
Gt 77 T dy? =0.
1907. Demostrar, que la funcion

1
e=fn-—,
=

donde r=1) (z—a)* (y—>b)*, satisface a la ecuaciéu de Laplace
82 82 .
22 T gy
1908. Demostrar, que la funcién
u(z, t) = Asen (eit 4 @) sen Az
satisface a la ecuacién de vibraciones de la cuerda

%y 2 0%
— e ] &
ot2 dz?

1909. Demostrar, que la funcidén

_ {x—2g)2+y—v0)2+(z—20)%
1 hadt

u(zi Yy 2y Z)= (2{1 -I/;EE)
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{Zo, Y¢» 25, @, Son constantes) satisface a la ecuacién de la conduc-
tividad calorifica

2 g
Tt (gt
1910, Demostrar, que la funcién
= g (a—at) + (z+a),

donde ¢ y % son unas funciones cualesquiera, diferenciables dos
veces, satisface a la ccuacién de las vibraciomes de la cuerda

9%u o Q%

R v

191, Demostrar, que la funcién

e (2)+9(2)

salisface a la ecuacion

g Pz
* = + aa: &!;

1912. Demostrar, que la funcién

u=9 () +Vayv (L)

satisface a la ecuacién

0%
2
4t 50,

o, o

a2z Y Jy?

1913. Demostrar, que la funeién z= f[z + ¢ (y)] satisface a la
ecuacion

=0,

EE

dz 0% 0z d%
bz ozoy  ay oda?
1914. Hallar u=u(z, y), si
Pu
ar dy
1915. Determinar la forma de la funcién w==u(z, y) que satis-
face a la ecuacién
Pu
"Bz

1916. Hallar d%z, si

z=g"¥

1917. Hallar d%a, si
u..—_;z:yz.
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1918, Hallar d%, si
2= (), donde £=z%-1y°,

1919. Hallar dz vy d%z, si

xr
z == 1, donde u:—;—, v=2xy.

1920. Hallar d%z, si

z=f(u, v), donde u=az, v=by.
1924. Hallar d%z, si

z2=7f(u, v), donde u=ze¥, v=ye®
1922. Hallar 4%z, si

z=¢%cos y.
1923. Hallar la diferencial de 3% orden de la funcién
z=zc08y-|ysenz,

y determinar todas derivadas parciales de 3°" orden.
1924. Hallar df (1, 2) y d®f (1, 2), si

flz, ) =242y +y*—41lnz—101Iny.

1925. Hallar d%f(0, 0, 0), si f(=z, y, z) =222y + 32222y +
+4xz -} 2yz.

§ 8. Integraclon de diferenclales exactas

1°. Condicién de diferencial exacta. Para que la expresién
P(z, yydz+4-Q (z, y)dy, en que las funciones P(z,y) y Q(z, y) son conti-
nuas conjuntament¢ con sus derivadas parciales de primer orden en un
recinto simplemente conexo D, represente de por si, en el recinto D, ia
diferencial exacta de wua funcién determinada u {z, y), es necesario y sufi-
cienfe que se cumpla la condicidn

n A
dz T gy
Ejemplo 1. Cerciorarse de que la expresion
(r-y)de+-(z4-2y) dy
os la diferencial exacta de una funcién determinada y hallar dichka funcién.
Solucién. En este caso P=2z+4y, Q=xz2y. Por esto, (;_3= %;:1
¥. por comsiguiente,
it

(22 +y) dz (2 4-2y) dy =du = a?s:—}—%dy,

9z

donde u es la funcidén quc se busca.
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c a. U -
De acuerdo con la condicién —6?_—.25 + ¥, por consiguiente,

w={ @oty)demzitay 49 ).

Pero, por otra parte, —g—:—=-2+fp’ (y)=2+4+2y, de donde ¢’ (¥)=24 @(y)=
=yi+4C
¥
a=zl-Layyt L.
Finalmente,

(2z4y) dz4-(z42y) dy =d (22 42y 4 42 C).
2°. Caso de tres variables, Andlogamente, la expresién

Pz, y, 2)dz+Q{z, ¥, 2)dy+ R (2, ¥, 2) dz,
en quo Pz, ¥, 2), Qlz,y,2) ¥ R(z,y,2), junto con sus derivadas parcia-
les de 1°" orden, son funciones continuas de las variables z, 7, z representa
la diferencial exacta de una [uncién determinada u(z, y.z), en un recinto
simplemente conexo I del ospacio, cuando, y sélo cuando, en D se cumpla
la condicion

a0 aP JgrR _ 9Q gP aR

_ -“53:—565;’ oy 6z ' 9z = oz -
Ejomplo 2. Cerciorarse de que la expresién
(822 8y —1) dz4- (22 + 3z) dy +(2yz + 1) dz
es la diferencial oxacta de una funcidn y hallar dicha funcién.
Solucidon. Aqui P=32z2438y~1, Q=z2432z y R=2yz+1. Estable-
cemos, que

8Q _oP _, @R _4Q _ P IR
Frads Tt Jis Tt T I T PR
¥, por consiguionte,
Ju 773 iz 73
(8224 3y —1) dz 4 (224-32) dy + QCye+ 1) de =duo = — dz b —— dy -} — dz,
dz a8y gz .
donde u es la funcién que se husca.
Tenemos:
Ju
B T T
es decir,

= S,(332+3y—1) dz =28 432y — 2§ (¥, 2).
Do otra parte,
il ap §
W—3z+—5y——z +33!',
du 8¢

T e
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de donde %:z2 ¥ %—z2yz+1. El problema se reduce a buscar una fun-

cién de dos variables @ (y, z), cuyas derivadas parcialez se conocen, habién-
dose cumplido la condicion de diferencial exacta
Hallamos ¢:

@, A=\ 2 dy=yz2+ ()
d
=2z () =2z +1,
P (5)=1, P(z)=2-+C,
es deeir, @ (¥, z)==y22 4z C. Y, finalmente, obtenemos
p=g34-3ey—z 4yt C.
Después de comprobar que las expresiones que se dan més abajo

son diferenciales exactas de efertas funciones, hallar estas fun-
ciones.

1926. ydz--zdy.
1927. (cos z - 3z2%) dz -+ (2% —y?) dy.
1928. (z-+-2y) dz+y dy

(+u)*
z- 2y 2r—y
1920, ZEM gz 2=t gy,

1 z
1930- ?dI—F dy.
z LY
'1/32,,', e dz + Vg2
1932. Determinar las constantes a y b de tal forma, que la
expresion

1931. dy.

(@x® 4 2xy 4 y?) do — (224 22y 1+ by?) dy
(2214 g2

sea la diferencial exacta de una funcién z, v hallar esta 1ltima.

Después de comprobar que las expresiones que se dan mas abajo
son las diferenciales exactas de ciertas funciones, hallar estas
funciones.

1933. 2z +y+2)da+(z+ 2y+2) dy+ (z + y + 22} dz.

1934, (3z® 4 2y® -+ 3z) dz + (4ay + 2y —z) dy + (3 —y—2) dz.

1935. (2zyz—3ys 4-8zy*-2) dz +-

+ (22— Bayz +82% + 1) dy + (2*y — 3zy® + 3) dz.
1 z 1 2 | ¥y
1986. (———2)de+ (5 —=5 ) v+ (5—%) d=

1937 zdzt+pydy+zdz
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1938*, Se dan las proyecciones de una fuerza sobre los ejes
de coordenadas:
__¥ =
- (a2 F= 4+t '
donde A es una magnitud constante. ¢Cudl debe ser el coeficiente A,
para que la fuerza tenga potencial?
1939. A qué condicién debe satisfacer la funcién f(z, y), para
que la expresién

f (‘z‘! y) (dz -+ dy)

sea nna diferencial exacta?
1940, Hallar la funcidn u, si

du={ (zy) (y dz+x dy).

§ 9. Derivaclon de funcones Implicitas

. 1. Caso de una variable independiente. Si una ecuacién
f{z, ¥)=0, donde f(x,y) es una funcidn diferenciablv de las variables z
o}y, dotormina a y como funcidén de z, la derivada de esta funcidn dada cn

forma implicita, siempre que fy(2, ¥)==0, puede hallarse por la férmula

d x (&,
o fulz, ¥)
Las [derivadas de érdenes superiores se hallan por derivacidon sucesiva

de la férmula (1).
: ] dy d% .
Ejemplo t. Hallar =% y =3, si
(22 4-y)3—3 (22 +y?) +1=0.
Solucidén. Designando el primer miembro de esta ccuaciéon por
f (=, ¥), hallamos las derivadas parciales

fx (z, y) =3 (a2 y2)2. 22— 3.2z = bz [(z2+y2)2 —1],
fy (z, y)=3 (23 4-y2)2. 2y — 3.2y = By [(22 4 y22 —~1].
De donde, aplicando la férmula (1), obtenemos:

dy _ _ Julz,y) _ _ 6x[@+y2R—1] _ =z
=T ey GEt—

Para hallar la segunda derivada, derivamos con respocto a = la primera derivada
que hemos encontrado, teniendo on cuenta al hacerlo que 7 es funcién de z:

1 zgg T z
dy  d z Sl T (""E?)_ yi4at
( ) y? y? y3

it dz\" y )

2. Caso de varias variables indopendientes. Anéloga-
monte, si la ecwacién F(z, y, 2)=0, donde F(z, y, z) es una funciéon dife-
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renciable de las variables z, ¥ ¥y z, determina a =z como funcidén de lag

variables independientes z e ¥, ¥y Fzlz, y, z) = 0, las derivadas parciales
de esta funcion dada de forma implicita pueden hallarse por las férmulas:

ﬁ__F;:(xl i, -z) _‘_}_z_-:__F;! (.Z, i, z} (2)
63: F;(xs ylz), ay F;(.T, 9‘- z’

Otro procedimiento para hallar las derivadas de la fancién z es el siguiente:
diferenciando ]a ecuacién F(z, . z)=0, obtenemos:

aF aF aF
o dz-{——«—ay dy-!——»az dz =10.
" . T az az
De dondegpuede determinarse dz, y por consiguiente =¥ e

dz 4
ay
z2—2y2--3z2—yz-} ¥y =0.

Soluclién. 1o proccedimiento. Designando el primer miembro
de esta ecuacién por medio de F (x, ¥, z), hallamos las derivadas parciales

Ejemplio 2. Hallar % ¥ i

Fx(z, ¥, 2) =2z, Fy(z.y, 5= —&y—z-}1,
Fy {z, ¥, zy=06z—w.
Aplicando la f6rmula (2), obtenemos:

Eaﬂ__ Pz, ¥, 2) - 2z 9z _Fi;{:r, ¥ z}___l _A—dy—z
9z Fa(mwz) 0¥ 0 Fi(z,y ) b=

2° procedimiento. Diferenciade la ecuacidn dada, obienemos:
2z dr— 4y dyt+6zds—ydz—zdy+dy=0. )
De donde determinamos dz, es decir, la diferencial total de la funcién
implicita:
_frdzf-(l—4y—z}dy

dz s

d
Compardndola con la férmula dz=§£«dz:—[—-é§ dy, vemos, {ue

dz 2z 2 _1—4y—z
=

oz Bz' @y y—bz °
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1941, Sea y una funcidén de z, determinada por Ia eemacién

2 y2
=tE=t

¢ dy d%y d3y
Hallar Az * Tzl m :
1942. Sea y una funcién determinada por la ecuacién
Ly 4-2axy=0 (a>1).
2
Demostrar, que g—:’ézﬁ v explicar el resaltado obtenido.

dy

1943. Hallar s si y=14+y*.
. dy d2y R
1944, Hallar 7= ¥ g 8 y=zLlny.
. dy d2y .,
1945. Hallar (42) 'y (24} _, si

=2zt yitrty—2=0.

Utilizando los resullados obtenidos, representar aproximada-
mente la grafica de esta ecurva en el entorno del punto z—=1.
1946, La funci6n y estd determinada por la ecuacidn

In YV 2? L y® =aarctg % {a==0).

dy d2y
Hallar -‘—j}— Y 22"

d2 5

14 ay—In{*+e™) =0,

dy
()[f BT T
1. 4, a ¥
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1948. La funcién z de las variables z e y se da por la ecuacidn

2?4 2y® Lz —Bxyz -2y +3=0.

dz
Hailar — y — T
1949, Hallar —61 v g; s Si

rcosy—+ycosz4-zeosx=1.
1950. La funcién z viene dada por la ecuacion

eyt —zt—ay=0.
Hd]lar ¥ ay para el sistema de valoresz= —{f, y=0 y z=1.
gz dz a2z 92z a2z . xt 2 22
1951. Hallar T ‘-b—y- 1 FaE Tay" = ?}E— ., Sk —Eé-—-l-ﬁ-—l—c—g__ 1
1952. f(z, y, z) — 0. Demostrar, que —=. W .22 _ _4
o e T

1953. z=@ (2, y}, donde y es funcion de z, determinada por la
ecuacién P (z, y)=10. Hallar E—

1954. Hallar dz y d%z, si

2ttt g

1955. Sea z una funcién de las variables z e y deierminada

por la ecuacion
222 + 2¢% + 22— 8zxz 2z 4+ 8=1.

Hallar dz v d?z para ol sistema de valores z=2, y=0 y z=1.

1956. Hallar dz y d%z, si In z=2ty+z=1. éA qué son

iguales las derivadas primera y segunda de la funci6n z?
1957. Sea la funcién z dada por la ecuacion

24y + 2 =@ (ax + by +cz),
donde ¢ es una funcién cualquiera diferenciable y a, b, ¢, cous-
tantes, Demostrar, que

(cy— bz) -}-(az cx)g—;zbz—ay.

1958. Demostrar que la funcién z, determinada por la ecuacién
Flz—az,y—bz)=0,

donde F es una funeion diferenciable cualquiera de dos argumentos,
satisface a la ecuacidn

dz iz

dy



224 Funciones de varias variables

2 é
1959. F(—z—, %):0. Demostrar, que :rg—x—}-y—z——_*z.
1960. Demostrar, que la funcién z, determinada por la ecua-
cibn y=2a (z) 4} (z), satisface a la ecuacién
2z ¢ dz \*? 0z oz % 2z (..'?f.)ﬂ—-{)
Pr] (‘37) — * @z 9y oz oy + ay: \oz )
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§ 11, Plano tangente y normal a una superficle

1°, Ecuaciones del planc tangente y de ia normal
para el caso epn gue la superficie ostd dada de forma
explicita. Recibe el nombre do plane tangente .de una superficie en el
punto M {punto de contacto} el plano en fue estin situadas todas las tan-
gentes en el pumto M, a las curvas trazadas en dicha superficie que pasan
por este punto M.

Se llama rormal de una superficie a la reeta perpendicular al plano
tangente en el punto de contacto.

Si 1a ecnacidn de la superficio estd dada de forma oxplicita en un sistema
de coordenadas cartesianas, z=/ (z, ¥), donde f(z, ) es una funcién diferen-
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ciable, 1a ecuacién del plano tangente en el punto M (%, g %) 2 la super-
ficie sera

Zom 29 =f (Zor Vo) (X —20) 11 (zov Yo} (¥ —¥o)- )

Aqui zo=f (2o ¥p) ¥ X, YI, Z, son las coordenadas variables de los puntos
del plano tangente.
.as ecuaciones de la normal tienen la forma:

X—_':u —_ Y‘—'yo mz*—*ZQ ) (2)
_f;t (z0s ¥0)  fy(Zos ¥g) —

donde X, Y, Z, son ias coordenndas variables de los puntos de la normal.
Ejemplo 1. Lscribir las ecvaciones del plano tangente y de la nor-
2

mal a la superficie z:%—-—y2i en su punto M (2; —~1; 1).

Solucidn. Hallamos las derivadas parciales de la funcién dada y sus

valores en el punto M.
dz dz
— = —— ==
oz T ( Zx )M i

az 7z
—_—= 3 —— =2.
oy & (61; ).m{ 2
De donde, aplicando las férmulas (1) y (2), tondromos: z=—1=2{z—2)-4
+2(y+1) o bien, 2z 42y —z~1=0, que es la ecuacitn del plano tangente,
22 y4+1 z—1 .
TR TR Gue son las ecuaciones de la normal.
9%, Bcuaciones del plano tangeute y do la normal
para el caso en gque la superficie ostia dada de forma

implicita. En el caso en que la ecuacién do la superficie regular esté
dada do forma implicita .

F(z, ¥, 2)=0
¥ F (zg, yo» 20)=0, las ccuaciones correspondientes tendrén la forma
Fie(2o, You 20) (X — o)+ Fy (zo, s 20) (Y —¥0) -+ F (5, yoy 20) (Z—20)=0, (3)
que es la ecuacién del plano tangente, ¥
X—uxy - Y—yg Z—1z
Fy(zor ¥or 20)  Fu(Zos Yo, 20)  FzlZo, Vor 20) :

que son las ccuaciones de la normal.
Eiemplo 2. Escribir la ecuacidn del plano tangente y de 1a normal
a la superficie 3zyz—z3=2a¥ on el punto que tiene z=0 ¢ y=a.
Solucidén, Hallamos la cota z del punto de contacto, poniendo z=0
e y=a en la ecuacion de la superficie: —z%=a?, do donde z= —a. De esta
forma. el punto de contacto' es M (0. ¢, —a). .
Designando por F (z, ¥, z) el primer miembro de la ocuacion, hallamos
las derivadas popciales y sus valores on el punto M:

Fa =3yz, (Fx)p = —3a%,
FL=3zz, (Fy)pr=0,
Fy= 32y — 322, (F2)p = —3a2,

4)
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Aplicando las férmulas (3) y (4), obtenemos:
— 342 (2 ~0)4-0 (y — a} —3a2 (z-a)=0,
0 sea, x+2-+4a=0, ecuacion dol plano tangente,

z2—0 y—a z+4a
—8af 0 —3a%,

0 sea, ) ecuaciones de la normal.

1981. Escribir las ecuaciones de los planos tangentes y las de
las normales a las siguientes superficics en los puntos que se
indican:

a) al paraboloide de revolucién z = 2%+ ¥% en el punto (1; —2; 5);

Z _y—a z-a
1

b) al econo f—;-&%—*%:& en cl punto (4; 3; 4);

¢) a la esfera #® 4 y*+ 22 = 21?2, en el punto (rcosa; Itsena; R).
1982. ¢En qué punto del elipsoide

o3 y2 72
=tEta=1

la normal forma dngulos iguales con los ejes coordenados?

1983. Por.el punto M (3;4;12) de la esfera 4y 422 =169
pasan planos perpendiculares a los ejes OX y OY. Escribir la
ecuacién del plano que pasa por las tangentes a las secciones que
originan aquéllos, en el punto comun M.

1984. Demostrar, que la ecuacién del plano tangente a la
superficie central de 2° orden

ax® 4 by ezt =k
en su punto M (z,, y,, 2o} tiene la forma
axex + byl +czoz = k.

1985, Dada la superficie 2%+ 23?4 32% =21, trazar a ella pla-
nos tangentes que sean paralelos al plano z4-4y--6z=0.
1986. Dado el elipsoide

22 2 22
a_2+%+'c_2=is
trazar a ¢él planos tangentes que intercepten en los ejes coordena-
dos segmentos de igual longitud.

1987, Hallar en la superficie 224 y?—2z2—22=0 los puntos
en que los planos tangentes a ella sean paralelos a los planos
coordenados.

1988. Demostrar, que los planos tangentes a la superficie

zyz=m* forman con los planos coordenados tetraedros de volumen
constante.
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_1989. Demostrar, que los planos tangentes a la superficie
Vz+Vy+Vz=Va inlercoptan en los sjes coordenados segmen-
tos, cuya suma es constanle.

1990. Demostrar, que el cono
x2 y3 z2
aTE=
v la esfera
b2 4-c2

¢

:z:2+y*—l—(z—- )2=§.(b”+cﬂ)

son tangentes entre si en los puntos (0, + &, ¢).

1991. Se llama dngulo entre dos superficies cn el punto de su
interseccidén, al dngulo que forman los planos tangentes a dichas
superficies en el punto que se considera.

¢Qué dngulo forman en su interseccién cl eilindre z*+4-y?= R*®
v la esfera (z— R)*+y*+ 22 =R en ¢l punto M(%, E%; 0)?

1992. Se llaman ortogonales las superficies que se cortan eatre
si formando édngulo recto en cada uno de los puntos de la linea
de su interseccion.

Demostrar, que las superficies z24- y% + 2% = r? (esfera), y=ztg ¢
(plano) y 2®=(a®-- y*) tg? (cono), que son superlicies coordenadas
del sistema de coordenadas esféricas r, @, ¥, son ortogonales entre si.

1993. Demostrar, que todos los planos tangentes a la superficie

conica z=zf (%) en su punto M (zq, Yo, 20), donde 2,540, pasan
por el origen de coordenadas.
1994*. Hallar las proyecciones del elipsoide
ot +yt 42t —ay—1=0
sobre los planos coordenados.
1995. Demostrar, que la normal, en cualguier punto de la super-
ficie de revolucién z = f ( )/ Z¥ +?) (f'5-0) corta a su ejo de rotacién.
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§ 13. Extremo de una funclon de varias varlahles

1°. Definicidén de sxtremo do una funeidn. Se dice que
una funcidén f(x, y) tiens un mdzimo (o un minimo) f (a, b) en el punto
P (a, Db}, si para todos los puntos P (z; y} diferentes de 2, de un enlorno
suficientemente pequofio del punto P, ze cumple la desigualdad f{e, b) >
>{(x, ¥) (0, respectivamente, f (a, &) < (=, ¥)). El miximo o mnime de una
funcion recibe también el nombre do exiremo de la misma. Anilogamente
se determina el extremo de una funcién de tres o méds variablos.

2°. Condiciones necesarias para la existencia de
extremo, Los puntos, en que la funcién diferenciable f(z, ¥y puode alcan-
zar un extromo {es decir, los llamados puntes estacionaries), se hallan resol-
viendo ¢l sistoma do ecuaciones

folz, 1)=0, i {=z, y)=0 (1)

{condiciones necesarias para.la existencia de oxtremo). El sistema (1) os equi-
valente a una ccuacién df (z, y) =0. En ¢l caso general, en el punto extremo
P (a, b) do la funcién f(z, ¥), o no existe df (2, d) o bien df (a, 8)=0.

3% Condiciones suficientes para la extstencia de
extromo. Sea P {a, &) un punto estacionario de la funcidn f(z, ¥), es decir,
df(a, b)=0. En este caso: a) si d¥ (e, b) < 0, siendo daz2-}-dy2 >0, f (4, b)
es un mdzimo do la funcion f(z, y): b) si 4% (a, b) > 0, siendo dz¥-dy? >0,
(@, b) es un minimo de la funcién f(z, y); ¢) si @% (¢, b) cambia de signo,
f{a, b} no os punto extremo de la fuacion f (z, ¥).

Las condiciones citadas equivalen a las siguientes: sea fi(a, &)=
=fe.0)=0y d=f (e, 8), B=j, (a\¥), C=] (2, b}. Formamos el dis-
eriminante

A=AC—52

In este caso: 1) si A>0, la funcibn tieno uvn extremo on el punto
P(a, b) y éste es un miximo, si 4<0 (0 €< 0), ¥ un minimo, si 4>0
{0 C>0); 2) si A< 0, en el punto P (a, b} no existe extremo; 3) si A=0,
la existencia de extremo de la funcién en el punto P (e, b)) queda indeter-
minada ées necesario continuar la invostigacidn).

4°. Caso de funciones de muchas variables. Para las fun-
ciones de lres 0 mag variables, las condiciones necesarias para la existencia
de extremos ¢on anflogas a las condiciones del péarrafo 17, (1), y las con-
diciones suficientes, analogas a las del parrafo 3°, a), b) y c).

Ejomplo 1. Averiguar los extremos de la funcidn
z==23 4 3zy?e (52 —12y.
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Solucidn., Hallamos las derivadas parciales y formamos el sistema
de ecuaciones (1)

az iz
——— = 2 - = —-'-—EB —1 =
e 3224-3y* —15=0 37 zyf —12=0

a bhien,
2t 250,
{ wy—2=0
Resolviendo este sistema obtenemos guatro puntos estacionarios:
Py(li2) Pp(@) Pyl—t; =2 Py(—2 ~1).
Hallamos las derivadas de 2° orden
8%z 4%z a2z
-Eé-: 5 bz_d-—y: Y, 6_5!?:

y formamos el discriminante A =A4C — 5?2 para cada unc de los puntos esta-
cionarios.

Bx

) _f % v _f 9 a5
1) Para el punto Py A"'(ax"f)plmﬁ' B—(axay)zﬁ_—h' ¢

2
= (%)P =6, A= AC~ B2 —36—144 < 0. Es decir, en el punto Py no hay
1

extremo.

2) Para ol punto Py 4=12, B=6, €=12; A=144—362>0, 4 >0. En
el punto #; la funcién liene un minimo. Este minimo es igeal al valoer
de la funeion cuando z=2, y=1:

Sty =8+ 6—30—12= —28.

3) Para el punto Pg: A= -6, B=—12, C=—08 A=36—144<0.
No hay eatremo.

4y Para el punto P A= —12, B=—0, C=-~12; A="144—36">10,
A< 0. En el punto £, la funcién tiene un méximo. Este méximo es igual a

Zmag=—8—6-30+412=28.

5%, Bxtremo copdicionado. Se llama exiremo condicionado
de una funcidn f (=, 2), en ¢l caso mds simple, al miximo o minimo de esta
funcidn, aleanzado con la condicién de que sus argumentos estén ligados
entre si por la ecuacién @ (z, yy=0 (ecuncion de enlace), Para hallar el ex-
tremo condicienado de la funeidn f (z, ), con la ecuacion do enlace g (z, z2) =0,
se forma la llamada funcidén de Lagrange

Fla, y)=f(x, py+-9 (2, y)h

donde ) cs wn multiplicador constante indeterminado, y se busca el exiremo
ordinario do esta funcidn auxiliar. Las condiciones necesarias para que haya
un extremo se reducen al sistema de tres ecuaciones

oF o ap
o =g T =0
oF _ af . 09 2)
==
9 (2, =0

con tres incoguitas, =, y, A, de las que, en gemeral, se pucden deducir éstas.



238 Funciones de varias variables

El problema do la existencia y el cardctor del extremo condicionado se
resuelve sobre la base del estudio del signo quo tiene la segunda diferencial
de la funcién de Lagrange

asF 92F
2 = 2
a2F (z, ) o dx24-2 3237

para el sistema de valores do z, y, A que investigamos, obtenido de (2),
con la condicién de que dz y dy estén relacionados entre s{ por la ecuacién

acF
2
ds dy 2 dy

9 9
-gilldz_}._glldy:o (d=® +dy? # 0).

Precisamente, la funcidn f(z, y) tendrid un maximo condieionado. si d2F < 0,
y un minimo condicionado, si 42F >0. En particular, st el discriminante
A para la funcién F{z. y) en el punto cstacionario es positivo, en esto punto
labrd un méximo condicionado de la funcién j(z, &), si A< 0 (o < 0),
¥ un minimo condicionade, st 4 >0 (o € >0).

Andlogamente se hallan los extremos condicionados de Ias funciones
de tres y mds variables cuando existen una o még ecuaciones de cnlace
{cuyo ndmero debe ser menor que el de variables). En este caso. hay que
incluir ¢n la funcion de Lagrange tantos multiplicadores imdeterminados
como ecuaciones do enlace haya.

Ejemplo. 4 Hallar los extremos do la funcién

s=0—4x—3y,
con la condicién de que las variables x e y satisfagan a la ecuacién
22 yt=1,

Solucidén Geométricamente, el problema se reduce a encontrar los
valores miximo y minimo de la cota z del plano z=6—~4z—3y para sus
puntos de interseccién con el cilindro a%--p2=1.

Formamos la funcién de Lagrango :

Flz, y)=6—4z—3y 44 (z22+ 2 —1). =

Tenemos, % = — 44-2hz, -%«g‘- == == 3-|-2Ly. Las condiciones necesarias pro-
porcionan ol sistema de ecnaciones
( —4é+2hz=0,
I —3+20y=0,
Latgyt=1,
resolviendo el euwal, encontramos:
N 4 _8
1—-:3:‘! Ty = 5 ' = 5
¥
5 4 3
gy B Bpeg
Como
92F a2F 92F
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tenemos
d2F =2} (dz2 4~ dy?).
- 5 4 3 g
5i ?.,:«E—- ( Brmwie @ fresneey entonces, d4*F >0, y, por consignionte, en este
punte la funcién tiene un minimo condicionado. Si A= .S = ---4- 0

g 5
3 — i
§== iy enionces, d2F < 0 y, por consiguiente, en este punto la funcidn

tione un méximo condicionado. .
De esta forma,

6°. Miximo minimo absolutos de la funcidén. Toda
funcién, diferenciable en una regidn acotada y cerrada, alecanza su valor

£

Fig. 70

mdximo (minimo), 0 en un punto estacionario, o en un punto de la frontera
de la regién,
Ejemplo 3. Determinar los valores miximo y minimo de la funcidn

z=atty2—ay+a+y
en la regidn
3“40! ygo! .1'-'—{," >—3-

Soluctdn, La regién indieada es un tridngulo (fig. 70).
1) Hallamos los puntos estacionarios:

( z=2z—y-+1=0,
L z;fE 2y—z1=0;

de donde z= — 1, y= —1; obtenemos el punto M {—1; —1).

En el punto M el wvalor de la funcidn es zp=—1. No es necesario
investigar si hay cxtremo.

2) Examinames la funcién en la frontera de la regidn.

Cuando z=1, tenemos que z= 424y, y ol problema se rcduce a buscar
el miximo y minimo absolutos de esta funcién de un argumento en el
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segmento —3<Ly«0. Al bhacer esta investigacién, hallamos que
1
(mix. abs.) x=0="6 en el punto (0; —3) ¥ (2y4n. avs.) xep = —T en el pun-
to (0‘ "
i )

Cuando y=0, obtencmos que z=z%-z. Anilogamente hallamos, que
{(*max. avs, Jy=0="0 en el punto (—3; 0) ¥ (4mgn. aps,) y=o = " ©n €l punto

(—r0).
Ceando £4y=-~3 0 bicn y= —3—x, tendremos que z=3z2+49z-}6.

7 3 3
Anilogamente hallamos, que (z.,¢ .5 Jidy=—a= " g o ¢l punte ( Y
—‘2‘) i {max.aps.) xty——g=0 ooineide con (2,5 aps)x—g ¥ cOL
(Zinax. abs.) y—o- B0 la recta 24 y= 3 se podria hacer la investigacién de

la existencia de extremo condicionade sin recurrir a la funeién de un solo
argumento.

3) Comparando todos los valores de la funcidn z obtenidos, llegamos
4 la conclusida do que zgu. .ps. =6 en los puntos (0; -3 ¥y (—3; 0 ¥

Zmin. abs, = —1 en el punto estacionario M,

Investigar si tienen extremos las siguientes funciones de dos
variables:

2008, z=(z—1)+ 2y

2009. z=(x—1)*— 2y,

2010, z=2*+4zy+4 y*— 2 —y.

2011, 2= (6—2—y) (x>0, y>0).
2012, z =2+ y?— 2z% 4-dxy — 232,

. T T
2013. z=a:y]_/ b=,
2014, z=1 (224 y%)*3,
2015, z2={(2® | y?) e—t=34vR),
MME, g TEH

Va2 4-y2

2016.1. z:%-}-%-i—y (>0, y=>0).
2016.2. z=e"¥ (2®—2y%).
Hallar los extremos de las funciones de tres variables:
2017, u =224 2422 —ay+a—2z.

2018, u=zx +—-}£—+-§—+—f——(z>0, y>0, z>0).
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Hallar los extremos de las funciones z, dadas de forma im-
plicita:

2019%, 24y 42%— 2244y —6z2—11=0.

2020, 2% —pt—3x 4yt +4+2—8=0.

Determinar los cxiremos condicionados de las funciones:

2021, =xY, si x-}-y:l

2022, z=g42y, si 224 y*=>5.

2023. z=a24y*, si .%_-}-_g_g 1.

2024, z=cos*z+costy, si y—=z =—g- .

2025. u=z—2y-+2z, si 2*4- 32 4-22=0.

%
2026. u=z%4-y* 4+ 2°, si —Z;—l—i—j—ki—.j:i(a)b}c}()}.

2027, u=uay®z®, si z+y+2=12(x>0, y>0, 2>>0),
2028, u=zyz con. las condiciones: @4 y--2=35,

2y +yz-+ zx =8,
2029. Domostrar la desigualdad

3:@;#1 > 7yz,
si 20, y2»0, 3>0.

_Indicacién. Buscar ol miximo de la funcién w=zyz con la condi-
cibn de que z-Fy-4z=J5.

2030. Determinar el méximo absoluto de la funcién
z=1+42+2y
en las regiones: a) z >0, y >0, z4y<1;b) 220, y<0, 2—y<1.
2031, Determinar el mdximoe y minimo absolutes de las fun-
ciones: a) 2=z y b) z=2*—p* en la regién z* -y 1.
2032. Defermtinar el mdximo y minimo absoluto de la funcién
z=genz -+ seny+sen(z-+y) en la region ng:{;;-g—‘ Oﬁ-y{\;% :

2033. Determinar el maximo y minimo absoluto de la funcién
z=2%+y*—3zy en la regitn 0L g2, —-1<y<2.

§ 14. Problemas de determinaclon de los maximos y minimos
absolutos de las funciones

Ejemplo 1. Hay que dividir un nimero ontero a en tres sumandos
no negativos de manera que el producto de éstos sea maximo.

Solocidn. Sean los sumandes quo se busean z, ¥, a—z—y. Busca-
mos el miximo absoluto de la funcion f(z, y)=zy (e—z—yp).

16—1018
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Por el sentido que ticnc ol problema, la funcidén §(z, y) se examina
dentro del tridngulo cerrado >0, ¥y 20, 4y <l e (fig. ).
Rosolviendo ol gislema
L=y =yla—2r—y =1,
[ ty (e, p) =x(a—z—2y)=0,
obtenoinos para ¢l inlerior del tridngulo un solo punto estacionario
(%‘ —g—) . Para ét comprobamos si se cumplen las condiciones necesarias.
Tenemos
e (@ W= =20, fy, (& y)=0e—232—2y, Ty (@ y)= —2a.

o a [F3 2
I'or coasigaiente, A={7 (T’ T) Ry
5 [ a 1
B=ly ("T —:-;")= %
oy o8 EN. &
(’“fw(_é"* 3 )— g ¥

A=AC—B2>0, A<,
Es decir, {a luncidn tiene méaximo ¢n el punto (-%-; T) "

Yi
N (Ga)

39N\ _
) (a;O} 4

Fig. 7

Como en el contorno dei tridngule la funcidn f(z, p)=0, cste maximo
sera el maximo absolute de dicha funcidn, es decir, el producto serd miximo

a s ; =
caardo T=y=a—z—y=— Y el valor maximo del mismo sera Iigual

33
a -27.
Observacidn, Dsle problema podria haberse resuelto también por el
mélodo del extremo condicionado, buscando el mdximo de la [uncién vu=zyz

con la condicidn de que x+y-+z=—a.

2034. Emire lodos los paralelepipedos rectangulares de volumen
V¥ dado, hallar aquél euya superficie total sea menor.

2035. ¢Qué dimonsiones deberd tener un bafo abierto, de volu-
men V dado, para que su superficie sea la menor posible?
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2036. Entre lLodos los triangulos de perimetro igual a 2p, ha-
jlar el que tiene mayor area.

2037. Hallar ¢l paralelepipedo rectangular de &rea S dada, que
tenga ¢l mayor volumen posible.

2038. Representar el nmero positivo ¢ en forma de producto
de cuatro factores positivos, cuya suma sea la menor posible.

2039. En el plano XOY hay que hallar un punto M (z, y) Lal,
que la suma de los cuadrados de sus distancias hasta las tres
rectas, 2=0, y=0, z—y+41=0, sea la menor posible.

2040, Hallar ¢l tridngulo de perimelro 2p dado, que al girvar
alrededor de uno de sus lados engendre el cuerpo de mayor volumen.

2041, En un plane se dan tres puntos maleriales P, (xy, yy),
Py (zg, ya} ¥ Ps(xs, ys), cuyas masas respectivas son my, my ¥y ma
¢Qué posicidon deberd ocupar el punto P (z, y) para que el momento
cuadrilico (momento de inercia) de esle sistema de puntos, con rela-
¢ion a dicho punto P (es decir, la suma m1{31P2+m2P3P“+m3P3P2)
sea ol menor posible?

2042. Hacer pasar un plano por el punto M (a, b, ¢) que forme
con los planos coordenados un telraedro que tenga el menor
volumen posible.

2043. Inscribir en un elipsoide un paralelepipedo rectangular
que tenga el mayor volumen posible.

2044, Caleular las dimensiones exteriores que doberd tener un
cajén rectangular abierfo, del que se dan el espesor de las pare-
des 8 y la capacidad (interior) V, para que al hacerlo se gaste la
menor cantidad posible de material.

2045. ;En qué punto de la elipse

z2 y2
= tr=1
la tangente a ésta forma con log ejes coordenados el trifingulo

de menor drea?
2046*. Hallar los ejes de la elipse
5% -+ 8xy+ 52 =9. .

2047. En una esfera dada, inscribir el cilindro cuya superficic
total sea mdaxima,

2048, Los cursos de dos rios (dentro de los limites de una
rogién determinada) representan aproximadamente una parabola,
y=2% y una recta, v—y-~2=0. Hay que unir ostos rios por
medio de un canal rectilineo que tenga la menor longitud posible.
¢Por qué puntos habrd que trazarlo?

2049. Hallar la distancia mds corta del punto M (1, 2, 3) ala
recta o

145%
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. :2050*, Los puntos 4 y B estin situados en diferentes medios
opticos, separados el uno del otro por una linea recta (fig. 72).
La velocidad de propagacion de la luz en el primer medio es
igual a v, en el segundo, a vs. Aplicando el «principio de Fermat»,
segin el cual el rayo luminoso se propaga a lo largo de la linea
AMB, para cuyo recorrido necesita el minimo de tiempo, deducir
la ley de la refraceion del rayo de luz.

A
i
I !
ﬂ't (v 4 8
] M !
; .
AT ¥ |
i /j Ib |
L T 2 7
LI 4
) A, i B,
B 1
Fig 72 Fig. 73

2051. Aplicando el «principio de Fermat», deducir la ley de la
reflexién del rayo de luz de un plano.en un medio homogéneo (fig. 73).

2052*, Si por un cirouito eléctrico de resistencia /@ pasa una
corriente I, la cantidad de calor que se desprende en una unidad
de tiempo es proporcional a I2R. Determinar, ;cémo habra
que distribuir la corriente I en I;, I, e I3 valiéndose de tres
conductores de resistencias A;, R,, y IR, respectivamente, para
conseguir que el desprendimiento de calor sea minimo?



Puncidn vectorial de un ergumento escalar 249

§ 17, Longitud de un arco de curva en el espaclo
La diferencial del arco de una curva en ol ospacio en coordenadas carte-
sianas rectangulares cs
ds="T)/ a2 dyidz®,
dondseiz, Y, z, son las coordenadas variables del punto do lu curva.
g=az(t), y=y(t), z=2(t)

son las ecuaciones paramétricas de la curva en el espacio, la longitud det
arco ep el intervalo comprendido entre t=i; y {=1; serd

=V -

Hallar la longitud de los arcos de las curvas que se dan en
les problemas 2071 — 2076

2071 =1, Uy-=iF z=$ desde £ =0 hasta t=2.

2072. x=2cos¢t, y=2senl, z-_—_-—ilz desde =0 hasta {=m.

 2073. x=¢c'cost, y=ec'sent, z=¢' desde =0 hasta un valor
arbitrario de ¢,

z8 z8
2074. Y=, 1= desde x=0 hasta z=6.
2075. 2%=3y, 22y =19z desde el punto O (0; 0; 0) hasta el punto
M (3; 3; 2).
2076. y —aarcsen, z=7%1In 2FZ desdo el punto O (0; 0; 0)
hasta el punto M (zy, yo, 2q)-

2077. La posiciéon de un punto on cualguier instante ¢ (Z > 0)
se determina por las ecuaciones

m=2t ye=lnd; z=i*.

Hallar la velocidad media del movimiento ontre los instantes
t=1 v t=10.

§ 18. Funcldn veotorial de un argemenfo escalar

1°. Derivada de una funcién vectorial de un argu-
monto escalar. La funcién vectorial a=uw (i) gueda determinarse dando
las tres funciones escalares a. (1), ay(f) y a.{(!) de sus proyecciones sobre
los efes de coordenadas:

w=ag(t)d4ay () J+a, (1) k.
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La derivada de la funcién vectorial e =a (i) con respecto al argumento
escalar ¢ os una nueva funcién vectorial determinada por la igualda

da (i A —a(l)  dag(l) day (t)
———— T l —_
dL - Ats0 At ko

El médulo de la derivada do la fancidén veetorial es igual a
da | 1/ dax\? , (99y\2? , rda;\®
[ -V (&) + () + (G

ot
El extremo del radio wvector variable #==# (f) describe en el espacio una
curva

J +daz () k.

r=z{)ity )Tz (K,
que recibe el nombre de kedografe del veetor ».
La derivada %—1:- ropresenta de por si un vector, tangente al hoddgraie
en el punto correspondiente,
dr
at

_ds
Tdt

donde s es la longitud del arco del hoddgrafo, tomarda desde cierto punto
inicial.

En particular, -E's_ =1
Si el parimetro ¢t es ¢l tiempo, %-=v es el veetor de la rvelocided del
déy  dv

extremo del wvector r,

extremo,

2°. Reglas principales para la derivacidén de fun-
c1cnes voctoriales de un argumento escalar.

der ab de
. '&T(“+b““): RL ST e T

e i il ol vector de la aceleracién de dicho

2} d_t (mea)= m donde m 83 un escalar constante;

d‘ !
P dp dec . s :
3) W(qm'):_dr_ u-+q)— , donde @ (:) es uaa funcidon escalar de ¢:

) (ab}—d«' bl a d?

3) —{u)(b)—- Xb—1— >< d’
da L4,
7) &% -—-0 si | @& | =const,

E |emplu 1. El radio vector de un punto mdvil, en cualguicr ins-
tante do ticmpo, se da por la ocuacion

=i — 40T 4 D22k, (1)
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Determinar 1a trayectoria, la volocidad y la aceleragidn del movimiento.
Selucidén. De la ecnacidn {1), tenemos;

=1, y=—41%, z==343,

Eliminando el tiempo ¢, tenemos, gue la trayectoria del movimiento es
una linea recta
z—1 ¥ z

Derivando la expresion (1), hallamos la velocidad del movimiento

dr i
¥ la aceleracién del mismo
dp -
— = — 87 6k

La magnitud de la velocidad es igual a

%‘ = VBT =10| £ |.

Notemos, que la aceleracion es constante y tiene la siguiente magnitud

@2

|- vi=srEeE =10

2078. Demostrar, que la ecuacién vectorial
r—ay=(1p— ) L,

donde »; ¥y 7, son los radios voclores de dos puntos dados, es la
ectiacion de una recta.

2079. Detorminar, qué lineas son los hoddgrafos de las siguien-
tes funciones vecloriaies:

a} r=uat-- e ¢) r=acosi-} &sceni;
b) »=ai2 -} bt d) *r=achi|bsht,

donde, @&, & y ¢ son vectores constantes, al mismo tiempo que los
vectores @ y & son perpeadiculares enire si.

2080. Hallar la derivada de la funcién vectorial ()=
=aftya’(t), donde (/) es una funcién escalar, mientras que
@ (t) es un vector unidad, en los casos en que el vector e (2)
varia: 1) solamente en longilud, 2) solamente en direccitn, 3) en
longitud y en direccién (caso general). Esclarccer el sentido geo-
métrico de los resultados obtenidos.

2081. Aplicando las reglas para la derivacién do funciones
vecloriales de un argumento escalar, deducir la f6rmula para la
derivacion del producto mixto de tres funciones vectoriales,
a, by e
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2082, Hallar la derivada, con respecto al parametro £, del
volumen del paralelepipedo construido sobre los tres vectorves:
a=14+41j+ 12k,
=20 — F -+ 13k
c= —1% 4t - k.
2083. La ccuacién de un movimiento es
r==3¢cosf+4jscnt,

donde ¢ es ¢l tiempo. Determinar la trayectoria de este movimien-
to, la velocidad y aceleracidén del mismo. Construir la trayec-

toria del movimiento y los vectores de la velocidad y de la acelera-
ar - T T
cidn para los instantes t=0, t=71~ ¥ t:-_~5 :

2084. La ecuacidn de un movimiento es
w=2ic0ost—2Fsen i3kt

Determinar la trayectoria, velocidad y aceleracién de este movi-
miento. ¢A qué son iguales la magnitud de la velocidad y de la
aceleracién y cuiles son sus direcciones en los instantes =0

n
g
¥ b
2085. [.a ecuacién de un movimienlo es
7 =14 ¢08 0, ¢0S 0f 4 J sen & cos ot -i- &k sen wt,

donde & y o son constanies y ¢ es el tiempo. Determinar la trayec~
toria, la magnitud y la direccién de la wvelocidad y la acelera-

cién del movimiento.
2086, La ecnacién del movimiento de un pmyectﬂ (prescin-

diendo de la resistencia del aire) es

2
*rzv(,t—-—-g—t-k,

donde vy {vox, Loy vz} €5 la velocidad inicial, Hallar la velocidad

y la aceleracién en cualquier instante.
2087. Demostrar, que si un punto se mueve por la parahola

=§, z=0 de tal forma, que la proyeccién de la velocidad

sobre el eje OX se mantiene consante (i—const ), la acelera-

dt
cién también se mantendrd constante,
2088, Un punto situado en la rosca de un tornillo, que se
enrosca en una viga, describe una hélice circular

x=acos®, y=asend, z=~r0O,
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donde 6, es el dngulo de giro del tornille, a, el radio del tornille
y & la elevacién correspondiente al giro de un radiante. Determi-
nar la velocidad del movimiento del punto.

2089. Hallar la velocidad de un punto de la circunferencia de
una rueda, de radio e, que gira con una velocidad angular cons-
tante @, de tal forma, que su centro, al ccurrir esto, se desplaza
en linea recta con una velocidad constante vy,



Capitulo VII

INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS

§ 1. Integral doble en coordenadas rectangulares

1°. Cdlculo inmediato de integrales dobles. Se llama

integral doble de una funcién continua f{z, y) sobre un recinto cerrado

ld, acotado § del plano XOY, al limite de la suma integral doble correspon-
iente

z, yydzdy=  lim i, AzAy,, 1
\ 1@ v dady o2y 2 2 10 va) baibuy )
(S) rnaxéyk-oo ik

donde Az;=2zi4—xi, AY,=Ypey~—¥y ¥ 12 Suma se extionde a aquellos valo-
res de ¢ y k, para los que los puntos (z;; ¥,) pertenecen al recinto S.

Y

Fig. 86

2¢ Colocacién de loslimites deintegraci6nenlainte-
gral coble. Se distinguen dos formas principales de recintos de inte-
racidn:
g 1) El recinto de integracién S (fig. 85), estd limitado a izquierda y
derecha por las rectas x=2; y t=2, {2 > =), mientras que por abajo y por
arriba lo estd por las curvas continvas y=uq (2)(4B) e y=g,(z} (CD)
[02(z}>> 9. {z})]. ¢ada una de las cuales se corta con la vertical z=X
(z; <X < z;) en un solo punto {véase la fig. 85). En e} recinto S, la
variable z varia desde =z; basta 2, ¥ la variable y, cuando z permapece
constante, varfa entre yy=@;(x e ya=9s(z). El éalcule de la integral (1)
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puedo realizarse reduciéndola a una integral reiterada de la forma

. y(2)
S Sf{-‘ﬂ- y)d:dy;fczx 3 (=, ¥)dy,
(s} SRR E)

'pa(x)
donde, al calcular fiz, ¥) dy, se considera z como caniidad constante.
Py (x)

.2) El recinto de integracién & (fig. 86), estd limitado por abajo y por
arviba por las rectas y=y; ¢ y=1y, (y2 > y,), mientras que por la izquierda

y por la derecha lo ostd por las curvas continnas z=1, (y) (4B) y 2 =1, (y)
(CD} () 2Py ()], cada una de las cuales se corta en un solo punto con
la horizontal =Y (1, <Y <y (lig. 86).

Anadlogamente al caso anterior tenemos:

vy Wp(m)
\Vtenaa={a { te e
8y ¥, W
Vo)
donde, al calcular la integral S f(z, pydz, se considera y como cantidad
wi(y)

constanle.

Si el recinto de integracién no pertenece s ninguna de las [ormas
anteriormente examinadas, se procura dividirlo en paries, de manera, que
cada una de ellas corresponda a alguna de aquellas dos formas.

Ejemplo 1. Calcular la integral
1 1
Fi= ‘ dx S {z4-1) dy.
§

x
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Solucion

H 1

= _yf.)"*“ _g[ 55 (R ﬁij o

I.-g'(:cy—}-z |M=xazm_'a (::+2) ( +2) drm g
Ejemplo 2. Determinar los limites de integracidn de la integral

§ 3 f(z, y)dzdy,
(s)

si e] recinto do integracién § (fig. 87) estd limitado por la hipérbola
y2—z2=1 y por las dos rectas x=2 y = —2 (se considera el recinto gue
comprende al origen de coordenadas).

Solu¢idn, El recinto de integracién ABCD (fig. 87) esld limitado
por las dos rectas = —2 y =2 y por las dos ramas de la hipérbola:

y=11+22 o y=—11T+a2,

¢s decir, pertepece a la primera forma. Tenemos:

¥ 2 'VT:-FSE?
S \ flx, ¥ d'xdy=s dx \ f{x, y)ady.
) 2 _yiTer

Calcular las siguientes integrales reiteradas:

2 8 5
2113, deS (2 +2y) daz. 2117. | ay S (@ -+ 2y) dor.
0 i 28yt
4 9 2n a
. dy B 4o
a4, { ar {2 2018. { dop | rar.
b i 0 2 gen g
L § 1‘ iy :zl 3cc_:sq:
2115. § dx [\} T 2119, ( de 3 r¥sen® g dr.
n 0
-5
2116 idx§ Aray L
YT 2120. (e { VIZP—ydy.
3 9 0

Escribir las ecvaciones de las lineas que limitan los recintos
a que se extienden las integrales dobles que se indican més abajo



264 _ Integrales miltiples y curvilineas

y dibujar estos recintos:

2 2—y 3 x
2120 { dy { (o pyan 2124, { dz | f(z, y)ay.
.';5 ys_I 1 x
T 7
3 a9 3 Vzi—az
2122. { de \ f(z, y)ay. 2125. \dz | f(z. p)ay.
1 X2 L] G
4 10“—1; 2 x+4-2
2123. { dy \ 7@ y)de. 2126. \ do \ f (=, y)dy.
i} ¥ -1

Colocar los limites de integracidn, en uno y otro orden, en la
integral doble
\ \ 7@ pazay
)
para los recintog S que a continuacién se indican.
2127. § es un rectingulo cuyos vértices son: O (0; 0), 4(2; 0),
B(2; 1) y C(0; 1).

|14

Bf11) Al11)

Fig. 88 Fig89

2128. § es un tridngulo cuyos vértices son: 0(0; 0), A(1; )
vy B(1; 1),

2129, § es un trapecio cuyos vértices son; O (0; 0), 4(2; 0),
B; 1)y C {0; 1).

2430. § es un paralelogramo cuyos vértices son: A (1; 2),
B2 4), C(Z T) y D(L; 95).

2131. § es un sector circular OAB con ceniro en el punto
0(0; 0), cuyo arco tiene sus extremos en A(1; 1) y B(—1;
(tig. 88).

2132, S e¢s un segmento parabélico recto AOB, limitado por
la pardhola BOA y por el ségmento de recta BA, que une entre
si los puntos B(—1; 2) v A(1; 2) (fig. 89).
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2133. S es un anillo circular limitadoe por las circunferencias,
cuyos radios son r=1 y R=2, y cuyo centro comiin estd situado
en el punto O (0; 0).

2134. § estd limitado por la hipérbola y?—z®=1 y por la
circunferencia z®-4-y?=9 (se considera el recinto que comprende
el origen de coordenadas).

2135. Colocar los limites de integracién en la integral doble

o

\S (z, y) dzdy,

si el recinto.S estd determinado por las desigualdades siguientes:

a) £ 0; y>0; z4y<L; d) yzzz>—1; y<1;
b) 2* +y* < a% e) y<z<Ly+2a
¢) 2Pyt L N o0gy<ga.

Invertir el orden de integracion en las siguientes integrales dobles:

I 13:: 2a Viax
2136. Sd:c}, f(z, v)dy. 2140. Sdm S f(z, y)dy.
0 3k 0 Viax—m
- { i ;v
2137, g-def(r, y) dy. 2at. {ay | 1@ uds
0 2:: & N )
ik a2—x2
i Vi—y2
3 » d. ' » 1
2138 g z S flz v)dy - §d“ b, e
Q a%=—x3
Za "
o Vim :
2139, de S f(z, ndy.
14 [ ]
3
RYZ ——
T & R YRI—x3
2043, { @z {s@pay+ | @ { feoda
0 0 RYE &
=7

Ben x

2144, i‘a‘z g f(z, y)dy

Calcular las siguientes integrales dobles:
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2145, S S zdxdy, donde § es un tridngulo cuyos vértices son
. (8

OU; 0y, A(l; 1) v B(0; 1).
2446. S S zdzdy, donde ol recinto de integracién S esta limi-

(R
tado por la recta gue pasa por los puntos 4(2; 0), B(0; 2) y por

B(OY) Alr:1)

Fig. 90 Fig. 91

el arco de circunferencia de radio | gue liene su cenirc en el

punto C(0; 1) (fig. 90).

Val—zt—y
radio a, con centro en el punto O(0; 0), situado en el primer
cuadrante.

2148. SSVxB—my‘*‘d:rdy, donde § es un tridngulo con los
8)
vértices en los puntos O(0; 0), A(1; —1) y B(1;1).

2149, SSV;cy—y"‘dxdy, donde § es un tridngulo con los

2147, i 5 —ﬂq—, donde & es la parte del circulo de
‘(s

(8)
vértices en los puntos O(0; 0), 4{(10; 1) y B({1; 1).
5
2150. E\ evdxdy, donde S es un tridngulo mixtilineo OAB,

(8)
limitado por la pardbola y*=2z y por las rectas z=0e y=1 (fig. ).

2451. 5 S %, donde S es un segmento parabélico, limitado
(8)
por la parabola yr—f;i y por la recta y=a.
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2152, Calcular las siguientes integrales y dibujar los recintos
a que se extienden:

Tl
P! 1-4cos x 2 3cosy
gdz S y'sen z dy; c) Qdy ‘ 2 sen® y dz.
o i _'a 0
3
n
Z

i
dz \ y* dy;
cos x

Antes de resolver los problemas 2153 — 2157 se recomienda hacer
los dibujos correspondientes.
2153. Calcular la integral doble

§_ i xytdx dy,

©)
si 8 es un re¢into limitado por la pardbola y?=2pr y por la recta
==

b)

L=l ]

2{54*. Calcular la integral doble

K i zy drdy,
‘(’S)‘
que se extiende al recinto S, limitado por el eje OX y Ja semi-
circunferencia superior (z-—2)?+y?=1. ,
2155. Calcular la integral deble

S i _drdy
V2a—-x ’
donde S es un circulo de l’Eld]O ¢, tangente a los ejes de coordenadas

¥ que se encuentra en el primer cuadrante,
2156*. Calcular la integral doble

S R ydzdy,
(s
donde ¢l recinto S estd limitado por el eje de abscisas y el arco

de cieloide
[ z= [t (t —seni)

y=R(1—cost) (0Lt 2n).
2157. Calcular la integral doble

i Q rydrzy,
s
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en la que el recinto de integracién S estd limitado por los ejes
de coordenadas y por el arco de astroide

x=FRcos*t, y==Rsen’: (0<t{~;%).
2158, Hallar sl valor medio de la funcidn f(z, y)==y® en el
recinto S{0<z<<1; 0Ly}

Indicacidén. Se da el nombre de valor medio de una funcion f(z. y)
en el recinto & al nimero

donde S, en el denominador, sefiala el drea del recinto 5.

2459, Hallar el valor medio del cuadrado de la distancia del punto
Mz, y) del circule (z—a)®*+-y*< R al origen de coordenadas.

§ 2. Gamblo de varfables en la Integral dobie

t>. Integral doble en c¢oordenadas polares. Cuando en
la integral doble se pasa de las coordenadas rectangulares z, y a las polares r,
@, relacionadas con las primeras por las expresiones

T=rcosgp, y=rseneQ,

se verifica la férmula

S S f{z, ¥)dz dy= S S i (rcos @, r sen @) r dr dop. {1)
(8) )

Si el recinto de integracién S estd limitado por los rayoy r=a y r=§(a<f)

por las curvas r=r (¢} i{ r=ry{p), donde () y ry {9) (» (nﬁ).grz(q)}) son
unciones uniformes en el segmento agcp.g;g, la mtegraﬁ oble se puede
calcular por la férmula

i B r2 (@)
S S Flo,»yrdrdep= S dg S F g, ryrdr,
(8) o r1(9)
ra (@)
donde # (p, ry={ (r cos @, rsen ). Al calcular la integral S F {p, ryrar,
r1 ()

se considera constante la magnitud ¢. )
Si el recinto de integracién no pertenece a la forma examinada, se
divide en partes, de manera que cada una de ellas represente de por si un

recinto de la forma dada.
2°. Integral doble en coordenadas curvilineas. En el

casc mis general, si en la integral doble

{ {1
(8)
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se quiere pasar do las variables xz, y a las variables «, v, relacionadas con
aquéllas por medio de las expresiones continuas y diferenciables
z=0 (&, v), y="1(u, v),

que establecen una correspondencia biunivoca y continua en ambog sentidos,
entre los puntos del recinto § del plano XOY y los puntos de un recinto
determinado R’ del plano U0’V al mismo tiempo gue el jacobiano

2 oy

. BCE 3 ou du

S D v) |z oy
gy dv

conserva invariable su signo en el recinto §, serd vilida la férmula
| Vt@vaa={ {1we s veoniwe.
(5) (5)

Los limites de esta mueva integral se determinan de acuerde con las
reglas generales, sobre la base de la forma que tenga el reciato S5”.

Ejemplo s1. Calenlar Ja siguiente integral pasando a eoordenadas
polares

i

S‘ VI—z8—ytdz dy
)
donde el recinto S es un circulo de radio R=1 con centro en el origen de
coordenadas (fig. 9]2_%.
Solucidon. Haciendo la sustitucién z=rcosp, y=rsen ¢, obtenemos
VIi—22—y2=")/1—(r cos ¢)*—(rsen @) ="/ 1 —rs,

Como on el recinto § la coordenada r varla de 0 a 4, cualquiera que
sea el valor de @, mientras que ¢ varia de 0 a 2n, tenemos

: 2a i
S q —V'i_zs_._ya dz d‘y:& dq) Y f_t-"r‘i— rgdr=—%— T,
s} ' v 3§ )

Pasar a las coordenadas polares r y ¢ y colocar los limites de
integracién para las nuevas variables en las siguientes integrales:

i i 2 x
2160. | de 1 (z, y) dy- 2161. S d Sf(Vz2+yz') dy.
4] 0 0 0
2162. S S f (z, y) dz dy,
(8)
donde S es un tridingulo limitado por las rectas y=z, y= —=z
o y=1.

2163. i &xif(-%)dy.
—t X2
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2164. r\'Sf(o:, y)dzdy, donde el recinto S ostd limitado por

()
la lc-mmsccltd

@+ y)? = a® (2 — 2).

2165. Calcular la siguiente integral doble, pasando previamente
a coordenadas polares

el
S \ydady,
&)
donde § es un somicirculo de didmetro a con centro en el punto

¢ (5 0) (fig. 93).

a
Fig. 92 Fig. 93

2166. Pasando a coordenadas polares, calcular la siguiente inte-
gral doble,

S S (z*+y*) dz dy,
&
que se extiende al recinto limitado por la eircunierencia

2?4y = 2az.

2167. Calcular la siguiente integral doble, pasando a coorde-
nadas polares,

\ \ V& — 2 — i dxdy,
{8)
donde el recinto de integracién S os un semicirculo de radio a con
centro en el origen de coordenadas, situado sobre el eje OX.
2168. Calcular la integral doble de la funcién f(r, o) =r sobre
el recinto limitado por la eardiode r=a(l4-cosp} y la circunfe-
rencia r==a. (Se considera el recinto que no contiene el polo).
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2169. Calcular la siguiente integral, pasande a coordenadas
polares

a ¥ ad—xt
S dx S V oa® 4y dy.
0 0

2170, Caleular la siguiente integral, pasando a coordenadas
polares

R !i V& — 2 —y® dz dy.
)
donde el recinto § esta limitado por la hoja de lemniscata
@FE+y)=a (@ —y%) (@>0)
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§ 3. Caloulo de areas de figuras planas

1°, E]1 drea en coordenadas rectangulares, El drea § de
un recinto plane (S§) es igual a

8= S S dz dy.
(8)
8i el recinto (S) estd determinado por las desigualdades ¢ Lz <Cb, p(z) <<
L v << P (2), tendremaos
b plx
8= S dx S dy.
a  P(x}
2° E]1 a4roa en coordenadas polares. Si el recinto (5) esta

determinado, en coordenadas polares r y @, por lag desigualdades o p <,
1) < r < F (@), se tione

p F(p)
S=§Srdtpdr=8&¢ S rdr.
) a (e

2175. Construir los recintos cuyas dreas Se expresan por las
siguientes integrales:

Vopl—2

3w e
a) \dz S dy by | dy {  da
'] e ] a—‘iy

Caleular estas dreas y cambiar el orden de integracion.
2176. Construir los recintos cuyas Areas se expresan por las
integrales:

T
arc_t‘gz 3secq 2 a{1-+cosq)
a) \ dg R rdr; b) S do S rdr.
% 5 " I
iy 3

Calcular estas areas.

2177. Calcular el drea limitada por las rectas z=y, z=2y.
z+y=ay z+3y=a (a>0).

2178. Calcular el drea de la figura situada sobre el eje OX
y limitada por este eje, la pardbola y?=dax y la recta 24y =3a.

2179*. Calcular el drea limitada por la elipse

(y—2)* 2t =1,
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2180, Hallar el drea limitada por las pardbolas
y=102--25 ¢ y?= —6x 9.

2181, Hallar el drea limitada por las siguientes lincas, pasando
a coordenadas polares,

24yt =22, 2yt =ba, y=3, y=0.

2182, Hallar el drea limitada por la recta rcosgp=1 y la
circunferencia r=2. (Se considera Ja superficie que no contiene
el polo).

2183. Hallar el drea limitada por las curvas

r=af{l4cosg) y r=acos®(za>0).

2184. Hallar el 4rea limitada por la linea

Z2 y2 'Z_ xz y2
(T+T) M e

§ 4, Galculo de volumenes

El velumen V de un cilindroide, limitado por arriba por Ia supoerficie
continza z=7J(z, y), por abajo por el plano z=0 ¥y lateralmenle por la
superficie cilindrica recta que corla en el plano XOY el recinto S (fig. 94),
es igual a

v="{ {1 ndsay.

v u
8)

2188, Expresar, por medio de una integral doble, el volumen
de una piramide cuyos vértices son: O(0; 0; 0), A(1; 0; 0),
B(; 1; ) y €(0; 0; 1) (fig. 95). Colocar los limites de inte-
gracion.

18—1016
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En los problemas 21892192 hay que dibujar los cuerpos,
cuyos volGmenecs se expresan por las infegrales dobles que se dan:

1 1—x 2 VicxE

2189. { dz | (1—z—p)dy. 2191 Vdz | (t—a)ay.
0 0 )

[ ]

2—x

2190. { de { b—z—y)dy. 2192.

pi-3

]
a2

]
2
dx R (4—z—y) dy.
& 2~‘ix

L=
faad

2193, Dibujar el cuerpo, cuyo volumen expresa la integral
Vaiza

fa
g dz r\' ) @*—2*—y*dy, vy baséndose en razonamientos geomé-
0 0

tricos, hallar el valor de esta integral.

24

14 [ -0;0,".’}

Fig % Fig 95

2194. Hallar el volumen del cuerpo limitado por el parabo-
loide eliptico z==22%-y*+1, el plano z+4y=1 ¥y los planos
coordenados.

2195. Un cuerpo estd limitado por el paraboloide hiperbélico
z=z2—y? y los planos y=0, z=0, z=1. Calcular su volumen.

2196. Un cuerpo estd limitado por el cilindro z*-2z*=a® y los
planos =0, z=0, y=2. Calcular su volumen.

Hallar los voliimenes de los cuerpog limitados por las super-
ficies siguientes:

297, az=3 224+y*=r2 z=0.

2198. ym'l/_x, y=2]f§, z+4+2=6, z=0.
299, z=u?ty?, y=2z2 y=1, 2=0.
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2200 z4-y+z-=a, Jz4+y=a, —2— z+y , y=0, z=0.

2201, S 42w, y=Lz, y=0, z=0.
2202, 4yt =2ax, z=az, z==fz (a>f).

En los problemas 2203 —2211 empléense coerdenadas polares
v generalizadas.

2203. Hallar el volumen total del espacio comprendido enfre
el cilindro 24 y*=a? y ¢l hiperholoide z? 4 y?—z2%= —qat.

2204. Hallar el volumen total del espacio comprendido entre
el cono 2(z*4-y?)—22=0 y el hiperholoide

2Lyl —22= —a?

2205. Hallar el volumen limitado por las superficies 2z = 2 + 1#*,
-yt —r=a? z=0.
2206. Determinar el volumen del elipsoide
22 y? z2
wtEta=t
2207. Hallar el volumen del sélido limitado por el paraboloide
2az=2*4-y* y la esfera z?-}y®+28=30% (Se sobreentiende el
volumen situado denfro del paraboloide).
2208. Calcular el volumen del sélido lnmtado por el plano XOY,
ol cilindro z® - y%=2ax y ¢l cono 2?4 y*=z%,
2209, Caleular el volumen del s6lido limitado por el plane X0Y,

la superficie z=ae~*+¥ y el cilindro z®-} y?= R
2210. Calcular el Volumen del sélido 11m1tad0 por el plano X0Y,

el paraboloide z = — - + bﬁ y el cilindro —-+ yg _2

2211. ¢En gué razdén divide el hlperhﬂlmde .r*—{—y -—z’—a“‘ al
volumen de la esfera z?--y2-4-z%« 3a%

2212*. Hallar el volumen del sélido lmutado por las superfi-
cies . =z-ty, zy=1, zy=2, y=z, y=2z, 2=0 (>0, y>>0).

§ 5. Caleulo de areas de superfleles

El drea o de una superficie re Igular z“-f(z, ¥), qug tenga como proyec-
cidn en el plane XOY un recinto es igual a

S S]/i-;— —) dz dy.

(8

2213, Hallar ¢l 4rea de la parte del plano %-{-%-{--ﬁ--:i,
comprendida entre los planos de coordenadas. '
18*
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2214, Hallar el area de la parte de superficie del ciligdro
24yt=R? (z>(g, comprendida entre los planos z=mz y
r=nz(m>n>0)

2215*. Calcular el drea de la parte de superficie del cono
z?—y?=12% siluada en el primer octante y limitada por el plano

+z=a.

2216. Calcular el 4rea de la parto de superficie del cilindro
£®+4 y?=ax, cortada del mismo por la esfera x®+ y*- z2=a?.

2217, Calcular el Area de la parle de superficie de la esfera
24y 4+ 22 =a®, cortada por la superficie -%:—-}-—%;-:1.

2218. Calcular el drea de la parte de superficie del parabo-
loide y®-+-2°=2az, comprendida entre el cilindro y2=ax y el

lano z=a.

2219. Calcular el irea de la parte de superficie del -cilindro
72+ y® = 2az, comprendida entre el plano XOY y el cono 2% 4-3* = z2.

2220*, Calcular el area de la parte de superficic del cono
£ —y? =z%, sitnada dentro del cilindro 2% y? = 2azx.

2220.1*. Hallar el area de la parte del cilindro y* =4z cortada
por la esfera z*+-y?+ 2% =5a.

2220.2. Hallar el 4rea de la parte del cono z2=17/2%+ y® cortada
por el cilindro (2?4 y?)? =a® (z* —y%). _

2221*, Demostrar, que las areas de las partes de las superfi-
cies de los paraboloides z®+4y®=2az y 2° —y®= 2az cortadas por
ol cilindro 2% 4-y® = R* son iguales. )

2222*, Una esfera de radio a estd cortada por dos cilindros
circulares, cuyas bases tienen los didametros iguales al radio de
aquélla, y que son tangentes entre si a lo largo de uno de los
didmetros de la misma. Hallar ¢l volumen y el &rea de la parte
de superficie de la esiera que queda.

2223*. En una esfera de radio a se ha cortado un orificio, con
salida, de base cuadrada, cuyo lado también ecs igual a a. El eje
de este orificio coincide con el diametro de la esfera. Hallar el
irea de la superficie de ésta cortada por el orificio.

2224*. Calcular el drea de la parte de superficie helicoidal

z=c¢ arctg %, sitnada en el primer octante y que estd compren-
dida entre los cilindros z?+y*=a? y ¥ 42 =%

§ 6. Apiicaclones de Ia integral doble a la mecénica

1°. Masa y momentos estidticos de las laminas. Si §
es un recinto del plano XOY, ocupado por una limina, ¥ p (z, g:i) es la den-
sidad superficial de dicha ldmina en el punto (z; y), la masa M de ésta y sus
:momentos estiticos My ¥ My con rvespecto a los ejes OX y OY se expresan
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por las integrales dobles

M=S S piz, y)dzdy, Mx= SS yp (%, ¥) dz dy,
8) 8)

wry =\ { 20 @ vyazay. (1)
(8)

Si la lamina es homogénea, p (z, y)=const, )

2°. Coordenadas del centro de gravedad de las lédmi-
nas. 8i €(z, y) es el centro de gravedad de una ldmina, se tieme,

e My = My
T = M : y R M Ll

donde M es la masa de la limina y Mz, My sus momentos estiticos con
respecto a los ejes de c¢oordenadas (véase 1°). Si la limina es homogénea, en
las férmulas (i) se puede poner p=1.

3% Momentos de incrcia do las ldminas, Los mementos
do inercia de una lémina, con respecto a los ejes OX y OY, son iguales
respectivamente a

1x={{ o @ wazay, 1y={ { st yazay @
(5) (8)
E]l momento de inercia de la ldmima con respecto al origen de coordenadas
1=\ { G4m0t pazay=tx+1v @)
(5)

Poniendo p(z, y)=1, en las férmulas (2) y (3), cbtememos los momentos
goométricos de imercia de las figuras planas.

2225. Hallar la masa de una ldmina circular de radio R, si su
densidad es proporcional a la distancia desde el punto al centro
e igual a & en el borde de la lamina.

2226. Una Jamina tiene la forma de tridangulo rectingulo con
catetos OB =a y 0A=>5; su densidad en cualquier punto es igual
a la distancia desde éste al cateto OA. Hallar los momentos
estiticos de la lamina con respecto a los catetos 04 y OB,

2227. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la
fignra OmArO (fig. 96), limitada por la curva y=senz y por la
recta OA, que pasa por el origen de coordenadas y por el vértice

4 (-g—; i) de la sinusoide.
2228, Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la
figura limitada por la cardioide r=a(1-4cosg).

2229. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de un
gector circular de radio «, cuyo angulo cenfral es igual a 2«

(fig. 97).
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2230, Caleular las coordenadas del centro de gravedad de la
figura limitada por las pardbolas y*=4dz+4 e y?= —2z+4.

2231. Calcular el momento de inercia del tridngule limitado
por las rectas z4y=2, z=2 e y=2, con respecto al eje OX.

2232. Hallar el momento de inercia de un anillo circular de
diametros d v D(d << D): a) con respecto a su propio centro y b)
con respecto a su didmetro.

Fig 96, Fig. 97

2233. Calcular el momento de inercia de un cuadrado de lado a,
con respecto-al eje que, pasando por uno de sus vértices, es per-
pendicular al plano del cuadrado.

2234*, Calcular el momento de inercia del segmente interceplado
de la pardhola y?=azx por la recta z==¢, con respecto a la recta
yr= —a.

2235*. Calcular el momento de inercia de la superficie limi-
tada por la hipérbola a2y=4 y la recta z-++y=2>5, con respecto
a la recta x=y.

2236*. En una lidmina cuadrada de lado «, la densidad es
proporcional a la distancia hasta uno de sus vértices. Calcular el
momento de inercia de dicha ldmina con respecto a los lados que
pasan por éste vértice.

2237. Hallarel momento de inercia de la cardioide r = « {1 - cos @),
con respecio al polo.

2238. Calcular ol momento de inercia de la superficie de la
lemniscata r*= 2a® cos 2, con respecto al eje, perpendicular al
plano do la misma, que pasa por el polo.

2239*. Calcular ¢l momento de inercia de una ldmina homo-
génea limilada por un arco de la cicloide z=a(t—sent),
y=a(1—cost) y el eje OX, con respecto al eje OX.

§ 7. Integrales friples

1°. La integral triple en coordenadas rectangulares.
Se llama integral triple de uma funcién j({z, y, z), sobre un recinte ¥, al



Integrales triples a4

limite de la correspondiente suma triple

N WU
(S Vr@mnarapa= tim 33 3@ ) am ay; a0
4] mix e.y;-»o iog ok
mix Azp—+0

El célcule deo la integral triple se reduce a calcular sucesivamente tros inte-
grales ordinarias (simples) o a caleular una doble y una simple.
Ejemplo 1. Calcular

I= S S S z3y2z dz dy dz,
v

donde el recinto ¥ se determina por las desigualdades
OgLzcl, Oy, Oy,

Solueidn. Tenemos:

1§ x ay [
o » z2 |xn
I-_—Sdz dySmfiy?zdzeriz\x“y*—ﬁ—s dy =
[ S S |

; o 224 ’ b yb
23y _Cady
Ejemplo 2. Calcular
g S S 2% dx dy dz,

v)

" . ] - x2 ya 22
extendida al volumen del ¢lipsoide —Eez--]--ﬁ-{—c_g:i.

Solucidn.

a

a 3 el
thmﬂdavd_ydz-—— gx""dz ‘dedz: BxﬂSwd:r,
(i’) “a éyz —

.o oy ozv x2 ;
donde Sy, es el 4rea de la olipse -E§-+G—2=1——-&—g . £=const, igual a

% 2 2
Sy;"xﬂb]/i*";-a-'c ‘/1 m—g:ﬂbs(i-—n?) -

Por esto, en definitiva, tenemos:

2 ¢ 2 z? 4 5
S S S 22 dx dy dz =mnbe Sx (1-—-;;):1‘::=T§m c.
v '

—1L
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2°. Cambio de variables en la integral triple. Si en
la integral triple
SS {1 v asay e
(48]

hay que pasar de las variables =z, y, 2, & lag variables u, v, w, relaciopadas
con las primeras por las igualdades x == (u, v, w), y=1 (u, v, w), 2=% (4, v, 12),
donde las funciones ¢, ¥, %

1) son continuas, junto con sus derivadas parciales de 1° ordea.

2) establecen una correspondencia binnivoca ¢ontinua en ambos sentidos,
entre los puntos del recinto de integracidn V del espacio OXYZ y los puntos
de un recinto determinado V* del espacio O’UVFW y

3) el determinante funcional (jacobianc} de estas funciones

dz dx dx
Pu v dw
,_DEyy o w a
" Diu, v, w}_- due  dv  Jw
oz dz gz
Pu dv w

conserva invariable su signo en el recinto V, entonces, serd vilida la [érmula

S g S fle y, 2)dzdydi= S ‘ q fIp{w, v, w), P (u, v, w), (@, v, w)] | I|dudedw.
(V) vy
En particular,
1) para las coordenadas cilindricas , r, @, 2 (fig. 98), donde
¥=rcosQ, y=rsen@, z=h,

obtenemos que, J=r;
2) para las coordenadas esféricas ¢, ¥, » (p es la longitud; ¥, la latitud

y r el radio vector) (fig. 99), dondo
r=rcosPpeosq, Yy=rcossenp,
s=rzen P,

tenemos f=r2cos
Ejemplo 3. Calcular la siguiente integral, pasandola a las coorde-

nadas esfériecas,

RUS)S VrrFyEF 22 dx dy dz,

donde ¥ es una esfera de radio R. 2
Solucidn. Para la esfera, Ios limites de variaciém de las eoordena-

das esféricas ¢ (longitud), P (latitad) y r (radio vector), serén:

0P, —mCPLy . OLr <R

Por esto, tendremos:

S g S dezdydz =~—-2§“ do

) =

R
ay S rr2 ¢os P dr =g R4,
0

zta|Y

m[a
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3°. Aplicaciones de las integrales triples. El volumen
de un recinto del espacio tridimensional OXYZ es igual a

P s g S dz dy dz.

(v
La masa de un cuerpo que ocupa el recinto V,

M= S‘S S vz, ¥, 2)drdy dz;
()

donde y(z, y, z) es la densidad del cuerpo en el punte (z, ¥, 3)-

Fig 98 Fig 99

Lo8 momentos estdticos de un cuerpo, con rospecto a los planos coorde-
nados so0m;

M_xy=g‘§ S y (2, ¥, 7) 2 dz dy dz;
)

MYZ==‘S S S v (x, ¥, 2) zdzdy dz,

(45]
MZX=S S S‘ vz ¥, z) y dz dy dz.
)
Lias coordenadas del centro de gravedad
w Myy = Mow = May
Radr R 7 I M

Si ¢l cuerpo es homogéneo, en las fdrmulas para determinar las coor-
denadas del centro de gravedad se pucde poner y (z. y, z)=1.
Los moemenios de inereia, con respecto a los ejes coordenados son:

- S({S)S (¥2+8) (2, v ) du dy dz;

ly= S 5 S (224 22) y (=, ¥, 2) dx dy dz;
(v)

Ig= S‘S S (224 yD y {2, ¥, 2) dx dy dz.
14 4]
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Poniendo en estas foérmulas ¥ (z, y, 2)==1, obtenemos los momentos
geométricos de inercia del cuerpo.

A. Céleulo de las integrales triples
Calcular los limites de integracién en la integral triple
i1 §7@ v nazayas
v}

para los recintos V que se indican a continuacién:
2240. V es un tetraedro limitado por los planos

gdytz=1; =0, y=0, 5=0.
2241. V es un cilindro limitado por Ias superficies
224t = Rt 2=0, 2=H.
2242%. V es un cono limitado por las superficies

2 y'ﬂ % s
TR F0

2243. V es un volumen limitado por las superficies
z=1—2—py% z=0.

Calcular las siguientes integrales:

1 i X
r dz
4- BT rarer e 3
2 -:’, dx; dy§. VatytzFi
hx—yl

2 21f 3 L2

2245. \ da 5 dy \ wd
0 0 ]
e V a2—x2 ¥ nd—ne—ys p

2246. \ d d -
§ = > y .ﬁ —l/a2_32_..,y2_.22
{ {~x fmx—p

2247. § dz \ dy ayz dz
[ i

2248. Calcular

iy S dx dy dz
53 (@+y+e+1)2 °
)
donde V es el recinto de integraciém, que estd limitado por los

planos de coordenadas y por el plano z-y+4z2=1.
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2249, Calcular

({0 @yt ardudyas,
l(i-’)
donde V es la parte comin del paraboloide 2az > z*4-y® y de la
esfera &+ % - 22 < 3a®.
2250. Calcular

2dxdydsz,
S(S’)Szdzyz

donde V es la parte comin de las esferas #*+y* +2° K R?* y z*
4y + 22 < 2Rz,
2261, Calcular

S R S zdz dy dz,
44
donde ¥V es el volumen lnmtado por el plano z=0 y por la mitad
2 £
superior del elipsocide = + iﬂ —1— =1
2252. Caleular
(18 (5 gt or) detwas,
i)
2 2
donde ¥ es la parte interna del elipsoide %—i—%‘;ﬁ——}:i-
2253. Calcular ’
S 5 g zdzdy dz,
(V)
2
donde V es el recinto limitado por el cono z’:%(ﬂ +y%) ¥y por

el plano z="h.
2254, Calcular la siguiente integral, pasando a coordenadas

cilindricas,
S§S dz dy dz,
(V)

donde V es el recinto limitado por las superficies #*+ y* - 2* = 2Rz,
22 4-y2 =22 y que conliene el punto (0, 0, R).
2255. Calcular

2 V'zx a
de S dy gzyzuyﬂdz

trausforméndola previamente a las coordenadas cilindricas.
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2256. Calcular

ip V¥ 2rax—x2 Viari—xt-.y2
S dz S dy R dz,

o
0  _Vorm—az

trangformandola previamente a las coordenadas cilindricas.
2257. Calcular

R VRi=x2  VRE—xi—p
5 dz g dy s (z® + y?) dz,
—~R =¥ ;?2—::2 0

tranforméandola previamente a las coordenadas esféricas.
2258. Calcular la integral siguiente, pasando a las coordenadas
esféricas

S g g Va® + 2+ 2* dz dy dz,

"

donde V es la parte interna de la esfera z® 4 y®+z22< 2.

B. Céleulo de volimenes por medio de integrales triples

2259, Calcular, por medio de una integral triple, el volumen
del cuerpo limitado por las superficies

Y =40°—3az, y *=azx, z2=+h.

2260**. Calcular el volumen de la parle del cilindro z*+4y* =
=02ax, comprendido entre el paraboloide z®+py*=2az vy el plane
Xoy.

2261*. Caleular el volumen del cuerpe limitado por la esfera
4y +22=a? y el cono z*=2*+y* (la parte exterior con res-
pecto al cono).

2262*. Calcular el volumen del cuerpo limitado por la esfera
2*4-y*+22=4 y el paraboloide z?4-y® =23z (la parte interior con
respecto al paraboloide).

2263. Calcular el volumen del cuerpo limitado por el plano
XOY, el cilindro 2?4 y*==qx y la esfera z*- y®+4 2> =a? (interno
con respeclo al cilindro).

2264. Calcular el volumen del cuerpo limitado por el parabo-

loide g—:+j—:=2% y el plano z=a.
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2264. 1. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la superficie
LB 33,)2.__3.“’_ kiR S
af T 2 1 o2 at ' p2 ez *
2264. 2. Hallar el volumen del cuerpo limitado por las super-
ficies ; y g y 4 4
e e =L

C. Aplicaciones de las integrales triples a la mecanica y a la fisica

2265. Hallar la masa M del paralelepipedo rectangular 0 Lz a,
0<y<b, 0 z<e, si la densidad en el punto (z, y, z) es p(z, ¥, 2)=

=zty+z.
& ;
0L &

X Fig 100

2266. Del octante de la csfera 2?4-y*+4z2ge?, 2220, y >0,
z32 0, se ha cortado el cuerpo OABC, limitado por los planos de

coordenadas y por el plano —Z—-l—-i—:i (a<ge, bge) (fig. 100).

Hallar la masa de este cuerpo, si su densidad en cada punto
(z, y, z) es igual a la cota z del mismo.

2267*. En el cuerpo de forma semiesférica z%-4-y?-+2%<a?,
2320, la densidad varia proporcionalmente a la distancia desde
el punto al centro. Ilallar el centro de gravedad de este euerpo.

2268. Hallar el centro de gravedad del cuerpe limitado por el
paraboloide y?-+22°=4z y por el plano z=2.

2269%, Hallar el momento de inercia del c¢ilindro cireular, que
tiene por altura A y por radio de la base a, con respecto al eje
que sirve de didmetro de la base del propio cilindro.

2270*. Hallar el momento de inercia del cono circular, que
tiene por altura %, por radio de la base a y de demsidad p, con
respecto al diametro de su base.

2271**, Hallar la atraccion que ejerce el cono homogéneo,
de altura % y édngulo en ol vértice @ (en la seecién axial), sobre
un punto material, que tenga una unidad de masa y que esté
situado en su vértice.
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2272%*. Demostrar, gque la atraccién que ejerce una esfera
homogénea sobre un punto material exterior a ella no varia,
si toda la masa de Ja esfera se concentra en su centro.
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§ 9. Integrales curvilineas

1 Integrales curvilineas de primer tipo. Bea f(z, i
npa funcidn continug o ¥y=9 (z) {a <= <] la ecuacion de una curva plana
determinada C.

Marcamos un sistema de puntos M; (z;ﬂ._‘yg) (i=0,1, 2, ..., n), que divi-
dan la curva € en arcos elementales M; M;=As;, v formamos la sema
m

integral S, = Zf{xg, yi}As;. El limite de esta suma, cuando n—-co0 ¥

i—1
méx As; » O recibe el nombre de integral curvilinea de primer tipo
m
lim 3} 7z, 41) Asy = g f(z, y)ds
Ti=b 00 =1 é

{ds es la difercncial del arco} ¥ se calcula por la fSrmula

b
{ 1@ na=\1e o VITE @R
c a

En ¢l caso de que la curva € esté dada en forma paramétrica:
re=g(t), y=19) (&<t < Bl, tonomos:

B

§ (e, y)ds= S f @ @) VIEHTTE dt.
’ [+

Se consideran también integrales curvilineas de primer tipo de funcio-

nes de ires variables f (z, v, z)._ tomadas sobre uma curva en ol espacio, que
se calcalan andlogamente. La integral curvilinea de primer tipo no depende
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del sentido del camino de integracién. Si la funcién subintegral f se interpreta
como la densidad lineal de la curva de intogracidn C, esia integral répre-
sentard de por sf la masa de la eurva C.

Ejemplo 1. Caleular la integral curvilinea
\ e+ s,
C

donde € es el contorno del tridngulo ABQ, cuyos vértices son: 4(1; 0),
B(0; 1) v O(0; 0) (fig. 101).

y

B

R
Fig. 101

Solucién. Aqui, la ecuacién de 4B es: y=1w=uz, la do 0B: z=0y
la de QA4: y=0.
Por lo tanto, tendremos:

| et+was= { @) s+ S(x+y)ds+ 3 (i) =
& AB BO OA

2%, Integrales curvilineas de segundo tipo. Si Pz, p)
¥ Q{=z, ) son funciones continuas e y=g(2) es una curva plana €, que
s¢ recorre al variar # desde e hasta b, la correspondienie integral curvilinea
de segunde tipe se expresa de la forma siguiente

b

g P (2, y) ds+Q (2, y) dy= S [P (2, 9 (@) +¢' @) 0 () pla)]dz.

a

En el caso mds general, cuando la curva C se da en la forma paramé-
trica: z=q (), y="y(t), donde ¢t varia entre ¢ y f, tenemos:

f
S P(z, y)dz+Q(z, y)dy= S (2 (@ (). V) p (04-Q (g (t). () P {Hldt.
c

24

Férmulas andlogas son validas para la integral curvilinea de segundo
tipo tomada sobre una curva en el espacio,

19%
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La integral curvilinea do segundo tipo cambia su signo por el
contrario, al cambiar el sentido del camino de inte-
gracidn. Mecdnicamente, esta integral puede interpretarse como el trabajo
do la correspondiente fuerza variable {2 (z, y), Q {«, »)} a lo largo de la curva
de integracion €.

Ejemplo 2. Caleular la integral curvilicea

,

S y2dx--z2dy,
C

donde € es la mitad superior de la elipse z=acost?, y=>bsent, que se
recorre en el sentide de las agujas del reloj.

Soluciocn. Tenemos

D
S yidz+ta2dy= S [B2sen?i-{—aseni}+a%costi-beost] di=
C ot

0
= —ab? S send ¢ di--a2b \ cosdidi -%-alﬂ.
b1

= e

3°. Caso de diferencial exacta, Si la cxpresién subintegral
de la integral curvilinea de scgundo tipo es la diferencial exacta de una
funcién uniforme determinada U=1U (z, p), es decir, P (z, y)dz+Q (=, y) dy =
=dU (z, y), esta integral carvilinea no depende del camino de integracién
y se ecumple la férmula do Newton-Leibniz

(xai Ua)
>

Pz, y)yda--Q (2, y) dy=U (3, ya)— U {2y, ¥), (1)
(:H; Hil

donde (zy; yg) os el punio inicial ¥ (ry; y,), el punto final del camino. En
particalar, st el contorno de integracién € es cerrado, so tiens

{ P& nazt0e nay=o. @

S8i, 1) el contorno de integracion C estd comprendido totalmente en un
determinado recinto simplemente conexo S y 2) las funciones Pz, y) ¥
Q(z, ¥), junte con sus derivadas pavciales do 1° orden, son continua¢ en 6l
recinto S, la condicion necesaria y suficionte para la existencia de la
funcién U cs que se verifiquo idénticamente en todo el recinto 5 la igualdad

aQ 4P -
ECETE )

(véase integracién de dilercnciales exactas). Si ne se cumplen las condicio-
nes 1) y 2), la subsistencia de la condicién (3) no garantiza la existencia
de la funcion uniforme U y las férmulas (1) y (2) pueden resumltar ser
erréneas (véaso el problema 2332). Seiialemos un’ procedimiento para hallar
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la funecién ¥ (z, y) por medio de su tliferencial‘l,n.tal, basado en ¢l empﬁlgo
de las integrales curvilincas (es decir, un procedimiento més de integracion
de la diferencial exacta). Como contorno de integracién € se toma la linea

Y

¥

! Pylzysy)

Yo

Fig. 102

quebrada Py M (fig. 102), donde Py (zy) o) es un punto fijo, M (2; y) un punto
variable. En este caso, a lo largo de Pyl tencmos que y=yg ¥ dy =0,
mientras que a lo large de Py}, tenemos que dz —0. Obtenemos:

{x; 1)
U (2, §)—U (ap, Ug)= S P (2, ) dzs+Qfz, y) dy—
(g3 Ug)
x y
=\ P yyde+\ Q@

Anélogamente, integrando sobre la linea quebrada PoPoM, lenemos:
g ‘.F
7o )= U (0 = | Q ey, )y + | P (& 1)

L"O XO

Ejemple 3. (4z-2y)dz+ (2x—8By)dy=al’. Hallar T.

Sclucidn. Aqui, Pz, py=de+2y v Q(z, y)=2r—06y; al mismo
ticmpo que, evidentemonte, se cumple la condicidn (3). Sean zg=, yo="0.
Entonces,

&

Uz, y)= S b daz |-

(8=

(22 —6y) dy 4 € =222 22y —3y2+4-C,

Sl

o bien,

(bz+2y) de 4+ €= — 3yt 422222y 4-C,

L 1

u
Uz, y;=5F6y -+
1] i

donde C=U (0; 0) ¢s una constante arbitraria.
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4*. Formula de Green para ol plano. Si C es la frontera
del recinto § y las funciopes P(z,y) y Q(z, y) son continuas, junto con
sus .derivadas parciales de 1° orden, on cl recinto cerradv S-4-C, se veri-
fica la férmule de Green

&Pdm—f-@dyz.—g S (%%—-%‘g) dz dy,
G (st

donde ¢l sentido del recorrido del contorno C se elige de forma que el
recinte  quede a la izquiorda.

5°. Aplicaciones do las integrales curvilineas 1) El
drea limitada por un contorne corrado C, es igual a

5= —§ydz’=;§zdy

(el sentido dol recorrido del contorno dsbe elegirse contrarie al movimiento
de las agnjas del reloj).
Mis dtil para las aplicaciones es la siguionto fdrmula

S=-;}§;(:cdy—-ydz)=%§;z¥d (%) .
e ;

2) El trabajo de una juerza, cuyas proyecciones sean X=X (z, y, z),
Y=Y (z.y,2), Z=Z (%, y, 2z) (0 correspoadientemente, el trabajo de un
campo do fuerzas), a lo largo del camino C, se expresa por la integral

A=S X de 4V dy+2Z dz.
¢

Si la fwerza tiene potencial, es decir, =i existe una fupcién U=
=V (z, y, z) (funcién potencial o de fucrza) tal, que

au ol au
. ‘—é;- = Xr "‘a—y"‘=Y| "a—z'-= Z,
el trabajo, indepondientemonto de la forma del camino €, es igual a
{x2; vo: 22) {¥g; e 22)
A= S Xde}+Ydyt-Zdz= S dU=U (x3, o, 82)~~ U (21, ¥+ 5¢),
(=2 ¥1; @) (=25 v1s 21)

donde (z4, ¥y, z4) es el punto inicial ¥ (zs, ¥, 25) €l punto final dol camino.

A. Integrales curvilineas de primer tipo

Calcular las siguientes integrales curvilineas:
2293. Sxyds, donde C es el contorno del cuadrado

2]+ |=a (@ 0).

2294, \ ———__  donde C es un segmento de recta que une
& V¥ +i
entre si los puntos O(0; 0) y 4(1;2).
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2295, S zy ds, donde C es el cuadrante de Ia elipse 2+ =1,

5
situado en el primer cuadrante.

2296. S y*ds, donde C es el primer arco de la cicloide
&
g=a (t—sent), y=oa(i—cosi).

2297, S V 2%+ y2 ds, donde C es el arco de la evolvente de la

¢
circunferencia z=a (cos¢-+i¢seni), y==a(sent—1icost) [0 LI 20
2298. ‘ (z*+y?)? ds, donde C es el arco de la espiral logarit-

c
mica 7=@e™®(m >0) desde el punto A(0;a) hasta el punto
O (—o0; 0).

2299. S (z+y)ds, donde C es el lazo derecho de la lemniscata
o
r?=a*cos 2¢.

2300. S(x+z)ds, donde € es un arco de la curva

& 2
r=t, y=i, z=83[0<t<1]).
2301. i Eﬁ-%%?ﬁ’ donde C es la primera espira de la hélice

¢
circular z =acost, y=asent, z=2"5L.

2302, S V 2% ¥ 22 ds, donde C esel circulo z® -y + 22 = a?, z=y.
2 c

2303%, Hallar ol 4rea de la superficie lateral del cilindro parabdlico
y:%zﬂ, limitada por los planos z==0, =0, z=2, y=6.

2304. Hallar la longitud del arco de hélice cénica C,
z=ae' cost, y—ae' sent, z—ae', desde el punto O (0; 0; 0) hasta el
punto A4 (a; 0; a).

2305. Determinar la masa del contorno de Ia elipse -§~:—+g—:= 1,
si su densidad lineal en cada punto M (z, y) es igual a |yl

2306. Hallar la masa de la primera espira de la hélice circu-

lar z=acost, y=asent, z—bf, si la densidad en cada punto es
igual al radio veetor del mismo.

2307. Determinar las coordenadas del centro de gravedad del
semiarco de la cicloide

z=a(t—seni), y=a(l—cost) [0t L)
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2308. Hallar el momento de inercia, con respesto al eje OZ,
de la primera espira de la hélice circular z=acosf, y=asent,
z=bi.

2309. éCon qué fuerza influye la masa M, distribuida con
densidad constanle por la circunferencia z®+y®=4a? z=0, sobre
la masa m, situada en el punto A(0; 0; b)?

B. Integrales curvilineas de segundo tipo,

Caleular las siguientes integrales curvilineas:

2310. S (x* —2zy) dx 4+ (2zy + y*) dy, donde AB es el arco
Ain
de la pardbola y-=2* que va desde ¢l punte A(f; 1) hasta el
punto B {2; 4),

Fig. 103

2311, S(2a—y) dr+xzdy, donde C es el primer arco de la
¢
cicloide z=a(i—sent), y=a(l-cost) recorrido en el senlido
del crecimiento del parametro 2.

2312. R 2zy dz— 2% dy, tomandola a lo largo de los diferentes
GA
caminos, que parien del origen de coordenadas O (0; 0) y que
finalizan eu el punto A (2; 1) (lig. 103):
a) sobre la recta Omd, . . p
h) sobre la pardbola Ond, cuyo eje de simetria es el cje ()
¢c) sobre la pardhola Opd, cuyo eje de simetria es el eje OX;
d) sobre la linea quebrada OBA;
¢} sobre Ja linea quehrada OCA.

2313. 5 2zydz -+ x*dy, en las mismas condiciones que el
04

problema 2312,



Integrales curvilineas 297

, tomdndola a lo largo de la cir-

(z--y)dz—(z—y) dy
2314%. § o
cunferencia 2®+ y®=1¢? en sentido contrario al de las agujas del
reloj.

2315. Sy“ dz+22dy, donde C es la mitad superior de la elipse
(2 .
z—acost, y= bsen t, quese sigue en el sentide de [as agujas del reloj.

2316. S cos y dr—sen z dy, tomandola a lo largo del segmento
AD
AB de la biscctriz del segundo dngulo coordenado, si la abscisa
del punto A es igual a 2 y la ordenada del punto B igual a 2.
2317. é,_ﬂ{(ffj_&—;‘zﬂ{l donde € es el lazo derecho de la lamnis-
g zt+t-y
cata r*=a?cos2¢, que se sigue cn el sentido contrario al de las
agujas del reloj.
2318. Calcular las integrales curvilineas do las expresiones
diferenciales cxactas siguientes:

(2: 3 (3; 43 (: 0
) { edytyde, ) | zdotydy.e) | (e+y) (detdy),
(—4; 2) (01 (0 0)
@29
d) N-x—;,fdy— {por un camino que no corte al eje 0X),
(1; 2} #
=
e) S diigy (por un camino que no corte a 1a recta z-+y=10),
G
(xa; v}
n | e@dte@ads
{x1; p1)

2319, Hallar las funciones primitivas de las expresiones
subintegrales y calcular las siguientes inlegrales:

3, D)
a) | (e+hay®) da o+ (Gatyt— Dy dy,
(—2; —1)
{1; 0)
h) S %ﬁ—fﬁ— (el camino de integracién no se corta con la
(8; —1)

recta y==z),
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(3; 1)
2yyd d 4 F 4
c) S (x+(i}_!_:;ity 2 (el camino de integracién no se corta
(i; 1)

con la recta y= —ux),
¢, 1t
(u:n)( vare )d$+(v e L

2320. Calcular la integral
I':S zdzt-y dy
Vitats’
tomandola en el sentido de las agujas del reloj, a lo largo del
cuarto de la elipse :—:—%—-i—:: 1, gque se encuentra en el primer

cuadrante.
2321. Demostrar, que si f(u) es una funcién continua y C es

un contorno cerrado «regular a trozoss, la

§f (@ +y?) (zdz+y dy) =
c

d)

2322. Hallar la funcién primitiva U, si:
a) du= (224 3y) dz+ (3z— 4y) dy;
b) du= (3a®—2zy - y?) dz — (22— 22y - 3y*®) dy;

¢) du=e"V[(l+z+y)de+ (1 —z—y) dyl;

dx dy
Ty x+y

d) du=

Calcular las siguientes integrales curvilineas, tomadas a lo largo
de curvas en el espacio:
2323. g (y—z)dz+(z—z)dy+(x—y)dz, donde £ es una
i

espira de la hélice circular

T=acost,
y=asent,
{ z=1t,

correspondientes a la variacién del pardmetro # desde 0 a 2m.
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2324, §y6w+zdy+zdz, donde € es la circunferencia
&

x= Rcosoecost,
y=HRcosasent,
2= R sena (&= const),

recorrida en el sentido del crecimiento del parametro.

2325. s 2ydz-+yzdy+2zxdz, donde OA es el arco de la ecir-
04
cunferencia z?-y*4z8=2HRz, z=z, situado por el lado del plano
X0Z, donde y=0.
2326. Calcular-las integrales curvilineas de las diferenciales
exactas siguientes:
(B; 4; 8)
a) rdz-+ydy—zdz,
(4: 05 —3) )
(a; b; ¢}
b) S yzdx +zedy +zydz,
(1; 1; 1}
(3; 4 5)
zdrt-ydytzdz
- Vatara
(0; 0: 0) 4
1
(=nd
& yzdz+zr dy+xy dz
Yz

{el camino de integracién estd
d; 1; 1)

situado en ¢l primer octante).
B. Férmula de Green

2327. Valiéndose de la foérmula de Green, transformar la inte-
gral curvilinea

1= §VFTFdz+y lay+1n o+ VTS dy,
L

donde el contorne C limita un recinto S.
2328. Aplicando la férmuia de Green, calcular

1=§2(xz+y2)dx+(x+y)ﬁ dy,
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donde € es el contorno do un tridngulo, cuyos vértices estdn en
los puntos A(1; 1), B(2;2) ¥y C(1; 3) v que se recorrc en sentido
positivo. Comprobar el resultado oblenido, eal¢ulando la integral
direclamenle.

2529. Aplicando la férmula de Green, caleular la integral

:? — 2%y dx - xy® dy,
c

donde € es la cirennferencia z* -+ y* = R%, que se recorre en sentido
contrario al de lag agujas del reloj.

2330. Por los puntos A(L;0) y B(2;3) se ha trazado una
parabola AmB, cuyo eje coincide eon el eje OY, y su cuorda
es AnB. Hallar la #

Ci'D (2 +y) dz— (z—y) dy

AmBra

directamente, aplicando la férmula de Green.
2331, Hallar la  { e™[y?dz—+(1+ap)dy), si los puntos A

AmB
y B estén situados cn el eje OX y el area, Hmitada por el camino
de integracion AmB y por cl segmento AB, es igual a §.
2332*. Calecular la (&)%ﬁ Examinar dos casos:

a) cuando el origen de coordenadas estd fuera del contorne C,
b) cuando ol contorno rodea n veces el origen de coordenadas.
2333**, Demostrar que si C es una curva cerrada, entonces

(’i}cos(}(, nyds=0,
bad

donde s os la longitud del arco y r la normal exterior.
2334. Valiénduse de la formula de Greon, hallar ]la integral

I= cg) [zcos (X, n} -+ y sen (X, n)] ds,
donde ds es la diferencial del arco y n, la normal exterior al

contorno C.
2335*. Calcular la intogral

<$ dx—diy
- x"*‘ﬂ g
c
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tomada a lo largo del contorno del cuadrado gue tiene sus vértices
on los puntos A{1;0), B(0: 1), C(—1;0) y D(0; —1), con la
condicion de que el recorrido del contorno so haga en sentido
contrario al de las agujas del reloj.

D. Aplicaciones de la integral curvilinea

Calcular el 4rea de las figuras limitadas por las siguientes
ciurvas:

2336. Por la clipse xr=acosi, y=0>sent.
2337. Por la astroide z=-acos®#, y=asen? .
2338. Por la cardivide z==a (2cost—cos 2t),

¥=a{2sent—szen2f).

2339%. Por el lazo del folivm de Descartes 2%+ y*—3azy=
=0(a>0).

2340. Por la eurva (x4 y)®=axy.

2341*. Una circunferoncia de radio r rueda sin resbalar sobre
olra circunferencia fija, de radio R, consorvdndose siempre fuera

. R . =
de ella. Suponiendo que - sea un nlimero entero, hallar el &rea

limitada por la curva (epicicloide) que describe cualquiera de los
puntos de Ia circunferencia mévil. Analizar el caso particular en
gue r =R (cardioide).

2342*. Una circunlerencia de radio r rueda sin .resbalar por
otra circunferencia fija, de radio J2, permancciendo siempre dentro

" R , ,
de ella. Suponiendo que — sea un ndmero entero, hallar el &rea

limitada por la curva (hipocicloide) descrita por cualquiera de los
puntos de la circunferencia moévil. Analizar el caso particular en

que r= —ii (astroide).

2343. Un campo esta engendrado por una fuerza de magnitud
comstante F, que Lieno la direccidn del semieje positivo OX. Hallar
el trabajo de dicho campo, cuando un punlo material describe, en
el sentido de las agnjas del reloj, el cuarto del circulo a?4-y*= j2*
que se encuentra en el primer cuadrante.

2344, Hallar el trabajo que realiza la fuerza de gravedad al
trasladar un punto material de masa m, desde la posicién
A(z; yy; z) hasta la posicidn B (xz; y2; 22) (el ejo OZ esta dirvigido
vorlicalmente hacia arriba).

2345. Hallar el {rabajo de una fuerza clistica, dirigida hacia
el origen de coordenadas, cuya magnitud es proporcional al ale-
jamiento del punto respecto al origen de coordenadas, si ¢l punto
de aplicacién de dicha fuerza describe, en sentido contravie al de
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g ; g 2 H
las agujas del reloj, el cuarto de elipse -Eﬁ--#%;-zi situado en el

primer cuadrante.

2346, Hallar la funcién potencial de la fuerza R{X,Y, Z}
y determinar el trabajo de dicha fuerza en el trozo de camino
quo se da, si:

a) X=0, Y=0, Z=--mg (fuerza de gravedad) y el punto
material se desplaza desde la posicidon A4 (zy, ¥y, 2;) a la posicion
B (z2, Y2, 22);

b) N . S AR .. X Z=~—r£,;, donde p=const ¥y

r3 rd !
r=Var+y 4 2% (fuerza de atraccién de Newton) y el punto mate-
rial se desplaza desde la posicién A (g, b, ¢) hasta el infinito;
¢) X=—k%, Y= —A%, Z= —k%, donde k=const (fuerza
elastica), estando el punto inicial del camine en la esfera
22222 = R® v el final en la esfera 2 4-y?4+-27=1r? (R>71).

§ 10. Integrales de superflele .

1. Integrales de superficie de primer tipo.
Sea f(z, y, #) una funcién continua ¥ z=¢ (z, y) una superficie regular 5.

La integral de superficie de primer $ipo rtepresenta de por si el limite
de la sumn integral

n
(§ 1@ v nas=tim 3} @ v 2048,
v v 00 i1
donde AS; es el frea de un elemento i de la superficie §, al que pertenece
el punto (xy, ¥i, z1); el difdmetro méximo de estos elementos en que se

divide la superlicie tiendo a cero.
El valor de esta integral no depende del lado do la superficie & que se
elija para la integracién. ’
Si la proyeceién ¢ de la superficio § sobre el plano X0V es wuniforme,
es decir, que cualguier recta paralela al ejo OZ cortd a la superficie 5 en
un solo punto, la correspondionte integral de superficie de primer tipo se
puede caleunlar por la férmuia

{{r@uaas={{1ev o mV e nrgE niza.
s (a5}
Ejemplo f. Caleular la integral de superficie

{§ @rytaas,
5
donde S es la superficie del cubo 0 Lz {1, 0Ky <1, 0Lz L1
Caleulamos la suma de las integrales de superficie tomadas sobre la caia.
superior del cubo (z==1) y sobre la cara inferior del mismo (z=0)
11 34 {1

§ K(z+y+urzmdy+§ S(z.}.y)dzdmﬁ §(2z+2y+1}dzdy=3.
| | i

[l

00
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Es evidente, que Ja integral de superficie que se husca sera tres veces
mayor e igual a

S g {z-+yv-+2)dS=9.
8

2°. Integral de superficie de segundo tipao.
Bt P=P(z, ¥, z%, Q@=Q{z,y,z) vy BR=R{(z, y, ) son funciones continuas
¥ S+ es la cara de una superficie regular S que se caracteriza por la direc-
cién de la normal 7 {cosa, cosP, cosy}, la correspondients integral de
superficie de segundo tipo se expresa de la forma siguiente:

S S Pdydz+-Qdeda--Rdrdy = S S (P cosa+Q cos B R cos y) dS.

S+ s
Al pasar a la otra cara 8= de la superficie, esta iniegral cambia su

signo por el contrario.

: Si 1a superficie § estd dada do forma implicita, F(z, y, 2)=0, los

egsenos directores de la normal a esta superficie se determinan por las

férmulas :

cos ¢ == L cosﬂ—Lﬁf- co3 =—£—-2£
D oz’ =D - OV F

OF \2 aF \2 oF \2

D_iV(ﬁx) +(6y) +(6z ) *
v el signo quo se ponga delante del radical dede elegirse de acuerdo con la
cara dal%a superficic § quo se tome. '
3°. Férmula de Stockes. Si las funciones P=P({z, y, 1),
O=0Q(z, y,2) y R=R{z, y, z) tienen derivadas continuas y € e¢s un con-
torno cerrado, gue limita una superficie bilateral 5, se verifica la férmula

de Stockes

fpp dz-+Qdy+Rdi=
c

& SSS [(g—f—%—f) 005'1-1-(?3.—5—%) cosﬁ+(%§———%) cosy] as,

donde cosa, cosP y cosy, son los cosenos directores de la mormal a la
superficie S, debhiendo determinarse Ia direccidn de la normal de tal forma
que, desde ésta, el recorrido del contorno € se efectiie en sentido contrario
al que siguen las agujas del reloj (en un sistema de coordenadas do mano
derecha). i :

Caleular las siguientes integrales de superficie de primer tipo:
2347. SS (z* 4 y?) dS, donde S es la esfera 2?4 y?-}z2=g2

s
2348. SSVx“-}»- y?dS, donde § es la superficic lateral del

donde

v ¥4 2
¢ono z—2+z—2—--;—2—=0 0Lz b,
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Calcular las siguicntes integrales de superficie de segundo
tipo:

2349. R i yzdy dz-+zx3dzdz+ay dedy, donde § os la cara

§
oxterior de la superficie del tefraedro limitado por los planos
x2=0, y=0, z=0, 24+ y4z=a.
2350. KSzdxdy, donde S es la cara eoxterior del elipsoide
s}

y'z z2
e

2

2351, S g z2dy dz - y* dz dx -+ z2¢ dx dy, donde S es la cara exte-

rior de la superficie de la semicsiera z2-+y? -+ 22 =4qa?(z > 0).

2332. Hallar ln masa de la superiicio del cubo 0<Lz<1,
Oxy«t, 031, si la densidad superficial]l en el punto
M(:c y: z) es ignal a zyz.

2353. Delerminar las coordenadas del centro do gravedad de la
capsula parabdlica homogénea az==a*+1y* (0 <z a).

2354, Hallar el momento de inercia de la parte de superficie
lateral del cono z=) x*4y® |0 22 k] con respecio al cje OZ.

2355. Valiéndose de Ja férmula de Stockes, transformar las
integrales:

a) §(a2—yz) do - (y* —zz) dy -+ (2 —zy) dz;
e

by § yda+zdy+ada.
c

Aplicando la férmula de Stockes, hallar las integrales que se
dan a continuacién y comprobar los resultados calculiandolas
directamente:

23506, :g(y-i—z) dz + (z+x) dy+ (x4 y) dz, donde € es la eircun-
¢
ferencia 22 y*4-2t=a? a+y+z==0
2357. f(y—z] dz+ (z—z)dy -+ (z—y) dz, donde C es la elipse
yi=1, r4z=1.
2358, E_t:d:c-{— x—i—y)dy—l—(.r—l-y—rz)dz donde € es la curva

&
T=asent, y=acosi, z=4a (Sent—{—ooqt) [0t << 2.
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§ y*dzr +-z*dy+z*dz, donde ABCA es el contorno
ABCA
de]OAoABC con los vértices en los puntos 4 (a; 0; 0), B(0; a; 0) vy
C(0; 0; a).
2360, ¢En qué caso la integral curvilinea

I=8Pdz+Qdy+Rdz
C

serd igual a cero, para cualquier contorno cerrado C?

§ 11. Formala de Dstroradsk!-Bauss

Si § es una superfiecie regular cerrada, que limita un volamen V,

y P=PFP(z, y,lf Q=0Q{x,y,2) ¥y R=H(z, y, z) son funciones continnas,
junto con sus derivadas parciales de 1° orden, enm el recinto cerrado V, se
verifica la férmula de Ostrogradski-Gauss

S S (Peosa+QcosP- R cosy) dS:S i ‘ ( e -I— ~{— )da:dydz,
8 vy

donde cosa, cosf y cosy, son log cosencs directores de la normal exterior
a la superficie S.

Valiéndose de la férmula de Ostrogradski-Gauss, transformar
las siguientes integrales de superficie, sobre las superficies cerra-
das S, que limitan el volumen V (donde cosa, cosP y cosy,
son los cosenos directores de la normal exierior a la superlicie S).

2361. S S zydzdy+ yzdy dz -+ zx dz dx.
5

2362. g S wt dy dz -4 y? do dz + 2t dz dy,
S

2363, SS xcosa-ycosfi-zeosy ds
ST VErate .

2364. SS (%cosa-,—a cosfH— coqv)dS.
s

Valiéndose de la férmula de Ostrogradski-Gauss calcular las
siguientes integrales de superficie:

2360. SS:{:‘* dydz+y*dzdz+z*dedy, donde & es la cara ex-

8
terior de la superficie del cubo 0Lz <, 0Ly «<a, 0LzLa.

2366. S S wdydz+ydsde-+zdrdy, donde § es la cara exte-
8

20-—1016
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rior de la pirdmide limitada por las superficies x+y+z=a,
,‘.‘:=0, yzo, z2=0,

2367, \ < wdydz-+y®dzdz-z* de dy, donde S es la cara

s
exterior de la esfera x*+ y®4z2=q2
2368. S \‘ {z2cosx +y2cos P+ z2cosy) dS, donde § es la super-

g
ficie exterior total del cono

22

2 2 22
%E.+£_2_b_2=0 [0z b).

2369. Demostrar, que si S es una superficie cerrada y 7 cual-
quier direccion constante,

S S cos (r, 1) dS =0,
5
doude 7 es la mormal exterior a la superficie S.
2370. Demostrar, que el volumen V, limitado por la super-
ficie §, es igual a
5

V=-_;~» 3 S (zcosa -+ yeosP 4 zcosy)dS,
s

donde cose, cosp y cosy, son los cosenos directores de la mormal
exterior a la superficie S.



Capitulo IX

ECUACIONES DIFERENCIALES

§ 1° Verlficacion de las soluclones. Formaclon de las ecuaclanes
diferenciales de familias de curvas. Condlclones infelales,

1. Conceptos fundamentales. ELa ccuacién de la forma
Fx, 4, 9"y -- 0y y)=0, (1)
donde y=y(x) es la funcidn ,que se husca, se llama ecuacion diferencial de
orden n-sino, Cualguier funcién y=r(2) que transformo la ecuacin (1) en
identidad, recibe el nombre de soluciér de esta eeuacion, f} la grifica de
dicha funecidn se llama curva integral. Si la solucidn se da en forma implicita,
® (2, y)==0, goneraltnente, recibo ol nombre de integral.
Ejemplo 1. Probar, que la funcién y=sen z es solucidn do la ecaacidn
¥y +y=0.
Solucidn. Tenemos:
y'=c¢os e, y'=—sen z.
¥, por consiguiento,
y'ty=—sen x-Lson e =0,
La integral
D(x,y, Cf, ..., C)=0 (2)

de la ceuacidn difercncial (1), que contiene » constantes arbitrarias indepen-
dientes €y, ..., Cy y quo es equivalente (en el campo dado) a la ecuacidn (1),
se lama infegrel peneral de esta ecuacicn (en ol campo correspondiente).
Dando valores determinados a las constantes C,, . ., €, en la relacion (2),
st obtiene una infegral particular do la ecuacion 1.

Reciprocamente, teniendo una familia de curvas {2) v excluyendo los
pardmetros €, ..., €, del sistema de ecuaciones

a T )
= s 2= {} e
=0, dz G-y dat d

s¢ obtiene, en general, una ecuacidn difel:enaial de la forma (1), cuya integral,
en el campo correspondiento, es la rolacién (2).

Ejemplo 2 Mallar la ecuacién diferencial de 1a familia de paribolas
y=Cs (s —Cy)t, (3)

Solucidén. Derivando dos veces la expresién (3), tendremos;
=20 (z—Cy) e y"=2¢,. _ (4)



Verificacidn de las soluciones 345

Excluyendo de las ecuaciones (3) ¥ (4) los pardmetros Cy y Cp, hallamos la
ecuacién diferencial que buscdbamos

2yy"=y'%

Es fécil comprobar que la funcién (3) transforma esta ecuacién en identidad.
92 Condiciones iniciales. Si para la solucién particular
y=y{z) de la ecuacién diferencial

=] (@ ¥ Yy oo YY) (5}
se dan las condiciones iniciales (problema de Cauchy) .

¥ (o) =Vor ¥’ (20) =V -- s ¥~ () =y P~

y sc conoce la solucitén general de la ecuacidn (3)
y=q’.‘(ﬁf, c]! Bl Cn);
las constantes arhitrarias €y, ..., €, se determinan, si ello es posible, def
sistema de ccuaciones
Fo==P {¥gr Cpa -2 Cn),
¥ =" (20, Cos +. o C),
y{]ﬂhi)=tp(null(30| Cis CRCRLE Cn};
Ejomplo 3. ITallar la curva de la familia
y="Ce% 4 Coe™?%, (6}
que tiene ¥ {0)=1 o y’ (0)= —2.
Solucidén., Tonemos:
y’ = Clex—zé‘ze_z“. i (?}
Poniendo r=0, en las férmulas (6) y (7), tenemos:
1=C-+Cy —2=0C—2C;,
de donde
C-'lzr_‘, 6'2;1
y, por consiguiente,
Y=g 2%,
Averiguar, si son soluciones de Jas ccnaciones diferenciales que
so dan, las funciones que se indican:

2704. zy’' =2y, y=5at.
2705. y" =%+ 4, yz-i—.

2706. (z-+y)de-Fady=0, y= L2

2707. ¥ 4+y=0, y=3senz—4cosz.

2
2708. -‘-fﬁ:— Lalr=0, x=C coswt+ C;sen e,
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2709. y"—2y -+ y=0; a) y==ze*, b) y==ze".
210, y"— (M4 ho) y' +hihg y =0,
y = CeM= 4 Cpelex,

Demostirar, que las relaciones que se indican sou integrales de
las ecuaciones diferenciales que s¢ dan:

27111, (z—2y)y =2x—y, a*—ay-+yi=C2
212, (z—y+1)Y Yy =1, y=z+4Ce
2713, (zy—x)y' +ay*+yy'— 2y =0, y=In(zy).

Formar las ecuaciones diferenciales de las familias de cnrvas
que se dan (C, Cy, €3, C3 son constantes arbitrarias);

2114, y=~Cxz. .
2715. y— Cat. - '

2716, y*=2Cz. (a es un pardmetro).
2717, -2 =C". 2722, (y—yo)® = 2pz ’

2718, y=_Ce" (Yo, P sOD para.metros).
2719. 2% =C (2% — 1%). 2723, y = C,e¥ + Cpe™ .

" 42 2724, y=C,cos 2z -- Cysen 22.

2720, 4+ —=2+4Ce .  2725. y=(C,+Cpz)e*+Cs

2726, Formar la ecuacién diferencial de todas las rectas del
plano XOY.

2727, Formar la ecuacién dilerencial de todas las parabolas
con eje vertical en el plano XOY.

2728. Formar la ecuacién diferencial de todas las circunferen-
cias en el plano XOY.

Hallar, para las familias de curvas que se dan, las lineas que
satisfagan a las condiciones iniciales que se indican:

2729, 2 —y?=C, y({0)=5.
9780, y = (C,+Coz)€?*, y(0)=0, y (0)=1.
2731, y=0C;sen (z—Cy), ym)=1, y' (n)=0.
2732, y = e 4 Coe™ - Ce™;

y(0)=0, y'(O)=1, y(Oy=—2.

§ 2. Eeuaclones difereaciales de 1° orden

1°. Formas de ecuaciones diferonciales de 1°f orden.
‘La ecuacidn diferencial de 1er orden con una funcidén y incégnita resuelta con
relfcion a la derivada y’, tiene la forma

y'=f(z, y). (1)
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donde f(z, y), es una funcién dada. En algunos casos, os conveniente consi-

;lerar como funcion incégnita la variable z y escribir la ecuacién (1) en la
orma

i =gz, y), (1)
e Bl T .
Teniendo en cuenta que y'=—£« vz d_: , las ecuaciones diforenciales
(1) ¥y (1'} se pueden escribir en forma simétrica
Pz, yydz+Q (z, y) dy=0, @

donde P (z, y) y Qéz. y) son funciones conocidas.

Por solucién de la ecuacion (2) se entiende la funcisn de la forma
y=9{z} 0 x=1(y), que satisface a esta ecnacién. La integral general de las
ecuaciones (1) y (1°}, o de la ecuacién (2), ticne la forma

O {z, y, C)=01
donde C es una constante arbitraria.
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§ 3. Ecuacliones diferenciales de 1° orden con varlables separabies.

1°. Eeuaciones diferenciales de 1® opden con varia-
bles scparabloes. Se llaman cenaciones con pariables separables, las

ecuaciones diferenciales de 1¢” orden de la forma
y'=f) g (1)

©0 bien,
XY (i dz+ Xy ()Y () dy =0, (1)
Dividiendo ambos miembros de la ceuacion {1) por g(¥) ¥ multiplicando
7 .

por dz, tendremos &i%“—' f(z)dz. De donde, integrando, obtencmos fa inte-

gral general de la ocuacion {1) en la forma

dy
e dz4-C. 2
{ 5=\ 1@ass @

Andlogamente, dividiendo los dos miembros de Ja ecuacion (1') por
p. & Sx) Y (¥} e inlegrando, se obticne Ja integral general de la cevacldn (1)

en la forma
X () S Yy (m) 5
—— . —— gy =,
V 5@t For=C @)

Si para un valor determinade do y = v, tenemos que g (yp) =0, la funciin
y ==y, tombién es solucién de la ecuacién {1}, como e¢s facil convencerse
directamente. Analogamente, lus rectus z==a ¢ y=»& sorin curvas integrales
de la ecuacion (1°), 51 @ y b son de por si raices de las ecuacionts X, {}):0
o Y (y)=0, por cuyos primeros micmbros se dividio la ccuacidn inicial.
Ejemplo 1. Regolver la ecuaciin

i o
Pzt (2

En particular, ballar la solucién que satisface a la condicidn inicial:
y{l)y=2.
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Solueidn. La ecuacién (3) so puede escribir de la forma

¥, por comsiguiente,

Injyi=—In|z[+InC,,
donde la constante arbitraria InCy estd tomada en forma fogarftmica, Des-
pués de potenciar, se obtiene la solucidn general

c

donde C=4-C,.
Al dividir por y podrfamos perder la solucién y=0, pero esta dltima
estd contenida en la férmula (4) para ¢ =0,
Utilizando la condicién inicial dada, obtenemos que €=2, y, por con-
siguiente, la solucidén particular buscada es
2

p=—

x

2°. Alguynas ecuaciones diferenciales que pueden
reducirse a ecuaciones con las variahles separables.
Las ecuaciones diferenciales de la forma

y'=flez+by+e) (b0

so reducen a ecuaciones de Ja forma (1) por medio de la svstituciém
u==az-by-+e¢, donde u es la nueva funcién aue se busca.
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4°, Formacidnde Jas ecuaciones diferenciales. Al for-
mar la ecuacién diferencial en los problemas geométricos, se puede [emplear
con frecuencia el sentido geométrico de la derivada, como tangente.'del
angulo que forma la recta tangonte a la curva con la dircccidn positiva
de] eje OX; esto permite, en muchos casos, deoterminar inmedjatamente la
relacién entre la ordenada y de la curva que se busca, ¥y su abscisa z e ¥/,
es decir, obtener la ecuacidn diferencial. En otros casos (véanso los pro-
blemas Nos 2783, 2800, 2895), se utiliza el sentido geoméirico de la integral
definida, como frea de un trapecio mixtilineo o lengitud de un arco, En este

Fig. 106

caso, directamonto de las condiciones del problema, se obtiene una ecuacidn
integral simple (pucsto que la funcidn que se busca se encuentra bajo el

signo _integral), pero quo derivando sus dos miombros, se puede con facilidad
transformar en ecuacion diferencial.

Ejemplo 3. Hallar una curva que pase por el punto (3; 2), para la
que la lIongitud del segmento de c¢ualquicra de sus tangentes, comprendido
entre los ejes de coordenadas, esté dividido en el punto de contaclo en dos
partes iguales.

Solucidn. Sea M{z, y) el punio medio do Ia tangente 47, que segiin
las condiciones es, a la vez, al punto de contacto (los puntos A4 y B son
los puntes de interseccion de la tangente con los ejes OY y OX}. De acuerdo
con las condiciones, 04 =2y y 08 =2gz. Bl coeficiente angular de la’tangente
a la.curva en ¢l punto M (2, y) os igual a

dy 04 ¥

A~ T 0B T

Esta os la ecuacién diferencial de la curva que sc buscaba. Haciendo wuna
transformacion, tenemos:

i‘:"__;_.gi:n

x ¥
¥, por comsiguiente,

Inz--lny=InC, o sea, zy=C.
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Utilizande la condicién inicial, determinamos que¢ €=3.2==06. Es decir,
Iu curva que se buscaba es la hipérbola zy =8,

Resolver las ecuaciones diferenciales:

2742, tgzsen?ydr -costzetg ydy =0,

2743, xy' —y =y

2744, 2yy’ =1—2%

2745, y—ay’ —a(l +2%').

2746. 3e* gy do+ (1 —e®)sec?y dy =0.

2747, y' tgx=y.

Hallar las seluciones particulares de las siguientes ecuaciones,
que salisfacen a las condiciones iniciales que se indican:

2748. (14-¢%).y-y =e*; y=1 para z=0.

2749. (xy2+2)de (22 —y)dy=0;.y=1 para z=0.

2750. y'senz=ylny, y==1 para xz%.

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales valiéndose del
cambio de variables:

2781, ¥ = (x4 y)%.

2752. ¥’ = (8x 42y +1)%

27563, (2r 43y — 1) dz 4+ (4x + 6y — D) dy=0.

2754, (2w —y) da +- (4 — 2y + 3) dy =0,

En los N° 2755 y 2756 pasar a las coordenadas polares:

T .

2755. y':lff_*;L’E i

9756. (22 + y) de—zy dy =0,

2757*. Hallar una curva que tenga un segmento de tangente
ewya longitnd sea ignal a Ja distancia desde el punto de contacto
hasta el origen de coordenadas.

9758, Hallar una curva para la gue el segmenlo de la normal,
en eualquier punto de la misma, comprendido entre los ejes de coor-
denadas, esté dividido por este punlo cn dos partes iguales.

9739, Hallar una curva cuya subtangente tenga wna longitud
constante a.

2760. Hallar una curva cuya subtangente sea el doble de la

abscisa del punto de contacto.
2761*. Hallar una curva, para la que fa abscisa del centro de gra-
vedad de la figura plana, limitada por los cjes de coordenadas,
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por esta misma curva y por la ordenada de cualquiera de sus
puntos, sea igual a 3/4 de la abscisa de este punlo.

2762, Hallar la ecuacién de la curva que pasa por el punto (3; 1),
para Ja que cl segmento de tangente comprendido entre el punto
de contacto y el eje OX esté dividido en dos partes iguales por el
punto de interseccion con el eje OY.

2763. Hallar la ecuacién de la curva que pasa por ¢l punto (2; 0),
sabiendo que el segmento de la tangente a dicha curva, compren-
dido entre el punto de contacto y el eje OF, tiene longitud cons-
tante e ignal a 2.

§ 4. Ecuaciones diferenclales homogeneas de 1 arden
i°. Ecuaciones homogéneas, Una ecuacion diferencial

Pa, y)dz~4-Q(z, y) dy=0 1)

se llama homogénea, si P (z,y) y Q (=, ¥) son funciones homogénvas de igual
grado. La ccuacién (1) puede reducirse a la forma

b A

Y f( = ) :

y por medio de la sustituecién y=zu, donde u es una nueva funcidén incég-
nita, se transforma en cceacidn con variables soparadas. También se puede

emplear la sustitucion z=yu.
Ejemplo 1. Haliar la solucién general de la ecuacion

¥
* ¥
F__ X
= B
¥ o
Solueién. Hacemos la sustitueidn y=wuz; cn esie caso, u+t-ru’ =
=¢¥-l-u o bien,
e gdpe=——= |
I

Integrando, obtenemos = —Inln % » de donde

c
y=—=zlnln vl
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Integrar las ecuaciones diferenciales:

2768, y' =L —1. 2770. (z—y) y dz — 22dy = 0.

2771. Hallar, para la ecuacién (z*-+y®dr—2zydy=0, la
familia de curvas integrales y escoger aquellas curvas gue pasan
respectivamente por los puntos (4 0) y (15 1).

2772. ydz+(2V zy—=) dy=0.
2773. zdy—yda=V 2* 4 y*dx.

2779. Hallar la ecuacién de la curva, gque pasa por el punto
(1; 0) v que tiene la propiedad de que el segmento, que inter-
cepta su tangente en el eje OY, es igual al radio polar del punto
de contacto.

2780**. {Qué forma debe darse al espejo de un proyector para
que los rayos del foco luminoso concentrado.en un punto se reflejen
formando un haz paralelo?

2781. Hallar la ecuacign de la curva, cuya subtangente es
igual a la media aritmética de las coordenadas del punto de
contacto. _ _ . - o

2782. Hallar la ecuacién de la curva, para la cual, la longi-
tud del segmento, interceptadp por la normal en cualquiera de
sus puntos en el eje de ordonadas, es igual a la distancia desde
este punto al origen de coordenadas. .

2783%, Hallar la ecuacién de la curva, para la cual, el drea
comprendida entre el eje de abscisas, la misma curva y dos orde-
nadas, una de las cuales. es constante y la otra variable es igual
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a la razén del cubo de la ordenada variable a la ahscisa corres-
pondiente.

2784, Hallar' la curva, para la cual, la longitud del segmento
del eje de ordenadas, interceptado por cualquiera de sus tangentes,
es igual a la abscisa del punto de contacto.

§ 5. Ecuaclones diferenciales lneales de 1°° orden.

1°. Ecuacionos lineales. La ccuacidn diferencial de la forma
y' - P(x) y=(Q)(z) {1)

de 1er grado con respecto a i e y’, se llama lineal.
Si 1a funcién Q@ () =0, la ecuacidn (1) toma la forma

y' 4+ Pz y=0 2

y recibe el nombre de ecuacidn diferencial linéal homogénea. En esti caso,
las variables se separan y la solucién general de la ecuacién (2) es

-\ P(x)dx
y=Ce S = " (3)

Para resolver la ecuacién lineal no homogénea (1) se emplea el llamade
méfodo de varigeién de le constante arbitreria. Este método cousiste en que,
primeramente, se halla la solucién general de la correspondiente ecuacién
lineal homogénea, es decir, la expresién (3). Después, suponiendo que en
esta expresién ¢ es foncién de =z, se busca la solucidn de la ecuacidn
no homogénea (1) en la forma (3). Para ello, ponemos en la ecuacién (1)
¥ e y’, deducidag de (3), y de la ecnacién diferencial asi obtenida determi-
namos la funecién € (z}). De esta forma, obtenemos la solucidn general de la
ecuacién no homogénea (1) de la forma

ot o,
Ejemplo 1. Resolver la ecuacién
‘=g z-y-4cos 2, )
Solucidn. La correspondiente ccuacién homogénea es
y —tgzp=0

Resolviéndola, tenemos:
U=C-—|— A
cos &
Considerando ¢ como funcién de z y derivando, hallamos:
2 =l dC sen o

= —— e e
¥ cos x d:.c+c.053r.

«C.

Foniendo y & ¥* en la ecuacién (4), obtenemos:

1 dC gen x
cosz dz *

ac
+coosz, 0 ~——=¢08%z

o dz

LE
costx
23%
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de donde
¢ 1 1 e
C(z)= S mﬁzdx=—z-x—|—7 sen 2z -+C.
['or consiguicnte, la solucién goneral de la ceuacién (4) tiene la forma

i 1 ; 1
y=(TI+'—4"' sen&z+6’,) 'm .

Para resolver la ecuaciém lineal {#) se puede emplear también la susti-
tucion

y=uv, %)
donde # y » son funciones de z, En este caso, la ecuacién (1) toma la forma
[w + P (2) u] v+ v'u=Q (&). ®)

Si se exige que
- P (z)u=0, i)

do (7) hallamos u, y después, de (6) hallamos », y por {in, de (5) hallamos y.
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Hallar las integrales generales de las ecuaciones:

o7g5. 9 _ Y _ .
dz

T

dy 2y
2786 m&? -T——.‘E‘s.

2787%, (1+y?) da = (Y T4 sen y— zy) dy.
2788, yrdz—(2zy-3) dy=0.

Hallar las soluciones particulares gue satisfagan a las eondicio-
nes que se indican:

2789, 2y +-y—e*=0; y=> para xz=a.

2790. y — g ~1—2=0; y=0paraz=0.

27, y —yigz=—1—; y=0 para z=0.

03 &

Hallar las soluciones generales de las ecuaciones:

2796. Se dan tres soluciones particulares y, y, e ys, de una

ecuacion linecal. Demostrar, que la expresién Y27 Y conserva un valor

1
constante para cnalquier z. éQué sentido geométrico tiene este
resultado?

2797. Hallar las curvas, para las cuales, el drea del tridngulo
formado por el eje OX, la tangente y el radio veclor al punto
de contacto es compstante.

2798. Hallar la ecuacién de la curva, para la cual, el segmenio
interceptado por la tangente en el eje de abscisas es igual al
cuadrado de la ordenada del punto de contacto.

2799. Hallar la ecuacién de la curva, para la cual, el segmento
interceptado por la tangente en el eje de ordenadas es igual a la
subnormal.
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2800, Hallar la ecuacién de la curva, para la cual, el segmento
interceptado por la tangente en el eje de ordenadas es proporcio-
nal al cuadrade de la ordenada del punto de contacto.

2804. Hallar la ecuacién de la curva, para la cual, la longitud
de la tangente es igual a la’ distancia desde el punto de intersec-
cién de esta tangente con el eje OX hasta el punto M (0, a).

§ 6. Ecuaclones dlferenciales exactas.

1°>. Ecuaciones diferenciales exactas (o en diferenciales
totales). Si para la occuacién diferencial

Pz, y)dz+Q (2, y) dy=0 1)
. aP _ 8Q . -
se cumple la igualdad T la ecuacién {1} se puede escribir de la

forma dU (z, y)=0 y se llama ecuacion diferencial exacta (o en diferenciales
totalos). La integral general de la ecuacién (1) es U (z, y)=C. La funcién
U (=, y) se determiina por el método que se indicé en el cap. VI, § 8, o por
la férmula '

X

i
U=\ Pz, n)dz+ | Qo oty
. g Yo '
(véase ol cap. V11, § 9.
Ejemplo 1. Hallar la integral de la ecuacién diferencial
(322 - 62y?) dz 4 (622 - 4y?) dy =0.
Solucion. Esta es una eccuacidn diferencial exacta, ya que

3 r 2 3
g (= by )»_—3(6‘” ¥4y )=12zy y, por consiguiente, Ia ecuacién ‘tiene

ay
la forma di/=0.
Aqui

au ol ;
—_—— 322 2, e =22 4.
= =322 J- By, 3 B2y - 4y,
de donde
U= S (3z2 - b2yl dz 4@ {y) =23 43222 4@ (¥).

Derivando U con respecto a y, hallamos

o

'5;=6329+'P' {y) =622y +-4y®
(]i)or la condicién); de donde @ (y)=4y® y p(¥)=y2+Cy. En definitiva
obtenemos U (z, y) =234 3222 -L.y2+Cy, y, por consigniente, z3--3z%y2-
+y4=C es la integral general que se buscaba de la ecuacién dada.
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Hallar las integrales generalés de las ecuaciones:
2802. (z+y)dz (&4 2y) dy=0.

2803, (z?4-y*+-2x)dz+ 2zydy=10.

2804, (2®— 3zy® + 2) dz— (32— y?) dy=0.

; dy—y dz
2805. xdm—{-ydy:z—z%-_,r—zﬁ-—.
2z dx yi— 3zt
2806. e dy = 0.
2807. Hallar la integral particular de la ecuacién

(x+e3) dir-p o (1—=)dy=0,

que satisfaga a la ‘condicion inicial y (0)=2.
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§ 9, Eeuaciones diferenclales dlversas de 1°" orden
2833. Determinar el tipo de las siguientes ecuaciones diferen-

ciales e indicar sus métodos de resolucién: ~
a) (@+y)y =zarctgL; i) ¥ = (x4 y)
b) (z—y) ¥y =y% j) zcosy’ +yseny =1;
¢) y'=2ay+a¥ k) (22 —zy)y = y¥
d) ¥y =2zy+y% 1) (224 2ey®) dz+
e) ay' fy=seny; +{y* + 32%y*) dy =0;
). (y—zy')=yp", m) (23— 3y )dz+(22+3)dy=0;
g) Y ==ze¥; 1) (zy®4-Inz)de=y2dy.

h) (v —2ay) Vy=2%
Resolver las ccuaciones:

2834, a) (a:—-ycos%)dz+xcos-ﬁ-dy=0;
b) qu%dywydx——-O.

2835. :zdx-:(f;—-ys) dy.

2836, (2zy*—y)dr+azdz=0,

2837, zy' +y==aytlnz.
2838, y=zy' +y' Iny.
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2839,

2840.
2841.

2842,

2843.

2844,
2848.
2849,
2850,

2851.

28562.

2853.

2854.

2855,
2856.
2857.

2858.
2859.

2860.

2869.
2870,

2871.
2872,

y=ay +V =y
22 (g 1) da+ (28— 1) (y— 1) dy=0.
(1432 (e2*dx—e¥ dy)— (1 4-y) dy=0.

i et .
ylsy "‘xz =1, 2845. (1 —2) Y +ay=a.
yev = (y° 4 2zev) y'. 2846, zy' — ;r—T—i —z=0.
Y-y 0O & = Sen £ c0S Z. 2847. ¥ (x cos y+asen2y)==1.
(2% — a2y —1) de - (zy 4 22— 3y — 6) dy="0.

’ —1 12
y :(1+ yzx ) 2
ay® dz = (2%y + 2) dy.

. 3z2
Y=y
de—t—]/%dy— %dxzf}.
y’=%+tg%. 2861. e dx+ (xe¥ — 2y} dy=0.
yy -y =cos . 2862. y=2zy + 1/ 1+y7
zdy -y dz =17 de. 2863. y':%(i-f—lny—ln x).
y’ (x+ sen !’Q — 1_ 2864. (23“"‘!—!/4) dy__ye_x d:{‘::ﬂ.

; -2 33

y4E = —p+ 2865, v =2 (2T )
25 dx — (2t + ¥ dy =0. 2866, zy (zy*+1) dy—dz=0.
22y Bayy’ + 27 =0 2867, a (xy +- 2y} =Yy,
zdztydy 2868, z dy —y dr =y da.

Vet

dy —ydx
+ = yyz L O

(22— 1) dy 4 (z* B2y YV 2F— 1) dz=0.

dy -
lgz——y=a.

V a%+-z* dy—}—(:z:-}-y—]/-a*—l—x”) dr=10.
zyy't— (@ -yt y 2y =0.
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2873, y=ay +—or-
2874, (3z%-+2zy— y?) dz - (2 — 22y — 348 dy =0.
2875, 2gp-j§ — 3p? 4 4y,

Hallar las soluciones de las siguiemtes ecuaciones, para las
condiciones iniciales que se indican: ;

2876. y’:yji; y=0 para z=1,
2877, &V =1; y=1 para z=1.
2878, y'etgz+y=2; y=2 para z=0.

2879, ¥ (y +1)=1; y=0 para z=0.

2880. ¥’ - y=cosz; y:é— para z=10,

2881, ¥y —2y = —2% y:%— para z=0,

2882, y' - y=2z y=—1 para 2=0.
2883. 2y’ =y; a) y=1 para 2=1; b) y=0 para z=0,
2884. 2ry'=y; a) y=1 para z=1; b) y=0 para z=0.

2885. 2zyy’ 22— y*=0; a) y=0 para z=0; b) y=1 para.
z=0; ¢) y=0 para z=1.

2886. Hallar una curva que pase por el punto (0; 1) ¥ que la
subtangente sea igual a la suma de las coordenadas del punto de
contacto.

2887. Hallar la curva, sabiendo, que la suma de los segmentos
que intercepta la tangente a Ia misma en los ejes de coordenadas
es constante e igual a 2a.

2888. La suma de las longitudes de Ia normal y de la subnormal
es igual a la unidad. Hallar la ecuacién de la curva, sabiendo,
que ésta pasa por el origen de coordenadas.

2889*, Hallar la curva, para la cual, el 4ngulo formado por la
tangente con el radio vector del punto de.contacto es constante.

2890. Hallar la curva, sabiendo, que el &rea comprendida entre
los ejes de coordenadas, esta curva y la ordenada de cualquier
punto situado en ella, es igual al cubo de esta ordenada.

2891. Hallar la curva, sabiendo, que el drea del sector limitado
por el eje polar, la propia curva y el radio polar de cualquiera
de sus puntos, es proporcional al cubo de este radio.

2892. Hallar la curva, para la cual, el segmento que intercepta
la tangento en el eje OX, es igual a la longitud de la propia
tangente.
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2893, Hallar la curva, para la cual, el segmento de tangente,
comprendido entre los ejes de coordenadas, se divide en dos partes
iguales por la pardbola y*=2z.

2894, Hallar la curva, para la eual, la normal a cualquiera de
sus puntos es igual a la distancia desde este punte hasta el origen
de coordenadas.

2805%, EI drea de la figura limitada por una curva, los ejes
de coordenadas y la ordenada de cualquier punto de la curva, es
ignal a la longitud del coorrespondiente arco de Ia misma. Hallar
la ecuacion de esta curva, si se sabe, que pasa por el punto (0; 1).

2896. Hallar la curva, para la cual, el area del tridmgule gue
forman el eje de abscisas, la tangente a la curva y el radie vector
del punto de contacto, s constante e igual a a2

2807. Hallar la curva, sabiendo, que el punte medio del segmento,
interceptado en ol eje OX por la tangente y la normal a la misma,
es constante, (a; 0).

Al formar la ecuacidn diferencial de 18T orden, sobre todo en los pro-
blomas fisicos, son frecuentes los cagos en que convieno emplear el 1lamado
métode de las diferemciales, que consiste en que, las relaciones aproximadas
enire los incrementos infinitamente pequefios de las magnitudes gue se
buscan, cicrtas con una aproximacién [{msta de infinitésimos de orden
superior, se sustituyen por las correspondientes relaciones ontre sus dife-~
renciales, cosa que no influye en el resultado.

Problema. En un dopésito hay 190 litros de disolucién acuosa que
conticne 10 kg de sal. En este depdsito se vierte agua con una velocidad
de 3 litros por minuto y se expulsa la mezela con velocidad de 2 litros
por minuto. La concentracién se mantiene homogémea removiendo el agua.
¢Cuanta sal habra en el depdsito después de transcurrida una hora?

Solucién. Se da o]l nombre do concentracién ¢ de una substancia
dada; a la cantidad de la misma que hay en una unidad de volumen. Si Ia
concentracién es homogénea, la cantidad de substancia en un velumen ¥
serd igual a cV.

Supongamos, gue la cantidad de sal que hay en el depdsito después de
transcurrir ¢ min, es igual a z kg. La cantidad de mezcla que hay en el
depésito on este instante serda (1004-t) litros y, por censiguviente, la con-

L]
centracién e¢= kg por litro.

T
100+ ¢

Durante el espacie de tiempo dt, del depdsito salen 24t litros de
mezcela, que contienen 2¢ dit kg de sal. Por esto, la variacién dz de la can-
tidad de sal quo haya on el depésito se caracteriza por la relacidn

- 2z
—dz=2cdf, o bien _I—dxm—mdt.
Estz es, precisamente, la ccuacién difereneial que se buscaba. Sepa-
randa las variables ¢ integrando, tenemos:

Inz=—21n 10049 41InC
o sea,
5

=T
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La constante € so determina partiendo de la condicién de gue, cuando
t=0, z=10, es decir, C=100.000. Después de una hora, en el depdsito
quedaran

__100.000
I

23,9 kg de sal,

2898*. Demostrar, que la superficie libre de un liquido pesadoe
que gira alrededor de un eje vertical, liene la forma de un para-
boloide de revolucion.

2899*. Hallar la dependencia que existe entre la presién del
aire v la altura, conociendo, que esta presién es igual a 1 kgf por
1 em? al nivel del mar y de 0,92 kgf por 1 em? a 500 metros de
allura.

2900%. Segim la ley de Hooke, un cordén elastico de longi-
tud I, bajo la accién do wna fuerza de dilatacion £, experimenta
un incremenlo do Jongitud igual a ALF (k=const). ¢En cudnto
aumenlard la longitud de este corddén, por la accién de su propio
peso W, ¢i so lo cuelga por uno de sus extremos? (La longitud
inicial del cordén es ).

2001. Resolver ¢ste mismo problema, pero con la condicion de
que on ¢l extremo libre del cordén se suspende un peso £.

Al resolver los problemas 2902 y 2903, utilizar la ley de New-
ton, segun la cual, Ja velocidad con gue se enfria un cuerpo es
proporcional a la diforencia de temporaluras del cuerpo y del
medio que lo rodea.

2902. Hallar la dependencia entre la temperatura 7 y el
tiempo £, si un cucrpo calentado hasta 7, grados se introduce en
un. local cuya temperatura es constante ¢ igual a @ grados.

2903, ¢Dentro de cudnto tiempu, la temperatura de un cuerpo
calentado hasta 100°, descenderd hasta 30° si la temperatura del
local es igual a 20° y durante los primeros 20 min el cuerpo en
cuestion se enfrié hasta G0

2904. El efeclo retardador del rozamiento sobre un disco que
gira dentro de un liquido, es proporcional a la velocidad amgular
de rolacidn. Hallar la dependencia de esta velocidad angular del
tiempo, conociendo, que el disco, que comenzé a girar con una
velocidad de 100 r.p.m., después de pasar 1 min gira a una velo-
cidad de 60 r.p.m.

2905*. La velocidad de desintegracidn del radio es proporcional
a la cantidad del mismo. Se sabe, que transcurridos 1600 ailos
queda la mitad de las reservas iniciales de radio. Hallar qué
tanlo por cienlo do radio rosultard desintegrado cuando paseu
100 afios.

2906*. La velocidad de salida del agua por un orificio, que
se encuenira verticalmente a una distancia % de la superficie
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libre del liquido, se determina por la férmula

v=cl/ 2gh,

donde ¢~ 0,6 y g es la acoleracién de la fuorza de gravedad.
¢Cuénto tiempo tardard en salir el agva que llena una caldera
semiesférica de 2 m de didmetro, si sale por un orificio redondo
que hay con el fondo y que tiene 0,4 m de radio?

2907*. La cantidad do luz que resulta absorbida al pasar por una
capa delgada de agua, es proporcional a la cantidad de luz que
cae sobre olla y al espesor de la misma capa. Si al atravesar una
capa de agua de 3 m de espesor queda absorbida la mitad de Ia
cantidad inicial de luz équé parie de esta cantidad llegard hasta
la profundidad de 30 m?

2908*, Ja resistencia del aire en el descense de los cuerpos
en paracajdas es proporcional al cuadrado de la velocidad con que
se mueven. Hallar la velocidad limite de la caida.

2909*, El fondo de un depésito, de 300 litros de capacidad,
osld cubierto de una mezcla de sal v de una substancia indiso-
Iuble. Suponiendo que la velocidad con que se disnclve la sal
es proporcional a la diferencia entre la concentracién en el ins-
tante dado y la concentracién de la disolucién saturada (1 kg do
sal para 3 litros de agua) y que la cantidad de agua pura dada
disuelve 1/3 de kg de sal por min, hallar qué cantidad de sal
contendrd la disolucién al caho de una hora.

2010*. La fuerza electromotriz e de un circuito, con intensi-
dad de corriente i, resistencia R e inductancia L, és igual a la
caida de tensién Ai mds la fuerza clectromotriz de autoinduccidén

L—g—. Detorminar la intensidad de la corriente i, en un instante ¢,
si e=FEsenwt (£ y @ son constantes) ¢ i=0 cuando £ =0,



Leuaciones diferenciales lineales de 2° orden con coefivientes constantes 375

§ 12, Eceaciones diferenciales lingales de 2° ordem con coeficientes
constantes

1°. Beuaciones homogénceas. La ecuncion lineal homogénea
de 2° orden con coeficientes constantes p y ¢, os de la forma:

v 4-py' 4oy =0. (1)
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8i ky ¥ ky son las raices de la ecuacién caracteristica
P (k) = k- ph+q=0, (2)
la solucidn general de 1a ecuacién (1) se escribe en una de las tres formas
siguientes;
1) y:(,’ic}‘lx—{—czeh'-‘-“, si ey ¥ Ky sen reales y k| == &y
2) y= "I (Cy+Co), si kyms g
8) y=¢"" (Cycos Pa-+Cysen Pz), si bky=a+Bi v by=a—Pi (f =+ 0).

2% Eecuaciones no homopgéneans. [La solucién general de Ia
ccuacion diferencial lineal no homogénca

y”..‘r_})y'—'_gy'_'f(it) (3)
s¢ puede eseribir en forma de suma

y=u+Y,

donde yy es la solucién general de la correspondiente ceuacion (1) sin segun-
do miembro, que s¢ determina por las férmulas 1) —3), e ¥ es una solu-
cion particular de la ecuacidn dada (3). ,

La funcién ¥ se puede hallar poc ¢l méiodo de los coeficientes indeter-
minndes ¢n los siguientes casos simples:

1. f(2)=g"*Py (2), dondo P, (z) es uu polinomjo de grado n.

Si a no es raiz de la ecuacidn caracteristica (2), es decir, @ {2) == 0,
se considers Y =¢%*Q, (), donde @, (z} es un polinomio de grado r con
coeficientes indeterminados. .

Bi @ ¢s raiz do la ccuacion caracteristica (2), es decir, g (2)=0, 'so
considera Y =z"e®*Q, (x}, donde r es el grado de multiplicidad de la raic
a(r=1 0 r—2.

2. f(x)=e"* [Py, (x) cos bx4- Q) () sen be],

Si @ (a 4 bi) 0, sv considera

Y =% [S'n (2) cos ba -+ Ty son be],
donde 8y (z) ¥ Ty (z) son polinomios de grado N=méx {n, m}.
Si por el contrario, ¢ (2 =4 bi)=0, s¢ considera
Y =aTe®* [§y () vos be - Ty (2) sen bzx],
donde r es e! grado de maltiplicidad de la rafz a + bi (para a ccuacion
de 2° orden r=1). ]

En el caso peneral, para resolver la ecuacidn (3) se emplea el método
de variacién de las constantes arbitrarias (véaso el § 11).

Ejomplo 1. Hallar la solucién de la ecuacién
Ay ey — Yy = hae?¥,
Solucién., La ecuacidn caracteristica 2/2—Fk—1=0 tiene las raices
By=1 y I|:2=%'-. La sclueién general de la correspondicnte eciacion homo-
x

génea (de la forma primera) es yu=|‘;‘1e°‘—{—Cz‘-:"_E . El sogundo miembro do la
ccuacién dada f(z)=4xe?*=¢%P, (2). Por comsiguicnte, Y = e?* (Az-|B),
ya que a=1 y r==0. Derivando ¥ dos veces y poniendoe las derivadas en la
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ecuacion dada, obtenemos:
263 (4Az | 4B 4A)— 2% {247+ 2B L A) — ¥ (4w B) = 4ze?~.
Simplificando por 2% o igualando entre si los coeficientes que corresponden

a las primeras potencias de @ y los términos independientes Jde ambos
miembros de la ignaldad, tencmos:

28

54=4 y TA+38=0, de donde =—§- vy B= -

4 28 153
De este forma, ¥ =2 | — & ——= |}, ¥y 1a solucién general de la ccua-
5 %)Y g
citn dada es

i
— 4 28
y=Ce¥+Coe 2 L (T)L-z _E")_) :

Ejemplo 2. Hallar 1a solucién goneral de la conacidn »' — 2y + y==ze*.

Solucién. La ccuacidén caracteristica k2—2k-+1=0 tiens una raiz
cuyo grade do multiplicidad es des, k=t. El segundo micmbro de la
ecuacion es, f(z)==ze¥; agui, a=1 y n=1. La solncién particylar ¥ =
— 22:% (4z--B), puesto que a coincide con la raiz k=1 cuyo grade de mul-
tiplicidad es igunal a dos y, por consiguiente, r=2.

Derivando Y dos veces, poniendo [as derivadas en la cenacidn e igualando

= i a1 37
los coeficientes, obtenemos A=? , B=0. Por consiguiente, la solucién ge-
>

neral de la ecuacion dada se eseribe de la forma
1
3= (Cl—}—cEZ} Ex-f"'g— z3e™,

Ejemplo 3. Hallar 1a solucién gemeral de la ccuacién-y”+y== sen z.

Solucién La ecuacitn caracteristica A%-1=0 tiene las raices
ky=iy ky=—1. La solucién general de la correspondiente ecuacion homo-
génea sera fvéase 3), donde a=0 y f=1]:

py==Cycos z-}-Cysen .
El seguado miembro ticac Ja forma
f {z) = &% [Py, () cos bz 4O (x} sen ba],

donde 2=0, b=1, P, (z}=0, Qm{z)==z. A & le corrosponde la solucion
particular

Y ==x1{Az--B)cos z+ (Cx+ D) sen z]

{agqui N=1, a=0, b=1, r=1).

Derivando dos veces v poniendo las derivadas en la ecuacion, jgualamos
entre si los coeficientes d¢ los dos miembros do la igualdad que correspon-
den a cosz, zeosx, senz y zsenw Como resuliado, obtenemos cuatre
ecuaciones: 24120 =0, 46=0, —2B+2C=0, —44=1, de¢ las cuales se

2
determinan: A= —14/4, B=0, =0, J=1/4 Por lo que Y=~ %—cosx-{-

-{—-E—Sml .
4
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La solucion gencral serd

z? z
¥ =04 c08 T--Cq sen ¥ —epm €08 T+ ——sen 7.

3% Principio de superposicién de soluciones. Si el
segundo miembro de la ecuacién (3) es una suma de varias funciones

f@)=f1(2)+f2(2)F... +fn(2)
e Yi(i=1, 2,...,n) son las correspondiontes soluciones de las ccuaciones
ko' tay=fi(z) (i=1, 2, ..., n),
p=Y+Ys+...-+Tn

es solucion de la ecuacion (3).
Fallar la solucién general de las ecuaciones:

la suma

2976. y"— 5oy 4-6y =0 2982, ¥ -2y -y =0.
2977. ¥’ — 9y =0. 2983. y'—4y' +2y =0.
2978. ¥ —y =0. 2084, y” 4+-ky =0.
2979. ¥ -+ y=0. 2985, y=y"+y'.
2980, y"—2y 42y =0, 2986. y'yjf’ -

2981. ¥’ 4y +13y=0.

Hallar las soluciones particulares que satisfagan a las condi-
ciones que se indican:

2987, ' 5y -4y =0; y=>5, y' =8 para z=0.
2988. " -3y +2y=0;, y=1, y¥y=—1 para z==0.
2989, v +4y=0, y=0, ¥ =2 para z=0.

2990, ¥"+2y'=0; y=1, ¥ =0 para z=0.

2991-5’"*—;’5; y=a, ' =0 para z==0.

2092, " -3y’ =0; y=0 para z=0 o y=0 para z=3.
2993, ¥’ +-n?y=0; y=0 para z=0 e y=0 para z=1{.

2994. Indicar la forma de las soluciones particulares de las
siguientes ecuaciones no homogéneas:

a) y'—A4y=2z%;

b) y" 49y =cos 2;

¢) y'—4y -+ 4y =sen 2z +-e*;

d) "+ 2y +2y=e"senxz;

e) y'—9y + 6y = (a®4-1) e* + ze®™;

f) ¥y — 2y + 5y = ae* cos 2z — x%¢" sen 2z.
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Hallar la soluciéon de las ecuaciones:

2995, y"'—A4y' + 4y =2

2986, "' —y -+ y=a*--6.

2997. y" -2y 4y ==e",

2998, y"'—8y 4Ty = 14.

2999, y"—y=-¢",

3000. y"+4 y=cosz.

3001. y'+ y — 2y = 8sen 2z,

3002. y' -y — By == xe®*.

3003. ' —2y' +y=senz4shuz.

3004. i+ y =sen®z.

3005. y'— 2y’ - Sy =e” cos 2z.

3006. Hallar la solucién de la ecuacién y”--4y==senz, que
satisface a las condiciones y=1, y' =1 para z=(0.

Resolver las ecuaciones:

3007. % 4@z =Asen pi. Examinar los casos: 1) ps=o;
2) p=o.

3008, y'— Ty 12y = —e*".

3009. ¥y’ —2y =z*—1.

3010, y' —2y -y =2¢".

3011, y"—2y =e*+ 5.

3012. y"— 2y — 8y =¢*—8cos 2z.

3018, "4 =5z 4265,

3044, y'—y =2z —1—3¢".

3015. ¥ 42y dy=e* e

3016. y"—2y + 10y =sen3z+¢".

3017, y'—4y + 4y =2e*"+ % s

3018, y"— 3y =a-|-cos z.

3019. Hallar la solucién de la ecuacién y'—2y =e**z2—1,
que satisface a las condiciones: y= % , ¥ =1 para z=0.

Reselver las ecuaciones:
3020. " —y=—=2xsenz.

3021, " — 4y = ¢*" sen 2z.
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3022, y"~4y=2sen2x—3cos2r 1.
3023. y"'— 2y + 2y=4e*senx.

3024, ' =z’ - y.

3025. y"-|- Oy =2z senx L xe?*.

3026, " — 2y —3y=1=x(1 5¢%).

3027, y'—2y = 3z + 2xe".

3028, y"— 4y’ -4y = ze?*,

3029, y'4-2y" — 3y =2xe* (2 1) e~
3030*, ¥ -} y=2xrcosxcoslz.

3031. y' —2y = 2xe® (cos —sen z).

Valiéndose del métedo de variacion de las constantes arbi-
trarias, resolver las ecuvaciones:

; % S d 3036, =y — 1
3032. " |y=—iga. 3036, ¥y 5 y- s
3033, ¥~ y=-ctga. J037. '~ y=—= e
3034 y'—2y'+y==". 3088. a) y'—y—tho;
3035. ¥ 2% |-y= e: o b)Y ¥ 2y =4zte,

3039. Dos pesos iguales estdn colgados del extremo de un
resorte. Hallar la ecnacién del movimiento que efeciuard uno de
estos pesos, si el otro se desprende.

Solucidén. Supongamos que €l somento do longitud gque experimenta
el resorte bajo la accion de une de los posos, en estado de reposo, es igual
a a y gue la wasa de dicho pese es m. Designemeos con la letra z la coor-
denada de este peso, tomada en direceién vertical, a partir de la posicisn Je
equilibrio euando sdélo hay un pese.

En este caso,

42
g2

mg - d2z g
—, OF €ons mte, ———
¥ p nsignient FTP -

m

=mg—k (x+4u),

donde, evidentemente, k= z. La solu-

cion gencral es x=C) cos ]/ - {+Czsen 1 ~ & Las condiciones iniciales

d
nos dan r=a y df =0 para +=0; de donde Cy=ga y C(3=0, y, por consi-

guienle,

&
z=a cos]/ ey
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3040*, La fuerza que alarga a un resorte es proporcional al
aumento de longitud del mismo e jgual a 1 kgf, para un aumento
de longitud de 1 cm. Del resorte estd suspendida una carga cuyo
peso es de 2 kgf. Hallar el periodo del movimiento oscilatorio que
recibira esta carga, si se tira de ella un poco hacia abajo y des-
pués se snelta.

3041*. Una carga, cuyo peso es P =4 kgf, estd suspendida de un
rosorte al que alarga en 1 em. Mallar la ley del movimiento de
esta carga, si el extremo superior del muclle efectua las oscila-
ciones arménicas verticales y=2s5en30f em y en el momento
inicial la carga ostaba on reposo {la resistencia del medio se
desprecia).

3042. Un punto material de masa m, es atraido por dos cen-
tros. La fuerza dec atraccién de cada uno es proporcional a la
distancia (el coeficiente de proporcionalidad es igual a k). Hallar
la ley del movimiento de dicho punto, sabiendo que la distancia
ontre los centros es de 2b, que en el momento inicial el punto
en cuestién so encontraba en el segmento que wne entre si dichos
centros, a una distancia ¢ del punto medie del mismo y que su
velocidad era igual a cero.

3043. Una cadena de 6 m de longitud se desliza, sin roza-
miento, desde un soporte hacia abajo. Si el movimiento se inicia
en el momento cn que del soporte cuelga 1 m de cadena dcuanto
tiempo tardard en deslizarse toda la cadena?

8044. Un tubo largo y cstrecho gira con una velocidad angular
constante ® alrededor de un eje vertical perpendicular a él. Una
bola, que se encuentra dentro de dicho tubo, se desliza por él
sin rozamiento. Hallar las leyes del movimiento de la bola con
relacién al tubo, comnsiderando que:

a) en el momento inicial,Ja bola sc cnconiraba a una distan-
cia a del eje de rotacién y su velocidad en dicho momento era
igual a cero;

b) en el momento inicial, la bola se encontraba en el eje de
rotacién y tenia una velocidad inicial de vy,
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1782. V:%«-(yﬂ_zz) 3 1783, *"':%(x—ky} ViE13 z—p)0e.
i1 8 _3. S S yei—z z2—p2 y2—z2

s (31 3)=F3 16 —p——2. 1. L=, I8 L2E
2zy B 8 Bt VT‘:F?

p 1786. f(z, et =1+4z—2% 1787. s=r 0. 1788, f(2)= =

: p -2 2
Indiecacién. Representar la funcién dada en la forma f (—‘l—;-) = '/(%) +1

e w L 22 2y b .
y sustituir — porz. 1789, f(z, )= g Soluecidn. Designamos

zty=u, z—y=rv. En este caso x=u_,j:—n, y———u;v; fin, v)=lL2—_H’-R-%€+

—v\2 2 e
+ (u 5 U) gl 5 L queda mas que cambiar la denominacién de los
argumentos u y # por 2 © y. 1790, f (u}=u?{-2u; z=z—147y. Indicacién.
En la identidad z =1 f (1/Z—1) ponemos )/ ~1 = u; entonces, z=(z+1)2 y,

por consiguiente, f(w)=uZ42u. 1791, f{y)= ViFee 2= l—i:-T VzE e

Rescolucidén. Cuando z=1 tenemos la identidad V'1-y2=1-f (%),

es decir, j{w¥}=T11+y%. En este caso, f(_-‘_i_)=-l/1+(y?)2

2 ———— :
y z=%z ‘/1—{-(%-) =V x%y2 1792. a) Circulo unidad, con el centro en

el origen de coordenadas, incluida la circunferencia {x24-y* < 1); b) la bisectriz
y=gx, del 1 y III 4ngulos coordenades; ¢) semiplano, situado sobre la recta
z4+y=0(zJ-y>0); d) faja, comprendida entre las rectas y~=+1, incluidas
éstas en (—1.< y < 1); o) cuadrado, formado por los segmentos de las rectas
z—-1 @ y—=1, incluidos sus lados (—1<Cz <1, ~1 <y 1) ) parte
del plano, adyacente al eje OX y comprendida entre las reetas y—=: =,
incluyendo estas rectas y excluyendo el origen de coordenadas (—z <y < 2,
enando 2 >0, 2 <<y L —z cuando z<0} g) dos fajas 22, —2<y <2
y 2L~2, =2s 5 2; h} anillo, comprendido catre las circunferencias
224-yi=02 y z24-y?=207, incluida la frontera; i) las fajas Zna Lz
L@n+0n, 120y Rt )n<a<(@n+2) 1. ¥ <O, donde » es up nimerc
entero: j) la parte del plano situada por encima de la pardbola y=—z2 (z24+-4>>0);
k) todo el plano XOY; 1) tedo el plano X0V, a excepcidn del origen de
coordenadas; m) la parte del plano situada por encima de la pardbola y2=1=x
y a la derecha del ejo OV, incluyendo los puntos del eje OY y exclayendo



Soluciones 465

los de la pardbola (z 320, y > V/7); n) todo ol plano, a excepcién de los
puntos de las rtectas 2=1 ¢ y=0; o) la familia de anillos concéntiricos
2nk < 224y L n (2k+1) (k=0, 1, 2, ...). 1793, a) 1 octante (incluyendo la
frontera); b) 1, LI, VI y VIII octantes (excluyondo la frontera); c) un cubo,
limitado por los planos z=--1, y==1 ¥y z==1, incluidas sus caras;
d) una esfera de radio 1 con centro en el origen de coordenadas, incluida
su superficie. 1794. a) Un plano; las lineas de nivol son rectas, paralelas
a la recta x-~-p=0; b) un parahoioide de revolucion; las lineas de nivel son
circulos concéntricos cuyo centro estd situado en el origen de coordenadas;
¢) paraboloide hiperbdlico; las lineas do nivel son hipérbolas equilateras;
) un cono de 2° orden; las lineas dec nivel son hipérbolas equilateras;
¢) cilindro parabélico, cuyas generatrices son paralelas a la recta z -y +4-1=0;
tas lineas de mivel son rectas paralolas; f) superficie lateral de una pirimide
cuadrangular; las lineas do mivel son contornos de cuadrados; g) las lineas
de nivel son parabolas y—=Cz2; h) las lineas de nivsl son parabolas y=C Vi,
i) las lineas do nivel son circnnferencias C (224-y?}=2z. 1795. a) Parabolas
y=C—z2(C>>0); b) hipérbalas zy=C (| C|< 1); ¢) circunleranciag z%--y2=C?,
d) rectas y=ar4C; 0) rectas y=Cx{z = 0). 1796. a) Planos paralelos al
plano z-+4y-Fz=0; b) esferas concéntricas cuyo centro se oncuentra en el
origen do coordenadas; ¢) ezando u >0, hiperboloides de revolucién de una
heja alrededor del eje OZ; cuando <0, hiperboloides do revolucién de dos
hojas, alrededor dol misme eje; ambas familias de curvas estin divididas
por el cono 22--y¥—z2=0 (u=0), 1797. a) 0; b) 0; c¢) 2; d) e*; 8) no existe
el limite; ) no existe el limite. Indicacién. En cl punto b) pasar a las
coordenadas polares. En los puntos e) y f) examinar las variaciones de @
e y & lo largo de las rectas y=kz y demostrar, que la expresién dada pucde
tendor a limites diferentes, que deponden del valor del k elegido, 1798. Con-
tinna. 1799. a) Punto de discontinuidad cuando z=0 e y=10; b) todos los
puntos de la recta x=y (linea de discontinuidad); ¢) la linca de disconti-
nuidad cs la circunferencia x2-4-y2=1; d) las lineas de discontinuidad son
los ejes de coordenadas. 1800, Indicacidén. Poniondo y=y;=const,

= 2 . ¢
obtegemos la funeidn g, (z):z—zx_%’.—& , que os continua ea todas paries, ya
5
que cuando wyy<=0 el denominador 2%4-y§ <=0, mientras que cuando
224y
_ zi+4y*
ps continua en todas partes. Por el conjunto de las variables =z e y, la fun-
cionn z tiene una discontinuidad on el punto (0, 0), ya que no existe el
lim z. Efectivamente, pasando a las coordonadas polares (z=rcosg, y =rsenq),
0

40 _

oblenemos z=sen 2, de donde se aprecia que, si x— ¢ e ¥y —0 de manera
gue p=-const (0 L @ < 2n), z — sen 29. Como estos valares extremos de la fua-
¢ién z dependen de la direccidn do g, z no tiene limite cuando z —0e ¥ —0,

¥=0¢4 (x) = 0. Andlogamente, cuando z =z, =const, la fancion ¢, (y)=

Jz dz gz 2y dz 2z
—_— 2_a —_— 2. 7 o — ey $atnen T e et
1801, = 3 (22 —ay), 7 3 (y2—axz). 1802 il e e
9z ¥ az 1 dz z az ¥
08, —=—=, —=—- e —em————, —== — .
1803 0z 2 7y p 180 0% vxg‘_, Ve Y vm
o . W . W 00 o _ 1
1805, e PR B i R . 18086, T Vo
L L RS A SN W
W Vot VEFP) T oz zeq-ge ' oy et ye

30—1016
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¥
Bi. . sy _ dz y B y
1808. 7 =yz?, oy =z¥ In z. 1809. e —?2—‘9 ¢os =y

P :en-;'- ¥ ap, Q2 @t VEE—UR 0z ya? Y/ 2EE—2y3

oy @ z " " yl@—yh) T dy (ylE—y)
s 1 x+4a 9z z{-a x-+a du

181, o= —metg ot ——m= e = . 1812, - =y3 (7y)*7Y,
%V Ve W wVe ot Vi oz (

du au i) a

Wzm (zy)*~1, a_z=($y)z In (zy). 1813. F;:‘-.-;-yler' In z, a—:=xzxﬂ In z,

.‘;_;‘-:xyzxv—l. 1814. f;(2,1)=%, 152, 4)=0, 4815, fall; 2 0)=1,

T T ey B Py, E—
fy (1; 25 0) =5y Pl 2 0 =—5- 1820. A 1821. r.
1826.z=arctg~%+q>(z). 1827, z==f;—-|—y2 In z+sen y-——%. 1828. 1) tg e =4,

tg p=co, tgy:%; 2} tpa=co, tgf=4, tg’y:%. 1829.2—‘;:-%—]1,

%%:%h, %‘%=-§-(a+b). 1830. Indicacién, Comprobar, que la fun-
¢idn es igual a cero en todo el eje OX y en todo el cje OV ¥y valerse de la
dofinicién do las dorivadas parciales. Corciorarse de que fx (0, 0)=fy (0, 0)=0
1831, Af=4Az—+Ay-+28z2+ 252 Ay+4-Axldy; df=4de+-dy; a) Af—df=8;
B Af—df ==0,062. 1883, dz =3 (a2—y) da+3 (y3—z) dy. 1834, dz=2ayddo+

- 3xy2 dy, 1835, dz= @Téj.'z;_sj"i (y dz—xdy). 1836, ds==sen 2z dz—sen 2y dy.

1= 2
1837. dz=yaV~ldz4¥ (1+4y lnz)dy. 1838, dz= PR {wdztydy).
9 z 2 Y
I i 4 = 4 = i
1839, df z+y(d:c : dy). 1840, dz=0. 1841, dz “mz_y(dy L dx).
xr
1842. df (1, 1)=dzx—2dy. 1843, du=yz dxd-zzx dyf-zy dz.
i & yi—1i
i L e Pl dz). :', = ——
1844. du _v,m(x x4y dy 2 dz) 1845, du (:cy—|— _r;) %
1 1 & 7
RET R ! e zd — s 2z
X[(y+y)zc?x+(1 y“)x y+(xy+y)ln(xy+y)d
1846, du= ydpa dywzxfydz). 1847. df (3, 4 5)=

z2
zﬂya_}_ 24 (
=~§1§~ (5 dz — 3w —4dy). 1848. d1==0,062 em; Al =0,065 cm. 1849, 75 cm®

(con rolacién a las dimensiones interiores). 1850. %— em. Indicacidn,
Suponor que la diferencial de superficie del sector es igual a cero y do
aqui hallar la diferoncial del Tadio. 1831, a) 1,00; b) 4,998; ¢) 0,278.
1833. Con oxactitud hasta 4 m (mds exactamenfe 4,25 m). 1854, nL_'?B_i 8
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1855. da:%(du_coaq._dxsena)- i, gf_get g :zat—i)'
1857, %=f§0tg%(ﬁ—§%). 1858, -=2t In ¢ tg s 4 LEEDIEE 4
+-(-£3~;—31§)-El-9-5. 1859, %=O. 1860. %=(sen z)°%% (¢os z ctg 2 —sen z In senz).
1861, Tt e iy 862 Syt S [ ¢ (9 st L],
1863. %:M;&(a."v)-{—yﬂvi; (u, v); g—sm-—zy};(u, v)4- 2™ f5 (», v).

1864, 20, JZ=1, 1865. <= =y (1——5) ¥ (sv+L):

= (et ) (av+L). 1897 Lt v 94w @ file v, O

1o (2 s 2) 1§ (25 ¥}y (=, ¥) 97 (2)]. 1873. El1 perimetro crece con una
velocidad de 2 mj/seg., el 4rea aumenta con la velocidad de 70 m2/seg.

1874, LTAEHSR s 20V 5—271/% km/hora. 1876. —M. 1877. 1.
Vifars "
1878. -‘g—g 1879, —-1/3—3. 1880. %— 1881, °°‘°’°‘+°°§5+"°5".

1882. a) (2; 0); b) (0; 0) ¥ (13 4); ¢) (7; 2 1). 1884, 9¢—3J. 1885. -} (5¢—38J).

1886, G4-+37 42k, 1887. |grad u|=6; cosa=-2-, cOSP=——2, coSy=-i

3 3 3"

1888. cosp = —0 1880, tg @~ 8,044 p~83°87.. 1801 2
. CP—--__VI_.G. » Lg@AzO, s P . C e

i abey? L 0% abezy L 02 abex? 1892 0%
(bRat4a2y2)® " 02 0y (b2 a2yn)e Y (b2a2f-aty2)/2 v gt
_2p—2?) 8% 2x L 0% 1 1893 o2 sy
C (z24y)? " dzoy (#3242 ' W (a2+p)? t ez ay
e 2y d% 83  ri_g? 0% @
_W . 1894, 7z ay—O. 1895. = & 1896. m-—m_
_@uw o Pu- w4 . e a—1,p—1 y—1
__.m——ﬂ, SZay Py bi ozo% =4, 1897. ey TPy = afyz v .

3 e
1898, -(,;—a:g:—xzy cos (2y) — 22 sen (21).- 1899, frx (0, O)=m (m—1);

fay (0, 0)=mn; fyy(0, O)=n(n—1). 1902. Indicacidén. Comprobar, uti-
lizando las roglas de derivacién y ‘la definicién de derivada parcial, que

' 22— yo qxly® 2 3

fx(z, y)=y [ 7Ty +(zg+ﬂ9]3:l (cuando 224 y2 == 0), fx(0, 0)=0 y, por
congiguiente, f<(0, ¥y)= —y cuando z=0 y para cualquier y. De donde
ffy (0, y)= —1, en particular, fxy (0, 0)= ~1. Anélogamente, hallamos que

fay (0, 0)=1.
30¥
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1903, S =2fiu(u, v) b2 (1, 0) - h2flao (uy 0) 950 (20 0);

a%
dx dy
"J“ =21 (1 2) - dyfun (4, 0)+deyfus (w o)+ 2o (4, v).

‘; = Fax+ 2f s @+ fix (95 12 @ik

f’J-"

1905. 3

= fo (u, v)+4ayfuu (u, 0)+2 (224-¥2) fue (4, v)+2yfon (u, v);

1904,

= fau {(PJL - 2f0s q?x’lP.c —+ hu (¢x}2—|~ fu CF:(J: -+ f» 1?:::1

az 5J = fuu @x Oy + fun (@x Py ~+ Wospy) - Foepathy + fu Py + Fodays

= (O 20500 o Ty (O34 ol 15y
194, w(z, yy=0p (z)+P (¥). 115, u(z, y)=zp (¥)-+¥ )

1916, d2z =™V [(y dz + & dy)?+2dzx dy]. 1917, dPu =2 (x dy dz-}-y dz dz - zdz dy).
1918, doz=4q” (1) (2 dz-ty dy)24-20° (1) (d224-dy?). 199, dz= ( ~—;_ ) o

158% o id : d2;=(i xy{ 22 52 1 ¥ N g2
X(yny z -k zln y), y) _(yln +x)d.r+

+&(a:yln—ln—+]n—)dxdy+(x!ln3T—T)r!y2]. 1920, @z —

——azfuu (z, v} d.?.’2—f-2ab;‘uv (u, ¢) dz dy+- bzf:m (u, v} dy2. 1921, d2z=
—(ye:‘fu—f-&‘ayfuu +2J8x+yfw+yzszxfw) d_,:g_|__2 (fyfu+exfo+zﬂzyfau+ ™ty X
X (1 &) fuo + Yet¥fon) di dy -+ (zelfi + 2262Vfun + Lre¥Hfiprt-e2¥fin) dy.
1922, d3z=¢"(cos y dz®-—3 sen y d22dy —3cos y dz dy2+-sen y dy%). 1923. ddz=
= —yooSzdrd—3Jsenzdridy—3cosyde dy?+xsen y dy3. 1824, df (1; 2)=0;
d*f (1; 2)=64224 2ds dy + 4,5 dy®. 1925, 42 (0, ¢, 0)=2dz*+ 4dy2—f—btf°2

]
—4dzdy+Bdvdzt-ddyds.  1926. xy+C. 1927, z3y——ya——|- sen z--C.

1028, 1929, % In (.’32 + y2)+ 2 ar(}t,g i +C’.

+
0. 2. 1ot VEFT4C. 1082 am—ty b=ty 1S b
1938, z24-p24- 2oyt aztyz-+C. 1934, 23 2zy2 -3zt Yy —yz—22+C.
1035, atyz— 3=yt ety 2oy + 310 1936, —+—4+C.

1937, Va24-p2+22+C. 1938, A=—1. Indicacidn. Escribir las condi-
ciones de diferencial exacta para la expresion X dz--Y dy. 1989, fu==/fy.

xy

. dy b= d%y bt %  3b%

1940. u__Sf{z)dz+C. i i e
@

1942, La ecuacidn quo determina a ¥, es la ecuacién de un par de rectas.
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dy y*Iny ay _ y d?y Y (dy) =
1985, =1 Zzy*1 % d —1° dxa—m' 1945. \ 2z g
2 2 2 L.
6 —A1; (f_ﬂ) Bl 19"6 dy _Ztay : d?y _ (a+-1) (= +y)
4%z | g=1 Taz—y dz2 (az—y)d
dy y . diy 2y ; &z _ #?—yz 9z Oyt—3dwz—2
194.7, dn: —-;, '&'—3_2“—2—. ’.)48. ?o;_:c_y-:-z? ¥ 7=¢3—(z'§—'4_=_,£)-— .
Oz _ Esenz—cosy . dz _xseny—cosz d oo A
199 = cosz—ysenz ' Jy cosz—pysenz’ T ay - 2
ot Pi_ Pm 05_ Sy s A(B_yy) 0% day
© iz a%' @y b% ' ¢x2T 0 a%hu® ' dxzdy  a%p3
Px Py
Pz _eb(ad—a o0 ds Wbyl yees g Fa Voo
aya—— —L'LTE)Z_Z:*__' 19&)3. e -——--—lp;-—-—. 195}4. dz = -z—da:——-;dy, d%z =
y2

—al 22 g2 4
=——§a—dm2—2f-x%~ dz dy—}-——ssidyz. 1955. dz=0; d% = (da?4-dy?).

z

1956, dz=

1iz(dx+dy); d%:—-—ii—z).—d(dxa—kiadx dy +dy?).

(
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1081. a) 22— dy—z—5=0; “’"1_”"'2—”“‘15;1)) phhy -

2 T d
—Bz=0; :c—a—ézyz.‘i:z:é: ¢) zcoso-ysen a—H=0, :c——;?sfi:saa=
y—HRsenog z~R a? b2
senc 0 = Var bt e2 = Va2 522

(5
=®= m. 1983, Z2x--4y1-12:—169=0 1983, z+44y4-6z=4 21,
1986, z + y = 3= /2% b2 4c*. 1987, En los puntos (1; == 1; 0) los planos
tangentes son paralelos al plano X0Z y en los puntos (0; 0; 0) y (2; 0; 0)
al plano YOZ. La superficie careco de puntos en los cuales el plano tan-
e

gente sea paralelo al XOY, 1991, 5 - 1994, La proyeccidn sobre el
plano XOY: {i‘:?;;ﬁ—-zy-—i—(] La proyeccién sobre ¢l plane YOZ:
{rgjo’ La proyeceidn sobre el plano XOZ: _Eyazo’

L.%-+zz—1=0. f L T+$9‘—1=0.

Indicacidon. La linea de contacto de la guperficie con el cilindro, que
proyecta esta superficie sobre algtn plano, representa de por si el lupar
geométrico de los puntos, en los que el plane tangente a la superficie dada
es perpendicular al planc do proveccidn.

2008. zmi'n =0 cuando z=1, y=0. 2009. No hay extromos.
2010. 2., — —1 cuando z—1 e‘_y=0. 2011_: 2,5y = 108 cuando z=3 e y=2.
2012, 2, = -8 cuando z=7/3, y= /2 y cuando z=—712 e y="13

£

; b
Cuando z=y=0 no hay extremos. 2013, z B.en los puntos z=

max = 3

a b a b ab
S Y § T, 7= e f = ———e= 6D 108 puntos
V3'T VE 13 3 373
z=%, y=—-76-_-, ¥ x=-—--—1%, y-_l{% 2114, z,,, =1 cvando x=y=0.
3 3
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2015, 7, =0 cuando z=y==0; un maximo amplio Za=% en los puntos de

la circunferencia z2--y?=—1. 2016. zméx_—_‘t/ﬁ enando z=1, p=-~1.
2016, 1. z,,;, =6 cuando z=4, y=2. 2046, 2. zp =862 cuando = —4,
y=—2; no hay extremo cuande z=0, y=0. 2M7. u_ ;. = —-g— cuando =
1 1
=—%, y=—7 y z=1. 20M8. uyn,=4 cuando r=—, y=1, z=1.
2019. Esta eccuacién determina dos funciones, de las cuales, una tieme
maximo (24, =8) cuando z=1, y=~2, y la ofra, un minimo (zy,¢,=—2)
cuando z=1, y = —2: en los puntos de la circunferencia (z—1)2--(y+2)2=25

cada una de estas funciones tiene un extremo en la fromtera, z=3. Indi
cacién. Las funciones que se mencionan en la respuesia se determinan
explicitamente por las igualdades ¢ =3 =+ /35 =(z—1)2—(y+2)? y existen,
por consiguiente, solamente dentro ¥ en la frontera de la circunferencia
(z—-1)24 (y+2)2=25, en cuyos puntos ambas funciones toman el valor
z=23. Este valer es el menor para la primera funciém ¥y el mayor para la
segunda. 2020. Una de las funciones determinada por la fancién tiene
mAximo (2,4 = —2) cusndo z=—1, y==2; la otra tiene minimo (?pe=1)
cuando #= —1, y=2; ambas funciones tienen extremo en la frontera en

los puntos de la curva 423 —4y2—12z-4-16y—33=0. 2021. 3max=71: cuando

1
F=y =g 2022. z40

=5 cuande z=1, y=2; z,,,——35 cuando z=—1,

36 18 12 L )
min =73 cuzando T=qT3+ Y=yg- 2024, z,, = 5
213

Ime=""39

cuando

y=—2. 2023, z

2 %+kn, yzgg—-i—.'m; cuando xs%—f—kﬂ, y:%—l— fer.
2025, ugg,=—9 cuando z=—1, y=2, z=—2; Upax =9 cunando z=1{,
y=-—2, z=2. 2026. ung=0 cuando z=cka, y=z=0; U, =c cuando
z=y=0, z=d¢ 2027. uméxr—}"t‘z-ﬁs cuando =2, y==4, z=60.
4 i & I%. 4% % &%, Y.
2028. s =4 5= oo los puntos (?, T '§) , (73-. E ?) : (*3— ;
4 4
55 ?); Mo =4 en los puntos (2; 2; 1) (2; 1; 2) (1; 2; 2). 2030. a) El valor

del miximo absoluto ¢g z=3 cuando z=0, y=1, b) el valor del méximo
absoluto es z=2 cuando z=1, y=0. 2031. a) El valor del méximo absolute

- ?/5 cuando z= :1:]/%, y=]/-31—- ;s ol valor del minimo absoluto

es I=— 2 cuando z=- ',/E. y=— L b) el valor del méximo
373 3 w2

absoiuto 68 z=1 cuando z=-1, y=0; el valor del minimo absoluto es

z=—1 cuando z=0, y=-41. 2032. El valor del méximo absoluto es

3 V3
2

68 2=

Fi

z= cuando x=y= 3 (méximo interno}); el valor del minimo abso-
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Iuto es z=0 cuando z—y=0 (minime de frontera). 2033, El valor del
méximo absoluto es z=13 cnande z=2, y=—1 (miximo de frontera); el
valor del minimo absoluto es z— —1 cuande z—y—=1 (minimo interno)
y cuando #=0, y=—1 (minime de frontera). 2034. Cubo. 2085. } 2V, ¥ 2V,

%;‘f'z”v. 2036. Tridngulo equilétero. 2037, Cubo. 2038. a=ya-y a-y a-y a.

5 ; .3 3 r

2039, M (__4"’ 7 ) . 2040. Los Iades del tridngulo son: PPy 5
myTy Aozt maxs Myt mata A Mals 500 £ ¥ Z

2041, = R e DR PR, S B

L
V3 V3 V3

¥ ¢ son los scmiejus del elipsoide. 2044, ze=y=204§ 27, z=%.

2043. Las dimeusiones del paralelepipedo son , donde a, b

2045, m:ifﬁ ; y:i%é . 2046, El eje mayor c¢s 2¢=6, el eje menor,
20=2. Indicacidn. El cuadrado de Ja distuncia del punto (z, y) de la
olipso a su centro {origen de coordenadas) es igual a z%.4-y% El problema
so reduce a buscar el extremo de la funcidn z2-y*%, con la condicién de que

9r24-8zy -+ 5y2=10. 2047. El radio de la base del cilindro es%]/Z—[—Ti-_: g
3

la altura, R ]/2—%, donde R es el radio de la esfera. 2048. El canal

s 1 1. = : 11 . 5
debe unir el punto ("2-’ o ) do la pardbola con el punto ("8 s ._.....8)
do la recta: su longitud es ipgual a 7']/2 2049 l'],’27' 30. 2050 DRl

. (l:: g 8 - . 14 . £ s ﬁ

=2, Ipdicacién. Es evidente, que el punto M, en que el rayo pasa
1)2 l

&

de un medio a otro, deberd encontrarse entre 4; y B;, siendo AM:wsm‘

B}{:cosiﬁ s A4M=atg o, B M =5btgp. La duracidn del movimionto del rayo
2 a b
% gpal w ¥ 608 at vpcosf
@

2 b
de la funcidn f(a, )= 4 €S a+ vp 6OS i

4btgPp=c. 2051, o==f. 2062. I, :Tp:ls—

El problema se redsce a buscar ol minimo

con la condicién de que atga-
]
Hy Ry Hy

Hallar el minimo do la fumcidn f(Zy, Jo, T)=7%R; - J2R>+4J2R., con la
condicion de aue Ii~-JTo+JTa=1.

Indicacidn.
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2071. 7%’.‘ 2072, V/IFAnR. 2073 /3 (et —1). 2074. 42.

2075. 5. 2076, x+ zg. 2077, 1i+i—n-§1£. 2079. a) recta; b) pardbela; ¢) elipse;

dea®

dal da i
. — g ety —_— =
! i) s a e rt 2081. T (ehe)

d) hipérbola. 2080. 1)%% e0; 2} a =

=(@bc)+(m§§c)+(na%"?). 2082, 4t (12-41). 2083, z=3cost;

di
y=bsent (elipse): v=4J, w=~-3i cuando t=0; v=—-i—21-/—% 2 ]/'E},
i

w= —;}—ng-'i—il ']/EJ' cuando t= - = —3¢, w= —4J “cuando t:f- z
4 2

2084, x=2c0st, y=2sent, z=3t (hélice circular); v = —2i sen t4-27 cos i
«3l; v="T1/13 para cualquicr #; w= —2écos t—2J sent: w=2 para cual-
quior t, v=2J -8k, w= —2¢ cuando t=0; v=—24+3k, w= —2J cuando

4 = ; .
t==. 2085,  — cOS o cOS O] § =sen o cos Ot ==sen of (cireunferencia); v=
— — @i cos o sen wi—od sen ¢ sen pi-wk cos of; v=| o |; w=—e% co3 xcisni=

— w2 sen ¢ cos @f— w2k sen wi; w=ow? 2086. v= V vyt Vet (0 — 80

wy=wy=0; wy= g, w=g. 2088, o )/ a®h%, donde m=-§-{:— ¢s la velo-

cidad angular de rotacién del tornillo. 2089. T/ alw?+-pi— 2awrg sen wi,
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25 k3 9

[
2413, 4 3 2114, In 2% 214145, Ph 2116. 7" 2117, 50,4. 2118, 2!19 24
2120, -6—. 2121, zz-g’;——‘l; r=2—y; y=—06; y=2. 2122, y=:c2; y=z4+9%
zesd; z=3. 2123, y=1z; y=10—2; y=0; y=4. 2124, y=-3£; p=2z; z=1;
=3, 2125. y=0; y="135—2% 2=0; 2=3, 2126, y=2% y=x+2; = —1;
i 2 2 1 i

i

r=2. 2127, S dy S 1(z, y) dz= § dz 5 {(z, y) dy. 2128. S dy S;(.r,, y) dz=
)

2=y 3

« i
dz S f(z v)dy. 2129, i dy § (@ v)dz
o o

dz \ 1z y)dy +

I
= I TN
L L T

2 2y 2 2x-+-3 4
+{ae 5 f@opa. 210 (o | feoa={alre et
1 i 2% 2
& 7 2 1 |
+de f (e, y)dz+§ v § fe pas 2, S‘*”S f (2, y) dat
=0 i =
e ¢
Vi YT o VicE y  VIoHE
e S dy S i (a, y)rzz=S d S 1= y)dy-%—g iz S fiz, v)dy.
1 . 1 u2 -1 - x
i e
1‘ 2 2 2 -1 ¥V humicd
2132, de f(z, y)dy=§dy S f (2, y) de. 2433, Sdﬂ S 1@ y)dy+
~1 a2 1/ ~2 . Vi—xt
i —viTm ( vim 5 VieH
+le | tenarlea | 1@ navt g { f@ -
-1 _yiTee -1 Y1455 1 —vi=x
=1 Yi—y? { - ¥i—pe 1 Viey?

= Lf(x.y)dz-l-sdy S__f(x,y)de.-de DL

=2 _vi@. S i StoviTe
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g Vi@ -2 Vd=ai
+{aw § 1@ 2134, far § t@wast
t v =8 _vica
2 Vigal 3 Vi—x
+{a | jena+le | rena-
-2 ViT= 2y
i T T
={ o { rene+ o | @y
—¥3 —VYi-= -¥VE Ve
1 Vi3 V5 —¥ie—1 Vi ¥ -2
+S @ | et S dy \ te da+ S di 5 HE ) an
-1 _yiTR L 1 vETy
1 {—x 1 =y a Vaz—xd
2135, a) g dz S iz, y)dy= de S f(z, y)dz; ) S dz S flz: y) dy=
[ 0 i H] -0 Vol
“ Vu2—y2 1 V=g
=fa { t@pemafe | reow=
e  _yui=@ v _yim
14 Vizhe
1/a 2 1

= 3 dy i flz, pydz; ) § d:c§ fi{z; y)dy=§ dyg f(z, y) dx;

=3 viTIp { 1~

3
a y+2a 2 x 2a a
9) dy g f{z, ¥)dz = Sdm Sf(w,y)dy-{- Sdz (= y)dy +
;,r ¢ u a b
"
3_1.1 a &‘ ]/ % 2. %
+{a § r@na. 2w (o {100 2o Yar {1 naat
Zn  x—2a o o ¥
1z 3
L
3 1 2 Vaz— 2 o Vai—ys
+{ o { 1@ vz 2038, { o f(z, yaz+  ay S (2, v) dz.
2 g R 778 g i
a¥3
2 3 a a

#(z, y) de+ S dy S (z, y) dz.
g_lﬁ-i a—P’uﬁTgﬁ
2

2139, dy

=

Pl R e
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e o—ViE—g e 2a 2V¥Za 2¢
wio §ar | j@varfe { jener (o \f (e vy da.
0 v S - oy L

0 Viza? 1 1—x % ¥ix
2141, de % iz, ¥) dy+S i g i (2, y) dy. 2152, Sd:c \ § ) v
-1 [t} i} 1]

2

V3 A V3 V3 i
+ S dz S iz, ¥) dy - S dz g § (2, v) dy. 2143, S dy S i(z, y)dz.
i ] Ve h] i ¥
2
: | M—AarCEen ¥
2144, de S F s 3155, -é—. 2046, . 2147.
o arcien y
15146
0

2149, 6. 2150. -—3- . 2151, In 2. 2152. a) %: b}

3 Vi—(e—2p % 8 L 5
2154, Sd.z: S zy dy =§.2155.—3-R'V2a. 2156. <-nR®. Indicacibén
i 1]
2ah yzr‘(x) 2n R(l—_?oa L4
S Sydzdy: S dx & y(i'y:S A{1—cosi)dt 5 ydy, donde esta
i 1] 2

iltima integral s¢ obtiene do la anterior como rosultado del cambio

Ri 1 n
== — 20 5 S 5H8. — 5. 2 T
z=R (t—sen i). 2157, = 2158 5 2159 a?+ 5
s 1 . 1
T' Co3 @ 2 SEN P
2160, 5 dp rf {rcos g, r sen ¢} dr-~ S dgp S rf (r cos @, r sen @) dr.
0 0 L 0
g
n 2 3 1
73] cos @ i e g
2161. S ap Q rf (r2) dr. 2162, S g S rf (r 003 p, 7 sen @) dr
[ b Fld [\
T

S
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£l b

4 aVicos 20 4 a¥ens 2o
2164. Sdcp rf{r cos 9, r sen ¢)dr+ S de S rf (r cos @, r sen @) dr.

L3 fr0D

4 4

2

2 TCos g g 3 3 22

2 s vl 2 iy (._. ..’E) 3
2165. §qu S 7o sen g dr= .. 2166. 5 s, 2167, - . 2168, (43 )
0

3 5_ 3
2169, =~ . 2170. (%—WT‘JN S 2T '3— nab. Indicacién. El
jacobiane Jf—abr. Los limites de integracion: 0l <2n, 0<LCr<1.
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1L 1y
. 2175, a) 4_15; de 5 dx 4

v =V

2 vy " 4 o Vaz—xb 9 128
aa as. i 5 n
+S dy S dz; b) Ze— s de S dy. 2176, 8) 5 b) (2+ 4)a9
i y—2 0 a—x
2177, 120 . 2178. -§~a2 2179. n. Indicacion —1<Cz<{1. 2180, -1/15

o g 4 . 4n W2
2181. 3( 4+-2—). 2182, S-—7/3. 2183. - mah. 284 6.

1 i
2188. v=§ dy S (1l—z)dz=
y

1 x
3 1 nrd

=S R{l—nw)dy 2193 2. 2104 3. 2195, 4. 2196, T 2107, 2

i)

487/8 88 ad abe 4

atge. VS ziee. . mo0. fp. 201 S 202 a6t (a—p)
2203. ;_";-ms (2 V3—1). 2206 708 (VE—1). 2205. id?— 2206. 5 wabe.
2207. ";3 (6 1/3—5). 2208. 3;_233 2209. e (1—e—R%). 2210 3’;“6.

2211, 3'_-1/2—‘@. 2212, 3{3(2 V3—1). Indicacién Efectaar sl cambio
de variables zy=u, —i—:v. 2213. -;3—']/:12b2+b=c3+63a2. 2214, 4 (m—n) R

V2 e ; "
2215, —,z—--aﬁ. Indicacidn. Integrar em el plane YOZ. 2216. 4a2.

2217. 8a? arcsen — . 2218.%::.;2 (371/3—1). 2219, 8a2. 2220. 322 Indica-
cién. Pasar a las coordenadas polaves. 2220. 1. In dicacidn. Proysctar
la superficie sobre el plano de coordenadas XOY. 2220, 2. a2 /2. 2221. ¢=
3
2 R2\2 ¥ .
=-9-:r.a2 [ (1-5-?5-) -1J. Indicacién. Pasar a las coordenadas

polares. 2222, %Ea“ y 822 Indicacidén Pasar a las coordenadas polares.
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ady .
Vﬂﬁ_ xe— yz

2223.  Ba?aretg V. X Indicacion. o

5

I

(= B BT I+
2y
2]

(=1 BN ] 1)

=8z \ arcsen dz. Integrar por partes y después hacer la susti-

2 —_Vaz-— z2

al/3

tucion z=—}: sen{; el resultado debe transformarse. 2224, —} (b'V'b2+ s —

[ U ]

2

—_ b4 Vb2+cs
—a |Fat-l-e2pe? In ————
L e+ Va2 o2
2a6R2 a3h  a?h?

- 12—a* - x
T 2226. 1z P L 2227"":3(4_.3)’ y=6(4—ﬂ} ’

). Indicacién. Pasar a las coordena-

das polares. 2225,

2208, x =—a; y=0. 2229, 7=

=l en

LN §=0. 2280, F= 2 70,2931, Ixmii
2932, a) o=k (Di—at) b) Iy—- (Di—at), 2233, I—-2 ot 2234, Sgt
o 0"‘32 » X_M ‘ " =73 . * = .

& ¥ oax 3
Indicacién. 1:‘@; S (y+a)2dy. 2235, 161n2—9>. Indica-

B 8

0 — ax

cidn. La distancia desde el punto (z, ) a la recta z=y cs igual
=%, v se halla valiétndose de la ecuacion normal de la reeta.

2236. I=£ﬁka5 [7V2+4+3In{V/2+41)], donde % es el coeficiente de propor-

cionalidad. Indiecacidn. Situando el origen de coordenadas en el vértice,
a partir del cual, la distancia o3 proporcional a la densidad de la limina,
dirigimos los ojes do coordenadas segin los lados dol cuadrado. Bl momento
de [nercia se determina con respecie al ecjo OX. Pasando a las coordenadas

It

e

T aseco
polares, lenemos: fyx= S d S kr (rsen p)? rdr--
] b

B(.‘-DS:@G P
dop b kr (r sen @)2r dr.

N3

-

2237. Ioz—?g— mat.  2238. 10=-’;‘-§f . 2239, % med. Indicacién.

Tomar por variables de integracion ¢ e y (véase el problema 2156).
1 -2 il=x=y R VY R2—x2 Ir

2240. de i dy i f (2, v, £)dz. 2241 S dz S dy K Fia, y, Hak
d 0 —R

i} —VRE—e 0
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a & TP ¢ { Vi-a
2242. S e S di 5 (o, g, D)ds. 2243, S dx S X
Y ‘ 9, J_
a _%}’Paﬂ—xﬁ CV%‘:——]—%‘;— —Fi—x2
e e 3 4 )3
X dy \ flo g2 ds 2264 = (31412 V227 |/F). 225, —‘31_’ ;
]
n2a2 1 1 5 e = 97
% ks [ ing=et. BEEE, o 2l
2266, . 2247, g, 228 S In2—r. 22 . (13 Vi-3 )
59 nab el 4 i R -

25 s B & = . . . 3- . T 3.
2250. oo wRS. 2251, T 2252, = mabe, 2253, T, 2254, mRS. 2235, o
! 8 4 Lot s B cemery 3 .
2256. =73 (:L—-—?). 2257, oS, 2258. 5. 2259. % ath. 2260. - .

x84y3 T re
Za  V3ax—x? 24 2 Sagosq  Za
Resolucidn v:ZSdz: S dy 8 dz:2§dq> K rdr ‘ dh=
0 0 ] 0 0
.3 i 73
2 Za cosy 2 =
! r3dr_ 1 ( (2acosg)t 3 . . 2zat /2 y
;25@ S %——?S-——é-—d(p_?na. 2061, VS Tndi-
a 0 0

e .4 19 : s
cacidn. Pasar a las coordenadas esféricas. 2262, ?:L Indicacién.

as

5 (3n—4). 2264. nebe.

2q -
2264.1. :1“/2’; 22642, S (VI-t)abe. 2265, -cig-?-(a+b,.|.<'}'

2266. ;—z (6e2—a3—D%), 2267, z-=0; y=0; z= Tf- a, Indicacidén. Totrodu-

Pasar a las e¢oordenadas cilindricas. 2263.

= fz — 2
cir las coordenadas esféricas. 2268. = =§ , 7=0, 2==0. 2269. %ﬁ{&:z—kék?).

Indicacidn, El eje del cilindro se toma como eje 0Z, el plano do la
base del cilindro como plane XOY. EI momento de inercia se calcula con
respecto al eje OX. Despuds de pasar a las coordenadas cilindricas, el
cuadrado de la dis;t:ancia2 del elemento rd@pdrds al cje OX es igual
a r®sen? g z% 2270. “%}gj (2722+3a?), Indicacidn, La base del cono
se toma como plano XOY; el eje del cono, como cjo 0Z. El momento de
inercia se calcula com respecto al eje OX. Pasando a las coordenadas cilin-
dricas, para log puntos de la superficie del cono tencmos: rz%—(k——z), yvol

cuadrado de la distancia del elemento rdedrds al ojo OX seri igual
a r?sen? p+-z2. 2271. 2nkph (1 —cosa), donde & o3 el cocficiente de propor-
cionalidad y p, 1a densidad. Resolueidn. Bl vértice del cono se toma
como origen de coordenadas y su eje, como cje OZ, Si se introducen ias

31—1016
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coordenadas esféricas, la ocuacion de la superficie lateral del cono serd
n ‘
¢=—2———a, y la ecuacién del planc de la base, e 5 A causa de la

simetrfa se tieme, que la temsién resultante estd dirigida por el oje OZ.
Lo masz del elemento de volumen dm —prdcosPdopdpdr, donde, p, es la
densidad. La componente, por el eje OZ, do la atraccién que ejerce este
elomentos sobre la unidad de masa situada en ol punto 0 os igual

k s 2
‘im sen W="kpsen hcos Pdydpdr. La atraceién resultante es igual

a
F
L
2 'E?._:“ hcosec
a 3 dp \ dy ‘ kp senpcos Ypdr. 2272. Resolucidn, Introducinos
o) *
0 0 0

{as coordenadas cilindricas (p, @, z) con el ozigen en el centro de la esfera
y de forma que el eje OZ pase por el punto material, cuya masa se supone
ijgual a m. La distancia desde este punto hasta el centro do la esfera, la
designamos con la letra & Sea r=VpE+(E—2) la distancia entre el ele-
mento de volumea de y la masa m. La fuerza de atraccion del volumen
elemental dv de la esfera y del punto material m, estd dirigida & lo largo

de 7 y numéricamente es igual a —kym%, donde y== °; es la den-
ni?
sidad de la esfera vy dv = p dp dp dz el volumen elomental. La proyeccién de esta
fuerza sobre el cje QF serd: dF = — {‘-n—?;ﬂcos (;;)z —femy E;z pddp dz.
2 R VRi_z2 5 "
De donde F== —hkmy i g 3 (3—z)dz g p_;'_ﬁg’____ kmy ?”Bs'é?' pero, como
i -R [
kMm

%-7333=M, tondremos F=-—§§—.
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V5438 ab (02 ab -+ b?)
2293. 0. 2294, ln—z—w—. 2295. w &
3 st
2 - 57,/ 3 -
2206. 2200 2207, S04 4x2)? 1], 220, %‘iﬁ‘m 2299, a? /2.
o 2
2300.5-1—4 (56 1/ 7—1). 2301. y-‘;b—“’s arctg iib . 2302. 2na®. 2303, %—? (10 /10—1).

Indicacién. S f (=, y)ds geométricamente se puede interpretar como

c
¢l drea de la superficie cilindrica que tiene la generatriz paralela al ejo 0%,
cuya base es el contorno de integracién y las alturas iguales a los valores

de la funcién subintegral. Por esto, st zds, donde C es el arco 04 de

&
la parébola y=—g— z%, que une los puntos (0; 0) y (4; 6). 2304, V3.
2305, 2 (b‘* + 'I/;Bf—b” aresen V. "Z—bz) . 2306. /215t (n Vb4
+;—zln2“b+yf+4“2b2 ) 2307. (% a, —g—a). 2308, 2ma? /a2,
2309, —-ﬁv%. 0. 40%-3. 2311. —2na®. 2312. a) -é- b 0; ¢ 15—2;

d) —4; e) 4. 2313. En todos los casos 4. 2314. —32n. Indicacidn.

; . y . 4
Utiliceso las ecuaciones paramétricas do la circunferencia. 2315. — ab2,

3
2316. —2sen2. 2317, 0. 2318. a) 8 b) 42; o) % d) -g-; e) In(z+y):
Xy Yz 1 o
i) Sq:(x}&z-{-‘ Y)dy. 2810, ) 62 b) £ ©) +in2 &) 1+7VE
*1 l‘u

2320, V14a3— o/ 1402 2322, a) 224-3zy — 242 C; b) &3 — 2%y + 2y3 — y2--C;
¢) eV {(z4y)-+C; d) In|z-y|4-C. 2328. —2na (a4-b). 2324, —nB2costa,

a1=
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2325, (-:3—4_"52 ) RS, 2326. a) —2 b) abe—1; ¢) 5V/3; d) 0. 2827, I=

" 4 nRe 1

:S ‘ y2dzdy. 2328, ——. 2329, —5—. 2330. ——. 2831. 0. 2332. a) O;
(€]

b) 2nn. Indicacién. En el caso b), la fdrmula de Green se emplea en

el recinto comprendido ontre el contorno € y un cireulo de radio suficien-

temente pequefio con centro en el origen de coordenadas. 2333, Reso-

lucién, Si se supene que la diracci%n de la tangente coincide con la

direccién del recorrido positive dol contorno, tendremos que cos (X, n)—=

=cos (Y, t)=—§%—, por consiguiente, t?cos(X. n]ds=£$—j—i1-ds=§dym0_
¢ C ¢

2334. 25, donde S es el area limitada por cl contorno €. 2335, —4. Indi-

cacién, Laformula de Green no se puede emplear. 2336, nab. 2337. i;-» nal,

2338. Gme2. 2339. —:;)-aﬂ. Indicacidén, Poner y=tz, donde ¢ es un pard-

2
metro. 2340. 3—.2341.n(ﬁ+r](£+2r); 6aR?2 cuando R=r. Indicacidn,

60
La ecuacién de la epicicloide tienc la forma z=(R-r)cos :-—rooa‘i;ﬂg,

y=(R-r}sen t—rsen H;H t, donde z es el dngulo de giro del radio del

circulo fijo, trazado en ol punto do contacto. 2342, n(R~r) (B—2r)

2 %R? cuando rzi;—. lndicacién., La ecuacidn de la hipocicloide se
{1

8
obtiene de la ccuacién de la epicicloide correspondiente (véase ¢l problema

2344) sustituyendo » por —r. 2343. FR. 2344. mg (z(—ag). 2345, % (a2—52),

donde k eos el coeliciente de proporcionalidad. 2346. a) EL potencial

I = —mgz, ol trabajo mg (zy—z;); b} el potencial U=-I'r-"—, el trabajo
- w ; ¢) el potencial U=__'!-C—Z.~(:i:'3—1-—y2+z2). el  trabajo
Va2 2
% 2 21 ho
2. 241, 2 net. 218, .E“:J;..i*L 2349. 0. 2350. - iabo.
4 5 /3
ot S0 gmsa 3 amss, VDR agy B V25 gu5 g0
2 4 10(5 V5—1) 2
b —-‘ S {cos a+-cos B+cosy) dS. 2356, 0. 2357, 4n, 2358. — mal. 2359, —at.

8R_9Q 0P R 9Q_oP ’ “
2360, - ===, =, FE=20. 2360 0.2362.2 | \ (e +y+a)dzdyda.
)
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> 3 dz dy dz 9 92U | oy | 8
2363. 2 B(é)g Ve 2364, Kﬂs}}g ( =BT )czx dy dz.
12 natb?

4 a3 14 g
2365, 3a%*. 2366. 5 - 2367, 5 mab, 2368. 5
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2704, 3i. 2705. No. 2706, 3i. 2707. 5i. 2708. Si. 2709. a) Si. b) no. 2710. Si.
2714, y—ay'=0. 2715, oy’ —~2y=0. 216. y—2zy’=0. ZN7. zdz--y dy=0.

28, Y =y. 2719, 3y?—a2=2zyy’. 2720. 2yy’ (zy2+1)=1. 2721. y=zy’ ln-:- ;

2722. 23y’ 4y’ =0. 2723, y" =y’ —2y=0. 2124 y"}4y=0. 2725, y" 2y’ +
+y=0. 2726. y*=0, 2727. y*"' =0. 2728. (14-¥'2) y’"—8y'y"2=0. 2729, y2—

— 2225, 2730, y—26%%, 2731, y=—cos 2. 2732. y:—é—(—Se"‘—fwge"—ée”).

Cy |
Vityr'

2746. tgy=C(1—e¥)% =0 2747. y=Csenax.

2742, ctgy=tgiz}C. 2743. z= y=0. 2744, 224-y2=InCz2.

2745, y=a--

—— i 2
2748. 2¢ =V 2(1-he%) 2749, 14y = +——5. 2750. y=1. 2751. arctg (z-ty)=
i g

—_—l

=24 C. 2752. 8c4-2y4-1=21g (42+C). 2753. z+2y+3In| 22+ 3y —7 | =C.

2754, 510§+ C—31n |10z —5y 46 . 2755. p:T_fT(p 0 y2=2Cz4C2,
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2
2756. lnp=2—co—§i;—ln|cos¢|+c oln|z _Tyx'f = (. 2757. Larecta y =Cx

o la hipérbola y—_——i-. Indicacidén. El segmento de tangente es igual

z
v \% R 2760, y2=2pz.
a ]/y*—{-(y—,) . 2758, yr—axt=C. 2739. y=Ce

x
qzyd&'

)
2761. y=qaz?. Indicucidn. Por la condicién —3 =

§ydz

z. Derivando

af o

dos veces respedto a #, obtonemos la ecuacién diferencial. 2762 yﬂ-———%- x.

V]
2763. y= V4—$9+21n¥—'l/f'—x'

268, y—2mnE.
g
=

c
2169, ym—mo — 5. 0. z=Ce V. 2. (z—CP—y2=C% (z—2P—pP=4;

i - : c 1
y==% 2. 2772, V —y-—+1n[y|=6'. 2773, y=-2—=3—-2-é—;;2=0.

2779, z2=1-—2y. 2780. Paraholoide de revolucién. Resolucidn Gracias
a su simetrfa, el espejo que so busca es una suporficie do revolucién, El
origen de coordenadas se sitia en el foco luminoso; el ejo OX es la direc-
cién del haz de rayos. Si la tangente a cualquier puntd M (z, y) de la curva
de la seccién hecha por el plano XOY en la superiicie que se busca, formu
cor el eje OX un éngule ¢, mientras que el segmento que une el origen de
coordenadas con cste punto M (z, y) forma un angulo @ cen el mismo eje,
tendremos que tga=tg '2@:&—?-‘5’1—-. Pero, tga:% ytgp-tp'. La ocna-
cion diferencial que se busca es y—yy'?==2zy" y su solucidn y2?=2Cz-C2,
La seccién plana es una paribola, La superficie buscada, un paraboloide
de revolucitn. 2781. (z—y)2—Cy=10. 2782. 22 =C (2y-+C). 2783. (2y?t—=z?)8=

X

=Cz2, Indicacidn. Partir de que el drea es igual a Syd::. 2784. y=

=Cz—zln|c|. 2185, y=Cotah 2186, y=—g-zét—or . 2875 VITr+

+cosy=(C. Indicacidén. La ecnacidn es lineal con respecto a = ¥ -‘% :
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w [ e
2788, mr,*ysh%. 789, y=S 4 “bx . 2790, y:%(z']/i——:cz—l»«

i
~-arcsen x) 1/1i: 2791, ym—a%-z—.

2797, zy=Cy? + a2,

2798, yitatay=0. 2799, 2=y laL. 2800, %+—g—=1.2301.z2+y2—0y—}—

2 3 4
+a2=0, 2802. »f:z——-{—my+y2=0. 2803, %--j-zyuzzac. 2804, —fi—m

3 3
— 5 2% 2z +é’§_= C. 2805. % yi—2arctg -if- =C. 2806. z2—y2—(Cyd,
X
&

2807 by ¥ =2,
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'

_ 2832. La astroide z%/3 4 42/%.=4%/3, 2833. a) Homogénea;
y=zu; b) lineal con respecto a z; z=wuw; c) lineal con respecto a y; y=uy;
d) ecuacion de Bernoulli; y=uv; e) con variables separablos; f) ecuacién
de Clairaut; reducirla a la forma y==zy’ &= 1V ¥'%; g) ecuacion de Lagrange;
derivarla con respecto a z; h) ecuacidén de Bernoulli; y =up; i) reducible
a una ecwacién con variables separables; u=zx-}y; j) ecuacién do Lagrange;
derivarla con respecto a =x; k) ecuacién de Bernoulli con relacion a z; z—uv;
I) ecuacién cn diferenciales exactas; m} lineal; y=uwr; n) ecnacién de

Bornoulli; y=uv. 2834, a) sen—= —1In|z|+C; b) a=y- " 2835, 224

4-yt=Cy2 2836. y— ;cz-T-C . 2837, zy (C ——é—lnﬂ :c) =1. 2838. y=Cz+}

+-C In C; la solucidén singularesy= —e—(=H1) 2839, 4 Cz+1/=aC; la solu-
231 |
(y+1)¢

¢ion singular es y=-?3_-. 2840, 2y +1n =, 2841 %e”ﬁeh‘—

1
:arctgy-—%ln {14+y2)=0C., 2842, y=22{14Ce™). 2843, a=y3 (C—eV).

2844, y=Ce 5" T lgenz—1. 2845. y=—a2-+C/T—z2. 2846 y=—
2
=zil (z4-In| 2 |3-C). 2847, 2= Ce®P ¥ __2a (1 4-sen y). 2848. %-p 3z +y+

+In[(z—3)10 | y—1[3)=C. 2849. 2 arotg Lt —InCa. 2850. x2={-—-~%-+
-1 )

4-Ce Y. 2851, 28=CeV—y—2. 2852. ]/?+ln|z|=={:, 2853, y=

=z arcsen (Cz), 2854. y3=6‘e“2’°+—§- senz+-§-cosz. 2855: ay=C(y—1).

2856, z=Ce!f—-% (sen y4-cosy). 2857. py=C(p—1). 2858. zd=Celv—pyd _

30 g 3 4 T
— Sy gy 2850, (ay+C) (22 C)=0. 2860. \/a:E-}—y?r——-;-:C.

C  Vigp , 1 e

D m—————— — 2y .

2861. zev—yi—C. 2862 {x pe 5 Fomn e+ Vit
y=2pz+ V11 p

2863. y—zeC". 2864, 2e®—yt=Cyl. 2865. In|y+2|--2arctg i’if_=c.
ol o ¥ &
2866. y2+Ce ? +——2=0. 2867. 2B.y=Ce". 2868. 2+ —=C.2860.y =

C—z4 a8 dn (2 + Va2 28+ C
= f . =C=s -—a. 71. == ==
T @—1) 72 2870, y enz—a. 2871. y 2+ Vaiter

2872. (y—Cz) (y2—224-C)=0. 2873, y=0z+%, y='-g-]7ﬂm. 2874, 23
doaly—ylz—y=C. 2875, p4-4yt=Cy% 2876, y=z—1. 2877. y=u=.
32—1016
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Era © \_ tiie s ity — &
2878, y=2. 2879, y=0. 2880, y=~3-%-:(seﬁ %--c0s z). 2881, y=..‘-;—£2x3+ 2z+4-1)s,
2882, y—e—*.h2z—2. 2883. a) y'=_x;'h} y=0Cz, donde C es arbitraria;
el punte {0; 0) ez e} pinto singular’ de la: écnacion diferoncial.-
2884, a) g2=x; b} y*=2pz; (0, 0) es ¢l punto singular. 2885, a) {(z—C)3-
+y3=0C% b) no tiene solucién; ¢) 22-4-y2=2z; (0, 0) es el punto singular.

2886. y=—e*/V. 2887. y=(1/Za+ Vz ) 2888. yla=lime~®, 2880, F=Ce.
Indicacién. Pasar a las coordenadas polares. 2880. 3y2—2x=0.

2801, r="lyp. 2892, «%+4-(y—b)2=>52. 2898.. y2-}16x==0, 2894 La hipérbola
yt*—z2=C o la circunferencia z2-}y2=0C2, 2895, y =—;—(e=°+e"‘). Indica~

¢idn. Partir de que el irea es iguala ! ydz, y Ja longitud del arco

SR

x

S' VIFydz. 2896. xz-%—f'é’y. 2807, y2—4C (C+a—z). 2898, Indica-
¢ion. Aplicar ¢l hecho de que Ja resultanto do la fuerza do gravedad
y de la centrifuga es normal a la superficie. Tomando el eje do giro como
eje OY v designando por @ la velocidad angular de la rotacion, obtenemos,
para la seccion plana axial de la superficic que se busca, la ecuacién

iy
diferencial gd—i=mﬂx. 2899. pze"o_*ﬂoﬂ“”h. Indicacidén. La presién

en cada nivel de la columna vertical de aire se pnede considerar como
dependiente exclusivamente do las capas que descansan més arriba. Empléeso
la'loy de Boyle—Mariotte, segiia la cual, la densidad es proporcional a la

prosion, La ecuacion diferencial buscada es dp=—kpdh. 2900, s=?k1w,

Indicacidn. La ocuacién es ds=fkw- Z—lz dz. 2001, s:-m(p—}-w;mw)!rl.

' ]

2002. T=a+(Ty—a)e™. 2003. Dentro de una hora. 2904 w=100 (—g-)
r. p. om. 2005. En 100 afios so desintegra un 4,2% de lé cantidad
s 5 o i 1 \1e65

inicinl Qp. Indicacidn. La ecuacion es —C-g*ﬂkQ_;_ Q=0 (—f)woo.
2906. t=~352 seg. Indicacidn. La ceuacidn es @ (h2—2h)dh=

1 y2 1 : ¢ e i
=1 ('ﬁ) v dt. 2907. 0% ° lndmac_-.,:én. Ja ecuacién os dQ=—kQadh;

i
1\
Q=0Q (3) . 2008 v > )/ % cuando ¢ —» co(k es ol coeficiento

de proporcionalidad) Indicacidn. La ecaacidn es m%::-zmg——kva;

3 / &k e carkicas ; -
v= Tth(: —m-) 2909, 18,4 kg. Indicacidn, La ecuacion es

dz 1 T ; . B . ' -t
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Indieacidén. La ecuacidn es Riv-L -i—:nEscumt.
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2976, y=
= Cye3% 4~ Cge3%, 2977, y=Cye %L Coe%, 2078, y = Cy~ Cpe®, 2079, y=Cy c0S z~-
- Cy 50D . 3980 ¥y =e*(Ccos 2} Cz sen x). 2981. y —6‘2” (Cycos 32+ Copsen 3i).
2082, y=(Cy+Cyz) e%. 2983, y=e2* (Cye VT 4 Coe=* V2, 2084, 8i & >0,

y=06" IVF+C28_:\: ﬁ, 81 k<20, y=0C,co8 '|/——k.z-{—62 sBN ]/wks:. 2085, y=
x Ve Vs X - o
8 4 x % i
(Gt TR %), 2986.y=e£‘(01t:os VG“ z—}—Czsen]{i a:)
2087, p=ide*et¥ 2988, y=e% 2989, pgenfz. 2900. y=1. 2001, y=
=ach -E o 2992, p=0. 2993, y=Csennz. 209%4. a) xe?¥ {4z Br4C);

b) Acos 2z+ I sen 2z; ¢} Acos 2z B son 2z + Cx22%; d) 0% (4 cos z- B sen z);
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e) o (dz2-+ Br4- ) ze2* (Dz-+ E); £) ze* [(Az2+ Bz} C)cos 2z
(D2 Ex-+ F) sen %], 2895, y = (Cy+-Ca7) 323‘—[—% (222 44z +3). 2996, y=

x

=e (Cicos z V3 +Cysen V—) 23322, 2097, p=(C; - Cum)e ™4
—}--(15— e2%, 2008, y=Cye® Coe™ - 2. 2009, y=Ce™+ Cae‘x—I——;— ze®. 3000. y=
= cos -} Cysen x-{—% csenz, 3001, y=~Ce+ 626—23‘——?(3 sen 2z 4-cos 2z).
3002. -—ciezx+ Ce* 4z ( e ;5 ) 2. 3008,  y=(Ci-+Cap) e+
-{-Tiz- €os .'-'-'—l-‘-—é' ex———% e~%. 3004. g =C;—}—62:3—'-‘=—|——;— -+ 210 (2 cos 2z—sen 2z).
3005. y=-e* (Cy cos 2z Casen 2x}+%e°¢ sen 2z.  3006.  y=-cos 2x+
—f—% (sen z--sen 2x). 3007. 1) z=C, cos vt} Cason mt—f—ﬁ gen pt; 2} x=

€, c08 0t Ca 500 0f — 1 c03 ©F. B008. y— Cye% 4 Cped® —zedv. 3009. y—

2
z r: oz . 3
“—‘Cl—“caem‘l‘—é‘_—‘(—_é—- 3010. y:e*’{ﬁi—l—czx-{—x-'}. 3011, yzci—i—
5

- Ot —{-% ;re”:———? z. 3012, y=Cre 24 Cze‘ix—ig' ex—g—% (3 cos 2z -|-sen 2x).
| =4
3013. y—=Cy+Cpe™+ ex—}-;'—x‘a—Sx. 3014, y=Cy-+ Cpe*—Bze*—z—22

3015. yz(Ci-}-C?‘x—}—%‘-aﬂ) e"-“—f——i—e‘”. 3046. 7 =(C, c0s 3z + Cysen Jz) e* -

-1-%7- (sen 326 cos 3x)4-55- . 3017, y=(Cy+Corr?) ezxﬁJQI . 3018, y=Cy+
+Cze3x——1%{cos 23 sen x}—‘—:—% . 3M9. y= —é—cﬂ“ (4 .1:—|—'i)—{—}3-...
_-“”-2—+iz- . 3020, y— et 4 Coe~*— zsenz—cos . 3021, y=Cye ¥4 Cped®—
——;i (sen 2z+2cos 22). 3022, y=Cycos 2z+Cpsen 2:.,-‘-——21i (3sen 2z-}-2 cos 22)+
+— tii 8023. y=e5{( eo8z | Cosenx—2zrcosz). 024 y-= Cye® -J,- Cie ™4
+-i* (g?—z)eX. 3025. y = C;c083z--Cqsendat -/1—..4: senz— ECOS x4

: : . T e . 1
g Bz —1) e, 3026, y=C 3+ Coem g (2— Br) o (207 7) €3%.

ks 3
3027. y=C1—l—C232x-—2xex—%x-«——-§—x2, 3028, y:(C{+C'2x+—xI.J,—) e2%,

3029, y=Cye 3%+ qux—-i— {2z2 -} x) e—3x—f——i- (224 3x) e®. 3030. y=Cicosz+
2

—+ Cpsen z—{-#cos - —-~—stn$—~;—c03 dx—{--‘i— sen 3z, Indicagidn.

Transformar el producto de coscnos en suma de cosenos. 3081, y=

—Cem V2 (Y2 Lpe¥sengf-e¥oosz. 3082, y-—Cyeosrf Cq 500 T4
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+cosxln|ctg (%-}-%) | 3083. y=C cosztCysenz-tsenz-In tg—;~| "

3036, y=(Ci+-Com}e*+ze®ln|x]. 3035, y=(C;+Cox)e*tze<ln|x 3
3086. y=CycosztChsenztesonzt-coszinfeos=]. 3037, y=Ceosz4
-y 8en £ —x cos x+4-sen < In |sen z |, 3038. a) y=Ce%|-Coe™> (| e~ %) arctg £*:

b} y:CIeIV§'+Cze_xﬁ+e"z. 3040. La ecuacién del movimienta es

2 { d% z3

— b o | — L PR = af —_— 5 % =

- (&2) k(42 k=1 T=2n ]/ ~ seg 3041 2
2g sen 30t-—60 /¢ sen V2l

zom 7 — 000 cm. Imdicacidn. Si z se cuenta a partir

4
de Ja posicién de reposo do la carga, %x”:é-——k(mo—}—x—y—l), donde

zg es la distancia desde ¢l punto de reposo de la carga hasta el punto
inicial do engauche del resorte, ! es la longitud del resorte en estado

2

do reposo; por lo cual k(zg—I)=4, por consiguiente, -E-%m
2

= —k(z—y), donde k=4, g =931 cm?/sog. 3042, m%:k (b—a)—Ek (b} a);

2 ' o
£==c cOs (t '/‘ 7&2'{:") 3043. ﬁgt—gzgs; tm]/%ln (6+1/35). B044. a) r=

:—g—(em’—i— e %h: b r=%(e"" —e %Yy, Indiecacidn. La ecuacién dife-
d2r

rencial dol movimiento esﬁ—:m?r.



