Capitulo 7: Modelo de Drude -
Dinamica semiclasica de electrones en
bandas
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Modelo de Drude

Considero el gas clasico para estudiar conductividad de los
metales

Hipotesis
1 - movimiento del electron es solo perturbado por colisiones
que ocurren en promedio cada T.

1/ © = probabilidad por unidad de tiempo de que un electron

experimente una colision. . »
®
e o ®



2- Entre colisiones el electron se mueve siguiendo
las leyes de Newton: F =¢ E

3- Despucs de una colision el electron ‘olvida” la
velocidad que traia y arranca con una dirigida al
azar pero cuyo modulo corresponde a la
temperatura en ese sitio.

duv Las colisiones introducen un
( At £ ) i ek término de amortiguamiento

En ausencia de @+ V_0 == v(t)=veexp (_Tr) T: tiempo de
campo externo:  dt 7 - relajacion



P(f_) momento por electréon a tiempot —> p(t + d[) ?

dt/T. = probabilidad de que colisione en el tiempo t + dt
I — dt/7 =probabilidad de que no colisione

Despreciando la contribucion de los electrones que colisionan:

p(t + dt) = (l — d{) I:plr) + f(t)dt + Oldt)z]

= plt) — (i{) ptr) + f(r)dt + O(dr)-.
T
dt .
p(t + dt) — p(1) = — (—T")plr) + f()dt + O(dr)-.

dp(t) p(n

— + f(e).



eE=mv,/7 .V = E
n: movilidad

vV, = L E
_ . nert — — Ley de
—_— —_— —_— |

J=nev,= - E = ‘ Ohm

¢: conductividad J =<k
ne:rt
G = = ne u p o 6-1
m
resistividad
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3 (fl_a) 111 % 10-3 V2 K2 Nimero de Lorentz
2\ e
L(0°C) L(100°C) L(0°C) L(100°C)
Metal (1073 V2K~?) Metal — (10-5v2 K~2)
Ag 231  2.38 Li 222 243
Au 235  2.36 Mo 261 279
Al 214  2.19 Pb 247 253
Cu 223 2.20 Pt 251 260
Fe 261 2.8 W 304 320
Ir 249 2.9 Zn 298  2.30

A pesar del factor 2 de diferencia, el correcto orden de
magnitud de L es sorprendente, ya que el modelo de
Drude da estimaciones muy malasde [, U y Cel

Se cancelan errores !!!
Gas cuantico — [, =245 « 1[]—5# v? K—'.?:



Table 16.2. Resistivity at 77K and 273 K, and the relaxation (collision) time cal-
culated from it for some metallic elements (1077 s = 1 fs)

o(77TK)  p(273K)

r(77TK) T7(273K)

Element (nQ2m) (10~ 5)

Ag 2.8 14.7 200 40
Al 2.3 25.0 65 8.0
Au 4.7 20.5 120 30
Ba 67 500 17 3.8
Bi 350 1068 0.72 0.23
Cu 2.0 16.8 210 27

Fe 6.4 89 32 2.4
Ga 27.5 136 8.8 1.7
Na 8 42 170 32
Pb 7 192 2.7 1.4
Sh 80 370 2.7 0.55
Zn 10.4 54.3 24 4.9



. s typically 107 to 1015 sec.

T

amb

mean free path, £ = vyt

En la época de Drude:

%mvﬂz = ikﬂ']‘ Los e colisionan con los
atomos de la red cristalina

o of order 10” cm/sec ——— mean free path of 1 to 10 A

Modelo cuantico: V. > 108 cm/sec

the low-temperature mean free path to 10° or more angstroms, about a thousand
times the spacing between ions. Today, by working at sufficiently low temperatures
with carefully prepared samples, mean free paths of the order of centimeters (i.c., 108
interatomic spacings) can be achieved. This is strong evidence that the electrons do
not simply bump off the ions, as Drude supposed.



En un metal el comportamiento de la conductividad con T es

gobernado por t (T)
Ne€2T
(7T =
Me

P

S [DNteraccion

electron-fonon

p=poll + alT— Ty]

Po

Impurezas
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Fig. 9.24 (a) The variation of the electrical resistance of puré potassium as a
function of temperature. The behaviour is almost linear over a wide range of
temperature, but below about 20 K the resistance becomes constant. At high
temperatures, deviations from linearity may arise, particularly for the transition
metals. (b) The effect of small amounts of an alloying element (impurity) on the

residual resistance of Ag: O, ‘pure Ag’; 0[O, Ag+0.02at.% Sn; A, Ag+
0.5 at. % Au. (After Dugdale (1977).) |




Conductividad en corriente alterna

La ecuacion de movimiento en presencia de un campo
eléctrico dependiente del tiempo:

dp_= P

dr z

Si excitamos con un campo alterno:

E(t) = Re (E(w)e ™).

Tendremos una solucidon de la forma

p(t) = Re (p(w)e **").



Si sustituimos las formas complejas en la ecuacion de
movimiento obtenemos la conductividad compleja o(w)

J(w) = o(w)E(w), (recordemos quej=nev=nep/m)
Go ne’t
G(CU) - ~ GO —_
I — iwr m
axy aowWT
Reo(w) = Imo(w) =



ah
Re o
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Fig. 16.2. Semi-logarithmic plot of the frequency dependence of the real and imag-
inary parts of the conductivity in the Drude model

La parte real esta asociada a la resistividad (absorciéon de
energia que da lugar a calentamiento Joule).

La parte imaginaria es de caracter inductivo (desfasaje) y
tiene sumaximoen wr =1



Utilizando la teoria electromagnética, se encuentra la
siguiente relacion entre la conductividad y la constante
dieléctrica:

107
erlw)=14+ ——
cpl/
1o ine.esT
€ [:-.r.f'] — ]. —|— — ]- I .
E[]w[:]- — lw'T] enmew (1l — l;.-.:T]
Ne€>
— 1 — _
EoMew(w +1/7)
2 4 ~2 .
Defini 200 _ TMe€  3MMNeE Frecuencia
inimos: YW, = —— = —
€ s P €nT ENTMe Mg de plasma

donde: ¢ = e? /4dmeg



er(w) =1 =
(@) wlw+1/7)
A altas frecuencias (LJT e 1)
&r(w) =1- )
W

-W<w, €w)<0 m—)

-wSw, €(w)>0 m—

no se propaga la radiacion

la radiacion se propaga
el metal se vuelve transparente



Recordar: propagacion de una onda EM en un medio material

E = Eqgexp(iq-r —iwt), B = Byexp(ig - r — iwt) ,

VEE(q l..L}) _ E}EOt(Q“U‘J)“’}EUt(Q‘M) azE(q,uJ)

c? Ot?

2 w2 N2 dond i —— no magnético ) —
= onde N = s Ul N /b
N=n4+1k

Wk Wwn ‘
7. Indice refraccion E = Eqexp (_ , q- "") exp (1?‘9‘ - — luii)
L incia 3 WK . wn . .
K. Coef. de extincion B = By exp (__q ‘ 'r‘) exp (l—q . Lf.ut)
c c

Coeficiente de absorcion: Reflectancia o Reflectividad:

o 1dI 2KW ATk R .
| = T T . Yy = = ) , =
I dr c A

1-N
1+ N

- (n—1)% + k7
 (n4+1)2 + K2
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Por ejemplo, los metales alcalinos se vuelven transparentes en el UV

Y
€ r )
vp=-£=ll.4x i x 10'° Hz

2m o
3:2
. C |
;o= —=0206]—=> x 103 A.
p .
‘lp GO

OBSERVED AND THEORETICAL WAVELENGTHS BELOW
WHICH THE ALKALI METALS BECOME TRANSPARENT

THEORETICAL®? 7. OBSERVED /
ELEMENT (10° A) (103 A)
Li 1.5 2.0
Na i 21
K J8 3.1
Rb 31 3.6

Cs 35 4.3




Reflectivity
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Fig. 7.2 Experimental reflectivity of alu-
minium as a function of photon energy. The
experimental data is compared to predictions
of the free electron model with hwp =
15.8 eV. The dotted curve is calculated with
no damping. The dashed line is calculated
with 7 = 8.0x 1013 5, which is the value de-
duced from DC conductivity. The experimen-
tal data is taken from reference [3], copyright
1963 American Institute of Physics, reprinted
with permission.

Los metales reflejan en el visible y

son transparentes en el ultravioleta



En lo anterior supusimos
p=0. Si p(x,t)#0 es posible
que se propague una onda
de densidad de carga.
Veamos que esto sdélo
ocurre a W=w..

Ondas de densidad de carga: Plasmones

p

Experimento &

imaginario

Region of
negative charge

Q = neu A

O = neu

Surface charge density
o= —neu

IE = 44rneu %)

‘E = ﬂeuffﬂ



La ecuacién de movimiento para la unidad de volumen de electrones
del gas es:

d*u
nm el —nek = "—47?'1128211, ,
dt*
2\ /2
d“u + owlu=0 - gl (4'”'”8 ) ~Oscilador arménico
de2 Wpll > P m de frecuencia w,

Es una onda de densidad de carga o plasmon



Electron energy loss spectra of Al

12 I I I T I
..|++* Bulk Plasmon= 15.3 eV

10

ol=-Surface Plasmon= 10,3 eV

RELATIVE INTENSITY
-

0 20 40 60 80 100 120
ELECTRON ENERGY LOSS (eV)

Energy loss spectrum for electrons reflected from Al for incident primary electron
energy of 2 keV. The loss peaks are made up of a combination of surface and bulk
plasmon



Bulk

Superficie

Table 2 Volume plasmon encrgies, in eV

Vaterial

Metals

La
Wa
I
Mg

Al

H, E

®y

2R ke, VTV TUT

Calculated

Ohserved fi.in fodis

b M
7.12 802 T.96
.71 3. 95 5.58
3. 72 4.29 S 6
L) G 10.9
5.3 15.8

. /\/\/\/\




Nanoparticulas
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Modelo semiclasico para la
dinamica de electrones en
bandas



Que ocurre con los electrones en los solidos cuando
aplicamos campos EM ?

Modelo semiclasico: movimiento de un paquete de onda
s .t/ h
{;il]"l!.!i. -T" '||_|:'_ Zg{k Lllﬂk.'r[: ] —1 nk .XE-

|Ar| ~ 1

gk') ~ 0, |k — k| > Ak

Figure 12.1
Schematic view of the situation
described by the semiclassical

e e e

model. The length over which the A T~

applied field (dashed line) varies is ML 1A 1 DY ‘i\l.Llilll[IIllllllllll!flll’l'_l -
much greater than the spread in TS ——— T

the wave packet of the electron — +— Spread of wave packet

(solid line), which in turn is much ~——1 k= Lattice constant

larger than the lattice constant.




Velocidad ? ———> Velocidad de grupo del paquete
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Fig. 21.1. Dispersion curve for electrons in the tight-binding approximation and
their velocity in a cubic erystal along a high-symmetry direction of the Brillouin



Ecuacion de movimiento

El trabajo hecho en un tiempo dt sobre un electréon en el estado nk
debido a una campo eléctrico es

dW = —eE - v, di (1)

Al diferencial de energia lo puedo escribir como dElﬂ k dt
at
. £ Jenk dk 1k
EI.I;{'I = El nk df — — k dt = ﬁf“nkc_dt (2)
dt ok di dt

Comparando (1) con (2) —) ha{n = —el

hk = —e[E(r.t) + vox x B(r.t)]



Postulados del modelo semiclasico

posicion r
£(K) ™/ vector de onda k
indice de banda n

1- El indice de banda n es una constante de movimiento

2- La evolucion temporal para ry k de un electron
perteneciente a la banda n esta dada por

| 1 3¢, (k)
r = V"(k) . ?1 Eli_:

— e [E(r, t) + % v,(k) x Hr, f)]-

hk

- (nrkyviinrk+G) describen el mismo electron



Consecuencias del modelo semiclasico

1- Electrones de Bloch en un campo magnético uniforme

dk e 1 ﬁfk

. B _ !
it ok~ Uk = 30k

di-“.k B aik dk
dt ~ ok dt

= —eVk - (Vg x B) =0

Los electrones de Bloch no absorben energia del campo




Las orbitas en el espacio k estan sobre planos perpendiculares aBy
en superficies de E constante.

dt ~  h

dk e (dr e
dt B

-—EB)==$»Mﬂ—k@%z—ﬁh@—TmﬂxB

h
2(t) = 2(0) = g [ky (8) = Ky (0)],
() = r(O)], % £ =~ [k(t) ~ K(O) R

y(t) = 9(0) = —— [ka(t) — kz(0)].

La proyeccion en el espacio real perpendicular a B es la orbita
del espacio k rotada 90° y multiplicada por el factor h/eB

Y| .y
7 N

!
k, 1




Para la componente paralela al campo B dkz/dt = O

k, = cte
g 1 O0& Al contrario de lo que ocurre
Z( r) = 2(0) + U-( t) dt' . == — ——, con electrones libres, puede
0 - ’ - h E kz ser que v, no sea constante

=

AAN

Z1”~ Projection
y

R

—_\_\__




Las trayectorias en el espacio k pueden ser cerradas o abiertas,
dependiendo de la forma que tenga la superficie de energia
constante.

5
Cerradas / / /+\
( /% At
(a) //’/’/ (b) N i\__*;/: i//
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vy v e
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2- Oscilaciones en un campo eléctrico DC

hk

T(ﬂ — Uil[k (t”

— hk(0) — eEt

k a
v o) ™
Tla + ! 2
[
[ [
[ [
[ [
[ [
' I
' [
' [
' [
' [
[ [
—m/a t
Zone Zone
boundary boundary




v(t)

>

z(t)!

A
mvaliiviave

Para un campo E ~ 1072V /cm , el cambio del vector k
entre colisiones (7 ~ 10~!*s aT,,, ) es del orden de
10" cm™’

Este valor es muy pequeno respecto a las dimensiones
de la 1ZB (1/a~103cm)

Si bien esta oscilacion no se detecta
experimentalmente hay evidencia de que los electrones
en el tope de una banda se desaceleran con el campo.



3- Las bandas llenas no conducen

La densidad de corriente y de energia transportadas por
los electrones que ocupan la banda n se calcula:

dk 1 depp

——E—Z“ﬂk—‘ = h ok
"—iZ’“ o dk 10 1 [ dk 1022,
Je Ty LmnkEnk = [ stk ok T2 ) 0 h ok

k.o

Enk Ifnk —— periddicas en el espacio k

La integral en la 1ZB de la derivad de una funcion periédica
se anula.

Un solido en el cual su bandas estan completamente llenas
es un aislante eléctrico v térmico (respecto a los e)



Si la banda esta . _E/ dk

. ] = Unk
parcialmente llena J 473 "
filled
dk dk
pero _
4?1"3 Unk + 4?]_3 Unk 0
filled empty
. dk dk
] = —€ m Vnk = T€ m UVnk
filled empty

La corriente puede ser interpretada a partir de
portadores con carga positiva (agujeros o holes)



1 e /celda

2 e /celda

Ground State Current

Flowing

Fnerey

k=—m/a k=+mfa k=—m/a

k=+m/a

[nsulator Metal

Fnergy

N

k=—m/a k=+m/a k=—m/a



4- Los niveles desocupados de una banda evolucionan
en el tiempo bajo la influencia de un campo eléctrico
como si fueran electrones con carga positiva

y Tope de una banda
ik =—

E(k)~E(ky)-Alk=k,J

L -=A>()
2m

1 0E _ h(

Chok m =y

a:dv: h*f( | . —*ma:Fext:—eE
dt m ma=eE




5- Masa efectiva

. d /10,1
Yk = \n ok /-

| d [10es\ dk
v, = — -
= ok \n ok | at

v=—F N

M

Masa efectiva
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En el caso general donde la relacion de dispersion no es
isotrdpica,
‘ 1
3

Tensor masa efectiva
If :

4
M g

RN

1 9°E
ﬁj r}(ﬂr{ﬂ*ﬁ

o, F=ux, 1, 2

Para el caso de E = ﬁi ;'92 - [ I 1 | Ogp

electrones libres ) 1



El fondo y el tope de una banda se pueden aproximar con
relaciones de dispersion cuadraticas de la forma

fi2 1
El —~ E — .PFI':& — ;l.- ¥ JEL.-I — JEL. i
k 7 Ek, T 5 ; (MH)&JS( o) (kg — Kog)

oy E(k
Muy util en i
semiconductores
(banda de valencia
casi llena y banda de
conduccion casi vacia)

1 I
| I
| ]
\ !




Ne€ T

Conductividad de Drude o —
para electrones libres Me

Para electrones en una banda de conduccion casi vacia
cambiamos la masa m_ por la masa efectiva

2

2 1
fe€ T o 'H.EE’.ZT( )
m* " M* ) o3

op —

Para una banda de valencia casi llena




6- Teoria de la conduccion en solidos

dk : dk
i E/*—iﬂ'ﬂ T_? JE f'ilﬂ“ﬂ k:vk*.f( )

Probabilidad de

ocupacion con campo
f? Displaced p
Fermi
sphere

hk(t) = hk(0) — eEt

1
exp [(ek — 1) /kuT] + 1

fo(k) =

Debido a los

procesos de [ > flk)= fg(k‘r) = fo (k + %E)

scattering




= folk) + (—g—i) Vg - (—eE) T

—k; . k,
N 5 f(k)
AN ok
_kF \\I /
| 'Jl




o (_ﬁfn) _ 10fo(er) 1, (”F}[adk | _5_}5,:}(5;6]

~ — O =——€°T
JEL

h Ok h

Integrando por partes y asumiendo que la dispersion se puede
escribir en funcion de una masa efectiva escalar 7,3 = 5&-315

0 dk 1 dvyg o, dk 1
w0 =rler) [ g e folen) = rier) | e

occupied

Si la masa efectiva es independiente de k, se obtiene la formula de Drude

2
Ne€" T

k-

go =
1

Si la integral se realiza sobre los estados desocupados

) dk 1 npexT
op = e“T(cp) / — —— ag =

A3 '}‘T,[.E F?lfl

Pl S o s o



dk af,
2 b 1 = —_
| Tma v o vk ‘“}( ask)

Volvamos a la expresion general o =€

Para un sistema isotropico

dk d fo
_ 2 12
%0 = ¢ /,Wa El'kT( 85;5)

agp = ﬂ'tEET};?nupn :> '?n_ln ! dk TFE;: ( %)

opt I A3 e

/dk - /d: Uso la densidad o) = 2 / dS
de estados 27)3 | |Viénk
S(g)

1 nee’T

1 o

m_, = v d.S an = / v d.S

°Pt 1213 hn, / k O T 1213 hn. | k
5(er) I S(er)




