Capitulo 5: Modelo de electrones
libres para metales




Table 3 Crystal structures of the elements
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6.12 see Wyckoff, Vol. 1, Chap. 2. Structures labeled complex are described (Cogvalente vdW 5.83
there.
Li 7ex { Be = = B c N2k O Ne 4k
bee hep thomb. | diamond [ cubic complex fcc
3.491 | 2.27 o 7 ’yue 3.567 § 5.66 | (0, 4.46
343 union metalica | KO I
Na sk | Mg e P Ar 4
bee . § hep P s e 2 rystal structure. — 8 complex fce
42251321 | « x ~ a laffice parameter, in A ! 4.05 5.31
521 | « . laftice parameter, in A, ~— I -
Ksk | Ca Sc T Fe Co i Cu Zn Ga Kr 4k
bee fce hep ?L bee hep idc fce hep complex | diamond hex. fco
5.225 ] 5.58 ] 3.31 .95 2.87 2.51 3.61 2.66 5.658 chains 5.64
+ 527 laes . o lao7 o 1ags ' i ;
Rb s« § Sr Y Zr Te Ru Rh Pd Ag Cd In Sn (a)
bee fcc hep  fhep bee” fhep fhep o Jfec ffece o ffec o Qhep tetr. ¥ diamond § rhomb.
5585 §6.08 365 [3.23 330 315 j274 271 3.80 [3.89 |4.09 298 ]3.25 |]6.49
573 |5.15 |} o jado Jazs | 562 |4.95
Cs s« | Ba La Hf Ta w Re Os Ir Pt Au Hg Ti Pb Bi
bee bee hex. Jhep bee bee hep hep . 3fce fcc fee rhamb. | hep fcc rhomb.
6.045 |5.02 [3.77 |3.19 }3.30 [3.16 |2.76 274 1384 }§392 |4.08 346 [4.95
ABAC §5.05 . Y 1446 J4.32 5.52
Fr Ra Ac
fec Ce Pr Nd Pm |Sm |Eu Gd Tb Dy Ho Er Tm Yb Lu
. = 531 fee hex, hex, complex § bee hep hep hep hep hep hep fcc hep
5.16 3.67 3.66 — 458 13.63 3.60 3.59 3.58 3.56 |13.54 5.48 3.50
ABAC 578 1570 |565 §5.62 5.59 §5.56 5.55
Th Pa U Np Pu Am |Cm |Bk Cf Es Fm Md No Lr
fce tetr. complex [ complex | complex | hex.
5.08 {3.82 364 |— — —_ — _ —_ — —
3.24 ABAC




Metal es electrones que se mueven libremente a través
del material ——> electrones de conduccion

Modelo : Gas de electrones libres

\/VVV\

Potencial cristalino

Drude (1900) Sommerfeld (1927) Potencial del modelo

Considero un
gas clasico para
estudiar
conductividad

Aplico la estadistica de
Fermi-Dirac
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Densidad electronica
(electrones/cm?) ?

n = 0.6022 x 1024—2—Af-’-'-”’~.

Z.: valencia
A: masa atomica (g/mol)

p,, = densidad (g/cm?)

Otra forma de expresar la densidad:

V_l_41rr33_ (3 L
N n_ 3 " "7 \am/




ELEMENT Z n (10*%/cm?) r(A) r/ag
Li (78 K) | 4.70 1.72 3.25
Na (5K) 1 2.65 2.08 393
K ($K) 1 1.40 257 4.86
Rb (5 K) 1 1.15 275 5.20
Cs (5K) 1 0.91 298 5.62
Cu 1 8.47 1.41 2.67
Ag 1 5.86 1.60 3.02
Au 1 5.90 1.59 3.01
Be 2 24.7 0.99 1.87
Mg 2. 8.61 141 2.66
Ca 2 4.61 1.73 3.27
Sr 2 3.55 1.89 3.57
Ba 2 3.15 1.96 371
Nb | 3.56 1.63 3.07
Fe 2 17.0 1.12 2.12
Mn (x) 2 16.5 1.13 2.14
Zn 2 13.2 122 2.30
Cd 2 927 1.37 2.59
Hg (78 K) 2 8.65 1.40 2.65
Al 3 18.1 1.10 2.07
Ga 3 154 1.16 2.19
In 3 11.5 1.27 241
TI 3 10.5 1.31 2.48
Sn 4 i4.8 1.17 2.20
Pb 4 13.2 1.22 2.30
Bi ) 14.1 1.19 2.25
Ch 8 16 5 113 214



Modelo de Sommerfeld

Para un gas de N, electrones :

Si despreciamos la interaccion e-e, resolvemos el problema de 1 e

h? (Ui' 0?0

O T 0.2 T ”,1, ) 1(ri) — E""'(Ti\]

21 Dy;

y llenamos los niveles de energia con los N_ electrones



Ej.: 1D

Hip,, =

hZ d*y,

2m

dx?

Condiciones de contorno

e (277
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Model potential
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n=1,2,...
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———Energy levels
Wavefunctions,
- ) relative scale
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Numeros cuanticos: n=1, 2, 3, 4,....
S=+1/29'1/2 (Tal«)

Lleno los niveles con los N_ electrones



Ej.: N, =6

Electron Electron
n my occupancy n my occupancy
1 ? 1 3 1 1
1 ) 1 3 d 1
2 1 1 4 1 0
2 ! 1 4 } 0
n.: n correspondiente al ultimo nivel ocupado n,=3

en un cristal

En general, si N es par se tiene: n, = N/2 N ~1033

Definimos la Energia de Fermi como la energia del altimo

nivel ocupado
e — ﬁz (np'n')z_ ﬁ2 (I\J‘i"l')2
“om \ L/ om\orL

La energia de Fermi es funcion de N/L (densidad electronica)



Para el gas en 3D

o hem? . 2 1, 2 n. 2] 193
L= Q'H.i'_e _[_i -+ _[.-y -+ _[.z n=1,z,5,..

h? —
= = 3m%n)?/3
F 2_}”‘3 { : E}

Estas condiciones de contorno no son adecuadas para estudiar
las propiedades de bulk de un material



Condiciones periodicas de contorno (Born-von Karman)

B 2, _ i 0? i 0? N
Q.Jrnevi {,"-'(T"E-) — 2'”3-9 (U;I-‘g Uy? UEE L_-.-(T’z\,] — = L_-.-(T’z)
wix, v,z + L) = Yix. v 2),
- wix, vy + L.2) = ¢(x. v, 2)
Z Yix + L.y, 2) = Yix v o)
LX
LX
| { ) 1 k-
i : Ppl\Tr) = ——¢
Las soluciones son: Pl Vit
Rk i 2 2 2
kT o T (e +hy £ 2)



1 = . .
% Las funciones de onda () = —=e'®" son autofunciones

A
del operador momento
h O h
E} — Sl p— —v
1 Or 1
Poseen momento lineal definido P = hk.
Valores posibles de k ? Wix + L,y 2) = yixy. o)
e1jtc-_f,fui':,I _ IELl.i’a',_L,.Ji':”_L,. _ el'ﬁ"ﬁ‘[‘ﬁ -1
27 27 27 n
b = —n, . Fyy = —11q . k. = —n. i
© L, " L, " L. entero
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: 27.2
Para N_ electrones hekg Energia de

: Fermi
2Me
L ﬁ-k‘F Velocidad de
11'_" = — :
Me Fermi
nT 3
. _,'_,IL‘I'E . kF
V 32
R
= —(37%n)%

2Me



ﬁ? kE h?

- 2m. 214

(kI +k.+ kD) =¢

F

superficie en el espacio k (estera)

Fermi surface,
at energy

Separa los estaavs
ocupados de los
vaclos



Electron
concentration,
Metal in ecm™*
Li 4.70 x 10%
Na 2.65
K 1.40
Rb 1.15
Cs 0.91
Cu 8.45
Ag 5.85
Au 5.90
Be 24.2
Mg 8.60
Ca 4.60
Sr 3.56
Ba 3.20
Zn 13.1¢
Cd 0.28
Al 18.06
Ga 15.30
In 11.49
FPb 13.20

Sn(w) 14.48

Radius®
parameter

Ts

3.25
3.93
4.86
5.20
5.63
2.67
3.02
3.01

1.88
2.65
3.27
3.56
3.69
2.31
2.59

2.07
2.19
2.4]

2.30
2.23

Fermi
wavevector,
in em™!

1.11 % 108

0.92
0.75
0.70
0.64
1.36
1.20
1.20

1.93
1.37
1.11
1.02
0.98
1.57
1.40

1.75
1.65
1.50

1.57
1.62

Fermi
velocity,

in cm s}

1.29 x 108
1.07
0.86
0.81
0.75
1.57
1.39
1.39

2.23
1.58
1.28
1.18
1.13
1.82
1.62

2.02
1.91
1.74

1.82
1.88

21 - Xeo

Fermi
energy,
ineV

4,72
3.23
2.12
1.85
1.58
7.00
5.48
5.51

14.14
7.13
4.68
3.85
3.65
9.39
7.46

11.63
10.35
8.60

9.37
10.03

Fermi
temperature
Tr = eplk,

in deg K

5.48 x 104
3.75
2.46
2.15
1.83
8.12
6.36
6.39

16.41
8.27
5.43
4.58
4.24

10.90
8.66

13.49
12.01
9.98

10.87
11.64

[ I HSUP ) VSIS [ J S, PP



La energia total del estado fundamental del gas es:

21.2
b T Tﬁh P L,

< 2m.
k| < o k| <kg '

Para una muestra macroscopica, los valores permitidos de k
llenan densamente el espacio

EZ . [ P / de densidad de estados

g(k) g(E)
) (B A B E) 18 () 3d
1d 2d
2nL2m
INE h? AN
VE




| (27/L)>

M S W N - Volumen del espacio k

asociado a cada estado

El numero de estados que contiene una region
de volumen € es:
: Densidad de
Q QV | . I

- = o3 > 5 estados en el
-m, L)" 8 8n”  espacio k




2m : -~ (2m)3

Para el gas de electrones en 3D:

9 _ ﬁ_E .I-EEE
g(e)de = PISE Arck? dk £ =

2m,,



. (€)= L (2me 3/2
Se obtiene: gl&) = o ( 5 ) VE

h
S IDJLLELE s
k|<kp © \kz\<kp
Ep

Ey=V g(e)ede

0

kg
21.2 21.2 21.2
Ey =2 v / WK q =9 R g2 dle = Vthk

27)3 2Me 27)3 2Me 572 2me
- ( )IklgkzF 2"
3 3 N k3
No_ai VR, N K
2 3 (2m)3 677 V 3
N 2/3 3 W2k 3

(371— ?’Le) EO — Ne — _EFNe

EF — —
K Qme 2me 5 2me 5)



Susceptibilidad de Pauli

Al aplicar un campo magneético al gas, los niveles de energia

que estaban degenerados en spin se splitean

1 _
Eko = €k — 39eBBO 0= =1
1
T €ko = €k — 59c1BDB | €ko
B#0 |
/:

>

55 PT(g)

mjf“

Py (¢)

PT(S)

«

P, (€)



M = 3gepp (ng —n)) np TNy = MNe

”Tl—/PH(E) de = --\ ---------- / —

Extremos de
integracion

M = 4geMBBP(5F) 7 ""',uBB
K

P, (€) e Py (8)

Recordando que B = g H

Xp = %MO(QeMBVP(EF) Pauli susceptibility

1o (gepin)?
Ak Te

vo = Sn tolgens)® 3
P S e e 9 e




Calor especifico de metales
La energia interna de un gas clasico de N electrones es:
UT)=3/2NKT (1/2 KT por grado de libertad)

C, (clas) =0E/0T =3/2 N K
Si N =N, (6.023 10%), el calor especifico molar es:

C, (clas)=3/2N, K=3/2R

Este término deberia sumarse a la contribucion proveniente de
las vibraciones de la red. El C, de un metal monoatomico a
temperatura ambiente seria

C,=32R+3R=92R



Contribucion de los fonones (aisladores)

cy/3R

A bajas temperaturas
C. =aT
C/T=aT?

cy/T, mlimol - grado*

400 500

Diamante

600

700 B0O0 900 1000
'['emperagura, L
6,0 —
/Cb
wie]
4,0 u‘ﬂ
i
0//°
2,0 _ // KCl
00
P
. '000 :
, d}:
0
0 10 is - 20 .




En un metal ? C,=C, (fonones) +3/2R ?
T=T,, — C,=3R+32R=92R?

]
30 : } | I L
Presién constante ‘_____d__._..--'__,...--'
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25 e — ---3R
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Cy (cal mole—! °K-1)

7 1T T T T T T 1T T 1T T T 1

°[ Cmﬂ—x{.:,"“ﬂ'%ﬁ;ﬂnxﬂ*ﬂ“”ﬁ S Ut « Lon s ¥ vy

- fﬁﬁﬂﬂ. —_—

4 |— éﬂ‘g —
+ Al

3= ég] o CaF, =
A Cu

2 v KCI =

. ¢ NaCl

x Pb

1 0 Zn —

NN PN N NN SN N TR SN NN N (N S
0 02 04 06 08 10 12 1416 18 20 22 24 .26 28

T/0p

La contribucion de los electrones de conduccion al calor
especifico de un metal es pequena a temperatura ambiente,
comparada con la contribucion proveniente de las vibraciones

de la red (fonones)



A muy bajas temperaturas :

C,IT
o
(Tmol™" K<)
1 ECl
e
~T(K)




Tratamiento cuantico - Gas de Sommertfeld

La energia total del estado fundamental del gas es -

2 21,2
B Yyhk e A2k

o 2m,
k|<kp @ |k|<kp

E(T) =——> C,=0JE/dT C()mO’ cz}lculamos la
energia interna E(T) ?

Ezngkfﬂifkaz{gﬂﬁ/*kfu5 Jdk =V / -fo(<)p(e) de
k #

donde fole) = Distribucion de

expl(e — ) /kgT] + 1 Fermi-Dirac
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Density of orbitals, relative scale

Estimacion de la contribucion electronica al C,

N° e excitados

Vv

~ g(Ep) KT

Energia de excitacion= K T

~ g(Eg) (KT)*

CV ~ g(EF) K2 T

“
\ﬁ-—_'———

1 0F 72
Var gp(EF)k%T

Energy, e — (_’je] —



Se muestra que para un gas de electrones en 3D :

N 3n

E ju— - j—
8(Ee) 2 E, 2K T,

C.~ g(E)K2T=32nKT/T,

C/(clas) = 32nK T=Tamb

S =TT, =107
C (clas)

La contribucion de los electrones de conduccion al calor
especifico de un metal a' T, es ~1% del valor clasico

amb



3 HEEEE il
'Eq 1,2 lf‘ua_ﬁ_.ﬂ..ﬂ-ﬂ"
Para un metal a I e
bajas temperaturas  ° e
DE 2 4 6 a 10 12 1
j | (| S | -
C,=Ce)+Cph)
=yT+aT L.t
: __D.nﬂ"D‘ﬂ Flata
= 1u£.ﬂ_,u€?___ & 1 1 1 |
OD F) 4 _ 4] “B_ ml: 12 _;4
_ 7 L
C,/T=y+aT o A
Y
vy es proporcional a | [ e
B — _,E-"ML ‘ Oro
g(Er) T



Table 2 Experimental and free electron values of electronic heat

Li Be capacity constant ¥ of metals B c N
é?ig gégO (From compilations kindly furnished by N. Phillips and N. Pearlman. The Vi | D

»18 fo0.3a | thermal effective mass is defined by Eq. (38).

Na Mg

1.38 1.8 Observed v m mJ mol~" K™=.
‘1,054 |‘0:56% on y TR ol K= T

1.26 | 1.3 ree electron 'y)

K Ca Sc Ti Vv Cr Mn(y)| Fe Co Zn Ga Ge |[As
208 129 10.7 9.26 140 } 9.20 473 0.64 O 596 0.19
1668 ) T5II) T Bt e Bomasd il i | O7s3 [T T
125 | 1.9 0.85 (0.58

= -

Rb Sr Y Zr Nb Mo Te Ru Rh Pd Ag Cd” {In Sn w | Sb
2.41 3.6 10.2 2.80 779 120 — 3.3 49 942 | 0.646 | 0688 | 1.69 1.78 ]10.11
1'911 L 790 wiiFan .z- i m 4 i - &s; b 5;., SR .m»};:f" . peﬂ' s.w 0.:"9:1' 8~ 1'233 1'41:;0 A
1.26 | 2.0 1.00 073 §1.37 |1.26

Cs Ba Au Hg(a)

3.20 2.7 0.729 1 79 3

2238 11,937 0,642 110,957 | 1.2

1.43 1.4 1.14 1.88
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