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Resumen

En esta tesis se desarrollan y se extienden herramientas de analisis y di-
seno de sistemas de control con perturbaciones. Un problema central del es-
tudio de estos sistemas es garantizar la estabilidad de los puntos de equilibrio,
lo que en presencia de ciertos tipos de perturbaciones no puede lograrse, por
lo que se busca asegurar la convergencia de las trayectorias del sistema a
ciertas regiones acotadas denominadas cotas finales. Estas regiones, si son
calculadas de cierta forma, resultan ademas conjuntos invariantes. Cuando las
perturbaciones no son acotadas, como en el caso del ruido blanco Gaussiano,
estos conjuntos (cotas finales e invariantes) en general no existen, lo que mo-
tivé recientemente el desarrollo de los conceptos de cota final probabilistica
(PUB- Probabilistic Ultimate Bound) y conjunto invariante probabilistico (PIS-
Probabilistic Invariant Set).

Esta tesis entonces propone utilizar estos conceptos novedosos y en torno
a los mismos desarrollar tanto técnicas de disefio de control como estrate-
gias de deteccion de fallas y de reconfiguracién de controladores frente a las
mismas, garantizando en todos los casos la existencia de cotas finales pro-
babilisticas. Ademas, se extienden las nociones de PUB y PIS para sistemas
no lineales y se desarrollan herramientas de caracterizacion de los mismos y
técnicas de diseno de control no lineal con garantias de cota final probabilisti-
ca.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion y estado del arte

Cuando se trabaja con sistemas dinamicos continuos, el estudio cualitativo
es, en muchos casos, la Unica herramienta con la que se cuenta para tener
algun conocimiento acerca de sus trayectorias. Esto no es un inconveniente
ya que, en ciertas ocasiones, suele ser mas Util conocer el comportamiento de
las soluciones alrededor de algin punto de equilibrio que tener una expresion
explicita de las mismas.

Una caracteristica cualitativa importante de los sistemas dinamicos es su
estabilidad, la cual esta relacionada directamente con el comportamiento de
las trayectorias del sistema cuando su estado inicial se encuentra cerca de un
equilibrio.

La estabilidad es importante pues pueden aparecer perturbaciones que
afecten al sistema y tiendan a separarlo del equilibrio, si el sistema es estable
los efectos de estas alteraciones seran acotados.

Varias situaciones y procesos de la vida real modelados por sistemas
dinamicos incluyen los efectos de perturbaciones, es decir, de acciones exter-
nas que modifican su estado estacionario. Estas modificaciones pueden de-
berse a errores de modelado, parametros desconocidos, incertidumbre en la
dindmica, etc.. Estos efectos sobre el sistema deben tenerse en cuenta si se
quiere contar con un analisis realista del mismo.

También es muy importante dentro del estudio de sistemas dinamicos, la
teoria de control, la cual permite, mediante la manipulacion de las entradas,
conseguir un comportamiento deseado del sistema en estudio, por ejemplo,
mantener su estabilidad frente a distintas perturbaciones o si ocurriera alguna
falla en su funcionamiento.

El disefio y analisis de sistemas de control bajo hipotesis realistas debe
tener en cuenta los distintos efectos de las perturbaciones sobre el desempeno
del sistema a lazo cerrado. La principal motivacion de esta tesis es contribuir en
la construccion de una nueva teoria para dichos sistemas de control que brinde



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

herramientas mas simples y eficientes que las existentes en la actualidad.

En general, el valor exacto de una variable de perturbacién es descono-
cido, pero es usual que se disponga de una cota para la misma. Esta cota
muchas veces depende del valor de los estados del sistema, y en algunos ca-
sos la cota tiende a cero cuando el estado se aproxima a un punto de equilibrio
(en este caso se habla de perturbaciones evanescentes [20]). En otros casos,
como por ejemplo en presencia de efectos de cuantificacion en convertidores
analogico/digital y digital/analogico [22], senales de perturbacién desconoci-
das [43], dinamica no modelada [38], limitaciones de la tasa de transmisién en
sistemas de control distribuido [55, 56], errores en métodos numéricos [23],
etc., las perturbaciones pueden no desaparecer cuando el estado se aproxima
a un punto de equilibrio.

En presencia de perturbaciones no evanescentes, la estabilidad asintética
de los puntos de equilibrio no es posible en general. Dos nociones que juegan
un rol fundamental en diversos problemas de la teoria de control asociados a
la presencia de este tipo de perturbaciones son los conceptos de cota final e
invariancia.

Una cota final es una region acotada en torno al punto de equilibrio en
la cual las trayectorias de un sistema quedan confinadas a partir de cierto
instante de tiempo [6, 20]. La cota final puede verse como una medida del
desempeno de un sistema perturbado en estado estacionario. Particularmen-
te, una cota final pequena, puede asociarse con una buena “atenuacion” de
los efectos de las perturbaciones.

El procedimiento clasico para estimar la cota final de un sistema se basa
en el uso de funciones de Lyapunov [20]. Otro enfoque muy relacionado al
de Lyapunov se basa en las propiedades de Estabilidad Entrada-Estado de
los sistemas con perturbaciones [49]. Por esto, la mayor parte de los métodos
de analisis y disefio de control en sistemas perturbados utilizan el analisis de
Lyapunov como herramienta basica [2, 54, 8, 38]. El problema de este enfo-
gue, ademas de la dificultad de encontrar una funcién de Lyapunov adecuada,
es que las cotas estimadas suelen ser excesivamente conservadoras. Esto
se debe a que la metodologia genérica del andlisis conlleva la pérdida de la
estructura del sistema y de la perturbacion.

Una alternativa para estimar la cota final de sistemas perturbados sin re-
currir al analisis de Lyapunov fue presentada en [24]. La idea basica de este
nuevo enfoque es la de analizar el problema en las coordenadas modales, lle-
gando a una expresion de la cota final por componentes que es funcién de los
autovalores y autovectores del sistema. En muchos casos, esta expresion es
significativamente menos conservadora que expresiones analogas obtenidas
del analisis de Lyapunov.

Este enfoque de andlisis en coordenadas modales, originalmente concebi-
do para sistemas lineales y estacionarios en tiempo continuo con perturbacio-
nes acotadas independientemente del estado, fue posteriormente extendido.
En [26] se consideran perturbaciones dependientes del estado, sistemas no
lineales y sistemas de tiempo discreto, también se demuestra que las cotas
finales estimadas a su vez definen conjuntos invariantes.
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En base a estos resultados, se propuso una metodologia sistematica de
estimacion de cota final en sistemas muestreados con cuantificacion [17] y se
desarroll6 una metodologia de disefo de control para garantizar una cota final
predefinida [27], considerando también disefio robusto no lineal [25].

Un area de la teoria de control de gran importancia en la cual se aplican
los conceptos de cota final y conjuntos invariantes es el analisis y disefio de
sistemas de control tolerantes a fallas. Cuando ocurren fallas en alguno de
los componentes de un sistema, el desempeno del mismo normalmente se
deteriora e incluso puede llegar a haber consecuencias graves. La deteccién
temprana de fallas en el funcionamiento del sistema, y el diagnéstico correcto
de su origen, son criticos para tomar las medidas necesarias para acomodar,
o reconfigurar, el sistema con vistas a adaptarse a la nueva situacion.

Desde la introduccion de las primeras técnicas de diagnostico de fallas en
la década de 1970, se han propuesto muchas metodologias de deteccién e
identificacion de fallas que pueden consultarse, por ejemplo, [12, 39, 3, 5, 14].
Gran parte de estas técnicas estan basadas en el uso de observadores, los
cuales generan sefnales (comunmente llamadas ‘residuos’) que actdan como
indicadores de la presencia de fallas. En operacion sin fallas, los residuos nor-
malmente tienen valores pequenos causados por perturbaciones y otros tipos
de incertidumbres. Cuando ocurre una falla, los valores de los residuos crecen
y la falla es detectada si se supera cierto “umbral” que se determina previa-
mente en base a ciertas hipotesis sobre el sistema y senales externas.

Otra metodologia de diagnéstico de fallas se basa en verificar durante la
operacion del sistema la “pertenencia” de los residuos a determinados “con-
juntos”. Un método que utiliza los conceptos de conjuntos invariantes y cotas
finales fue desarrollado en [7] y es la base del trabajo sobre control toleran-
te a fallas presentado en el Capitulo 5 de esta Tesis. La caracteristica mas
novedosa de este método es la posibilidad de proveer garantias de detec-
cion y diagnostico, ya que los residuos (u otras senales de interés) convergen
a estos conjuntos y permanecen en ellos indefinidamente si no hay cambios
en la situacion de fallas. Otros trabajos que explotan las caracteristicas de
invariancia de los conjuntos estimados mediante descomposicion modal pa-
ra desarrollar técnicas de deteccion y disefo de control tolerante a fallas son
[48, 13, 37, 46, 44, 45, 47].

Uno de los objetivos de esta Tesis es desarrollar técnicas de diseno y esta-
blecer propiedades para sistemas pertubados que estan bajo la influencia de
ruido blanco Gaussiano, lo que lleva a considerar modelos de ecuaciones dife-
renciales estocasticas. En la literatura, hay varios tipos de resultados de esta-
bilidad para sistemas estocasticos dependiendo de la nocion de convergencia
estocastica que se esté utilizando. Por ejemplo, en los trabajos [53, 32, 33, 52]
se consideran la estabilidad (asintética) en probabilidad, la estabilidad casi
segura (asintotica) y la estabilidad del p-ésimo momento (asintético). Sin em-
bargo, todas estas nociones requieren que el efecto del ruido sobre el conjunto
de equilibrios se desvanezca o, al menos, disminuya con el tiempo, es decir,
solo son aplicables en presencia de perturbaciones evanescentes.

Al igual que para sistemas deterministicos, cuando las perturbaciones son
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no evanescentes, las técnicas de Lyapunov son ampliamente utilizadas en el
diseno de controles que permitan estabilizar los sistemas estocasticos. En este
contexto, existe un concepto denominado Noise to State Stability [10, 11] que
recientemente fue utilizado para acotar la covarianza de una funcién de Lyapu-
nov de los estados [34, 35]. Otro resultado relacionado a sistemas no lineales
con perturbaciones estocasticas no evanescentes es el control por realimen-
tacion estocastica exacta, cuyos principales lineamientos pueden encontrarse
en [51].

Un problema central es que el ruido blanco Gaussiano es no acotado, por
lo que no se pueden garantizar cotas finales ni invariantes en el sentido clasi-
co. Esto fue subsanado recientemente con el desarrollo de los conceptos de
Cota Final Probabilistica’y Conjunto Invariante Probabilistico [29, 30]. Una co-
ta final probabilistica es un conjunto hacia el cual el estado converge y per-
manece con cierta probabilidad (de manera andloga se definen los conjuntos
invariantes probabilisticos). Estos nuevos conceptos constituyen la contrapar-
te estocéastica de los anteriores y la metodologia de andlisis en coordenadas
modales se aplica de manera natural.

Esta tesis presenta una continuacion del desarrollo de la teoria sobre cota
final probabilistica, extendiéndola a sistemas no lineales, y amplia su aplica-
cién a problemas de disefio de control con garantia de cota final (tanto para el
caso lineal como para el caso no lineal via linealizacién exacta) y de diagnésti-
co de fallas con reconfiguracion.

1.2. Organizacion de la Tesis

Este primer capitulo presenta un breve analisis del estado del arte y un
resumen del trabajo realizado. En el capitulo 2 se describen algunos conceptos
basicos relacionados al tema de estudio y los resultados previos que permiten
contextualizar el trabajo realizado en esta Tesis.

El capitulo 3 presenta una técnica de disefno de control que garantiza la
existencia de una cota final probabilistica para las trayectorias del sistema.

Los resultados previos respecto de PUB y PIS en el capitulo anterior son
validos para sistemas lineales. En el capitulo 4 se extienden los conceptos de
cota final probabilistica y conjunto invariante probabilistico para sistemas es-
tocasticos no lineales, dando férmulas que permiten caracterizar dichos con-
juntos. También se presenta una estrategia de disefio de un control mediante
linealizacion exacta que asegura la existencia de una cota final probabilistica
para sistemas no lineales alineados con la entrada.

A lo largo del capitulo 5 se desarrolla una de las contribuciones centrales
de esta Tesis, el diagndstico de fallas en base a conjuntos probabilisticos. Los
métodos de diagnostico de fallas por conjuntos se basan en evaluar la perte-
nencia de ciertas variables (denominadas residuos) a determinados conjuntos,
que en general se calculan como invariantes o cotas finales. Una limitacion
de las técnicas usuales de deteccion es que requieren que las perturbacio-
nes sean acotadas dejando afuera, por ejemplo, al ruido blanco Gaussiano.
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Motivados por este hecho se plante6 un esquema de diagndstico que permite
detectar la ocurrencia de fallas en el sistema filtrando las funciones indicatrices
de las cotas finales probabilisticas asociadas a los residuos. Una vez realizada
la deteccion es necesario reconfigurar el sistema para que siga operando aun
en presencia de fallas, para ello se presenta una estrategia de reconfiguracién.

Finalmente, el Ultimo capitulo presenta las conclusiones generales de la
Tesis y los lineamientos de futuros trabajos.

1.3. Contribuciones originales

A partir del capitulo 3 en adelante los resultados presentados son origina-
les. La principal contribucién es la extensién a sistemas con perturbaciones
estocasticas de las herramientas de descomposicion modal desarrolladas en
[26, 25] tanto para sistemas lineales como no lineales utilizando como base los
conceptos de PUB y PIS presentados en [29, 30]. En este sentido, se propor-
ciona un diseno de control que garantiza una cota final deseada para sistemas
lineales (Capitulo 3) y se establecen formulas para caracterizar los conjuntos
probabilisticos para sistemas no lineales que se basan en la existencia de una
funcioén del tipo Lyapunov (Capitulo 4).

Po otro lado, se consiguié ampliar el campo de aplicacion de los sistemas
de control tolerantes a fallas al caso de perturbaciones no acotadas mediante
una técnica de deteccién de fallas que explota la pertenencia de ciertos resi-
duos a determinados PUBs calculados en funcién de la falla que pueda ocurrir.

1.4. Publicaciones

Parte de los resultados incluidos en esta Tesis ya fueron publicados en re-
vistas y en memorias de conferencias, mientras que el resto estan bajo revision
en segunda instancia o forman parte de un articulo en preparacion.

El primer resultado publicado se refiere al disefio de un control que garan-
tiza la existencia de una cota final probabilistica para sistemas con una sola
entrada, éste fue incluido en actas de un congreso de caracter internacional,
[28] y, su generalizacién para sistemas con multiples entradas forma parte de
una revista internacional, [31].

Posteriormente, los primeros trabajos sobre deteccién de fallas basada en
conjuntos PUB se publicaron en actas de un congreso local, [40], y luego fue-
ron incluidos en una revista indexada, [41]. Estos resultados sélo tienen en
cuenta el diagnostico y deteccion de fallas sin reconfiguracion. Un esquema
completo que permita reconfigurar el control una vez detectada la falla fue pre-
sentado, y se encuentra en la segunda ronda de revision, en la revista ISA
Transactions.

Los resultados referidos a control no lineal con garantia de cota final forman
parte de un articulo en preparacioén que proximamente sera enviado para su
revision.
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Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo retine las definiciones y resultados mas relevantes existentes
en la literatura actual del tema de estudio, necesarios para permitir una lectu-
ra lo mas autocontenida posible de esta tesis. Comenzamos presentando los
sistemas dinamicos perturbados y sus principales caracteristicas referidas a
estabilidad (segun Lyapunov). Introducimos el concepto de cota final y como
se utilizan las conocidas técnicas de Lyapunov para estimar dicha cota. Las
definiciones y resultados fueron extraidos de [20]. Luego, en las secciones
2.2y 2.3, presentamos los resultados desarrollados en [24] y [26] acerca de
un método alternativo para estimar cotas finales para sistemas lineales inva-
riantes en el tiempo que permite, ademas, disefar un control que garantiza la
existencia de tales cotas. La seccion siguiente presenta un control con garantia
de cota final para el caso de sistemas no lineales, el diseno para este control
se basa en la linealizacién exacta, los detalles pueden consultarse en [25]. En
la seccién 2.5 se muestra la aplicacion del concepto de cota final para la de-
teccion de fallas para sistemas continuos lineales e invariantes en el tiempo,
existen varios articulos referidos a este tema para el caso determinista, aqui
seguimos el desarrollo realizado en [7], el cual fue la base de nuestro trabajo
para el caso probabilistico. Finalmente, la Ultima seccién presenta el concepto
de cota final probabilistica, a partir del cual surgieron los resultados originales
de esta tesis.

2.1. Sistemas con perturbaciones

Consideremos el sistema

&= f(t,x) +g(t,x) (2.1)
donde f : [0,00)xD — R™y g : [0,00)x D — R™ son seccionalmente continuas
en t y localmente Lipschitz en « en [0,00) x D,y D C R™ es un dominio que
contiene al origen 2 = 0. Pensamos a (2.1) como una perturbacién del sistema
nominal
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i = f(t,x) (2.2)

El témino de perturbacion ¢(t, z) puede provenir de errores de modelado, en-
vejecimiento, incertidumbres en la dindmica, etc.. En general, no conocemos
el término g(t, z) pero si tenemos alguna informacion sobre él, como por ejem-
plo una cota superior de ||¢(t, z)||. La representacion aditiva de la perturbacion
en (2.1) modela, por ejemplo, perturbaciones que no modifican el orden del
sistema.

2.1.1. Perturbaciones evanescentes y no evanescentes

Cuando la perturbacion se anula en el origen decimos que se trata de una
perturbacion evanescente, en este caso si z = 0 es un punto de equilibrio
del sistema nominal también lo es del perturbado y existen resultados que
permiten obtener informacion sobre la estabilidad del origen como punto de
equilibrio del sistema perturbado a partir del conocimiento de estabilidad del
origen como punto de equilibrio del sistema original.

En el caso de las perturbaciones no evanescentes, es decir aquellas que
no se anulan en el origen, puede ocurrir que éste no sea un punto de equili-
brio del sistema perturbado (2.1) y, por lo tanto, las conclusiones que podamos
sacar sobre la estabilidad del origen para el sistema nominal no pueden tras-
ladarse directamente al sistema perturbado. Lo mas que podemos esperar es
que si el término de perturbacién g(t, z) es chico en algin sentido, entonces la
trayectoria z(t) esté finalmente acotada por una cota pequena, es decir, que
ll=(t)|| sea pequena para ¢ suficientemente grande. En lo que sigue definire-
mos el concepto de cota final, necesario cuando se trata con perturbaciones
no evanescentes.

Cota Final

Las soluciones de & = f(t, ) se dicen uniformemente finalmente acotadas
si existen una norma vectorial ||.|| y constantes positivas b y ¢, tales que, para
cada « € (0, ¢), existe una constante positiva 7 = 7(«) tal que

lz(to)|| < a=|lz@®)]| <b, VE>to+T (2.3)

Se dicen globalmente uniformemente finalmente acotadas si (2.3) vale para «
arbitrariamente grande.

La constante b en (2.3) se denomina cota final (ver Fig. 2.1). En el caso
de sistemas autbnomos no necesitamos usar el término “uniforme” ya que la
solucion depende sélo de ¢ — tg.
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=@l

«

to to+T ¢

Figura 2.1: Cota Final.

2.1.2. Estima de cota final por Lyapunov

En esta subseccion se muestra de qué manera las técnicas de Lyapu-
nov son utilizadas para estimar cotas finales. Primero se enuncian varios re-
sultados extraidos de [20] que determinan cuando un sistema de la forma
& = f(t,z) tiene trayectorias finalmente acotadas y proporcionan cotas para
dichas soluciones. Luego, se considera el caso particular de sistemas lineales
estacionarios y se realiza un andlisis basado en Lyapunov para estimar cotas
finales, los detalles de esto ultimo pueden ser consultados en [24].

Cuando se trabaja con la teoria de estabilidad de Lyapunov, unas funciones
muy utilizadas son las llamadas funciones de comparacién, que son funciones
escalares definidas de la siguiente manera:

1. Una funcion continua o : R — R es de clase K si es estrictamente cre-
ciente y a(0) = 0.

2. Una funcion g € K es de clase K., si es no acotada.

3. Una funcion continua ¢ : R x R — R es de clase KL si, para cada
t > 0 fijo, u(.,t) € K, y para cada s > 0 fijo, u(s,.) es decreciente y
limy o0 pi(s,t) = 0.

Esta clase de funciones definen cotas finales, como se prueba en el si-
guiente teorema “estilo Lyapunov” y en sus corolarios.

Teorema 2.1. (Solucion finalmente acotada) . Sea D C R™ un dominio que
contiene al origen y sea f : [0,00) x D — R"™ seccionalmente continua ent y
localmente Lipschitzen z. SeaV : [0,00) x D — R una funcién continuamente
diferenciable tal que

Wi(e) < V(t,2) < Wale) @4)
O O (t) < W), Vel 2 > 0 @5)

YVt > 0, Yz € D, donde W;(x) son funciones continuas definidas positivas en
D. Tomemos r > 0 tal que B, C D y supongamos que p. es lo suficientemente
pequena tal que

n £ max Wa(x) < min Wy (x)
llzll<p llzll=r
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Tomemos p tal que n < p < minj,—, Wi(z). Entonces, existe un tiempo fi-
nito t, (dependiente de x(ty) y 1) y una funcion §(.,.) de clase KL tales que
Va(to) € {x € B, : Wa(x) < p}, las soluciones de & = f(t,x) satisfacen

[N < Bz (o)l t = to), Vto <t <ty (2.6)

z(t) € {z € B, : Wi(x) <n},Vt >t (2.7)
Mas aun, si D = R™ y Wi (x) es radialmente no acotada, entonces (2.6) y
(2.7) valen para todo estado inicial x(ty) y todo p.

Corolario 2.1. (Cota final). Bajo las hipdtesis del Teorema 2.1, sean a1 (.) y
as(.) funciones clase K definidas en [0, r] tales que

ar([|zl]) < Wi(z) y Wa(z) < as(|z]]), Vo € D.

Supongamos que i < oy (a1 (r)) y ||z(to)|| < as (a1 (r)). Entonces, las solu-
ciones de = = f(t,z) estan uniformemente finalmente acotadas con cota final
ai (aa(p).

Corolario 2.2. Bajo las hipotesis del Corolario 2.1, las soluciones de & =
f(t,z) satisfacen

[l < B(llz(to)ll ,t — to) + a7 * (a2 ()

Corolario 2.3. Supongamos que las hipdtesis del Teorema 2.1 se satisfacen
con
Wi(z) = ky [l2]|°, Wa(z) < ke [|l2]|°, Wa(2) = ks [[z]°

para ciertas constantes positivas k; y c. Supongamos ademas que p <
(k1 /k2)Y ¢ y || (to)|| < r(ki/k2)'/¢. Entonces, (2.6) y (2.7) toman la forma

z(t)]] < K la(to)||e 7). Vig <t <ty
lz(t)]| < pk, Yt >t

donde k = (ko /k1)Y/¢ y v = k3/(kzc).

Es importante notar que la cota final obtenida en el Corolario 2.1 es una
funcioén clase K de p, porque cuanto mas chico sea u, mas chica va a ser la
cota final. Cuando i — 0, la cota final también tiende a cero. Otro resultado
importante que proporciona una condicion suficiente para tener una solucion
uniformemente finalmente acotada se enuncia en el siguiente lema.

Lema 2.1. Seat = f(t,z), donde x(t) € R™, y supongamos que existen /3, b
€ R, 7 € R, y una matriz no singular Ve C"*" tal que

V= la(to)] 2 B = [a(t)] 2b, VE=to+7

Entonces, las soluciones de & = f(t,x) son uniformemente finalmente acota-
das.
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Cota final por Lyapunov en sistemas lineales y estacionarios

Consideremos un sistema lineal invariante en el tiempo (LTI-Linear Time-
Invariant) nominal:

#(t) = f(t,z) = Az(t) + Bul(t) (2.8)

donde A € R™*™ es una matriz Hurwitz, v € R™ y B € R"*"™, El obje-
tivo ahora es estudiar los efectos de perturbaciones acotadas y entradas del
sistema (2.8) y estimar la cota final para el sistema perturbado.

Ya mencionamos que una de las consecuencias mas importantes de la pre-
sencia de perturbaciones no evanescentes es la desaparicion de la estabilidad
asintética dejando lugar a la acotacién final de las soluciones.

El problema principal es entonces estimar una relacion cuantitativa entre la
cota de las perturbaciones y la cota final resultante.

Vamos a suponer que el origen es un punto de equilibrio asintéticamente
estable del sistema no perturbado (2.8) y que la entrada u es constante.

Debido a la linealidad y sin pérdida de generalidad podemos suponer que
u(t) = 0. Luego, en presencia de perturbaciones generales de entrada y de
estado, el sistema (2.8) puede escribirse como

#(t) = A(z(t) + Azx(t)) + BAu(t) (2.9)
Se asumira que las componentes de la perturbacién satisfacen:

|Az;(t)| < ATpmaz;, 1 <i<n (2.10)

|Au;(t)] < Atimaz;, 1 <5 <m (2.11)

donde AZyaz, Y Aumas,; SON CcONstantes no negativas.

Para simplificar las ecuaciones que siguen, vamos a introducir una nueva
notacion que utilizaremos desde ahora y a lo largo de toda la tesis:

Notacion 2.1. E/ simbolo |.| indicara el médulo por componentes de una
matriz o vector. Si T' es una matriz con componentes Ty 1,--- , T, m, luego
|T'| sera una nueva matriz de la misma dimension que T con componentes
|T1-,1|7 T |Tn-,m|'

Para vectores z, y de la misma dimension, la expresion x < y (x < y)
implica que z; < y; (x; < y;) para cada componente de = e y. Analogamente
se define z = y (x = y) y en el caso cuando z, y son matrices. Notar que = £ y
no necesariamente implica que = > y.

De acuerdo a estas definiciones, las siguientes propiedades se satisfacen:

|z +yl 2|l + [yl |T - 2 2T - |,

o[ = [yl = [T || 2 [T - [=]. (2.12)
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Utilizando estas notaciones, las desigualdades (2.10) y (2.11) pueden re-
escribirse como
|Az(t)] 2 AZmas (2.13)

|[Au(t)] = Atmax (2.14)

De acuerdo a esto, el problema es encontrar una cota final para el sistema
(2.9) donde las perturbaciones satisfacen (2.13) y (2.14).

Para hallar dicha cota vamos a realizar un andlisis basado en Lyapunov,
dicho analisis seré hecho considerando norma /4, ', el mismo andlisis puede
hacerse considerando la norma /.. 2.

Sea, entonces, U(r) = 27 Px donde P = PT > 0 (es decir U es definida
positiva) satisface

ATP+PA=-Q (2.15)

con Q = Q7 > 0. Luego,
U(zx) = i Pz + 2T Pz
= [A(z 4+ Azx) + BAu|" Pz + 27 P[A(x + Az) + BAu]

y, haciendo cuentas, resulta

Uz) = 27 Qx + 22T PAAz + 22T PBAu (2.16)
Los dos Ultimos términos pueden ser acotados de la siguiente manera:
e PAAL < 2 || | PA| [ AZmas | (2.17)

v" PBAu < 2 ||| PB| | Attae | (2.18)

Hasta aqui el analisis es el mismo para ambas normas. Ahora, continuare-
mos considerando las propiedades particulares de la norma /.
Para la norma ¢, vale que

2" Qx > 23 Amin(Q) (2.19)
Luego, si
2
lzlly = p £ %(HPAHQ [AZmazlly + 1PBlly | Atmaz ) (2.20)
Amin(Q)
resulta de (2.17) y (2.18) que

2T Qx> ||£CH§ Anin(Q) > 22T PAAz 4 227 PBAw

n
"Dado un vector = € R™, la norma ¢2, 0 norma euclidea, se define como ||z||2 = Z ;|2
i=1

2Dado un vector = € R™, la norma £ se define como ||z||cc = 1r<n;i<x |4
sSi1sn
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y de (2.16) se tiene que .
U(x) <0
Sea
c2 max U(z) = p*Amaz(P) (2.21)

lzll,=p
Luego, puede asegurarse que las trayectorias finalizaran dentro de la su-
perficie de nivel dada por

U(z) = ¢ = p*Mnaz(P)
y la cota final sera ps tal que

min  U(x) = p*Amin(P) = ¢
llzlly=p2

esto es

_°
Utilizando (2.21) y (2.20) en la dltima ecuacion se llega a la cota final

H2 =

Amaz(P) 2

El andlisis en norma /., es casi idéntico al de norma ¢». La Unica diferencia
es que la cota inferior dada por (2.19) no es valida en norma ¢, (ver [24]).

M2 = (”PAHQ ||Axmaw|‘2 + HPBHQ HAumawHQ)

Hasta aqui se resumieron los resultados que permiten estimar cotas fina-
les utilizando el analisis de Lyapunov, en la siguiente seccién se presenta el
enfoque alternativo que tiene en cuenta la descomposicién modal de la matriz
del estado del sistema.

2.2. Cotas finales y conjuntos invariantes por
descomposicion modal

En los ultimos anos se ha desarrollado una metodologia para estimar co-
tas finales de sistemas con perturbaciones no evanescentes que presenta un
enfoque alternativo al analisis de Lyapunov. Este método esta basado en la
utilizacion de la estructura del sistema y la geometria de las perturbaciones,
permitiendo obtener cotas finales menos conservadoras que las dadas por el
método clasico de Lyapunov. La clave de dicho enfoque es el analisis com-
ponente a componente en coordenadas modales del estado, es decir, consi-
derando la descomposicion de la matriz de estado en su forma candnica de
Jordan®.

3Recordemos que dada una matriz cuadrada A € C™*", existen una matriz J € C"*" y una
matriz P € C™*" inversible, tales que A = PJP~'. La matriz J es llamada la forma candnica de
Jordan de A, y P es llamada la matriz de cambio de base de Jordan.
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En los articulos [24] y [26] se desarrollan las caracteristicas de esta me-
todologia basada en descomposicién modal, en el primero se consideran sis-
temas lineales estacionarios en tiempo continuo con perturbaciones acotadas
independientemente del estado, mientras que en [26] se extiende dicha me-
todologia a sistemas con perturbaciones dependientes del estado, sistemas
no lineales y sistemas de tiempo discreto. En esta seccion se resumen dichos
resultados.

2.2.1. Analisis con la forma de Jordan

Comenzamos planteando la estima de una cota final usando descomposi-
cién modal para un sistema lineal de primer orden, con el objetivo de exponer el
método de manera simple. Luego, se presentan los analisis correspondientes
para sistemas lineales de orden n y para sistemas no lineales que satisfacen
cierta condicion.

Sistema lineal de primer orden
Supongamos que tenemos la ecuacion diferencial
z(t) = Aa(t) + u(t),

con A <0y |u(t)| < up, donde u,, € R. Si tenemos que

Um

>
] > .

entonces, si, ademas, x > O resultaz = Ax+u < 0,y en el caso x < 0 tenemos
que & > 0, con lo cual una vez que la solucion de la ecuacion diferencial entra

en el intervalo {—%’T, %ﬂ permanece alli para todo tiempo futuro.
Luego, |z(t)| < %T determina una region invariante y b = %’[ es una cota

final para el sistema.

Una consecuencia inmediata de este analisis es la generalizacion al caso
de un sistema de orden n cuya matriz de evolucién es una matriz diagonal. en
efecto, sea el sistema

z(t) = Ax(t) + u(t),

con z,u € R", A = diag(A1, A2, -+ ,\p), donde \; < 0, parai =1,2,---,n,y
supongamos, ademas, que
[u(t)] = um,
donde u,, € R™.
Entonces, tenemos n ecuaciones diferenciales de primer orden desacopla-
das y, realizando el razonamiento anterior para cada una de estas ecuaciones,

resulta
2(t)] AT - U
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Lo anterior puede generalizarse al caso de una ecuacién diferencial com-
pleja.

Lema 2.2. Sea
2(t) = Az(t) + v(t), (2.22)

donde ), z(t), v(t) € C y Re(\) < 0. Supongamos que existe r € RY tal que
[vt)] < v, YO<t<T
donde v,,, € R. Si|z(0)| < |Re(\)"!|v,,, entonces

lz(t)] < |Re(\) " YHom, VO<t<T

Esto significa, como vimos en lema 2.1, que las soluciones del sistema
escalar (2.22) son finalmente acotadas.

Sistemas lineales

A continuacion se exponen los resultados demostrados en [26] relaciona-
dos con la existencia de cotas finales para sistemas de la forma

#(t) = Az(t) + u(t)

donde A es una matriz cuadrada de orden n Hurwitz, no necesariamente dia-
gonalizable, y el vector de entradas esta acotado componente a componente.

Otra vez, la idea principal sera descomponer la matriz A de manera de sim-
plificar las ecuaciones y aplicar los resultados previos. No es necesario que la
matriz de evolucion sea diagonalizable para obtener una manera sencilla de
reescribirla. El Teorema de Jordan (ver nota al pie de pagina al comienzo de la
seccién) asegura que para cualquier matriz cuadrada existe una descomposi-
cién que permite escribir el sistema en una forma “casi diagonal”. Basandonos
en esta descomposicién modal se prueba que es posible estimar cotas finales
para cada componente del estado en funcion de las acotaciones de la pertur-
bacion.

Primero supongamos que la perturbacién esta acotada por constantes, es-
to nos va a permitir encontrar una regién invariante y una cota final para las
trayectorias del sistema mientras la perturbacion se mantenga acotada.

Teorema 2.2. (Cota constante) Sea
x(t) = Ax(t) + u(t), (2.23)

donde x(t), u(t) € R", y A € R"*" es una matriz Hurwitz con forma candnica
de Jordan A = V~'AV. Supongamos que existen T € R, u,, € R™ tal que

[u(®)] = wpm, YO<t<T

y definimos
S 2 |Re(A) VY (2.24)

entonces,
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(i) Invariancia. Si |V ~'x(0)| < Su,,, entonces para todo (0 <t < 7

@) |Vlz(t)| < Sup,.
(b) |z(@)| = |V|Sum.

(i) Convergencia. Si = = oo, entonces dada cualquier condicion inicial
z(0) € R™ y e € R%, existe un tiempo finito t; = t;(e,x(0)) tal que,
paratodot > ty,

@) |[V=ta(t)] = Sum +e.
(b) |z(t)] <X [V|Sum + |V]e.

El resultado anterior proporciona una estimacion de la cota final compo-
nente a componente de sistemas LTI cuando la cota de la perturbacién es
constante, es decir, cuando no depende del estado. En el préximo teorema
obtenemos, a partir del Teorema 2.2, una expresion para la cota final de sis-
temas lineales en los cuales la perturbacion se encuentra acotada por una
funcién continua que depende del estado y satisface cierta condicion de mo-
notonia.

Teorema 2.3. (Cota dependiente del estado) Sea
x(t) = Ax(t) + u(t), (2.25)

donde z(t), u(t) € R™, y A € R"*™ es una matriz Hurwitz con forma candnica
de Jordan A = V—1AV. Supongamos que

lu(®)] < d(z(t), Vt=>0 (2.26)
donde ¢ : R™ — R , es una aplicacion continua que verifica
1] = |22 = 6(21) = 6(2) (2.27)
Consideremos la aplicacion T : R™ — R'} , definida por
T(x) = |V|So(x) (2.28)

con S como en (5.38). Supongamos que existe x,, € R" tal que T(xy) < T,
Entonces,

(i) b= limy oo T*(z,,) existe y satisface 0 < b < z,,.

(i) Si|V~—1z(0)| =< Sé§(z,,) entonces, dado cualquier vector positivo e € R,
existe un tiempo finito t; = t¢(e, x,,) tal que, para todot > t¢,

(@) [V-lz(t)] < S8(b) +e
(0) [z()] 2 b+ [Vle.
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El Teorema anterior da una expresién simple para la cota final y muestra
que el conjunto {z € R : |[V~'z| < S§(x,,)} es una estimacién de la region
de atraccion para la cota final.

El problema que surge en el uso del teorema es que requiere encontrar un
punto z,, que satisfaga T'(x,,) < z,», aunque chequear esta condicién analiti-
camente puede hacerse, no se puede garantizar éxito en todos los casos. Para
solucionar este inconveniente en [26] se plantea el siguiente algoritmo numéri-
co que permite encontrar dicho punto.

Algoritmo 2.1. Considerar una aplicacion T : R™ — R} ;.
1. Elegir un escalar ¢ > 0.
2. Definir la aplicacion T.(x) = T(x) + c1,, e iterar desde = = 0.

De esta manera las hip6tesis del Teorema 2.3 son satisfechas y podemos
obtener cotas finales para sistemas LTI con perturbaciones acotadas, compo-
nente a componente, por funciones que dependen del estado.

Los resultados anteriores permiten extender para ciertos sistemas no linea-
les la estimacién de cotas finales, como puede verse en lo que sigue.

Sistemas no lineales

Consideremos ahora un sistema no lineal de la forma

#(t) = f(x(t), u(t)), (2.29)

donde f(0,0) = 0y A £ (0f/0z)|(,0) €s una matriz Hurwitz. Reescribimos
(2.29) como

@(t) = Aw(t) + [f(x(t), u(t)) — Az(t)].

Si podemos encontrar una funcion continua ¢ : R — R ;, de modo tal que
|f(z(t),u(t)) — Ax(t)| =< d(xz(t)), paratodo ¢ > 0,

y se satisfaga (2.27), entonces podemos analizar la aplicacion definida en
(2.28) y esperar que sea posible aplicar el Teorema 2.3 para estimar una cota
final y una region de atraccion.

Notemos que el sistema (2.30) es un ejemplo de esta reescritura, conside-
rando el sistema no lineal:

€2

i(t) = f(z,u) = | sin(zy) — 10z + 7(t)
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2.2.2. Comparacion con Lyapunov

Para mostrar la eficacia de los resultados relacionados al analisis por des-
composicion modal vamos a aplicar el teorema 2.3 a un sistema continuo parti-
cular y luego compararemos los resultados con los que se obtienen realizando
un analisis de Lyapunov.

El sistema . ) ;
= |:—1 —10] T+ [551 _ sin($1) + T(t):| (2.30)

=A =u(t)

representa la dindmica de un péndulo con friccion, donde = = [z a:Q]T y
7(t) representa una perturbacion debida al torque, que verifica |7 ()| < 0,1. La
matriz A es Hurwitz con forma candnica de Jordan A = V1AV, donde

v [09949  —01005]  [-0,1010 0
= 1-0,1005 09949 | “T | 0 —9,8990

El término u(t) en (2.30) puede ser acotado por

0
)] = o(x) = 3
OEROEN IET.
6
Notar que ¢ satisface (2.27). La aplicacion T, definida en (2.28), es T'(z) =
|V|S§(x), donde S £ [Re(A)~ |V ~1.

Eligiendo ¢ = 0,5, el algoritmo 2.1 converge al punto [0,6484 0,5297}T,
desde el cual la iteracibn de la aplicacion T converge a b =

[0,1023 0,0205]T. Luego, del Teorema 2.3 concluimos que si |V ~'z(0)| <

95([0,6484 0,5297]7) = [0,1477 0,0149]" entonces dado cualquier ¢ € R,
existe un tiempo finito ¢; =t (¢, ., ) tal que, para todo t > ¢y,

- 0,1017
[V—la(t)| < [0 0103] + (2.31)
0,1023
|lz(t)] < {0 0205] + Ve (2.32)

Observemos que a partir del Teorema 2.3 y mediante el uso del algoritmo
2.1 obtenemos de manera sistematica las cotas finales para las trayectorias del
sistema. Comparemos ahora estos resultados con los obtenidos realizando un
analisis de Lyapunov. Como en este caso la perturbacion es no lineal, no es
sencillo extender lo hecho al final de la seccién 2.1. Por otro lado, puede verse
que si analizamos este sistema siguiendo las ideas del ejemplo 9.2 de [20],
considerando como funcién de Lyapunov la funcién cuadratica U = 27 Px,
con P a determinar y acotando u(t) por |[u(t)|| < |x1]*/6 + 0,1, para los va-
lores de los parametros en este ejemplo, tal método no da informacion dtil
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pues las diferentes restricciones involucradas no se satisfacen. Con lo cual ve-
mos que no se puede emplear un método de Lyapunov sistematico en este
ejemplo. Veamos, entonces, otra manera de realizar el analisis de Lyapunov:
Vamos a considerar la funcion U(x) = zT Pz, con P > 0 tal que satisface
la ecuacion de Lyapunov ATP + PA = —Q con Q > 0y lo que hacemos
es calcular los posibles valores de U(z), para todos los valores de 7(t) (re-
cordemos que |7(t)| < 0,1), sobre las superficies de nivel de U(z). Es decir,
numéricamente buscamos para qué superficies de nivel resulta que el maximo
valor de U es menor que cero. Computacionalmente encontramos que esta
garantizada la convergencia de las trayectorias del sistema en el conjunto li-
mitado por la superficie de nivel U(x) = 0,0378 (ver figura 2.2). Para cualquier
x dentro de este conjunto, tenemos que |z1| < 0,1076 y |z2| < 0,1181. Estas
cotas son mas conservadoras que las dadas por (2.32). Para obtener una cota
mas estricta para x2, encontramos, via prueba y error, la funcion de Lyapunov
Uy(z) = 22 + 523 + 2179, la cual asegura convergencia en el conjunto limi-
tado por la superficie de nivel U;(x) = 0,0205, también mostrada en la figura
2.2. Para cualquier x dentro de este conjunto, tenemos que |z1| < 0,1076 y
|z2| < 0,0657, aln mas grande que (2.32).

U(x) = 0.0378
Ui(x) = 0.0205

[V~1x| = [0.1017, 0.0103]"

xI=b

X2

-0.05~ b

01k 4

0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15
X1

Figura 2.2: Diferentes cotas finales en el sistema del péndulo.

Este ejemplo muestra que el método de Lyapunov usando funciones
cuadraticas puede ser mas conservativo, y hallar un funcién de Lyapunov ade-
cuada puede ser una tarea complicada. Ademas, si el método visto al final
de la seccion 2.1 es demasiado conservador uno debe resolver el tedioso y
complicado procedimiento de evaluar la derivada temporal de la funcion de
Lyapunov a lo largo de las superficies de nivel. Por otro lado, el procedimiento
desarrollado mediante el analisis de Jordan visto en la subseccién anterior nos
da un método sistematico para obtener cotas finales que puede ser facilmente
implementado en un cédigo computacional. Mas aun, vimos en este ejemplo
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gue dicho método proporciona cotas mas estrictas.

Resumiendo los resultados plasmados en esta seccion, se tiene una al-
ternativa al andlisis de Lyapunov para el problema de estimar una cota final.
Este enfoque se basa en analizar el problema en las coordenadas modales,
obteniendo asi una expresion de la cota final por componentes que es funcién
de los autovalores y autovectores del sistema. Esto, a su vez, permite desarro-
llar una metodologia sistematica de disefio de control, como se muestra en la
siguiente seccion.

2.3. Diseno de control lineal con garantia de cota
final

Aqui se expone el disefo de control desarrollado en [27] para sistemas LTl
perturbados con multiples entradas que asegura alcanzar ciertas cotas finales
en un tiempo finito.

Primero se establecen definiciones y resultados referidos a la teoria de
control que son necesarios para entender los resultados posteriores.

2.3.1. Control en realimentacion

Muchas tareas de control requieren el uso de control por realimentacion.
En general, un objetivo basico de un sistema de control es hacer que alguna
salida se comporte de manera deseada mediante la manipulacién de alguna
entrada. Los objetivos mas simples son: tratar de mantener la salida cercana a
algun punto de equilibrio, lo que se conoce como estabilizacion, o bien, dada
una senal de entrada de referencia, tratar de mantener la diferencia entre la
salida y dicha senal lo suficientemente pequena, lo que recibe el nombre de
seguimiento. Pero también pueden requerirse objetivos de disefio adicionales,
como por ejemplo condiciones especiales sobre la respuesta transitoria de la
salida o restricciones en los valores de la entrada de control. Un objetivo de
control importante es el de mantener los objetivos basicos de estabilizacion o
seguimiento ante la presencia de incertidumbres en el modelo matematico del
sistema, que, como hemos mencionado anteriormente, se caracteriza como
una perturbacion de un modelo nominal.

Estabilizacion por realimentacion de estados

El problema de estabilizacién para el sistema
&= f(t,x,u)
es el problema de disefnar una ley de control

U = 7(t7 I)



2.3. DISENO DE CONTROL LINEAL CON GARANTIA DE COTA FINAL 21

tal que el origen x = 0 sea un punto de equilibrio uniformemente asintotica-
mente estable del sistema a lazo cerrado

&= f(t,CC,’y(t,.I')).

Una vez que sabemos como resolver este problema, podemos estabilizar el
sistema respecto de un punto p arbitrario mediante traslacién del origen con el
cambio de variable £ = x—p. Mas aln, p no tiene que ser un punto de equilibrio
del sistema a lazo abierto, basta que exista ¢ tal que f(t,p,q) = 0 Vt.

La ley de control en realimentacion u = ~(t,x) se llama realimentacion
estatica, pues v es una funcion estatica de z. Po otro lado, también puede
usarse una ley de control dinamica

u="~(t,z,z2)
Z2=g(t,x,z)
donde z es la solucién de un sistema dinamico cuya entrada es .

Obviamente, el problema de estabilizacién por realimentacion se simplifica
cuando el sistema es lineal y estacionario,

= Az + Bu

El control ©w = Kz preserva la linealidad del sistema, y el origen del sistema a
lazo cerrado
&= (A+ BK)x

es exponencialmente estable sii A + BK es Hurwitz. La teoria de control lineal
(ver, por ejemplo, [9]) establece que si el par (A, B) es controlable, se pue-
den asignar arbitrariamente todos los autovalores de A + BK mediante una
adecuada eleccion de K. Si (A, B) es estabilizable, sélo pueden asignarse los
autovalores controlables, pero los no controlables de A (a lazo abierto) deben
tener parte real negativa.

Definiciones y propiedades de la Teoria de control

Enumeramos ahora algunas definiciones y resultados de la teoria de con-
trol lineal que nos resultaran Gtiles mas adelante. Para mas detalles y demos-
traciones consultar [9].

Definicion de controlabilidad. La ecuacion de estados # = Ax + Bu, o el
par (A, B), se dice controlable si para cualquier estado inicial 2(0) = xp € R™y
cualquier estado final x; € R™, existe una entrada u que transfiere el estado x
de zo a 21 en un tiempo finito. En el caso contrario, la ecuacion # = Az + Bu,
o el par (A, B), se dice no controlable.

Proposicion 2.1. (Test de controlabilidad). El par (A, B), con A € R"*", B €
R"*P es controlable sii la matriz de controlabilidad

C=[B AB A*B ... A""'B],CeR™",

es de rango n.
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Proposicion 2.2. (Invariancia de la controlabilidad respecto a realimentacion).
El par (A + BK, B), para cualquier matriz K € RP*"™, es controlable sii el par
(A, B) es controlable.

Proposicion 2.3. (Controlabilidad y asignacion de autovalores). Todos los au-
fovalores de A + BK, pueden asignarse arbitrariamente (siempre y cuando
los autovalores complejos conjugados se asignen en pares) eligiendo la matriz
constante real K sii (A, B) es controlable.

Definicion de indices de controlabilidad. Si (4, B) es controlable, la ma-
triz de controlabilidad C tiene rango n (n de las np columnas son l.i.). Sea b; la
i-ésima columna de B, asi se puede reescribir

Cz[b1~-~bp Aby - Ab, - An1py . Anflbp}_

Busquemos columnas linealmente independientes de izquierda a derecha (no-
temos que si A’b,, depende de las columnas de la izquierda, también lo hara
A™1p,.). Sea u., la cantidad de columnas L.i. asociadas a la columna b,,, es
decir

b  Aby, - APmTlp,.

son columnas Li. de C y A*~+ip,, son l.d. parai = 0,1,---. Es claro que si el
rango de C es n entonces

M1ty =T

Los enteros pi,---,u, son llamados indices de controlabilidad y 1 =
max;—1.... p ; € llama indice de controlabilidad de (A, B).

2.3.2. Diseno de control para sistemas lineales
Consideremos el sistema lineal perturbado de entrada mdltiple
#(t) = Az(t) + Bu(t) + Hw(t) (2.33)

donde z(t) € R", u(t) € R?, A € R"*", B € R"*? y H € R™** son matri-
ces constantes. Ademas, el par (A, B) es controlable, B tiene rango columna
completo, y la perturbacion w(t) € R* satisface:

lw(t)| = FO(t) + w, paratodot >0 (2.34)
con F e R, w e RE ;y 0(t) € RY , definida como

0(t) = méx |z(1)], (2.35)

donde 7 > 0y el maximo esta tomado por componentes. Utilizando la nota-
cion 2.1, la desigualdad (2.34) expresa una cota para cada componente de la
perturbacién w(t), esto es

lwi(t)] < (FO(t)); + w;, paratodoi =1,--- k.
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Dado un vector b* € R, nuestro objetivo es disenar un control lineal en re-
alimentacion de estados u(t) = Kz(t), con K € RP*" tal que las soluciones
de z(t) = (A+ BK)x(t) + Hw(t), donde w(t) esta acotada como en (2.34) y
(2.35), estén finalmente acotadas por componentes con cota final v*, es decir
que se satisfaga
lim sup |z(t)| < b*.
t—o00

En lo que sigue vamos a dar una condicion suficiente para conseguir cualquier
cota final deseada y un método para calcular la matriz de realimentacion K
correspondiente.

Analisis de cota final por componentes

Cuando se aplica un control en realimentacion de estados u(t) = Kx(t) al
sistema (2.33), el sistema a lazo cerrado resultante tiene la forma

i(t) = Ax(t) + Hw(t) (2.36)

donde A = A + BK. Vamos a mostrar en el siguiente teorema una expresion
para una cota final del sistema (2.36) cuando la perturbacién w(t) esta acotada
como en (2.34) y (2.35).

Teorema 2.4. Consideremos el sistema (2.36) donde =(t) € R", w(t) € R¥,
AeR™yH e R"**. Sea A una matriz Hurwitz con forma candnica de
Jordan A = V~'AV. Supongamos que (2.34) y (2.35) valen con F € Rk*"

w e RY , y7 € Ry. Definimos la matriz "
R2 |V||(ReA) |V 'H]| (2.37)
y suponemos que p(RF) < 1, y seab € R"} , dado por
b2 (I - RF)™'Rw. (2.38)
Entonces,

lim sup |z ()| < b.

t—o0

Demostracion: Sea la aplicacion T': R’} ; — R’ , definida por T'(z) £ R(Fx +
w). Para cada v € R" , y | € Ny, consideremos la aplicacién 7' : R , — R" ,
definida por

TO@) 2 T(a) + Vv, Ti'(z) & TO(T!(x)). (2.39)
La prueba requiere de las siguientes cuestiones demostradas en [27]:

(1) Existe z € R ,, que depende solo de 0(0) (ver (2.35)) tal que [z(t)| < Z,
para todo ¢t > —7.
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(2) Supongamos que |x(t)| =< Z, para todo t > —7. Entonces, para cualquier
v € R} y 1 € Ny, existe un tiempo finito ¢ = ¢(l,7) > 0 tal que |z(t)| =
Ti*(z), paratodo ¢ > t.

(3) Supongamos que |x(t)| =< Z, para todo t > —7. Entonces, para cualquier
c € R? existe | =1(c) € No, y v = 7(¢) € R tal que T/ (z) < b+ .

La afirmacién (1) muestra que para cada condicién inicial 6(0), =(t) perma-
nece acotada con una cota que puede depender de la condicién inicial 6(0).
Las otras dos afirmaciones combinadas muestran que, siempre que z(t) per-
manezca acotada, puede acotarse z(t) componente a componente con una
cota que se acerca arbitrariamente a b cuando t — oc. Esto ya implica el
resultado. En efecto, de (1) y (3) resulta que para cualquier ¢ € R", existe
l=1(e) € No,y v =7(e) € R} tal que

141~
T,7(2) <b+e

Para estos valores de [ y v, tenemos, de (2), que existe ¢ = £(I,~) > 0 tal que
|lz(t)] = T (z) < b+ ¢, paratodo ¢ > £. Con lo cual resulta,
lim sup |z(t)] < b. O

t—o00

Observemos que este teorema nos proporciona por un lado, una cota final
b para el caso en que la perturbacion esté acotada por una funcién que puede
depender de los valores pasados del estado, y por otro, una condicion suficien-
te (A Hurwitz y p(RF) < 1) para que el sistema (2.36) sea finalmente acotado
cuando la perturbacién esta acotada como en (2.34) y (2.35).

Control lineal

La cota final b definida en (2.38) depende de las matrices A y V que definen
la matriz del sistema a lazo cerrado A = VAV~! = A 4+ BK, la cual depende,
a su vez, de la matriz de realimentacion K. Estas dependencias seran las que
nos van a permitir desarrollar un procedimiento de diseno de control que ga-
rantice cualquier cota final por componentes para sistemas con perturbaciones
alineadas.

Para entender de qué manera influye que la cota final dependa de las ma-
trices A y V que definen la matriz del sistema a lazo cerrado, consideremos el
caso particular de un sistema lineal con una entrada dado por

z(t) = Azx(t) + B(u(t) + v(t)),

donde u(t) es la entrada de control y v(t) es una perturbacion acotada.

Dado un vector positivo by, el objetivo es encontrar una matriz de reali-
mentacion K de manera que las soluciones del sistema a lazo cerrado con
u(t) = Kuz(t) satisfagan

|x(t)] by Yit>ty.
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Por simplicidad supongamos que el sistema esta en su forma canoénica de
controlabilidad, es decir:

Ze(t) = Ace(t) + Be(u(t) + v(t)), (2.40)
El sistema a lazo cerrado, con v = K.z, €S
Ze(t) = (Ac + BK,) xe(t) + Beo(t)
‘Y_/
=A.

Por estar en su forma de controlabilidad, sabemos que

o 1 0 0 ... O 0
o o0 1 0 ... O 0
A= L] Be= |
o o0 o o0 ... 1 0
ai a2 az a4 Qp, 1
donde ay,as, - - -, a, son los coeficientes del polinomio caracteristico de la ma-

triz de evolucion del sistema.
Supongamos que K. fue disenada de manera tal que los autovalores a lazo

cerra<_:lo sean A\, A2, -+, A\, €ntonces una posible matriz de autovectores tal
que A. = V.A V71, con A, £ diag(A1, N2, -+, \n), €S

Mo A N,

A2 N2

AT A AT

_ Notemos que podemos expresar los autovalores a lazo cerrado como Ay, =
A, para ciertas constantes A, € Cy u > 0, donde Re(\;) < 0y A\ # A;

cuando i # j.
Luego, la matriz de autovectores puede reescribirse como

Vo A2p? o N N3P |0 7 | I B DYDY A2
Nt At AT 0 0 .. p"][Np X oL
=R(n)€.
y la matriz diagonal de autovalores es
Mg 0 ... 0 MO0
0 /\Qu NN 0 0 /\2 NN 0 ~
Ae=1 . . =] = pA

>t
3

0 0 ... Xup 0 0
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Asi, la inversa de la matriz de autovectores es V7! = E71R~1(p) y, como
1
R~ (u)B. = — B, resulta
Mn

1
|VcilBC| = _|571BC|
/,Ln

Por otro lado, tenemos que Re(A.)~' = p~'Re(A)~', y como R(u) es
diagonal con entradas positivas en la diagonal, resulta

V.Re(A,) | = %mee(ixrw

y entonces,

1

|V::R9(AC)_1| : |Vc_ch| - it

R(u)|ERe(A) ] - |7 B

Notar que, como Re(A.)~! es diagonal, podemos escribir

R, £ Vel - |Re(Ac)7lech| = |VcRe(AC)71| : |‘/;le0|

Asi, definiendo R £ |ERe(A)"!| - [E~'B,|, con componentes (7,7, ..., 7),
resulta que
- fl -
ur
T2
RN o Mn—l
T
Luego, como f; sélo depende de M.+, An, UNA vez elegida la configura-
cién normalizada Ay, - - - , \,,, podemos hallar . de manera que R,, sea menor

que cualquier cota positiva dada.

Esta misma idea es la que se utiliza en el Teorema 2.6, cuya demostracion
puede consultarse en [27], para encontrar la matriz de realimentacién K en
el caso mas general de entrada multiple, es decir, cuando consideramos el
sistema perturbado definido en (2.33)-(2.35).

Sea x = Uux, la transformacién que lleva el sistema (2.33) a su forma
canonica de controlabilidad:

Fo(t) = Acze(t) + Beu(t) + U Huw(t), (2.41)
con A, = U 'AU y B. = U~ ' B. Definimos

0.(t) & méx |w.(7), (2.42)
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y sea w(t) acotado como sigue:
lw(t)| = F|U|0.(t) + w, paratodot>0 (2.43)

Veamos un resultado que nos muestra que encontrar una cota final para el sis-
tema transformado (2.41) nos da una cota para el sistema en las coordenadas
originales.

Lema 2.3. Consideremos el sistema (2.41)-(2.43) y supongamos que

lim sup |z (t)| < be.
t—o0
cuando se aplica un control en realimentacion de estados de la forma u(t) =
K.z.(t). Entonces,
lim sup |x(t)| = |U|be,
t—o0

donde x(t) es el estado del sistema (2.33)-(2.35) con el control en realimenta-
cionu(t) = K. U tx(t).

El siguiente Teorema proporciona una manera de elegir los autovalores y
autovectores del sistema a lazo cerrado en la forma candnica de controlabili-
dady, para dicha eleccion, el calculo de la correspondiente matriz de realimen-
tacién K. La prueba de este teorema puede verse en [27].

Teorema 2.5. Elegimos una matriz de autovalores A = diag(A1,-- -, \,), don-
de), €C,i=1,---,n, satisface \; # \; parai # j, Re(\;) <0,y si\; ¢ R,
entonces \;_1 = \; 6 \i11 = \i. Seand,;, i = 1,--- ,p, los indices de contro-
labilidad del sistema y seane;; € C,coni = 1,---,p, j = 1,---,n tal que
eij+1 = €. cuando \j11 = \; y tal que la matriz
€i7j/\j_(di_1)
Vii - Via ei7j/\;(di—2)
VEL D |, Vs : (2.44)
Vo1 - Vo €i,j/\;1
el-_,j

tiene columnas linealmente independientes. Sean A., B. las matrices del sis-
tema (2.41) en la forma candnica de controlabilidad y sea

K.=Bl(VAV™! - A,), (2.45)
donde B! = (B B.)~'BY. Entonces,
A.+ B.K.=VAV L.

Vamos a utilizar estos resultados para hallar una matriz de realimentacion
que nos permita alcanzar la cota final deseada b* para el sistema (2.33)- (2.35).
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Teorema 2.6. Sea el sistema (2.33)-(2.35), donde (A, B) es un par controlable
y H = BG para alguna G € RP*F. Para cada y > 0 consideremos la matriz

de autovalores A = diag(\1,---,\n), donde \; = MS\J-, con\; € C, parai =
1,---,n, satisfacen \; # \; sii # j, Re(\;) <0, ysi\; ¢ R, entonces \i_1 =
Ai 6 Xiy1 = \i. Elegimos e;; € C,coni=1,---,p,j =1,--- ,n, como en el

Teorema 2.5 y consideramos la correspondiente matrizV.como en (2.44). Sea
x = Uz, la transformacion de la variable de estado que lleva el sistema (2.33)
a su forma candnica de controlabilidad (2.41) con matrices A. = U~*AU y
B, = U~'B, y definimos

R, 2 |V||(ReA) Y|V iU H]Y, (2.46)

donde el subindice 1. indica la dependencia de la matriz R, del escalar p.
Entonces,

(a) Sipestalquep(R,F|U|) < 1, entonces el estado del sistema a lazo ce-
rrado (2.33)-(2.35) bajo la realimentacion u(t) = Kx(t), con K = K. U !
y K. como en (2.45), satisface limsup,_, . |z(t)| < b,, donde

by = |U|(I = Ry FIU|)™ R, w. (2.47)

(b) El producto pp(R,F|U|) es una funcion no creciente de p. Luego, existe
i € RT tal que p(R,F|U|) < 1 para todo y > ji.

(c) Para 1. > f, el producto 1ib,,, con b, como en (2.47), es una funcion de
no creciente componente a componente. Luego, para i > i, la cota final
b, en (2.47) satisface
lim b, = 0.
H—00
La parte (a) del teorema anterior nos da una cota final para el sistema
(2.33) -(2.35) junto con la correspondiente matriz de realimentacion para dife-
rentes valores escalados del factor u. Las propiedades que se establecen en
las partes (b) y (c) permiten desarrollar un método sistematico de disefio para
calcular una adecuada matriz de realimentacion para alcanzar cualquier cota
final deseada.

2.4. Diseno de control no lineal con garantia de
cota final

Hasta aqui los resultados expuestos se aplican a sistemas lineales, en esta
seccion se muestra un disefo de control para sistemas no lineales que pue-
den ser representados mediante una transformacion de coordenadas, y una
ley de control por realimentacion, como un sistema lineal (en las nuevas coor-
denadas) para el cual son validos los resultados presentados en la seccién
anterior. Las demostraciones y detalles de este diseno pueden encontrarse



2.4. CONTROL NO LINEAL CON GARANTIA DE COTA FINAL 29

en [25]. Primero, se brinda una breve explicacion de la linealizacion exacta
por realimentacion, que representa una herramienta primordial en la teoria del
analisis geométrico de sistemas no lineales de control y es la base del disefo
no lineal propuesto.

2.4.1. Linealizacion exacta por realimentacion

Consideramos sistemas no lineales afines en la entrada de control, es decir,
de la forma
&= f(z)+g(z)u (2.48)

y nos preguntamos qué condiciones se necesitan para que exista una reali-
mentacion de estados
u=ax)+ B(x)v

y un cambio de variables
z=T(x)

que transformen el sistema no lineal a una forma lineal equivalente. Esta li-
nealizacion no se refiere a la linealizacién aproximada del sistema, sino que
convierte “exactamente” al sistema en lineal.

Veamos algunas definiciones:

= Difeomorfismo: Una aplicacion biyectiva T' definida en un dominio D, es
un difeomorfismo si tanto T'como T~ son continuamente diferenciables
enD,y D, =T(D,), respectivamente.

= Sistema linealizable Entrada-Estado: Un sistema no lineal de la for-
ma (2.48) con f, g definidas en un dominio D, C R"™ y suficiente-
mente suaves, es linealizable entrada-estado si existe un difeomorfismo
T : D, — R" tal que D, = T(D,) contiene al origen y el cambio de
variables z = T'(x) transforma (2.48) en

= Az + B (z)[u — a(z)) (2.49)

donde A € R"*", B € R"*?, el par (4, B) es controlable y 5 no singular
en D,.

Tomando ag(z) = a(T~1(2)), Bo(z) = B(T~1(z)) nos queda el sistema expre-
sado en las nuevas coordenadas:

t= Az + BBy (2)[u — ag(2)]

Asi, cuando el sistema tiene la estructura anterior, podemos considerar el con-
trol

u = ap(z) + Po(z)v
para obtener la ecuacion lineal

2= Az + Bv
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Luego, para estabilizar el sistema podemos simplemente calcular v = Kz tal
que la matriz A+ BK sea Hurwitz. El control estabilizante completo es no lineal
y tiene la forma

u=al2) + B()Kz = alx) + Ba)KT(x)

Ahora, en virtud de la definicion de sistema linealizable, la pregunta es:
¢cuando sera posible encontrar un difeomorfismo que lleve un sistema dado a
la forma (2.49)?. Derivando la ecuacion z = T'(x), resulta

5= OL17() + glaul

e igualandola a (2.49), concluimos que el difeomorfismo 7' debe satisfacer las
condiciones:

o f(w) = AT(2) - B 2)al)

(2.50)

oL g(w) = BI (@)

Asi, determinar si un sistema no lineal dado es linealizable exactamente
por realimentacion se reduce a resolver las ecuaciones en derivadas parciales
(2.50). Veamos como simplificar la resolucién de estas ecuaciones.

Cuando un sistema es linealizable entrada-estado, la transformacion z =
T(z) no es Unica, por ejemplo, si consideramos la transformacion lineal ¢ =
Mz, con M no singular, obtenemos un sistema con la misma estructura que
(2.49) pero con matrices A y B diferentes. Esta falta de unicidad de la trans-
formacién T nos va a permitir simplificar las ecuaciones (2.50). Consideremos
el caso de una sola entrada (p = 1). Dado cualquier par (A, B) controlable,
existe M no singular que lo transforma a la forma candnica de controlabilidad,
es decir, MAM ' = A, + BT, MB = B,, con

0 1 o --- 0 0 A
0 0 1 -0 0 A2
A= dsB=1]A=].
0 0 - - 0 1 An

Es decir,
¢ =(Ac+ BA")C+ B (z)[u — ()]

= A+ BB (@)[u — ax))]

donde a(z) = a(x) — B(z)A\T' MT(x). Sin pérdida de generalidad, podemos
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suponer que Ay B estan en la forma candnica de controlabilidad A. y B.. Sea

Es facil verificar que
Tr(z)
AT (z) — B~ (w)a(z) = : .y que B8 (z) =

T ()
—a(xz)/B(x)

0
1/B(x)

Usando estas expresiones en las ecuaciones en derivadas parciales (2.50)

se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones

or orT

S/ (@) = To(a), S9(@) =0

oT: oT:

S/ (@) = Ty(a), S 0() =0

8T’nfl | o aT'nfl o
= (@) = Tu(@), S g(x) =0

Mo o) = 1/8()

o1,
S 1) = —a@)/B(a),

Las primeras n — 1 ecuaciones de la izquierda muestran que las componentes
T, a T,, de T son funciones de la componente T;. Con lo cual, combinando
todas las ecuaciones, el problema se reduce a hallar una funcion T)(x) que

satisfaga
oT; P
axg(gc)—0,2—1,2, n—1
oT,
5, 9(@) #0
donde o7
TZ+1(I):%JC($)7 121727"'7’”_1'

Las funciones a y 3 estan dadas por

@i
= g W

(0T /0x)g(x) -

(2.51)

(2.52)
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Finalmente, para simplificar los calculos en las nuevas variables, vamos a im-
ponerle a T3 (x) la condicion adicional de que Ti(x*) = 0, donde «* es un
punto de equilibrio del sistema a lazo abierto en las coordenadas originales
(f(x*) = 0) con respecto al cual queremos estabilizar al sistema. Un ejemplo
de la aplicacién del método de linealizacion exacta puede verse en [20, pag.
526, ejemplo 13.13].

2.4.2. Diseno de control no lineal

En lo que sigue se extiende a sistemas no lineales linealizables entrada-
estado, el disefio sistematico de control que garantiza la existencia de una
cota final para el sistema a lazo cerrado. Luego de plantear las ecuaciones
correspondientes al modelo sobre el cual se va a trabajar, se realiza el andlisis
por descomposicién modal y se establece una expresion para las cotas finales
gue va a permitir realizar el disefio del control que combina linearizacion exacta
con una matriz de realimentacién calculada por medio de los autovalores y
autovectores como se hizo para el caso lineal. Este procedimiento de diseno
se desarrollé en [25].

Se considera el sistema continuo no lineal con n estados, p entradas, y &
variables de perturbacion descrito por:

P k
B(t) = f(@)+ Y gil@)ui + Y hj(z)w;, (2.53)
i=1 j=1

donde z(t) € R™, f(0) = 0, y tal que f, g1, -+ ,9p, h1, -, hx SON campos
vectoriales C* definidos sobre un conjunto abierto U, € R™, que contiene al
origen. Las variables wy, - - - , wy se suponen acotadas de la siguiente manera:

lw;(t)] < 8;(x(t), t>0, j=1,--- k, (2.54)

donde 6,(x(t)) > 0 para todo = € U,. Escribimos (2.54) en forma compacta
como sigue:
lw(t)] < 6(x(t)), paratodot >0 (2.55)

con w = col(wy, - ,wg), 8 = col(fy, - ,0;). También, escribimos
u=colluy, - up), g =[g1] -+ |gpl ¥ h = [l - - [ ]

Asociamos con (2.53) su sistema nominal:
(1) = f(2) + Y gilw)ui = f(x) + g(z)u. (2.56)
i=1

El sistema nominal (2.56) se supone linealizable entrada-estado en U,, es-
to es, existen un difeomorfismo z = ®(x) y un par de funciones de realimen-
tacién «o(z) y B(x), todos definidos sobre U,, con B(x) no singular para todo
relyy
[8(1)

@) gale)] e, 257)
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0P
s l)pte) - B, (258)
€z z=®-1(z)
donde
Ay =diag(Ay, -+, Ap), By =diag(b,--- ,by), (2.59)
con A; € Ré:xdi p, ¢ Rdix1,
0 1 0 - 0] 0
: 1 : :
Ap= 1t o ol b=, (2.60)
1 0
0 0] 1
P
parai = 1,---,p, ¥y Zdi = n. Luego, la aplicacion a este caso de la ley

i=1
de realimentacion de estado v = «a(z) + S(z)v al sistema (2.53), donde v =
col(vq,--- ,v,) €S una nueva entrada, junto con el cambio de coordenadas » =
®(x), resulta en

oo

2—A02+B01)—|—|:
Ox

h(@] w. (2.61)

z=®1(z)

Aplicando la ley de realimentacion de estados v = Kz a (2.61), o equiva-
lentemente, el control no lineal

u=a(x)+ B(x)KP(x) (2.62)
a (2.53), resulta
2= (Ap+ BoK)z+ |:g—q)h(x)] w. (2.63)
r =P 1(z)

Cuando las perturbaciones presentes en el sistema de Ec. (2.53) son per-
turbaciones alineadas con la entrada, esto es, h(x) = g(z)y(z), para alguna
matriz v(x) de funciones suaves definidas sobre U,, la aplicacion del control
(2.62) resulta en el sistema a lazo cerrado:

2= (Ayg+ BoK)z + By [ (2)v(2)] (2.64)

=P 1(2) w.

Para este sistema se pueden encontrar condiciones suficientes que ase-
guren gue sus trayectorias, bajo una ley de realimentacién de la forma (2.62),
estan finalmente acotadas y puede hallarse una expresion para esa cota final.
Esto es lo que se expone a continuacion.
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Analisis de cota final por componentes

Vamos a necesitar la siguiente versién modificada del Teorema 2.3 visto en
la Seccidn 2.2.

Teorema 2.7. Sea
z(t) = Azx(t) + Ho(t), (2.65)
donde x(t) € R™, v(t) € R¥, y H € R™**, y A € R"*" es una matriz Hurwitz
con forma candnica de Jordan (compleja) A = V' AV. Supongamos que
u(t)] < 8(x(t)), V=0 (2.66)
de estados donde § : R™ — Ri,o es una aplicacion continua que verifica

Consideremos la aplicacion T : R™ — R} , definida por

T(z) 2 |V|Sgé() (2.68)

donde
Sy 2 |Re(A)Y|VIH]|. (2.69)

Supongamos que existe x.,,, € R" tal que T'(z,,) < z,,. Entonces,
(1) b2 lim, o T7(x,,,) existe y satisface 0 < b < z,,.
(2) Si|V~=1z(0)] =< Sgd(x.,) entonces,

@) |V~—ta(t)| =< Sgd(x.,) para todot > 0.

(b) Dado cualquier vector positivo e € R, existe un tiempo finito t tal
que, para todo t > ty,

(i) [V—ta(t)] = Sud(b) +e.
(i) |z(t)] 2 b+ [Vle.

La prueba de este teorema es casi idéntica a la del Teorema 2.3, la Unica
diferencia es la presencia de la matriz H.

El teorema que sigue da condiciones suficientes para asegurar la acotacion
final de las trayectorias de un sistema perturbado bajo linealizacion entrada-
estado, también muestra cédmo calcular una cota final.

Teorema 2.8. Consideremos el sistema (2.53), donde la perturbacion w(t)
satisface (2.55). Supongamos que el sistema nominal asociado (2.56) es li-
nealizable entrada-estado, y sea z = ®(x) la transformacion de coordenadas,
y a(x) y B(z) las funciones de realimentacion, de modo que (2.53) es trans-
formado en (2.61) mediante la aplicacion del control en realimentacion (2.62).
Sea K elegida de modo que A & Ay + ByK es Hurwitz, y sea A = V1AV
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la forma candnica de Jordan (compleja) de A. Consideremos Sy, definida en
(2.69) con H = I, y sea R = |V|S;. Definamos
5(z

‘—h x (2.70)

C \CH\ \ { LC—<I>1(€)

yseaT(z) £ R§(z). Sea U, & ®(U,) y supongamos que T(z,,) < zn para
algin z,, € U.. Ademas, sea By, = {z:|V~'z| = 5/6(zm)} y supongamos
que B,, C U,. Entonces,

(i) b, 2 lim, o T"(2,,) existe y si z(0) € ®~Y(B,,), las trayectorias del
sistema a lazo cerrado (2.53) y (2.62) estan finalmente acotadas en la
region

lz] < b2 sup |~1(2)]. (2.71)
z:|V=12|<S18(b.)

(i) Si, ademas, h(x) = g(x)~(z), entonces (i) vale también si reemplazamos
St por Sg,, By definido como en (2.58), y ¢ por é,,, definida como

In() 2 sy (1670 ()] 0] g (2.72)

Demostracion: Definiendo

oD
o) 2 | Sonio) (). 279
O =31 (2(t))
podemos escribir el sistema (2.63) como
2(t) = Az(t) + v(1). (2.74)

De (2.55) y de (2.70), se sigue que |v(t)| =< 6(z(t)), donde &(z) verifica (2.67).
Si, ademas, h(z) = g(z)v(x), entonces v(t) = Bys(t) (ver (2.64)), donde

() = [B7 01 (@)] g1 oy () (2.75)

satisface [s(t)| = 0 (2(t)), ver (2.72), y 4,, también verifica (2.67). Entonces,
la parte (1) del Teorema 2.7, establece la existencia de b.. Luego, aplicando
la parte (2)(a) del mismo teorema al sistema (2.74), concluimos que cualquier
trayectoria que comience desde una condicion inicial z(0) € B,, no abandona
la region B,, C U,. Mas aln, se sigue de la parte (2)(b)(i) del Teorema 2.7,
que z(t) esta finalmente acotada en la regién B. = {z: [V ~'z| < 5;6(b.)} C
B,, C U.. Un argumento similar aplicado al caso de perturbaciones alineadas
con la entrada muestra que z(t) esta finalmente acotada en la regién B, =
{z:1V712] 2 SBy6m(b:)} C Bp C U..

Teniendo en cuenta que x = ®~1(2(t)) con ® un difeomorfismo definido
sobre U, y que z(t) no puede abandonar U, se sigue que z(t) es finalmente
acotada en la region B, = ®~!(B,). Entonces, tomando b como el supremo
de |z| en B, obtenemos la cota final de la ecuacion (2.71). O
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Diseno de control no lineal

Como vimos en el caso lineal, lo importante es contar con un método de
diseno de control que garantice que cualquier cota final deseada puede alcan-
zarse.

Mantenemos las hip6tesis que las perturbaciones son alineadas con la en-
trada, y el sistema es linealizable entrada-estado. Es decir, que el sistema a
lazo cerrado es de la forma (2.64).

En primer lugar, enunciamos un resultado que reformula los Teoremas 2.5
y 2.6 para este caso.

Teorema 2.9. Sea ;. > 0, elegimos una matriz de autovalores A, = uix =
pdiag(Ai, -+, \n), donde \; € C, i = 1,---,n, satisface \; # \; sii # j,
Re(\i) <0,y si\; ¢ R, entonces \;_1 = \; 6 \iy1 = ;. Elegimos e; ; € C,

coni=1,---,p,j=1,---,n, tal que e; j;1 = &_j, cuando \j 11 = A, y tal que
la matriz NN
Vie - Vin €ii(uAj) '
VEL L L s L (2.76)
i (UAG) ™
Vor o+ Vo 673(5@;)
tiene columnas linealmente independientes, donde d;, i = 1,--- ,p, son las
dimensiones de A; y b; definidas en (2.60). Definimos
R, 2 |V||(ReA,) ||V 1By, (2.77)
y
K, = (B{Bo) 'BH (VA V™! — Ap). (2.78)
Entonces,

(i) Las entradas de la matriz nR,, son funciones no creciente de .
(i) Ay + ByK, = VA#V*l.

El proximo resultado establece condiciones de diseno para alcanzar una
cota final deseada en un sistema perturbado con linealizacion entrada-estado
bajo la hipo6tesis de perturbaciones alineadas.

Teorema 2.10. Consideremos el sistema (2.53), donde la perturbacion w(t)
satisface (2.55). Supongamos que el sistema nominal asociado (2.56) es Ii-
nealizable entrada-estado, y sea = = ®(x) la transformacion de coordenadas,
y a(x) y B(x) las funciones de realimentacion, de manera que (2.57)-(2.60) se
satisfacen. Supongamos también que h(z) = g(x)v(z). Elegimos V' y A,, de
acuerdo al Teorema 2.9, calculamos R,, de (2.77), y consideramos ¢,, como
se definio en (2.72) y

T,.(2) £ Rudm(2). (2.79)

Seaz. €U, z. =0, talque {z: |z| < 2.} C U.. Entonces,
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(i) Las componentes del vector 1T,(z.) son funciones no crecientes de .
para i, > 0.

(i) Sea > 0, T,,(z.) < z.. Entonces, la ley de realimentacion (2.62) con
K = K, dada en (2.78) asegura que el sistema a lazo cerrado (2.64)
esta finalmente acotado en la region

2] < b= sup |71 (2)], (2.80)
z:|Vflz\jSB()5m(bz)

donde Sg, y 4., estan definidas como en el Teorema 2.8 (b) y

b, £ 1im, oo T;(zc) < Ze

Demostracion: (i) La prueba se sigue facilmente de la parte (i) del Teorema
2.9 y del hecho que §,,(z) no depende de p.

(i) Definiendo v(z,w) £ =@ 1(2))y(®~1(2))w, el sistema a lazo cerrado

(2.63) bajo perturbaciones alineadas y con K = K, se convierte en
2(t) = (Ao + BoK,)z(t) + Bov(z(t), w(t)). (2.81)

Por la parte (i) del Teorema 2.9, A, & Ay + BoK,, = VA, V™!, lo cual
asegura que A,, es Hurwitz, pues A, = pdiag(Ai,---, ) Y Re(X;) < 0.

De (2.55) y (2.72), se sigue que |v(z,w)| < dn(z). También es facil ve-
rificar que 4., satisface (2.67). Luego, tomando H = By y aplicando la
parte (2)(b)(ii) del Teorema 2.7 al sistema (2.81), concluimos que cual-
quier trayectoria tal que |V ~12(0)| =< Sp,d(2.) no puede abandonar la
region B. = {z: [V~'z| < Sp,6(b.)}. Notemos que B. est4 enteramente
contenida en laregion {z : |z| < 2.} C U, y entonces B. C U.. Finalmen-
te, aplicando el Teorema 2.8 resulta que x esta finalmente acotada en la
region (2.80). O

El teorema anterior, establece en la parte (i) que las componentes del vec-
tor 7),(z.) decrece con p. Luego, la condicion T),(z.) < z. puede alcanzarse
siempre eligiendo p suficientemente grande. La parte (ii) del teorema se pue-
de aplicar para disenar la matriz de realimentacion K en (2.62) de manera que
el sistema a lazo cerrado tenga una cota final arbitraria. La figura 2.3 muestra
la regién definida en el espacio de estado por una cota b, estima mediante
el teorema anterior para un sistema no lineal que modela la dinamica de un
generador sincrénico conectado a una barra infinita, también pueden verse en
la figura los resultados de la simulacién de las trayectorias del sistema a lazo
cerrado con condicién inicial cero y una perturbacion sinusoidal que satisface
la ecuacion (2.54) (los detalles pueden consultarse en [25]).
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Figura 2.3: Region definida por cota final y trayectorias del sistema perturbado.

2.5. Deteccion de fallas basada en conjuntos

Muchas veces en los sistemas de control automatizados de la industria
moderna ocurren fallas en alguno de los componentes del sistema, con lo cual
el desempeno del mismo normalmente se deteriora e incluso puede llegar a
haber consecuencias drasticas a causa de esto. La deteccién temprana de
fallas en el funcionamiento del sistema, y el diagndstico correcto de su origen,
son esenciales para tomar las medidas necesarias para reconfigurar el sistema
de manera que se adapte a la nueva situacion.

Desde la introduccién de las primeras técnicas de diagndstico de fallas en
la década de 1970, se han propuesto muchas metodologias de deteccién e
identificacion de fallas que pueden consultarse, por ejemplo, en los libros y tra-
bajos de revision literaria [12, 39, 3, 19, 5, 16, 14]. Gran parte de estas técnicas
estan basadas en el uso de observadores que proveen “redundancia analiti-
ca”. Estos observadores generan senales (comdnmente llamadas ‘residuos’)
gue actlan como indicadores de la presencia de fallas. En operacion sin fallas,
los residuos normalmente tienen valores pequenos causados por perturbacio-
nes y otros tipos de incertidumbres. Cuando ocurre una falla, los valores de
los residuos crecen y la falla es detectada si se supera cierto “umbral” que se
determina previamente en base a ciertas hip6tesis sobre el sistema y senales
externas.

Una metodologia relacionada al principio de diagndstico mediante residuos
y umbrales se basa en verificar durante la operacién del sistema la “perte-
nencia” de los residuos a determinados “conjuntos” que representan valores
del estado consistentes con las mediciones del sistema [42, 18]. Teniendo en
cuenta esta metodologia de diagnostico de fallas en base a conjuntos, en lo
gue sigue se muestra un método basado en los conceptos de conjuntos inva-
riantes y cotas finales que fue desarrollado en [7] y es la base del trabajo sobre
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control tolerante a fallas presentado en el Capitulo 5 de esta Tesis. La carac-
teristica mas novedosa de este método es la posibilidad de proveer garantias
de deteccion y diagnostico, ya que los residuos (u otras senales de interés)
convergen a estos conjuntos y permanecen en ellos indefinidamente si no hay
cambios en la situacion de fallas.

2.5.1. Esquema de deteccion y reconfiguracion

El esquema de deteccién y reconfiguracién considerado aparece en la Fi-
gura 2.4. Las partes constitutivas de dicho esquema, con sus respectivas ca-
racteristicas, son presentadas a continuacion.

FDI
el

i,j

médulo
de errores
decisién

m

Ci NN _____

exosistema I

uy (t)
d(t)

)

0
Iobservador 0 IJLO(t)
1 | selector
de > (Jr—)
_________ N observador 1 |- estimador z(t)

|—|J7(1,(t) : |del estado] ¢

u;(t

: 2(t)
=210

Figura 2.4: Esquema de deteccién de falla y reconfiguracion.

Planta nominal y modelos de fallas

Se considera un sistema perturbado lineal e invariante en el tiempo descrito
por:

(2.82)

donde z,(t) € R™ es el vector de estados del sistema, u;(t) € R™ es la entrada
de control (el subindice j indica la dependencia sobre la situacion de falla del
sistema), d(t) € RP es un perturbacién desconocida que satisface |d(t)| <
d™éx, donde d™# € RP tiene componentes no negativas. El vector y,(t) € R?
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es la salida del sistemay A, B, C'y F son matrices constantes de dimensiones
adecuadas.

La matriz P es usada para modelar la ocurrencia de fallas en los actuado-
res, y se define de la siguiente manera,

Pédiag{Pl,Pg,--- ,Pm}, PiE{O,l},

Asi, P, = 1 significa que no hay falla en el i-ésimo actuador, mientras que
P, = 0 modela la existencia de falla total en el i-ésimo actuador. En ausencia
de falla, P es la matriz identidad.

Suponiendo que sélo puede fallar un actuador por vez se puede reescribir
P = P parai=0,...,m de la siguiente manera:

PO =1,
P = diag{1,---, 0 ,---,1}. (2.83)

i

En lo que sigue se asume que el sistema (2.82) es estabilizable para todos los
posibles valores de P = P?, coni = 1,--- ,m, definidos en (2.83).

Exosistema

Este mddulo genera las trayectorias de referencia para el estado y para la
entrada, =, ;(t) y u,;(t), para cada situacion posible de falla, es decir, para
cada posible valor de la matriz P en (2.83). Estas trayectorias de referencia
satisfacen

x'm- (t) = AITJ‘ (t) + BPJUTJ' (t), (284)

yrj(t) = Crj(t),
conj =0,...,m, donde z, ; y u,; son sefiales acotadas. Este exosistema es
disenado de manera tal que su salida siga exponencialmente una senal y*(t)
dada, cualquiera sea la situacion de falla. Para garantizar este objetivo, se
disenan ganancias de realimentacion que estabilizan el sistema asegurando
que, en ausencia de perturbaciones, el estado del sistema z,(t) en (2.82) siga
asintéticamente los estados de referencia z, ;(t) para cada posible situacion
de falla.

Leyes de control

En esta parte se definen un conjunto de ganancias de realimentacion de
estados que son calculadas “off-line“ para el caso nominal (sin fallas) y para
cada posible escenario de falla. Estas ganancias estan representadas por el
blogque K; en Fig. y satisfacen que las matrices a lazo cerrado A+ BP'K; son
Hurwitz, parai=0,...,myparaj=0,...,m.

Junto con el exosistema descrito anteriormente, estas ganancias garanti-
zan que la salida del sistema y(t) en (2.82) siga asintéticamente a la trayectoria
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de salida de referencia y*(¢) en ausencia de perturbaciones. A fin de alcanzar
este objetivo para cada posible situacién de falla, se define el error de segui-
miento del estado como

epr(t) £ 2p(t) — 25 (t), (2.85)
paraj =0,...,m,Yy laley de control asume la forma
uj(t) = Kjepr + urj(t). (2.86)

El modulo de diagnoéstico decide el indice j € { 0, ..., m} que corresponda pa-
ra el escenario evaluado y pasa la entrada de control correspondiente (2.86) a
la planta (2.82). Luego, a partir de las ecuaciones (2.82), (2.84), (2.85) y (2.86),
las dinamicas del error de seguimiento del estado e, (t) pueden reescribirse
como

épr(t) = (A4 BPK;)ep, (t) + B(P — PP)u, ;(t) + Fd(t). (2.87)

Observadores

La deteccion de falla en el actuador se realiza usando un banco de obser-
vadores de la forma

Wl (t) = Ew! (t) + GBPu;(t) + Mxz(t),
@l (t) = w](t) + Ha(t),

o

(2.88)

coni = 0,...,m, donde z/(t) € R™ es la estimacién del estado, w’(t) € R
es el observador, u;(t) es la entrada de control (2.86) aplicada a la planta,
z(t) es el estado de la planta asumiendo que puede ser medido, y P! estan
definidas como en (2.83). Las matrices F, G, M y H satisfacen las siguientes
condiciones:

G=1-HGF =0,
(2.89)
E=GA—-M+ My;,M,=FEH,
con E Hurwitz. El error de estimacion para cada observador se define como
epol(t) = xp(t) — 2 (t), (2.90)
y su dinamica satisface (para mas detalles ver [7]):

épo(t) = Eepo(t) + GB(P — P))Kjep, (t) + GB(P — PP)u, ;(t). (2.91)

Modulo de diagnostico y aislamiento de falla

Este modulo recibe los errores de estimacion obtenidos desde los obser-
vadores. Una vez que la falla es detectada y aislada, se selecciona el indice j
apropiado tanto para la ley de control como para el exosistema, y este indice



42 CAPITULO 2. PRELIMINARES

es utilizado para implementar la entrada de control (2.86). Asi, en ausencia de
perturbaciones, el error de seguimiento e, (¢) definido en (2.85) tiende asintoti-
camente a cero y, en consecuencia, y(t) tiende asintdticamente a y*(t).

En lo que sigue se muestra el método utilizado para diagnosticar y aislar la
falla.

Calculo de conjuntos invariantes y criterio de deteccion

A partir de (2.91) puede verse que las dinamicas de los errores de esti-
macion son estables con entradas u, ;(t) y e,-(t). La entrada de referencia se
asume acotada y puede expresarse como u, ;(t) = r,; + U, ;(t), donde u, ;
es constante y |a,.;(t)| < @4, para todo ¢.

De la misma manera, el error de seguimiento del estado puede escribirse
Como ey, (t) = €pr + €, (t). La constante e, puede calcularse a partir de (2.87)
en estado estacionario con entrada constante 4, ;, y esta dado por

épr = —(A+ BPK;)"'B(P — PY)u, ;.

Haciendo el cambio de coordenadas @, ;(t) = wu,;(t) — Urj, ¥ Epr(t) =
epr(t) — €pr, S€ pUede expresar (2.87) como

épr(t) = (A + BPK;)é,.(t) + B(P — P?)a, ;(t) + Fd(t). (2.92)

Para este sistema se obtiene, usando Teorema 1 de [26], las siguientes cotas

finales |¢,.(t)| < &, donde las cotas estan dadas por

(2.93)

pr

~MAax — — i dméx
e = V31 [(Re,) [V, [P B(P = P s
77

donde (A;,V;) corresponden a la descomposicion de Jordan A + BPK; =
VAV

Analogamente, se pueden expresar los errores de estimacion e,,(t) defini-
dos en (2.90) como e, (t) = €po + €,0(t), donde el compensador constante es
calculado de la siguiente manera:

epo = —E'GB(P — P (K ey + ). (2.94)

Luego, las dinamicas para las variaciones del error de estimacion alrededor
del compensador estan dadas por

€po(t) = Eépo(t) + GB(P — PYYKé,.(t) + GB(P — P, ;(t). (2.95)

A partir del Teorema 1 en [26], con E = VAV !, se obtienen los conjuntos
invariantes para las variaciones de los errores de estimacion:

S0 = {0 € B [V 120] < |(Re() [V 6B(P - ) (15 1]] ||},
rj

(2.96)
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donde ég;éx fue definido en (2.93). Teniendo en cuenta que e, (t) = €0 +
épo(t), entonces un conjunto invariante para el error de estimacion, S,,, puede
calcularse como la suma de Minkowski de los conjuntos S‘,,O en (2.96) y { &y}
calculado en (2.94), esto es

Spo = Spo @ { Epo} - (2.97)

Una condicién clave que requiere el esquema es que los conjuntos inva-
riantes S,, estén separados del origen cuando P’ # P, es decir, cuando el
j-ésimo observador no coincide con la situacion de falla actual de la planta, un
mecanismo para alcanzar esta separacion de los conjuntos puede verse en la
Seccidn 4.3 de [7]. Notemos que, cuando P7 = P, las trayectorias del error de
estimacion convergen a cero con dinamica é,,(t) = Ee,(t) (ver Ec. (2.91)).

La estrategia de Diagndstico y Aislamiento de Falla (FDI- Fault Diagno-
sis and Isolation) considera bolas B, centradas en el origen del espacio del
error de estimacion de la salida para cada observador. Los radios de estas
bolas, denotados por r;, son determinados de manera tal que no se superpo-
nen con ninguno de los conjuntos S, calculados en (2.97), cuando P7 # P.
Luego, la condicion para elegir una configuracién del control depende de si
las trayectorias del error de estimacion de salida permanece dentro de la bola
correspondiente a uno y s6lo uno de los observadores en un tiempo dado. Sin
embargo, esta condicion esta relacionada con el tiempo de convergencia de
las trayectorias del error de estimacién del estado. Denotaremos con ¢, una
cota superior para el tiempo de convergencia de las trayectorias que comien-
zan en algun conjunto S,, Y finalizan en cualquier otro conjunto S,,. (Esta cota
final t; puede ajustarse mediante el diseno de la matriz E, ver Ec. (2.89), que
gobiernan la dinamica de las trayectorias del error de estimacién de acuerdo
con las Ecs. (2.91).)

El criterio implementado por el médulo FDI es como sigue:
Algoritmo 2.2. (Criterio de deteccion)

1. Mientras ey,(t) esté dentro del conjunto B,, correspondiente, alrededor
del origen, mantener la ley de control K;, con j = i;

2. Siep,(t) deja la bola B,, correspondiente, alrededor del origen, esperar
ts unidades de tiempo;

3. Chequear todas las trayectorias e,,o(t), cont > ts, parai = 0,...,m.

Elegir la ley de control K;, con j = i, correspondiente a la trayectoria
epo(t) que esta dentro de la bola B, alrededor del origen.

La operacion del esquema de deteccion de falla es ilustrado en la Figura
2.5.
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Figura 2.5: (a) Conjuntos invariantes para el observador j;. (b) Conjuntos
invariantes para el observador js.

2.6. Cotas finales y conjuntos invariantes proba-
bilisticos

Como vimos al comienzo de este capitulo, cuando un sistema dinamico se
encuentra bajo la influencia de perturbaciones no evanescentes, no es posible,
en general, alcanzar estabilidad asintética pero, bajo ciertas condiciones, se
puede garantizar la existencia de conjuntos invariantes dentro de los cuales
las trayectorias quedan confinadas conforme el tiempo evoluciona.

Una condicion necesaria para asegurar la existencia de cotas finales y con-
juntos invariantes es que las perturbaciones deben ser acotadas. Sin embargo,
en teoria de sistemas, las perturbaciones son frecuentemente representadas
por sefales no acotadas tales como ruido blanco Gaussiano, en estos casos
no pueden obtenerse cotas finales y conjuntos invariantes en un sentido clasi-
co ya que se tratan de perturbaciones estocasticas no acotadas. Para resolver
este problema, en [29, 30] se introdujeron las nociones de cota final proba-
bilistica' y conjunto invariante probabilistico, como conjuntos hacia los cuales
las trayectorias del sistema dinamico estocastico convergen y permanecen en
él con una probabilidad dada.

Antes de definir formalmente estos conceptos, repasamos brevemente
cuestiones referidas a la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias es-
tocasticas que nos permiten crear un marco de trabajo.

2.6.1. Movimiento Browniano. Ruido blanco Gaussiano

Consideramos un espacio de probabilidad (2, F,P). Asociado a este es-
pacio de probabilidad hay una filtracion {F;},-,, esto es, una familia de sub
o-algebras de F tal que F; C F; C F para cualesquiera 0 <t < s < co. Se
supone que esta filtracion es continua a derecha, es decir que F; = (), Fs,
vt > 0,y que Fy contiene todos los subconjuntos de 2 de probabilidad cero.



2.6. COTAS FINALES Y CONJUNTOS INVARIANTES PROBABILISTICOS45

Se define un movimiento Browniano 1-dimensional B :  x [tg,00) — R
como un proceso estocastico F;-adaptado (i.e., B, es F;-medible, Vt > t;) que
satisface:

e Pr({we Q: B(w,ty) =0}) =1.

e B(w,.): [to,00) = R, llamado camino muestral, es continuo también con
probabilidad uno.

e Los incrementos B(.,t) — B(.,,s) : © — R son independientes de
F.para ty < s < t < oo (i.e., si se define el conjunto S, =
{weQ: B(w,t) — B(w, s) € (—o0,b)}, para cualquier b € R, se tiene que
Pr(ANS,) = Pr(A)Pr(Sy), VA € Fs). Ademas, dichos incrementos tienen

distribucion normal de esperanza 0 y varianza t — s.

Un movimiento Browniano m-dimensional B : Q2 x [ty,c0) — R™ esta dado
por
B(wvt) = [Bl(wvt)a DR Bm(wvt)]Ta

donde cada B; es un movimiento Browniano 1-dimensional y, para cada ¢ > o,
las variables aleatorias B (t), ..., B (t) son independientes.

Observacion 2.1. Las condiciones que aparecen en la definicion del mo-
vimiento Browniano son consecuencia directa de las observaciones del
fenémeno fisico que modela, registrado por primera vez por el botanico Ro-
bert Brown, sin embargo la existencia de un proceso estocastico que satisfa-
ga tales condiciones fue demostrada por el matematico Norbert Wiener. Por
esta razon suele llamarse a este proceso como proceso de Wiener y se lo de-
nota por {w(w,t) : t > to}. En sentido estricto el movimiento Browniano es el
fenémeno fisico mientras que su modelo matematico es el proceso de Wiener.

Observacion 2.2. Para simplificar la notacion omitiremos la dependencia de
los procesos estocasticos sobre la variable w.
Ruido blanco Gaussiano

En muchas aplicaciones (ingenieria, fisica, finanzas, etc.) el tipo de proceso
estocastico £(.) que se necesita para modelar correctamente el sistema en
estudio es uno que tenga las siguientes propiedades:

1. Las variables aleatorias {£(¢) : t € R} son independientes.

2. &(.) es estacionario, es decir, dados t1 < t3 < ... < t,, la distribucion del
vector aleatorio (£(t + t1),&(t + t2),...,&(t + t,)) no depende de t.

3. E[¢(t)] = 0, Vt.

Lamentablemente, no existe un proceso estocastico "razonable“ que satisfaga
tales caracteristicas, si se definiera no tendria trayectorias medibles. Sin em-
bargo, es posible representar £(.) como un proceso estocastico "generalizado”
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llamado ruido blanco Gaussiano. Que el proceso sea generalizado significa
que puede construirse como una medida de probabilidad sobre el espacio de
las distribuciones temperadas. Puede probarse que el Unico proceso con tra-
yectorias continuas que permite representar de alguna manera la accion del
ruido blanco es el proceso de Wiener, cuya derivada generaliza resulta ser el
ruido blanco Gaussiano (ver [36]).

2.6.2. Ecuaciones diferenciales estocasticas

Se considera la ecuacion diferencial estocastica n-dimensional:
dz(t) = f(x(t), t)dt + g(a(t), t)dw(t) (2.98)

donde z(w,t) € R™ es una realizacion en el tiempo ¢ de la v.a. z(.,t) : @ —
R™, para t € [tg,00). La condicidn inicial esta dada por x(w,ty) = zp con
probabilidad uno para algin z, € R”. Las funciones f : R™ x [tg,00) — R"
y g : R™ X [tg,00) — R™* 7 son medibles, y {w(t)} es un proceso de Wiener
m-dimensional.

La forma integral de la Ec. (2.98) esta dada por

z(w,t) =z + t f(a:(w,s),s)ds—i—/ g(z(w, s), s)dw(w, s), (2.99)

to

donde la segunda integral es una integral estocastica conocida como integral
de It6 *. Una propiedad importante de la integral de 1té que utilizaremos en
este trabajo es la siguiente: E[]Z) h(s)dw(s)] = 0.

Formula diferencial de 1t6

Al proceso z(t) que satisface la Ec. (2.99) se lo llama proceso de Ité, para
dicho proceso es posible establecer una version estocastica de la regla de la
cadena conocida como la formula de It6, la cual tiene un rol muy importante en
el andlisis estocastico. El siguiente teorema cuya demostracién puede hallarse
en [33] enuncia dicha regla.

Teorema 2.11. Sea z(.) un proceso de It6 con diferencial estocastico (2.98) y
consideremos el proceso y(t) = V (x(t),t), entonces y(.) es también un proce-
so de It6 y vale:

—(x(t),t) + — f(z(t),1) (2.100)

ov ov
ox

2
+ %tr (gT(x(t), t)%(x(t), t)g(x(t),t)))] dt + g—‘;g(x(t), t)dw.

4 Dado un proceso adaptado h(t), su integral de It6, I(t) = ftto h(s)dw(s), se define teniendo
en cuenta la no diferenciabilidad con respecto al tiempo del Movimiento Browniano, para mas
detalles ver, por ejemplo, [33].
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Solucion de una EDE

Un proceso estocastico {z(t)},,, €s una solucion de (2.98) con valor inicial
X0 Si

(1) es Fi-adaptado, continuo con probabilidad uno, y z(ty) = z( casi segura-
mente;

() los procesos {f(x(t),t)},5,, ¥ {9(z(t),t)},,, son Fi-adaptados y satisfa-
cen, respectivamente, que -

jff [If(z(s),s)|l2ds < ooy jff lg(z(s), s)|%ds < oo casi seguramente para
todo 7' > ty, donde |.|~ es la norma de Frobenius®

Una solucion {z(t)},,, de (2.98) es Unica si para cualquier otra solucion
{Z(t)},54, CON Z(to) = o Se tiene que Pr({Z(t) = x(t),Vt > to}) = 1.
Condiciones de regularidad

Se hacen las siguientes suposiciones sobre las funciones que definen la
EDE (2.98):

(S1) ParaT >ty yn > 1sesuponeque 3 Ky, >0talquep.c.t.tect,T]y
Y,y € R™ con méx {||z[2, |yll2} < n, vale:

max {[| f(z,t) — f(y, )13, l9(x, 1) — g(y, 1)|5} < Krnllz —yl3.
(82) ParaT >ty, 3 Ky > 0talquep.ct.t € [ty,T]yV xR,

1
o fla 1) + Sl )3 < Kr(1+ 2l3),

Estas condiciones son suficientes para garantizar existencia global y unici-
dad de soluciones para cada condicion inicial zo € R™ ([33]).
Ecuaciones diferenciales estocasticas lineales

En lo que sigue, consideramos un sistema de ecuaciones diferenciales es-
tocasticas lineales de la forma:

dz(t) = Az(t)dt + dw(t) (2.101)

con z(t), w(t) € R™. Suponemos que A es una matriz Hurwitz, es decir, todos
sus autovalores tienen parte real negativa.

SPara una matriz A € R™*™, la norma de Frobenius se define como |A|x £ /tr(ATA) =

Vtr(AAT).
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Suposicion 2.1. La perturbacion w(t) es un proceso estocastico estacionario
cuyos incrementos son no correlacionados, con valores medios nulos (es
decir, w(t) es un proceso de Levy, que en el caso de una distribucion normal
se reduce a un proceso de Wiener). Asumimos también que w(t) tiene matriz
de covarianza incremental ¥.,,dt = covdw(t) = E[dw(t)dw? (t)], siendo %, una
matriz de covarianza finita.

La caracterizacion de conjuntos probabilisticos invariantes y cotas fina-
les esta basada en las propiedades estocasticas de la solucion z(t) de la
Ec.(2.101), como su valor esperado y su covarianza, veamos que caracteristi-
cas tienen estos parametros.

Dado un tiempo t, la covarianza de la solucion esta definida como

S (t) 2 covla(t)] = El(a(t) — Ele(t)])((t) — Ele()7] (2.102)

Tanto X, como X, (¢) son matrices simétricas y semidefinidas positivas. El
valor esperado . (t) = E[z(t)] puede calcularse (ver, por ejemplo, [1], Teore-
ma 6.1, pag. 66) como la solucion de i, (t) = Apu.(t). Asumimos que el estado
inicial z(ty) es conocido, entonces 1. (tg) = x(to) y la ecuacion previa tiene
como solucion

pe(t) = A7) (1), (2.103)

La matriz de covarianza %, (t) verifica (ver, e.g., [1], Teorema 6.1, pag. 66) la
siguiente ecuacion diferencial:

Yo(t) = AN, (1) + B () AT + 2, (2.104)

con X,(tg) = 0 (pues z(ty) es conocido). Como A es una matriz Hurwitz,
la ultima expresion converge cuando ¢ — oo. Entonces, definiendo %, £
lim;_, o 2. (t) tenemos de la Ec.(2.104) que X, puede obtenerse de la ecua-
cion de Lyapunov

A, + 5, AT = -5, (2.105)

2.6.3. Definicion de PUB y ~-PIS

Ahora podemos presentar los conceptos de cota final probabilistica y
conjunto invariante probabilistico, definidos y desarrollados en [28].

Definicion 2.1 (Cota Final Probabilistica). Sea p € (0,1] y sea S C R".
Decimos que S es una cota final probabilistica (en inglés, ‘probabilistic ulti-
mate bound’, o PUB) con probabilidad p para el sistema (2.101) si para todo
estado inicial x(ty) = xo € R", existe T = T(x() € R tal que la probabilidad
Prixz(t) € S| > p, paracadat >ty + T.
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Para poder definir un conjunto invariante probabilistico para sistemas
estocasticos continuos, debemos considerar el producto de un escalarv > 0y
un conjunto S definido como vS £ {yz : 2 € S}. Notar que, cuando 0 < v < 1,
y siempre que S sea un dominio estrellado con respecto al origen,® se sigue
que~S C S.

Definicion 2.2 (Conjunto Invariante Probabilistico). Sea0 <p <1,0<~v <1
y sea S C R™ un dominio estrellado con respecto al origen. Decimos que S es
un conjunto invariante probabilistico (en inglés, ‘probabilistic invariant set’, o
~—PIS) con probabilidad p para el sistema (2.101) si para cualquier x(to) € vS
la probabilidad Pr[x(t) € S| > p para cadat > t.

Observacion 2.3. En [30] se pueden encontrar las definiciones de estos con-
juntos probabilisticos para el caso discreto. Las definiciones de PUB para siste-
mas continuos y discretos son completamente analogas. Sin embargo, los con-
juntos PIS para sistemas discretos fueron definidos para asegurar que cual-
quier trayectoria que comienza en el conjunto permanezca en dicho conjunto
con una probabilidad dada. Eligiendo un conjunto suficientemente grande, la
contractividad de la dinamica del sistema en la frontera domina al ruido y la
probabilidad de que la trayectoria deje el conjunto en el proximo paso puede
hacerse arbitrariamente pequena. En tiempo continuo, sin embargo, esto no es
posible. Independientemente de la contractividad, cuando una trayectoria co-
mienza en el tiempo t, en la frontera del conjunto, tomando t suficientemente
cercano aty, la dinamica esta siempre dominada por el ruido blanco debido a
su ancho de banda infinito. Asi. parat — t; la probabilidad de que z(t) deje el
conjunto S sdlo depende del ruido y resulta independiente del tamano de S. A
fin de resolver esta dificultad fundamental, los estados iniciales de un PIS son
restringidos en la Definicion 2.2 a un subconjunto vS, con ~ menor que uno.

La observacién anterior puede ser faciimente ilustrada por la solucién del
caso escalar de la Ec. (2.101) con w(t) un proceso de Wienery A = —), en tal
caso z(t) = e*A(t*tf))x(to)JrLi e~ =T dw (7). Entonces, puede mostrarse que
lm, Pri|z(t)] > |z(to)]] = lm, .+ Pr [f:o dw(r) > O} = 0,5 independiente-

mente de z(ty) Yy A (pues ftto dw(7) es un proceso Gaussiano de media cero).

Esto es, no importa cudn contractivo sea el término e~ ni que tan grande sea
la condicién inicial |z(ty)|, la probabilidad de confinamiento en |z(t)| < |x(to)]
esta dominada por el ruido.

2.6.4. Algunas propiedades de PUB y ~—PIS

Presentamos aqui algunas propiedades basicas de los conjuntos PUB y
~—PIS que son analogas a las de cotas finales y conjuntos invariantes deter-

6Un conjunto S C R™ es un dominio estrellado, con respecto al origen siz € S = vz € S para
todo0 <~ <1
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ministas. Estas propiedades corroboran que las definiciones de PUB y v—PIS
dadas arriba son consistentes con su contraparte deterministica. Sus demos-
traciones pueden encontrarse en [30] y en [31].

Lema 2.4. Si S es un PUB (yv—PIS) con probabilidad p para (2.101), también
es un PUB (v—PIS) con probabilidad p > 0 para cualquier p < p.

Lema 2.5 (v-PIS=-PUB). Sea Sy, C R"™ un~-PIS para (2.101) con probabilidad
p. Dado ¢ > 0 se define S. = {z : dist(x,Sy) < e}. Entonces, S- es un PUB
para (2.101) con probabilidad p.

Proposicién 2.4 (Interseccion y union de PUB). Sea {S;};_, una coleccion
de PUB para el sistema (2.101) con probabilidades p;, i = 1, ..., r, respectiva-
mente, entonces

m E/ conjunto Sn = nNi_,S es un PUB con probabilidad
p=>.._,pi— (r—1) siempreque . _,p; > (r—1).

» El conjunto S, = U}_,S; es un PUB con probabilidad p = méax{p; : i =
1,...,7}

Proposicion 2.5 (Interseccién y unién de v—PIS). Sea {S;};_, una coleccién
de ~;,—PIS para el sistema (2.101) con probabilidades p;, i = 1,...,r, respecti-
vamente, entonces

» Siempre que Y_._, p; > (r—1), el conjunto Sn = N;_, S; es un~y—PIS con
probabilidad p = %;_, p; — (r — 1) donde v = min{~; : i = 1,...,7}.

m E/ conjunto Sy, = U_,S; es un v—PIS con probabilidad p = min{p; : i =
1,...,r} donde~y=min{v; :i=1,...,r}.

2.6.5. Caracterizacion de PUB y y-PIS

En [30] se desarrollé un método para caracterizar y calcular Cotas Finales
Probabilisticas y Conjuntos Invariantes para (2.101) basados en la desigualdad
de Chebyshev’, la cual puese ser usada para cualquier proceso de Wiener ar-
bitrario w(t). Los resultados, resumidos en los Teoremas 2.12 y 2.13, también
dan cotas mas estrictas para el caso especial de perturbaciones Gaussianas.

Dado un parametro (probabilidad) p tal que 0 < p < 1, el método considera
n parametros arbitrarios p; elegidos de manera que

O<pi<l,e=1,...,mn; Zﬁizl_p (2106)

Teorema 2.12. (Caracterizacion de PUB) Consideremos el sistema (2.101).
Asumimos que A € R"*"™ es una matriz Hurwitz y supongamos que w(t) es
un proceso estocastico con incrementos no correlacionados y valores medios

var[X]

7Sean X una variable aleatoria integrable y A > 0, entonces Pr[|X — E[X]| > A] < e
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nulos y con matriz de covarianza incremental ¥,,dt. Sean 0 < p < 1 y p;,

i=1,...,n, que satisfagan Ec.(4.17). Entonces, cualquier conjuntode la forma
S={x:|x;| <bi+e i=1,...,n} cone > 08 esun PUB para el sistema con
probabilidad p, con
Salii .
b; & [ ~]’; i=1,...,n (2.107)
pi

y 3. la solucién de la ecuacion de Lyapunov (2.105).
Ademas, cuando w(t) es un proceso de Wiener, la Ec.(4.18) puede ser
reemplazada por

bi 2 \/2[8 Jiserf (1 —p); i=1,...,n (2.108)

donde erf es la funcién de error:erf(z) £ 2 [* ¢ d.

s

La prueba del Teorema 2.12 se sigue de las del Teorema 12 en [30] (caso
general) y del Teorema 1 en [29] (caso Gaussiano) para sistema de tiempo
discreto. La Unica diferencia es que 3, es ahora calculada a partir de la versién
continua de la ecuacién Lyapunov (2.105).

Notar que la cota dada por la Ec.(2.108) es mas estricta que la de la
Ec.(4.18) pero so6lo es valida para ruido con distribucion Gaussiana.

Teorema 2.13. (Caracterizacion de v—PIS) Consideremos el sistema (2.101),
donde la matriz A se asume Hurwitz y diagonalizable °. Supongamos que w(t)
es un proceso estocastico con incrementos no correlacionados y valores me-
dios nulos y con matriz de covarianza incremental ¥,,dt. Sea0 < p < 1 y p;,
i =1,...,n,que satisfagan Ec.(4.17). Entonces, el conjunto S = {z : |V 1z| <
b} es un~y—PIS para el sistema con probabilidad p, donde V' es una transforma-
cion de semejanza tal que A = diag(\1,...,\,) = VLAV es la descomposi-
cion diagonal de Jordan de la matriz A, y las componentes de b = [by ... b,]T
son calculadas de acuerdo a

Soli
b & [Zoii —: i=1,...,n 2.109
\/ 2R (1 — 1) (2.109)

cony, =VIy,(V-1Hx,

Ademas, cuando w(t) es un proceso de Wiener y los parametros p; que
satisfacen (4.17) son elegidos con la restriccion de que para cada par de au-
tovalores complejos conjugados \;, \; = \; de la matriz A tomamos p; = pj,

8E| tnico rol de e > 0 es asegurar que T'(zo) en la Definicién 2.1 es finito (para mas detalles,
consultar la prueba del Teorema 12 en [30]).

9En un importante nimero de aplicaciones, la matriz A en (2.101) esta dada por alguna matriz
alazo cerrado, por ejemplo, A— BK o A— LC [donde (A, B, C) esta en el sistema a lazo abierto y
K es una ganancia de realimentacion, L es una ganancia del observador, etc.]. Bajo condiciones
estandares de controlabilidad y observabilidad sobre (A, B, C) el disefio de K, L, etc., puede
hacerse por técnicas de asignacion de polos de modo que las suposiciones sobre A hechas aqui
se satisfagan, sin pérdida de generalidad.
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la Ec.(2.109) puede ser reemplazada por

(Eo)ii
[Re(A:)[(1 —~2)

[I>

b; erf '(1—p;); i=1,...,n (2.110)

Demostracion. Seguimos la idea de las pruebas de los Teoremas 15y 16 en
[30]: Con la transformacion lineal z(t) = V2(t), el sistema (2.101) se convierte
en

dz(t) = Az(t)dt + V" dw(t) (2.111)
con z € C*, w(t) € R*, V-1 € C*", y A € C™" una matriz diago-

nal. Definiendo v(t) £ V~'w(t), la covarianza incremental de v(t) satisface
¥, dt = V=1Is,(V-1)*dt, y la i-ésima componente de (2.111) es

dZi (t) = )\izi (t)dt + d’Ui (t) (21 12)

El valor esperado de la variable aleatoria® z;(¢) entonces verifica E[z;(t)] =
erilt=10) 2 (o), pues asumimos que z;(ty) es conocido. La varianza de z;(t)
puede ser calculada desde (2.112) como

1— eQRC()\i)(tfto)

var[z;(t)] = 2|Re(N;)]

[Xu)ii

Supongamos que x(ty) € S, i.e., |[V~lz(tg)] < ~b con b definida por

Ec.(2.109). Asi, |z(to)| = |V 1z(to)] = vb Y |zi(to)] < ~bi. Entonces, para

todo ¢ > ¢t resulta (ver, e.g., Ecuacion (6.6) de [1], Pag. 66) que
[Elz:(8)]] = [} 2i(tg)] < eePIEt0)yp,; (2.113)

De la desigualdad (2.113), se sigue que

Pr(|zi(t)] = bi]
= Prf|zi(t)] — eReQDEt0)p; > (1 — yeReO(t=to))]
< Prlzi()] — [Elz:(0)]] = bi(1 — yeRePUto))]
< Pr[|zi(t) — E[z:(t)]] > bi(1 — yeRet=to)y]

La desigualdad de Chebyshev establece que

b ['Zl(t) — Elz:(0)]] > bi(1 — yefeli=))

- var(z;(t)]
> b%(l _ ,yeRc()\i)(tfto))Q

(2.114)

0K [2,(t)] se refiere al valor esperado de la variable aleatoria z; € C en el tiempo ¢ con respecto
a la medida de probabilidad definida en “footnote 1”.
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y entonces resulta

var(z;(t)]
b%(l _ VeRC(Ai)(tfto))Q
1— eQRC()\i)(tfto)

- 2|Re(\;)[bZ(1 — yeRe(Ai)(t—t0))2 [Eo]is

Pr|zi(t)] = bi]

IN

La expresion
1 _ eQRC()\i)(tfto)

(1 _ f}/eRc()\i)(tftO))Q

(2.115)

es maxima cuando eRe()(t—t) — ~ Entonces, resulta que Pr[|z;(t)] > b;] <

Pri|zi(t)] > b;] < W = p; para todo t > t(. Asi, la probabilidad

|ﬁb§2n: |Z1 |>b <sz—1_

para todo t > t¢, y luego,
Pr|z(t)| < b] = Pr[|[V " a(t)] < b] = Prfz(t) € S] > p

lo cual prueba que S es un v—PIS con probabilidad p.

Cuando w(t) es un proceso de Wiener y \; es real, reemplazamos la de-
sigualdad de Chebyshev de la Ec.(2.114) por la siguiente expresion valida para
distribuciones Gaussianas

Pr[[ei(t) — Efza(t)]] > bi(1 — 7eFOI0—10)]

(1 — ~eRe(N)(t—to)
=1—erf bl = ve ")
2var[z;(t)]

y entonces obtenemos

(1 = eRe@iE—t0))2[Re ()|
<1-—erf <bl\/ (1 — e2ReC) =105, ]; ;

<1-—erf <bi w> =P (2.116)

v]i,i

En el dltimo paso usamos el hecho de que erf(-) es una funcién mondtona-
mente creciente y maximizamos la expresion de la Ec.(2.115).

En el caso de autovalores complejos, la Ec.(2.112) puede ser separada
en sus partes real e imaginaria z;(t) = Re[z;(t)] + jlm[z;(¢)], donde ambas
componentes son procesos Gaussianos y la varianza puede escribirse como
var[z; (t)] = var[Re|z;(t)]] 4 var[Im[z;(¢)]]. Entonces, la prueba se sigue del Teo-
rema 2 en [29] para sistemas de tiempo discreto, reemplazando ¢, + N por ty
bz(l — |)\1|N) por bz(l — ’yeRc(Ai)(tito)). O
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Observacion 2.4. Notar que b; en la Ec.(2.109) y en la Ec.(2.110) tiende a
infinito cuando ~ tiende a uno. Esto es consistente con el hecho de que un PIS
no puede ser definido sin considerar un factor v menor que uno para restringir
los estados iniciales debido a la naturaleza de banda de ancho infinito de la
perturbacion de ruido blanco continuo (ver, e.g., las discusiones en [1] sobre
ruido blanco continuo).



Capitulo 3

Diseno de control con Cota
Final Probabilistica

Este Capitulo presenta una aplicacion del concepto de cota final proba-
bilistica al disefio de una estrategia de control que permite garantizar que un
sistema continuo lineal bajo la influencia de ruido blanco tenga, dada una pro-
babilidad p, un cierto PUB preestablecido. Esto extiende los resultados co-
nocidos para sistemas lineales deterministicos que fueron compilados en la
Seccién 2.3 del Capitulo 2.

Primero se formula el problema sobre el cual se trabaja, presentando las
principales caracteristicas del mismo, luego, en la Seccion 3.2 se muestran re-
sultados relacionados al problema de asignacion de covarianza del estado que
nos van a permitir desarrollar la estrategia de disefo. La Seccion 3.3 presenta
la técnica de diseno en si misma vy, finalmente, en la Seccién 3.4 se ilustra el
procedimiento a través de un ejemplo de aplicacion.

3.1. Planteo del problema

Se considera un sistema LTI de tiempo continuo dado por la siguiente ecua-
cién diferencial estocastica

dx(t) = Az(t)dt + Bu(t)dt + Hdw(t) (3.1)

con z(t) € R™, u(t) € R™, y v(t) € R%. Asumimos que el par (A, B) es con-
trolable, con A € R" ", B € R"*"™, esta ultima matriz corresponde a las m
entradas de control. Vamos a considerar perturbaciones que estan alineadas'
con la entrada de control, es decir, la matriz H € R"*? es de laforma H = BG,
para alguna matriz G € R™*?, Asumimos también que v(t) tiene covarianza
incremental X,d¢ con X, una matriz de covarianza finita.

'La hipétesis de perturbaciones alineadas es usual en aplicaciones de control robusto.

55
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El problema aqui es, dados un vector b € R", y una probabilidad p € (0, 1),
hallar una ganancia de control K tal que el sistema a lazo cerrado

dz(t) = (A + BK)x(t)dt + BGdw(t) (3.2)

tenga un PUB S = {x : |x| < b+ ¢} con probabilidad p para cualquier ¢ > 0.

El teorema 2.12 muestra que el PUB depende de las entradas diagonales
de la matriz de covarianza del estado X,. Asi, éste es un problema de asig-
nacion de covarianza del estado, el cual consiste en hallar una ganancia de
realimentacién que asigne una covarianza del estado a lazo cerrado especifi-
ca, [15], similar al problema tratado en [50].

Entonces, antes de presentar los procedimientos de diseno de control pa-
ra obtener un conjunto PUB deseado, primero derivamos algunos resultados
auxiliares referidos a asignacion de covarianza.

3.2. Asignacion de covarianza en forma canonica
de controlabilidad
Cuando la matriz A esta en su forma canonica de controlabilidad, y el siste-

ma tiene una entrada simple, la matriz de covarianza que resuelve Ec. (2.105)
tiene una estructura de Xiao [57].

Definicion 3.1 (matriz de Xiao). Dado un vector 0 < z € RF, definimos la
matriz de Xiao X(z) como

_Zl 0 —Z9 0 z3
0 Z9 0 —Z3 0
—Z2 0 zZ3 0 —Z4 v .
XE)=|10 -z 0 24 0 - (3.3)

2k

Para el caso de multiples entradas, derivamos el siguiente Lema:

Lema 3.1. Consideramos el sistema de Ec. (3.2) y asumimos que el par (A, B)
esta en su forma candnica de controlabilidad, con A € R"*"™ y B € R"*™; y
sean d;, j = 1,...,m, indices de controlabilidad de (A, B). Asumimos tam-
bién que la perturbacion v(t) esta alineada con la entrada de control y que su
covarianza incremental es ¥,dt. Ademas, definimos

»2ay,GT (3.4)

y asumimos que el par (A, BY.'/?) es controlable. Entonces, la matriz de Xiao
bloque diagonal
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donde ¥, € R%*% paraj = 1,--- ,m son matrices de Xiao definidas posi-
tivas, es una matriz de covarianza asignable para el sistema bajo la ley de
realimentacion v = Kx con

K = -B'(AS, + ¥, AT + BEBT)(I - BB'/2)5;! (3.6)

donde BT es la inversa de Moore-Penrose de la matriz B. Mas atn, la matriz
alazo cerrado A + BK es Hurwitz.

Demostracion. Sea Y, dt la matriz de covarianza incremental de v. Definiendo
w(t) £ Ho(t), la covarianza de w(t) esta dada por

Y, = HY,HT = BG2,GTBT = B.BT

donde ¥ = G%,G7 es la covarianza de Gu(t). Sustituyendo A + BK por A
en (2.105) tenemos que la matriz de covarianza del estado a lazo cerrado ¥,
satisface la ecuacion de Lyapunov

(A+ BK)%, + %.(A+ BK)T = -BxBT. (3.7)

Por Corolario 4.6 de [15], la ecuacion (3.7) tiene una solucion K (una tal solu-
cion esta dada por (3.6)) siy solo si
(I — BBY)(A%, + %, AT + BEBT)(I — BBY) =0 (3.8)

En lo que sigue analizamos la forma de la condicion (3.8) cuando (A, B) esta
en la forma canonica de controlabilidad, esto es,

A A ... Aim B4
Api Az .. Aom B,
donde las submatrices A;; € R%*4 B; ¢ R%*™ parai = 1,...,m, tienen la
forma
i
010 ... 0 0..00..0
001 ... 0 0..00..0
Ag=|... .|, Bi=| .| (3.10)

donde «'s representan entradas no determinadas, y A;; € R4 para
i,j = 1,...,m, i # j, tienen ceros en todas las entradas excepto posi-
bles elementos no nulos en la ultima fila. Primero hallamos (I — BBT). No-
tar que la matriz B en (3.9), (3.10) tiene s6lo m filas no nulas de la for-
malf0 ... 0 1 = ... x],donde los 1's estan en la i—ésima posicion.
Asi, eliminando las filas redundantes que contienen solo ceros, podemos ex-
presar BTB = BT B, donde B € R™*™ es una matriz triangular superior
con 1’s en la diagonal principal. Entonces, calculos simples muestran que
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BB' = B(B"B)~'B” = BB~'B "B tiene todas sus entradas nulas ex-
cepto 1's en las posiciones (o, 0;), donde o; = 23:1 dj,parai=1,...,m.Se

sigue que (I — BB') tiene la forma

1 o2 Om,
1 ! {
(I — BB") = diag(1,...,1,0,1,...,1,0,1...,1,0) (38.11)

Luego, (I — BB")B = 0, BT (I — BBT) = 0y en la multiplicaciéon (I — BBT)A
tenemos que las filas de A con entradas no determinadas *’'s son multiplica-
das por cero mientras que las filas restantea son multiplicadas por uno. Asi,
concluimos que A £ (I — BB')A tiene la forma

[85?::8

A =diag(l'y,...,Ty,), Ii2 € Rdixdi (3.12)

666 0
Basados en los calculos anteriores podemos reescribir (3.8) como
A +¥TAT =0, donde ¥ £ %,.(I-BB). (3.13)

Debido a la estructura de X, en (3.5) y usando (4.15), podemos escribir Y=
diag(X1,...,%m), donde &; € R%*d: j =1 ... m, esigual a la matriz de Xiao
¥ con ceros en la Gltima columna. Por lo tanto, (3.13) lleva a las m ecuaciones

Fiii+2_iTF?=0, 1=1,....,m. (3.14)

De la forma de T'; in (3.12) y la de %, recién discutida, es facil ver que (3.14)
(equivalentemente, (3.8)) se satisfacen y por lo tanto, X, en (3.5) es una matriz
de covarianza a lazo cerrado para el sistema en forma canonica de controlabi-
lidad (A, B), asignable por realimentacion de estado con ganancia (3.6). De la
suposicion que el par (A, BX'/?) es controlable y del hecho que X, es definida
positiva, se sigue (ver [20], Capitulo 4) que A + BK, que satisface la ecuacion
de Lyapunov (3.7), es Hurwitz. O

El Lema siguiente relaciona la construccién de una matriz de Xiao defini-
da positiva con la eleccion de las probabilidades p; en el Teorema 2.12. Este
resultado sera usado mas adelante para construir una matriz de covarianza
asignable cuyas entradas diagonales sean las requeridas por el Teorema 2.12
para asegurar que el sistema a lazo cerrado tenga una cota final probabilistica
deseada.

Lema 3.2. Sea g : (0,1 — R* una funcioén estrictamente decreciente con
Im(g) = [a,00) para alguna constante a > 0. Sea b = 0 un vector en R" y

0 < p < 1. Entonces, existen n constantes 0 < p; < 1 parai=1,--- ,n tal que
>, pi =1 —pylamatriz de Xiao
_ b)) <mf}T
ZI—4Y<L692 o 9Gn

es definida positiva.
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(k)

Demostracion. Vamos a suponer que existe 0 < p;”’ < 1parai=1,---,ncon
S % =1 - ptal que la matriz
b by)? b)? 17
i £ X <[ ((p(lk)))2 g((ﬁgk))P 0((1753))2} > (3.15)
es definida posmva Probaremos que existe 0 < p(k“) <lparai=1,---,n
con ", 5D — 1 — ptal que la matriz
A (b1)? (b2)? (br+1)* g
Ek+1 =X g(ﬁngrl))z g(p(k+1))2 e W (316)
es también definida positiva. Primero formamos la matriz
T
S _ (b1)? (b2)? L (br+1)
Pir1 = X <[g(ﬁ§k))2 PERE g(p;’im} )
ko Ck Sk
= [CT (bre1)? ] = [CT’“ P y } (3.17)
boaelle] L% den
Si el producto ¢} (X)) 'er < dii1 entonces Y41 > 0y podemos elegir
P = M)y la matriz S5, definida como en la Ec.(3.16) es definida po-
sitiva.

Por otro lado, si ¢! (%)~ 'ex, > dj11, primero calculamos

T 2 —1
rpay = ()T (3.18)

diy1

y elegimos una constante « > 1 para calcular

Sples = 28 g0y < (3.19)
arg41
Luego, notando que
b; bi/arp1 b; _
= = > = 9B

Vi VERL | VR

resulta que
i

[Ert1]ii € Im(g)

y podemos tomar

b;
g ! <7> paral <i<k
ZN)(lg+1) . [ZkJrl]l i ( )
i = _(k+1
k) l-p-— Z] 1Py
b; ~(k
1- p—= Z] 1P § )

(3.20)

parai > k
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k41) ~(k+1)

resultando ~§ < ﬁgk) para 1 <i < k, lo cual implica que p; > ﬁgk) >0
para k + 1 < i < n. Asi, los parametros definidos en Ec.(3.20) satisfacen

P s 0y o 55D =1 — p. Luego, tenemos

2

2 2 2 T
¥ - X (b1) (b2) . (br41)
— ~(k ~(k ~(k
k1 9@ )z gy )2 g2
Yk Ck 2k Ck
arg41 QaTg41 _ | QTk4+1 QTk41
B CT 2 B CT
k (br+1) k d
—(k+1)v2 k+1
arg+1 9By ) aTk41

con di1 > di41. Asi, resulta que

-1
Cg < Yk ) Ck 765(216)_1616

ark+1 ark+1 ark+1 Oé’l"k_‘_l

dys1
= < dpy1
a

y entonces X1 es definida positiva.
La prueba por induccion entonces concluye observando que X; es defi-

nida positiva para cualquier eleccién de los parametros 131(-1) > 0 tales que
Z?:lﬁz(.l) =1 — p. Inicialmente podemos tomar, en particular, 13(1) = 1n;p O

i

3.3. Diseno del control

Haciendo uso del Lema 3.1 y 3.2, el siguiente teorema establece que una
ganancia por realimentacion K puede ser calculada de manera que el sistema
a lazo cerrado de Ec.(3.2) tenga un PUB prestablecido arbitrariamente.

Teorema 3.1 (PUB Assignment). Dado un sistema
dz(t) = Az(t)dt + Bu(t)dt + BGdo(t) (8.21)

donde el par (A, B) es controlable, el vector de perturbacion v(t) es un pro-
ceso estocastico estacionario de esperanza cero con incrementos no corre-
lacionados y covarianza incremental .,dt, y el par (A, BY'/?) con ¥ definida
en (3.4) es controlable, y dado un vectorb = 0 y una probabilidad 0 < p < 1,
existe una ley de control u(t) = Kux(t) tal que cualquier conjunto de la forma
S={x:|z] <bi+e i=1,...,n} cone > 0, es un PUB con probabilidad p
del sistema a lazo cerrado (3.2).

Demostracion. Dada una matriz de control K tal que A + BK es Hurwitz, si
encontramos ciertas constantes p; > 0 sujetasa >, p; = 1 — p, entonces, de
acuerdo al Teorema 2.12, el conjunto S = {x : |x;| < b; +¢; i =1,...,n} seria
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un PUB con probabilidad p para el sistema a lazo cerrado de Ec.(3.2) siempre
que

bi = +/[22)i,i9(Di)
con

(3.22)

) = 1/+/p; distribucién general
PU=Y V2ert~1(1 — ;) distribucion Gaussiana

y donde 3, es la solucion de la ecuacién de Lyapunov (3.7).

Vamos a suponer primero que el par (A, B) esta en su forma candnica de
controlabilidad. Notar que en ambos casos (distribucién general y Gaussiana),
la funcién g(-) verifica las hipétesis del Lema 3.2 (cona = 1y a = 0, respecti-
vamente).

Entonces, tomando m constantes ¢; > 0, j = 1,...,m, tales que Z}”:l g =
1,y definiendo ¢; para j = 1,...,m como en la prueba del Lema 3.1, podemos
usar el resultado del Lema 3.2y, paracada j € {1,...,m}, hallar d; constantes
pi,coni=o; —d; +1,...,0; tales que

93

Z pi=qi(1-p)=1-p;

i=0;—d;+1
y la matriz de Xiao
S5 =X ({2/9(0)% i =05 —d;+1,...,0;})

resulta definida positiva.

Luego, de acuerdo al Lema 3.1, la matriz 3, = diag(Xl,...,¥™) es una
matriz de covarianza definida positiva asignable bajo la ley de control u = Kx
con K calculada desde la Ec.(3.6), y la matriz a lazo cerrado A + BK es
Hurwitz.

Notar que las n entradas diagonales de X, son b?/g(p:)?, y

n m gj m
dh=) Y, mi=) ql-p=1-p
1=1 7j=1

j=1i=0;—d;+1

Entonces, usando el Teorema 2.12, el conjunto S = {x : |z;| < b; +¢; i =
1,...,n}, para cualquier ¢ > 0 dado, es un PUB con probabilidad p del sistema
a lazo cerrado (3.2).

En el caso que el par (A, B) no esté en la forma candnica de controla-
bilidad, existe una transformacion lineal U que lo lleva a tal forma. Bajo esta
transformacion, el sistema de Ec.(5.4) se convierte en

dz.(t) = Acxe(t)dt + Beou(t)dt + B.Gdo(t) (3.23)

con A, =UtAU,y B.=U"!'B.
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Sea .. un bloque diagonal de la matriz de Xiao que de acuerdo al Lema 3.1
es una matriz de covarianza asignable para el par (A, B.). Definimos ¥, e
UX.UT y sea > 0 un nimero que también verifica

2
ft < fimax = min b71~
1<i<n (a +0)2[Xz]i
con a = g(1), g(-) definida en Ec.(3.22), y 6 £ g(1 — p) — a > 0. Notar que
b; b;
— = =
\/N[Ez]z,l \/Nméx[zm]i,i

lo que implica que el primer término del lado izquierdo de la Gltima desigualdad
esta en Im(g) = [a, 00). Definimos

pi(p) 2 g1 (%) Jdi=1,....n (3.24)
Wi

Notar que cada funcién p;(x) crece monotonamente con p, tomando valores
en el intervalo (0, p; (umax)]- Mas adn, existe al menos una funcion p;- (1) donde

b2
ko 4
1 = arg min

1<i<n (@ + 0)2[Sy]ii

>a+0

qgue asume valores en el intervalo (0,1 — p]. Se define entonces
s() £ piln) (3.25)

y notar que las funcion continua s(u) crece mondtonamente con u y puede
tomar cualquier valor desde 0 hasta s, > 1 — p. Asi, existe un valor z tal que
s(i) =1-p. 3

Luego, tomando ¥. = pX,., resulta que X. es una matriz de covarianza
asignable del sistema (3.23) bajo la ley de control u(t) = K.z.(t) con

K.=-B}(AX. + 2. AT + B.xBT)(I - B.B!/2)5.! (3.26)

Entonces, la matriz de covarianza del sistema (5.4) bajo el control u(t) = Kx(t)
con K = K.U~! resulta

Y, = U UT =Ups Ut = a3,

Tomando p; = p;(iz) para: = 1,...,n, de la Ec.(3.24) resulta que

b = g(pi)\/ i[Ea)ii = 9(Bi)\/ [Salii

con > , p; =1 — p. Luego, de acuerdo al Teorema 2.12, el conjunto S = {z :
|z;| <bi+e; i =1,...,n} es un PUB con probabilidad p para el sistema a lazo
cerrado (3.2). O
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Del Teorema 3.1 y los Lemas 3.1 y 3.2 se puede desarrollar el siguiente
algoritmo para hallar una matriz de covarianza asignable >, y la correspon-
diente ley de control u(t) = Kz(t) tal que el sistema (5.4) tenga una PUB de
tamano b con probabilidad p. Consideramos que el sistema tien m entradas y

que los correspondientes indices de controlabilidad son d; with j = 1,...,m.
A 7

También definimos los indices acumulativos o; = >°°_, d;, parai = 1,...,m
como en la prueba del Lema 3.1.
Algoritmo 3.1. Disefio de PUB — Forma Candnica de Controlabilidad
1. Elegirm constantes q; tales que® 7" | q; = 1.
2. Paracadajenl,...,m,
a) Calcularp; =1 —q;(1 —p).
b) Tomarb’ = by, —d;41,---,bs,].
c) Tomark =1 yﬁgl) =(1-p;)/d;jparai=1,...,d;.

d) Usando v’ en lugar de b, formar X, de la Ec. (3.15). Si k = d; ir al
paso 4h).

e) Usando b’ en lugar de b formar ¥, de la Ec.(3.17).

f) SiSpy1 >0, tomar 5" = 5% e ir al paso (4g).

g) Sino, elegir o > 1 y calcular ﬁgk“) desde las Ecs.(3.18)—3.20).
h) Hacerk := k + 1 y volver al paso (4c).

i) TomarXi =%, >0
3. Calcular el bloque diagonal de Xiao .., desde la Ec.(3.5).
4. Calcular ¥ = GX,GT y hallar K a partir de Ec.(3.6).

Cuando el par (4, B) no esta en su forma candnica de controlabilidad, el
siguiente algoritmo puede ser desarrollado para hallar una ley de control tal
que el sistema a lazo cerrado tenga un PUB de tamano b con probabilidad p.

Algoritmo 3.2. Diseno de PUB — Forma General

1. Calcular la matriz U que lleva el sistema (5.4) en su forma candnica de
controlabilidad.

2. Elegir un vector positivo b. y usando el Algoritmo 3.1 hasta el paso (5),
calcular una matriz de covarianza asignable Y. para el sistema en su
forma candnica de controlabilidad.

3. Hallar i tal que s(in) = 1 — p, con s(-) definida en Ecs.(3.24)—3.25).
4. Calcular s, = i3, y K. desde la Ec.(3.26).

5. Calcular la ganancia de control K = K. U~'.

2Una eleccion razonable seria g; = d;/n, que asigna una probabilidad de salida proporcional
a la dimensién de cada subespacio de controlabilidad.
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3.4. Ejemplo

Consideramos un sistema descrito por la Ec.(5.4) con

2 2 -1 -1 -3 0 1
10 -1 0 -1 0 0

A=1]o0 1 0 -1 —-1|; B=|-1 -2|; (3.27)
10 -1 0 0 0 0
21 -1 -1 -3 0 1

G = [11]7, y v(t) es un proceso de Wiener con covarianza incremental 3, dt =
0,01d¢. Queremos que este sistema tenga un PUB S = {x : |z;| < b; +¢; i =
1,...,n},conb= [0,1 0,1 0,1 0,1 O,l}T, para todo ¢ > 0 con probabilidad
p = 0,9. Seguimos el algoritmo 3.2:

1. La matriz que lleva el sistema a su forma canoénica de controlabilidad es

11 0 01
01 0 00
U=[10 -1 0 0];
11 0 10
01 0 01

2. El vector positivo b. es elegido aqui como b. = b. Entonces, siguiendo
el algoritmo 1 con ¢; = 3/5, ¢ = 2/5, obtenemos la siguiente matriz de
covarianza asignable para el sistema en su forma candnica de controla-

bilidad:
0,9239 0 —09239 0 0
0 0,9239 0 0 0
Y. =107 1-09239 0 2,783 0 0
0 0 0 1,848 0
0 0 0 0 1,848

3. Calculando 3, = UX.U” y p;(1) desde la Ec.(3.24), el valor j tal que
s(p) =1—penlaEc.(3.25) es i = 0,4911. Entonces, las probabilidades
de salida p; = p;(i2) resultan p; = py, = 0,0189, p» = 0,000003, p3s =
0,055597, y ps = 0,0067.

4. Calculamos %, = ¥, y
K — —-16,4396 —7,0118 —15,4396 -1 —8,0102
€7 1-16,9308 1 —16,9308 0 —4,5102

5. Calculamos la ganancia de control para el sistema en las coordenadas
originales:
—33,8616 5,5102 16,9308 0 29,3513

K_[—30,8792 1,9984 154396 —1 22,8689}
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Esta ganancia asegura que el sistema (3.2) tiene el PUB deseado con pro-
babilidad p = 0,9. Este hecho puede comprobarse aplicando el Teorema 2.12
al sistema a lazo cerrado de la Ec.(3.2) con los valores de p; calculados en el
paso 3.

A fin de verificar los resultados, realizamos 5,000 simulaciones del sistema
con condicion inicial z(to) = 10 - b (fuera de S) y para cada instante de tiempo
tr = 0,01k, con k = 0,...,120,000, evaluamos la razon de salida e como el
numero de veces que z(t;) esta fuera del PUB dividido por 5,000. Encontra-
mos que para cualquier t, >1,050, entre 7,14 % y 10% de las simulaciones
estaban fuera del PUB calculado, lo cual coincide con la probabilidad teérica
maxima (1 — p) de 10 %. La raz6n de salida calculada como una funcion del
tiempo es ilustrada en la Figura 3.1.
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Figura 3.1: Exit ratio vs. ¢ for the PUB
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CAPITULO 3. DISENO CON COTA FINAL PROBABILISTICA



Capitulo 4

Conjuntos probabilisticos
PUB y +-PIS para sistemas
no lineales

Los resultados referentes a conjuntos PUB y PIS se establecieron para
sistemas con pertubaciones estocasticas que estan representados mediante
ecuaciones diferenciales lineales. A fin de completar la teoria de los siste-
mas de control es necesario extender las herramientas actuales para calcular
conjuntos invariantes y cotas finales probabilisticas para sistemas estocasti-
cos no lineales. Para ello, en la primera seccion de este capitulo se presentan
las definiciones de los conjuntos probabilisticos, luego, en la seccién 4.2 se
proporcionan formulas que permiten caracterizar a dichos conjuntos en base
a funciones de Lyapunov, estos resultados se relacionan con el concepto de
Noise to State Stability, principalmente con el trabajo desarrollado en [35].

Por otro lado, a lo largo de la seccidon 4.3 se extienden los resultados de
diseno de control vistos en el capitulo 3 a sistemas no lineales que son afines
a la entrada de control y linealizables por realimentacién estocastica. En este
caso, el sistema transformado es lineal en el estado pero no lineal en la entrada
del ruido y entonces es posible calcular una cota final que no dependa de una
funcion de Lyapunov. Asi, se establecen férmulas para obtener cotas finales
para estos sistemas particulares y un algoritmo que resume los resultados de
diseno de control y permite determinar la ley de control necesaria para que un
conjunto arbitrario sea un PUB para el sistema no lineal.

Finalmente, en la seccion 4.5 se plantea un ejemplo de aplicacion de los
resultados obtenidos.

67
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4.1. Definiciones de PUB y y—PIS para sistemas
no lineales

Aqui se presentan las nociones de cota final probabilistica (PUB- Probabi-
listic Ultimate Bound) y la de conjunto invariante probabilistico (PI1S- Probabi-
listic Invariant Set) para sistemas no lineales. Estos conceptos son completa-
mente analogos a los definidos para sistemas estocasticos lineales vistos en
la seccion 2.6 del Capitulo 2 los cuales fueron desarrollados en [30, 28].

Consideremos un sistema de la forma

da(t) = f(z)dt + h(z)dw(t) (4.1)

donde f : R™ — R™ es un campo vectorial suave, h : R* — R"** es un campo
matricial suave, y la perturbacion w(t) es un movimiento Browniano vectorial
con covarianza incremental cov[dw(t)] = X,,dt.

Definicion 4.1 (Cota Final Probabilistica). Un conjunto compacto S C R" es
un PUB para el sistema (4.1) con probabilidad p > 0 si para todo estado inicial
x(tg) = xo € R", existe T = T(xo) > 0 tal que

Priz(t) € S] > p

paracadat >ty +T.

Como se consideran sistemas estocasticos continuos, las observaciones
hechas en el Seccién del Capitulo 2 respecto a los conjuntos invariantes son
validas también para el caso no lineal y deben ser tenidas en cuenta al mo-
mento de su definicion.

Definicion 4.2 (Conjunto Invariante Probabilistico). Dado 0 < ~ < 1, un con-
junto compacto S C R™ es un v—PIS para el sistema (4.1) con probabilidad
p > 0 si la condicion x(ty) € 7S implica que

Priz(t) € S] > p
para cadat > tg.

Con estas definiciones en mente, la siguiente seccion determina expresio-
nes para caracterizar los conjuntos probabilisticos de manera de extender los
resultados obtenidos en el caso estocastico lineal. La diferencia principal en-
tre ambos casos es que mientras para sistemas lineales es posible conocer la
matriz de covarianza de los estados y ésta permite calcular conjuntos invarian-
tes, cuando el sistema es no lineal, esto ya no es posible y deben considerarse
otras herramientas para el calculo de los conjuntos. Por este motivo, se plan-
tean expresiones que involucran funciones tipo Lyapunov. El uso de estas fun-
ciones no es arbitrario, es bien conocido que, al igual que para los sistemas no
lineales deterministicos, las técnicas basadas en funciones de Lyapunov son
ampliamente utilizadas en el analisis de la estabilidad de sistemas estocasti-
cos, ejemplos de esto son [21] y [35].
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4.2. Caracterizacion de conjuntos probabilisticos

Antes de describir las formulas que permiten caracterizar las cotas finales
y los conjuntos invariantes definimos el siguiente operador.

Definicion 4.3. Dada una funcion V : R™ — R definida positiva y dos veces
continuamente diferenciable, se define el generador de (4.1) que actua sobre
la funcion V' como la aplicacion L [V] : R™ x [tg, 00) — R dada por

2 OV 1 7o, OV
ov 9%V . . .
donde e y gl denotan, respectivamente, el gradiente y el Hessiano de la

funcion V.

Los proximos resultados expresan los conjuntos PUB y ~-PIS en base a
una funcién de Lyapunov cuyo generador £ [V] satisface cierta condicién que
permite probar que una vez que las trayectorias del sistema (4.1) entran en
un conjunto determinado por V permanecen alli para todo tiempo con una
probabilidad preestablecida.

Teorema 4.1 (Caracterizacion de PUB). Sea 0 < p < 1 una probabilidad y sea
V : R™ — R una funcion definida positiva dos veces continuamente diferencia-
ble con V(0) = 0. Supongamos que existen una funcién convexa o : R — R
de clase K" y una constante 3 > 0 tales que

LIV](z) < —a(V(x)) + 5. (4.2)
Entonces, para cualquier € > 0, el conjunto
-1
S = {xeR”:V(x) < w}
1—p
es un PUB con probabilidad p para el sistema de Ec. (4.1).

Demostracion. Usando la regla de I1t6 (Ec. (2.100)) en la Ec. (4.1) para V' (z(t)),
obtenemos

t t BV
Via(t) = V) + [ £VI(a(s)ds + [ G (as)hts)du(s)
to to
Calculamos la esperanza a ambos lados de la ecuacion anterior, usando la
Ec. (4.2) y teniendo en cuenta que V' (x(tp)) es no aleatorio y w(t) es un pro-
ceso de Wiener, resulta

E[V(z(t))] < V(z(to)) + E [— /t: a(V(z(s)))ds + /t: B dS]

:V(x(to))—/t Bla(V(2(s)))ds + [ B ds.

to

"Recordemos que una funcién f : R — R es de clase Koo si es continua, estrictamente
creciente, no acotada y f(0) = 0.
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En la Ultima igualdad aplicamos el Teorema de Fubini? al proceso no negativo
{a(V(2(s)))},>4,- COMO « es convexa, por la desigualdad de Jensen resulta

E[V(z(t))] < V(z(to)) +/t (—a(E[V(2(s))]) + B)ds. (4.3)

Supongamos que E[V (z(t))] > a~'(B) + ¢, para todo t > t,. Por ser «
continua y estrictamente creciente, existe £ > 0 tal que a(a™1(8) +¢) = B +&.
Entonces, volviendo a la desigualdad (4.3), resulta

B[V(x(t))] < V(x(to)) + / (—(B+8) + B)ds
= V(x(to)) — &(t — to),

que para t suficientemente grande resulta mas pequefno que a~!(3) + ¢, con-
tradiciendo la suposicion inicial y mostrando que la condicion E[V (z(t))] <
a~1(B) + ¢ es alcanzada. Luego, existe t; > t, para el cual E[V (x(t1))] <
a™1(B) +e.

Tomamos ¢; > 0 y suponemos ahora que existe t3 > t¢; para el cual
E[V(z(t3))] > a~(B)+c+¢1. Sea t, el Gltimo tiempo de salida de E[V (z(t))] <
a~(B) + ¢, es decir,

to =sup{t < t3 : E[V(z(t))] < a '(B) + &1}
Entonces, en el periodo (2, t3) tenemos que E[V (z(t))] > a~1(8)+e, y usando
la Ec. (4.2) y un razonamiento analogo al hecho anteriormente, resulta
t
BIV(@(t)] < V(a(t2)) + [ (~a(BV (a(s)]) + £)ds
= V(x(t2)) — £(t —t2)

contradiciendo la suposicion E[V (z(t3))] > a~}(8) + ¢ + ;1.
Luego, tenemos que E[V (z(t))] < a~*(B) + ¢ para todo ¢ > t;. Usando la
desigualdad de Markov®, obtenemos

a”'(B) +e E[V(z)]
P > < <1-
r[v(x) - 1-p ] A @) +e P
I-p
y, por lo tanto,
-1
Pr[z(t) € S]=Pr [V(:z:) < %);_51 >
completando la prueba. O

2Teorema de Fubini: Sea X (t) un proceso estocastico, 0 < ¢t < T, con caminos muestrales
regulares, entonces fOT E[| X (t)|]dt = E[fOT | X (t)|dt]. Bix]

3Dada una variable aleatoria X no negativa, VA > 0, resulta Pr[X > )] < =
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Teorema 4.2 (Caracterizacion de PIS). Sea 0 < p < 1 una probabilidad y
seaV : R™ — R una funcion definida positiva continuamente diferenciable
con V(0) = 0. Supongamos que existen una funcién convexa o : Rf — R
de clase K. y una constante 8 > 0 tales que L]V](z) < —a(V(x)) + 5. Sea
0 < v < 1 constante y supongamos que existe Vo > a~1() tal que

1% (5) <Y v < (4.4)
g l—p

Entonces, el conjunto

S:{xER":V(x)g 1‘101)}

es un y—PIS con probabilidad p para el sistema de Ec. (4.1).

Demostracion. Asumimos que z(ty) = xo € vS. Entonces,

V<@> < V) <V
v 1—p

Como se satisfacen las hipotesis del teorema anterior sabemos que
E[V(2(t))] < a~%(B). Como V; > o~ 1(B), entonces resulta que E[V (z(t))] <
Vo para todo ¢ > t,. Luego, usando la desigualdad de Markov,

Vo E[V(x(t))]
prfvie > (] < Oy
I-p
Entonces,
o
Pr[z(t) € S]=1—-Prlz(t) ¢ S]=1—-Pr {V(:c) > 1 —p} >p
lo que concluye la prueba. O

Veamos un ejemplo de aplicacion de los resultados anteriores. Suponga-
mos que queremos obtener un conjunto PUB con probabilidad p = 0,9 para el
siguiente sistema:

de = {“’2_“’13] dt + {O]dw (4.5)
—T1 — Ty i)
donde w(t) es un proceso de Wiener.

Consideramos la funcion V(z) = 1 (2} + 23), y calculamos el generador de

(4.5) que actua sobre V,

1 3
LV](z) = -2} — 25 + 51‘% =2V (z) — 23 + §ZC§
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Maximizando la funcién —z3 + 23 se obtiene la siguiente desigualdad

Luego, tomando «(V) = 2V y 3 = -%, podemos asegurar por Teorema 4.1 que
el conjunto

45
S—{xERQ:V(x)§—+€}
16
es el PUB deseado.

Teniendo en cuenta la férmula para caracterizar cota final probabilistica
no lineal provista por el Teorema 4.1 nos interesa extender para sistemas no
lineales la metodologia de diseno de control que garantiza la existencia de un
PUB con una cierta probabilidad. En este sentido, un primer resultado, que
forma parte de esta Tesis, es el disefio de una estrategia de control mediante
linealizacién exacta por realimentacion, el cual es explicado en la siguiente
seccion.

4.3. Control por Linealizacion exacta

La idea de esta metodologia es llevar, mediante una transformacion de
coordenadas, un sistema no lineal a una forma lineal equivalente sobre la cual
se puedan aplicar los resultados del Capitulo 3. Este diseno sigue el desarrollo
realizado en [25], cuyos resultados fueron expuestos en la seccion 2.4 del
Capitulo 2.

Antes de presentar las caracteristicas del disefio, se extiende el concepto
de linealizacion exacta para sistemas no lineales estocasticos afines en la en-
trada de control. En la literatura, existen varios trabajos que plantean las bases
de esta estrategia de control, uno de ellos, cuyos lineamientos son seguidos
aqui, es [51].

4.3.1. Linealizacion exacta estocastica

Sea el sistema no lineal con perturbaciones estocéasticas descrito por:
dz(t) = f(z)dt + g(x)udt + h(z)dw(t) (4.6)

donde f : R™ — R™ es un campo vectorial “suficientemente” suave, g : R™ —
R™ ™y b : R® — R™** campos matriciales suaves, uv € R™ la entrada de con-
trol, y la perturbacion w(¢) un movimiento Browniano vectorial con covarianza
incremental cov[dw(t)] = £,,dt, y sea z(0) = zo € R™ el estado inicial.

Asumimos que existe un campo matricial suave v : R® — R™** tal que
h(z) = g(x)v(z), para todo = € R" (esto se conoce como “condicion de mat-
ching”).
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Definicion 4.4. El sistema (4.6) se dice linealizable por realimentacion exacta
estocastica si existen un difeomorfismo ¢ : R™® — R™, un campo vectorial
a: R® — R™ y un campo matricial 3 : R™ — R™*™, con ( no singular para
todo x € R™, tal que, si

u=afz) + Bz

y z = ¢(x), entonces

dz = Apzdt + Bovdt + H(z)dw(t), 4.7)

con Z(O) = 20 = gf)(ZC()) También, Ay = d1ag (Al,"' ,Am) Yy By =
diag (By,---, Bn), con A; € R4*d y b, ¢ R% j=1,..- m, dados por

0O 1 0 ... O 0
0O 0 1 ... 0 0
Ai= |t tor ot andb = ||
000 ... 1 0
000 ... 0 1
ydi, i =1,---,m, (i.e., los indices de controlabilidad de Ay) que satisfacen

La diferencia principal con el caso deterministico radica en el hecho que
al considerar la derivada de la transformacion = = ¢(x) debemos aplicar la
formula de 1t6 (Ec. (2.100)) por tratarse de una funcion definida sobre un pro-
ceso estocastico. De esto se deriva que:

Aoz = [ S2(£1@) + g(walo) + 5o (17 (@) V20h(2) |
z=¢~1(2)
y 96
Bo= |geteme)|
De acuerdo a la condicién de matching resulta,
0 0
1) = 2na - a—ig(“ﬁw%_w@

Asumimos que G : R” — R™** es un campo matricial acotado, es decir,
que existe una matriz constante G’ € R™** tal que

G(z)| = G (4.8)

lo que implica que
|H(z)| < |BoG| = BoG = H (4.9)
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Sin pérdida de generalidad, asumimos que ¢(0) = 0.
Si consideramos la ley de control v = Kz en (4.7), o equivalentemente,

u=a(z) + B(z)K¢(x) (4.10)
n (4.6), obtenemos el siguiente sistema lineal estocastico
dz = Azdt + H(z)dw(t), (4.11)

con
A=Ay + BoK.

Asumimos que K es tal que la matriz A resulta Hurwitz.

Como vimos en el Capitulo 3, el disefio de un control que asegure una cota
final probabilistica para el sistema estocastico lineal esté intrinsecamente liga-
do al célculo de la matriz de covarianza de los estados. Para el caso no lineal
no es posible determinar esta matriz, pero puede hallarse una cota superior
de la misma que resulta ser la matriz de covarianza de un sistema estocastico
lineal. Este resultado es probado en la siguiente subseccién y es la clave para
el disefno de control via linealizacion exacta.

4.3.2. Cota para la covarianza del sistema linealizado

El Lema 4.1 establece una cota superior para la covarianza de z(t) en la
Ec. (4.11).
Recordemos que para un proceso estocastico z(t), definimos

1a(t) = E (2(t)),
Za(t) = E[(2(t) - () (@(t) = (8] -

Lema 4.1. En el sistema (4.11),

lim p.(t) =0, (4.12)
t—o0
lfm $.(t) < 3, (4.13)
t—o0

donde X. es la solucion positiva tnica de
AL +2AT + A HT =0. (4.14)
Demostracion. Sabemos que la solucién de (4.11) viene dada por

2(t) = etz teA(t_S) z(8)) dw(s).
() = e+ [ NI (a(0)) du)

Sea
M(t,s) = e H (2(s)),
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de modo que
t
2(t) = etz +/ M(t, s)dw(s).
0

Usando [59, p. 60, ec. (5.17)], tenemos que

) = (o] + SO | [ M0, afuo)
1=1 0

_ [eAtzo}

i

Luego,
1 (t) = ez,

de donde resulta la Ec. (4.12).
Por otro lado, usando [59, ecs. (5.10) y (6.9)], resulta

Y.(t)=E {/Ot M(t,s)S,MT(t, s)ds}
—E [/Ot A (2(5)) S HT (2(s)) (eA@-S))T ds}

t _ _ T
~<E [ / A=) g, 7T (eA(t_S)) ds} = 3(t), (4.15)
0

donde X(t) es la covarianza del proceso z(t) definido por
dz = Azdt + Hdw. (4.16)

La prueba concluye observando que la covarianza de z(t) en la Ec. (4.16) con
t — oo puede ser calculada a partir de la ecuacion de Lyapunov (4.14). O

4.3.3. Calculo de PUB para el sistema linealizado

El siguiente resultado, basado en la cota de la covarianza dada por Le-
ma 4.1, permite calcular cotas finales probabilisticas para el sistema linealiza-
do de Ec. (4.11).

Lema 4.2. Para cualquier0 < p <1,y p € R™ con0 < p, que satisfacen

> hi=1-p, (4.17)
i=1
elconjunto S = {z € R: |z| < b; + ¢}, con
Xl
b; = — i=1,...,n, (4.18)
bi

y ¥ definida como en (4.14), es un PUB con probabilidad p para el siste-
ma (4.11).
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Demostracion. Sea e > 0. De la desigualdad de Chebyshev (ver nota al pie de
pagina 7), se tiene que

€ [EZ (t)]zz
P%W@—W@MZM+ﬂ§@;g?

Luego, de (4.13), existe 7. ; € R tal que, para todo ¢ > T ;,

(X,
b2

£ ~
Pr[[[z(t) = i (O] > i+ 5| < 3 = (4.19)
También, de la Ec. (4.12), existe Tw— € R tal que, paratodo t > TNEJ-

e8] < 5. (4.20)

Asi, teniendo en cuenta las ecuaciones (4.19) y (4.20), para todo ¢ >
méX{TE,iaTE,i}’

Pr{|[(8)];] > bi + ] = Pr [[[z(O);] - = > bi + 5]

2 2
< Pr Il = llus(8)],] > b+ 5
< Pr[|[=0)]; — [=()];] > bi + g}
< P (4.21)

SeaS={z:|z

| <b+4el1}, con 1 € R™ un vector de unos. Entonces, para
todot>T. 2 mzix{T [

eirdeiit=1,--- ,n}, tenemos que,

Pr(z(t) ¢ S| < Y Pr(llz());] > b +e]

1=1

-

ﬁzzl_pa

1=1

0 equivalentemente
Pr(z(t) € S] > p.

y se concluye el resultado. O

4.4. Diseno de control no lineal

Como se dijo antes, la matriz de covarianza del estado juega un rol funda-
mental en el disefio de control lineal visto en la Seccion 3.2 del Capitulo 3, alli
se utilizé6 una matriz de Xiao definida positiva para construir una asignacion



4.4. DISENO DE CONTROL NO LINEAL 77

de covarianza para que el sistema a lazo cerrado tenga la cota final deseada.
Siguiendo esta idea, en la subseccion 4.4.1 se prueba que siempre es posible
determinar un bloque diagonal de Xiao definido positivo que permite construir
un ganancia K tal que dicho bloque es la matriz de covarianza del proceso
z(t) en el sistema lineal

dz = (Ag + BoK)zdt + BoG(z)dw(t).

Luego, se establece, utilizando lo anterior, un disefio de control que asegura la
existencia de una cota final probabilistica para el sistema no lineal de Ec. (4.6).
Finalmente, se proporciona un algoritmo que sistematiza la metodologia de
diseno.

4.4.1. Diseno de control con garantia de PUB

En la seccion anterior se obtuvo una férmula que permite hallar un PUB
para el sistema linealizado, ahora se extienden los resultados del capitulo 3
para obtener una ley de control que asegura que el sistema a lazo cerrado de
Ec. (4.11) tiene una cota final deseada. Esto, a su vez, implica que el sistema
en las variables originales de Ec. (4.6) pueda tener una cota final dada.

Definicion 4.5. Para cualquier p,b € R", sea
Wy = diag (W1, , ¥y)
donde, paracadai=1,---,m,
Uy =X (pbs :j=o0i—di+1,...,0), (4.22)

con d; los indices de controlabilidad de Ay, como se definieron en la Sec-
cion4.3,yo; =3 \_, d;.

Es decir, ¥, es una matriz de Xiao bloque diagonal. De acuerdo al Le-
ma 3.1 del Capitulo 3, cuando ¥;; es una matriz definida positiva, puede en-
contrarse una matriz K tal que ¥, es la matriz de covarianza de z(t).

El siguiente lema asegura que p puede ser definido de manera tal que ¥; ;
sea definida positiva.

Lema 4.3. Para cualquier b - 0 existe p > 0 que satisface (4.17), tal que
\I/@b > 0.
Demostracion. De acuerdo al Lema 3.2, dado &/ = 0y p; € (0,1), se puede
hallar un vector 7 que satisface Y%7, 5/ = 1 — j; tal que X(?) > 0 con
j_ W]
yi = ~j 25
)
en el intervalo [a, 00) para alguna constante a > 0.

donde g(ﬁ{) es una funcioén estrictamente decreciente con imagen

Luego, definiendo g(ﬁ{) = — (la cual es estrictamente decreciente), pode-

P

mos elegir p; € (0,1), paraj =1,---,m, talque >>7° p; =p+m — 1.
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Consideramos b’ = [by,—a,+1, - ,bo,]" y hallamos m vectores j tales que
X (y’) sea definida positiva para todo j.

Entonces, tomando p = [ﬁlT, )T resulta que Y pi =1 —pyel
hecho de que X(y’) > 0, para j = 1,---,m, implica que el bloque diagonal
resultante W, es definido positiva, completando la prueba. O

La metodologia de disefio esta basada en hallar una ley de control que
asegure que el sistema linealizado tenga cierto PUB dado S, = {z : |z| < b}.
El siguiente lema asegura que, dada una region arbitraria 7 del espacio de
estados del sistema original de Ec. (4.1), existe al menos un conjunto de la
forma S, = {z : |z| X b+ ¢} en el espacio de estados del sistema transformado
tal que su imagen inversa esta dentro del conjunto 7. Esto implica que si se
quiere que cierta region 7 sea un PUB para el sistema (4.1), entonces existe
un conjunto S, = {z: |z| 2 b+ ¢} tal que si S, es un PUB para el sistema a
lazo cerrado linealizado, entonces 7 es un PUB para el sistema (4.1).

Lema 4.4. Consideremos el sistema (4.1). Para cualquier T C R™, con 0 €
int (T') (i.e., el interior de T), el conjunto C+ = {b > 0:¢~*(S;) C T}, donde
Sy = {z :|z| 2 b+ ¢}, tiene al menos un elemento.

Demostracion. Se sigue inmediatamente ya que ¢ es un homeomorfismo con
»(0) =0, luego ¢(0) € int (¢ (T)). O

Haciendo uso del lema anterior, el teorema que sigue asegura la existencia
y brinda la expresion de una ley de control bajo la cual una regién arbitraria 7
se convierte en un PUB del sistema no lineal de ecuacion (4.1).

Teorema 4.3 (Diseno de control). Consideremos el sistema (4.1).SeaT C R"
con0 € int (T) y sea0 < p < 1. Entonces, para cualquierb € Cr y p = 0 que
satisface (4.17), para el cual ¥, > 0, la ley de control

u=a(z) + B(z)Kppo(x), (4.23)
con

_ 1 _
Ky = —B) (AoWsp + U5, AT + BoGGTBY) (I - 53033) U, (4.24)

hace que la region T sea un PUB con probabilidad p.

Demostracion. Con la ley de control de Ec.(4.23) y el cambio de coordenadas
z = ¢(x), el sistema (4.1) se transforma en

dz = (Ao + BoKpp)zdt + BoG(z)dw(t), (4.25)

De Lema 3.1, la matriz K, definida en la Ec.(4.24) implica que A = Ay +
ByKj,, €s Hurwitz y la solucion ¥ de

(Ao + BoKp )% + %(Ag + BoK; )" + BoGGTBL =0 (4.26)
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esta dada por ¥;;, que verifica la Ec.(4.22). Esto es,

Luego, el Lema 4.2 asegura que el conjunto S, = {z : |z| < b} es un PUB para
el sistema (4.25) y el hecho de que ¢~ (S,) C 7 implica que 7 es un PUB
para el sistema (4.1), concluyendo la prueba. O

4.4.2. Algoritmo para diseno de control

El Teorema 4.3 proporciona una expresion para la ley de control que asegu-
ra que el sistema no lineal de Ec. (4.1) tiene un PUB deseado 7. Sin embargo,
dicha expresion depende de encontrar un vector p tal que la matriz ¥ ;, sea
definida positiva.

El siguiente algoritmo extiende el Algoritmo 3.1 dado en Capitulo 3 y per-
mite completar el procedimiento de disefo.

Algoritmo 4.1 (Procedimiento de diseno de control).

1. Encontrar el cambio de coordenadas = = ¢(x), junto con las funciones
de realimentacion a(x) y 5(z), que lleva al sistema (4.1) en (4.11).

2. TomarbeCr={b>0:¢""(S) C T}, donde S, ={z: |z| < b+e}.
3. Elegir m probabilidades p; € (0,1) tales que* Y- p; = p+m — 1.
4. Paracadajenl,...,m,

a) Tomary’ = [bs,—d,+1, - - - bo,]-

b) Tomark =1 yﬁgl) =(1—-p;)/d;j parai=1,....d;.

c) Formar ¥, £ X <[Z~)§’€>b§ . ﬁi’“)bir)' Sik = djiral
paso (4h).
d) Formar Sp £ X ([ﬁ%’”b% ZRC I ﬁé’fﬁlbiH}T) =
Yk Ck
Lg ﬁl(cljzlbiJrl].
(k1) _ A

e) SiYpi >0, tomar p; pik) e ir al paso (49).

f) Sino, elegir o > 1 y calcular, para1 <i <k,

3 Ygliyi Ty, )1
[Brr1lii = % donde ry,41 = W
. D1t

4Una eleccion razonable seria p; = 1 — (1 — p)d;/n, que asigna una probabilidad de salida
proporcional a la dimension de cada subespacio de controlabilidad.
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i 1,0

@ paral <i <k
y tomar p*) = b ko (k1)

~(k) I—=p— Z_j:l 2

parai >k

K2

k ~(k
1l-p— ijlpg- )
g) Seak :=k + 1 y regresar al paso (4c).
h) Tomar ¥; = %; > 0.

5. Calcular el bloque diagonal de Xiao VU, de la Ec.(4.22).
6. Calcular K5, usando la Ec. (4.24).
7. Calcular la ley de realimentacion u(t) a partir de la Ec. (4.23).

El paso 1 del algoritmo anterior esta basado em el hecho de que la planta
es linealizable por realimentacion exacta estocéstica. La existencia de S, en
el paso 2 esta asegurada por el Lema 4.4. La eleccién de p; en el paso 3 se
sigue de la construccion de ¥;;, > 0 en el Lema 4.3.

Luego, el paso 4 es un procedimiento para encontrar 3/ de manera que la
matriz de Xiao sea definida positiva, siguiendo la prueba del Lema 3.2. El resto
del algoritmo sigue la prueba del Teorema 4.3.

En la siguiente seccién se muestra la aplicacion de los resultados de di-
sefo, mediante el uso del Algoritmo 4.1, a un sistema estocastico no lineal
particular. En la Figura 4.1 puede verse como las trayectorias del sistema per-
manecen dentro del PUB deseado, a partir de cierto tiempo, con una probabi-
lidad fijada.

4.5. Ejemplo

Sea el sistema estocastico no lineal cuya dinamica esta dada por

Z2
1+ a7 0 0
dx = dt + udt + dw (4.27)
22103 1 /0,001
(1+2%)

donde w(t) es un proceso de Wiener. ) .
Queremos que el conjunto 7 = {z : |z;| < b;, @ = 1,2}, conb =

0,01 O,l]T, sea un PUB con probabilidad p = 0,9 para tal sistema.
La aplicacién z = ¢(z), donde
71
6@ = | 4 |
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junto con las funciones de realimentacion

a(z)

1422

transforman al sistema (4.27) en un sistema lineal de la forma

dz = Apzdt + Bovdt + H(z)dw(t),

9(z) = {O %} and G = a = 1/+/1000.
1+ 27
El objetivo es disefiar una matriz de realimentacion K, en (4.23) de mo-
do que el sistema a lazo cerrado (4.11) sea Hurwitz. Para esto, seguimos el
algoritmo 4.1.
El paso (1) del Algoritmo 4.1 fue desarrollado arriba. En el Paso (2), b puede
elegirse de muchas maneras. Una posible seleccion es

b=1[0,01 009" . (4.28)
Ahora, tomamos ¢; = 1 del Paso (3), luego, de acuerdo al Paso (4), obte-

nemos la siguiente matriz de covarianza asignable

0 0,050

Luego, calculamos la ganancia del control:

Wy =108 {0,0050 0 } .
Kpp=[—81 —1,2346] .
Asi, la ley de control
u(t) = a(z) + B(x) Kppp(w)

asegura que el sistema (4.27) tiene el PUB deseado con probabilidad p = 0,9.
~ LaFigura 4.1 muestra la region definida en el espacio de estado por la cota
by resultados de simulacién para las trayectorias del sistema a lazo cerrado.
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0.6
0.4 |
0.2} —

0.2+

x2
[=]

_0.4 1}

0.6 +

-0.8

Figura 4.1: Cota Final Probabilistica y trayectorias del sistema a lazo cerrado
no lineal.



Capitulo 5

Control tolerante a fallas
basado en conjuntos
probabilisticos

Como se menciono en la Seccién 2.5 del Capitulo 2, la deteccion temprana
de fallas en el funcionamiento de sistemas automaticos de control, su correcto
diagnéstico y la consecuente reconfiguracion, son necesarios para mantener
la operacion segura y eficiente de tales sistemas. En dicha seccién se expuso
una metodologia de diagnédstico y reconfiguracion basada en la pertenencia de
ciertas senales (denominadas residuos) a determinados conjuntos que repre-
sentan valores del estado consistentes con las mediciones del sistema. Este
método considerada a las perturbaciones y otras fuentes de incertidumbre en
forma deterministica, asumiendo sélo que las perturbaciones son acotadas,
sin tener en cuenta que éstas pueden seguir alguna distribucién de probabili-
dad.

Sin embargo, en muchas aplicaciones de la teoria de sistemas y control
es mas adecuado representar las perturbaciones como sefales no acotadas,
como por ejemplo el ruido blanco Gaussiano. En estos casos no es posible ob-
tener cotas finales y conjuntos invariantes usando las técnicas deterministicas
tradicionales [4].

Con el objetivo general de brindar herramientas que completen la teoria
de los sistemas de control, en este capitulo se propone un mecanismo de
diagnostico de falla en actuadores basado en cotas finales probabilisticas y
un esquema de reconfiguracion del control. De esta manera, se presenta una
estrategia de control tolerante a fallas que permite considerar la presencia de
ruido blanco Gaussiano no acotado.

Este capitulo se divide en dos secciones, en la primera se presentan los
resultados referidos a la deteccion de fallas en actuadores sin reconfigurar el
control, es decir, s6lo se plantea una técnica de diagnostico basada en la per-
tenencia o no de los residuos a ciertos conjuntos PUB. Luego, en la seccion

83
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siguiente se desarrolla el esquema de reconfiguracién teniendo en cuenta la
correspondiente falla. La estrategia disenada permite detectar y diagnosticar
las diferentes fallas en las diferentes configuraciones de control, con una pro-
babilidad de error arbitrariamente pequena.

5.1. Diagnostico de fallas sin reconfiguracion del
control

Para que pueda comprenderse la técnica de deteccién y diagndstico desa-
rrollada, primero es presentada sin tener en cuenta la reconfiguracién del con-
trol. Se comienza describiendo los modelos matematicos involucrados en el
diagnéstico de falla en actuadores. Luego, se expone el esquema basado en
conjuntos probabilisticos que permite una correcta deteccion de la falla produ-
cida en el sistema. Finalmente, se ilustra esta estrategia mediante un ejemplo.

5.1.1. Formulacion del problema

Se considera un sistema lineal perturbado invariante en el tiempo de la
forma:
day(t) = Axy(t)dt + BPu(t)dt + Fdw(t),
yp(t) = Cap(t).

donde z,(t) € R™ es el vector de estados del sistema, u(t) € R™ es la entrada
de control, w(t) es un proceso estocastico de Wiener con matriz de covarianza
incremental £,,, y,(t) € R? es la salida del sistemay A, B, C'y F' son matrices
constantes de dimensiones adecuadas.

La matriz P es usada para modelar la ocurrencia de fallas en los actuado-
res. De la misma manera vista en la Seccién 2.5 del Capitulo 2, se define P
como sigue,

(5.1)

Pédiag{Pth,--- ,Pm}7 PiE{O,l},

Esto es, P, = 1 significa que no hay falla en el i-ésimo actuador, mien-
tras que P; = 0 modela la existencia de falla total en el i-ésimo actuador. En
ausencia de falla, P es la matriz identidad.

Por otro lado, consideramos que la planta sigue un sistema de referencia
dado por

dz,(t) = Az, (t)dt + Bu,(t)dt,

yr(t) = Cy(t),

con la entrada u,(t) = u, constante, de manera tal que la salida y,(t) del
sistema (5.2) siga exponencialmente una senal externa constante yj.

Para obtener una estima del estado e implementar el control y detectar
fallas en los actuadores, utilizamos un observador de la forma:

(5.2)

dwo(t) = Azo(t)dt + Bu(t)dt + L(y,(t) — Cxo(t))dt, (5.3)
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con lo que el control en (5.1) sera,
u(t) = K(xo(t) — 2. (t)) + ur(t), (5.4)

donde K es la matriz de realimentacion de estado.
Definiendo el error de seguimiento para la estimacion del estado (que luego
se utilizara como residuo) como

Cor(t) 2 2,(t) — . (8), (5.5)
reescribimos la ley de control (5.4) como sigue:
u(t) = Keor + up(t). (5.6)
Definimos también el error de estimacién del estado como
epolt) 2 p(t) — xo(t). (5.7)

Vamos a estudiar las dinamicas de los errores (5.5) y (5.7) cuando se aplica
la entrada de control (5.6).

Considerando el sistema a lazo cerrado con (5.6), y utilizando las ecuacio-
nes (5.2) y (5.3), la dinamica del error de seguimiento para el estado observado
eor puede escribirse como

dey,(t) = dwz, — day =

= (A + BK)e,, (t)dt + LCep,(t)dt. (58)

Anéalogamente, utilizando las ecuaciones (5.1) y (5.3), la dinamica del error
de estimacion e, puede escribirse como

depo(t) = dxp — da, =
= (A= LO)epo(t)dt + B(P — I)K e, (t)dt+ (5.9)
+ B(P — Du,(t)dt + Fdw.

Luego, combinando (5.8) y (5.9) y definiendo el vector

e(t) 2 [e”(t)] , (5.10)
obtenemos el siguiente sistema:

A+ BK LC

de(t) = {B(P—I)K A—LC} e(t)dt+

0 (5.11)

+ {B(PO_ 1)] up (t)dt + M duw(t).
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Observacion 5.1. Para asegurar la estabilidad del sistema a lazo cerrado
(5.11) bajo cualquier situacion de falla considerada, debemos pedir que el con-
trol por realimentacion K y la matriz L del observador en (5.3) sean tales que
las matrices de lazo cerrado

. [ A+BK LC
A= 1P —nK A-LC (5.12)

sean Hurwitz parai =0,--- ,m.

5.1.2. Esquema para la Deteccion de Fallas

Aqui se propone la técnica de deteccién de fallas, siguiendo, en parte, el
esquema deterministico desarrollado en [7], cuyas principales caracteristicas
fueron expuestas en la Seccién 2.5 del Capitulo 2. En dicho esquema se consi-
deran conjuntos invariantes para conseguir la deteccion de fallas, la estrategia
desarrollada mas abajo reemplaza el empleo de tales conjuntos por cotas fi-
nales probabilisticas. De esta manera, es posible contemplar la presencia de
ruido blanco no acotado.

El esquema en cuestion, similar al de la referencia citada pero sin recon-
figuracion del control, se encuentra representado en la Fig.5.1. En el mismo,
hay un sistema de control disefiado para que la planta siga la dindmica de un
sistema de referencia. Dicho control utiliza un observador para realizar una re-
alimentacién de estados. El estado de la planta (medido por el observador) y
el del sistema de referencia son comparados por el sistema de deteccion para
determinar la eventual presencia de fallas. El sistema de deteccion en cuestién,
gue describiremos mas adelante, hace uso de las cotas finales probabilisticas
y sus propiedades para diagnosticar si ocurre alguna falla y determinar cual es
ésta.

Ly
sistema,
yO de referencia
) U’T falla
ruido detectorf—s
Lo
planta observador

Figura 5.1: Esquema propuesto
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Calculo de Cotas Finales Probabilisticas

Como dijimos antes, se consideran cotas finales probabilisticas para esta
técnica de deteccion. Por lo tanto, debemos calcular los conjuntos PUB para
las trayectorias del estado del sistema a lazo cerrado descrito en (5.11) que
nos ayuden a diagnosticar la falla actual del sistema.

Suponiendo que el sistema esta bajo la i—ésima situacion de falla (i =
0,...,m), el sistema (5.11) puede reescribirse como

de(t) = [Aje(t) + Bju,(t)] dt + Gdw(t), (5.13)

con A} definida en la Ec.(5.12) y con

ia| 0 2|0
B; = _B(Pi—I)]’ G= [F} (5.14)
Definimos entonces,
& = égr} 2 _(A)~'Bia,, (5.15)
L€po

y considerando el cambio de variable éi(t) = e(t) — &, el sistema (5.13), con
u.(t) = @, constante, puede expresarse como

dé'(t) = ALe'(t)dt + Gdw(t). (5.16)

De acuerdo a la Observacion 5.1, la matriz A} en (5.16) es Hurwitz y como w(t)
es un proceso estocastico de Wiener con matriz de covarianza incremental %,
podemos utilizar el Teorema 16 de [28] (el cual se enuncid en la Seccién 4.2
del Capitulo 2) para calcular la cota final probabilistica, para 0 < p < 1, como

St={eeR™:|&| <bi+e j=1,...,2n} (5.17)

donde
bl &\ [2[8i) et (1 —p); j=1,...,2n (5.18)

con p; € (0,1) tales que
2n
Y hi=1-p, (5.19)
j=1

y siendo ¢ la solucién de la ecuacién de Lyapunov
ALY+ 3 (ANT = -G8, GT.
Volviendo a las variables originales ¢(t), los conjuntos S’ se transforman en
S'={eecR™: |ej—é§-| Sbé—i—a; j=1,...,2n}

gue constituyen los PUB del sistema (5.11) en presencia de cada situacion de
falla.
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Diagndstico de fallas

En la Ec. (5.10) definimos el vector de error e(t) £ e, ()T ep0(t)T]T, pero,
dado que la componente ¢,,(t) no puede ser medida, estaremos interesados
en la dindmica del error de seguimiento para el estado observado e, ().

Si el sistema permanece en la i—ésima situacion de falla a lo largo del
tiempo, e, (t) convergera, en el sentido PUB, al conjunto

S’fw ={eor €R" : |eor — éfw| < bfw +e}, (5.20)

donde b}, = [bi,... ,biJT, de acuerdo a (5.18).

La técnica de diagndstico de fallas propuesta se basa en la pertenencia o
no de las trayectorias a los conjuntos S¢ .. Antes de presentar este resultado
se establece un lema que asegura que los conjuntos S¢, son conjuntos PUB.

Lema 5.1. Supongamos que a partir de t} el sistema se encuentra en la i—
ésima situacion de falla. Entonces, dado p € (0,1), existe T > 0 tal que la
probabilidad Prle,.(t) € S}, > p, Yt >t +T.

Demostracion. Como S es un PUB con probabilidad p, para todo estado inicial
e(t}) = eg € R?", existe T = T'(eo) tal que la probabilidad

Prle(t) € Sl > p, Vt >t} +T.

Ademas, si e(t) € S? resulta e,,.(t) € S

or?

y entonceS,
Prleo,(t) € S ] > Prle(t) € S > p, Vt> t} +T.
O

En un contexto deterministico, asumiendo que los conjuntos de cota final
son disjuntos, el hecho de que e,,(t) converja a S¢, implica que ha ocurrido
la i—ésima falla. Esta es, en efecto, la idea usada en [7] para desarrollar el
diagnéstico de falla.

Sin embargo, en el caso probabilistico, e, (t) podria alcanzar un conjunto
sin la ocurrencia de la correspondiente falla. También, e,,.(t) podria dejar el
correspondiente conjunto PUB con cierta probabilidad. Asi, para decidir si una
falla ha ocurrido necesitamos chequear que el residuo correspondiente perte-
nece al conjunto correspondiente la mayor parte del tiempo (i.e., en un sentido
de “promedio”, de acuerdo a la probabilidad p del conjunto PUB).

A fin de tener en cuenta esta observacion, la estrategia de diagnéstico de
falla se basa en filtrar las funciones indicatrices de cada conjunto. El siguiente
teorema muestra que esta idea puede reducir la probabilidad de errores en la
deteccion de de falla a un valor arbitrariamente pequeno, dado que éste es
un caso particular del Teorema 5.2, que se prueba en la proxima seccion, se
omite su demostracion.
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Teorema 5.1. Sea
d(t) £ Lgx (eor(t)); k=0,...,m (5.21)

donde 1s denota la funcion indicatriz del conjunto S. Consideramos ademas
las ecuaciones diferenciales

di(t) = =X [dk(t) —d*(t)]; k=0,...,m. (5.22)

con df; (t}) € [0,1]. Supongamos que a partir de t'; el sistema se encuentra en
la i—ésima situacion de falla y que Si,.NSJ. = (), parai # j. Entonces, sip > p*

o

¥ A > 0 es suficientemente chico, dado ¢ > 0, existe T' > 0 tal que
Pr(d}(t) < d}(t)] <o Vt>T,
donde p* ~ 0,8133 es la solucion de
sup [1—2e”7 —2y(1 —p)] =0. (5.23)

v>0

El Teorema 5.1 dice que aplicando un filtrado de primer orden sobre las
funciones indicatrices de los distintos conjuntos y esperando cierto tiempo 7',
la probabilidad de que la senal filtrada correspondiente al estado de falla actual
sea menor que la de cualquier otra puede hacerse arbitrariamente pequena.
Por lo tanto, tomando como estado de falla al que tiene el mayor valor d’;, la
probabilidad de error se torna arbitrariamente pequena. '

En base a esta idea, el esquema propuesto de deteccion es el de la Fig.5.2.

To d° ds°
Lo filtrog
d! dy'
Cor 1 Siw« filtroq - falla
—>
Y m
am d
T, ‘—) 1 Sgnr filtro,, f
selector

Figura 5.2: Esquema de deteccion propuesta.

Veamos un ejemplo de aplicacion de estos resultados.

5.1.3. Ejemplo

Consideramos el sistema descrito por (5.1) con las siguientes matrices:

A= [‘11 _OJ B= [(2) ﬂ Y F = [120} , (5.24)
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donde w(t) es un proceso de Wiener con covarianza incremental X,,dt = 1dt.
La matriz de salida del sistema viene dada por C' = [-0,1 0,5].

Para este ejemplo tenemos tres posibles situaciones de falla (una por cada
entrada y la restante cuando no hay falla).

La matriz del observador de la ecuacién (5.3) se tomd como L = [4, 6,8]7
y la ganancia de control por realimentacién considerada en (5.31) se adopto

segun
—-45 0
e=[0 A

Tomando p = 0,9, y la entrada de referencia u,(t) = @, = [100, 50]” los con-
juntos S¢, a los que converge la componente e, (t) del vector de estado e(t)
del sistema a lazo cerrado (5.13), en el sentido PUB, para cada situacion de
falla pueden verse en la Figura 5.3.

Figura 5.3: PUBs para cada situacion de falla

El bloque de diagnostico, siguiendo el esquema de la Fig.5.2, se completé
tomando como parametro de los filtros pasabajos un tiempo de respuesta T, =
1/X = 10.

Para ensayar el esquema, se simulé el sistema durante 300 segundos, va-
riando la situacion de falla entre las 3 posibilidades mencionadas (i = 0, 1,
0 2) como se muestra en la curva punteada de la Fig.5.7. En la misma figura,
puede verse también en linea sélida la salida del bloque de diagnostico, el cual
detecta correctamente la falla tras un lapso de tiempo del orden del tiempo de
respuesta de los filtros utilizados.
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Figura 5.4: Situacion de falla (linea punteada) y su correspondiente deteccion
(linea sélida).

5.2. Diagndstico de fallas con reconfiguracion del
control

En la seccién anterior se planted un esquema que solo realiza la deteccion
de cierta falla en los actuadores de la planta, pero no tiene en cuenta la posibi-
lidad de mantener en funcionamiento el sistema una vez detectada la misma.
La idea, entonces, en esta seccién, es completar los resultados descritos an-
teriormente para conseguir un sistema de control tolerante a fallas.

Cuando se pretende reconfigurar el control para que la planta siga operan-
do aun en presencia de fallas, algunos modelos vistos en la seccién anterior
deben ser modificados ligeramente, con lo cual, primero reformulamos el pro-
blema para poder incluir tal reconfiguracion.

5.2.1. Formulacion del problema

Para la planta se mantiene el modelo dado por la Ec. (5.1), es decir

day,(t) = Axy(t)dt + BPu(t)dt + Fdw(t),

Yp(t) = Czy(2). (5.25)

Suponiendo que so6lo puede fallar un actuador en un tiempo dado, reescri-
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bimos P = P?, parai = 0,...,m, cOmo sigue:

PY = T,
i— i . 5.26
P dla'g{17 7\ O ) 71} ( )
En lo que sigue asumiremos que el sistema (5.25) es estabilizable para
todos los posibles valores de P = Pi, coni = 0,--- ,m, como se definié en
(5.26).

A fin de enfatizar la situacion de falla actual del sistema (determinada por la
matriz P = P*) empleamos la siguiente notacién para la dinamica del sistema:

dx,(t) = Az, (t)dt + BPu(t)dt + Fdw(t),
yp(t) = Cp(t).

Debido a la reconfiguracion que se hace sobre el control, tanto el sistema de
referencia como el observador cambian con la configuracién de la situacion de
falla.

(5.27)

Exosistema para seguimiento de referencia

El sistema de referencia calcula las trayectorias de referencia correspon-
dientes a la entrada y al estado del sistema, u,-(t) and x..(t), respectivamente.
Bajo la j—ésima situacion de falla (para j = 0,...,m), estas trayectorias de
referencia satisfacen las ecuaciones del modelo sin perturbaciones

dz,(t) = Az, (t)dt + BPIu,(t)dt,

yr(t) = Cap(t). (5.28)

donde la entrada
u,(t) = @+ Au,(t) (5.29)

es calculada mediante alguna ley de control que asegure que y,.(t) sigue ex-
ponencialmente la salida de referencia constante y,. La senal y, es un valor
de referencia que deseamos que finalmente siga la salida de la planta y,(¢)
en (5.27) bajo toda situacién de falla posible.

La entrada de referencia u..(t) estd compuesta de una parte constante @’ y
otra parte variable Aw,(t). Asumiremos que lim;_, u,(t) existe y por lo tanto
tomamos . £ lim,_, ., u,(t); esto implica entonces que 1im; o, Au,(t) = 0.

Modelo del observador

Como se mencion6 antes, el modelo para el observador debe tener en
cuenta la configuracion de falla actual a fin de obtener una estimacién del es-
tado de la planta, la cual sera utilizada para implementar el control, detectar y
aislar las fallas del actuador. Asi, se propone un observador que esta adaptado
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a la situacién de falla diagnosticada, bajo el diagnéstico de la j—ésima falla la
dinamica del observador esta caracterizada por

dao(t) = Az, (£)dt + BPIu(t)dt + Ly, (t) — Co(t))dt, (5.30)

paraj=0,...,m.

Control por realimentacion

Dado que se debe tener en cuenta la configuracién del sistema respecto
de la situacion de falla, la ley de control propuesta en (5.27), basada en el
observador de estado (5.30) y en las senales de referencia (5.28), (5.29), tiene
la forma

u(t) = Kj(xo(t) — 2 (8)) + ur(t), (56.31)

donde K representa la ganancia de realimentacion de estado disefiada para
el escenario de la j—ésima falla ( = 0,...,m).

5.2.2. Esquema para la deteccion de fallas

En esta seccion se describe una estrategia de control tolerante a fallas,
inspirada en el esquema deterministico propuestos en [7]. El diagrama que
muestra el esquema propuesto esta representado en la Figura 5.5.

j Xy (t)
reference up(t)
—> system fault j
Yo detector
noise
1 re——————————-
L
plant observer
w(®) y(t)
Kj

Figura 5.5: Esquema propuesto.

La principal diferencia estructural con el esquema presentado en [7] (ver
Figura 2.4 del Capitulo 2) es que el banco de observadores (de parametros fi-
jos) es reemplazado por un Unico observador, adaptable a la situacién de falla
diagnosticada. La estrategia de control utiliza ese observador, que proporcio-
na estimaciones del estado, para implementar una ley por realimentacion de
estado.
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Los estados del observador del sistema de referencia son comparados pa-
ra determinar la posible presencia de fallas. El principio de deteccion, que se
describirda mas adelante, utiliza cotas finales probabilisticas y sus propiedades
para diagnosticar fallas. Una vez que la falla ha sido detectada y aislada, una
reconfiguracion es hecha ajustando el sistema de referencia, la ganancia de
realimentacion del controlador y los parametros del observador, para que coin-
cida con la situacion de falla diagnosticada. Luego, después de cierto tiempo,
el proceso de diagnéstico se reinicia.

Dinamicas a lazo cerrado

Asumimos que el sistema esta configurado para la j—ésima situacion de
falla pero que la planta esta bajo la ocurrencia de la i—ésima falla (i y j podrian
ser diferentes una de la otra).

Al igual que en la seccién anterior, e, (t) es el error de seguimiento para la
estimacion del estado y e,,(t) representa el error de estimacion del estado (ver
Ecs. (5.5) y (5.7), respectivamente). Nuevamente, se considera a ¢,,-(t) como
residuo, es decir, como la senal para la cual se determina su pertenencia (en
probabilidad) o no a determinado conjunto.

Un analisis completamente analogo al realizado en la Seccién 5.1 conside-
rando la entrada de control u(t) = Kje,,(t) + u,-(t), y usando las Ecs. (5.27),
(5.28) y (5.30), permite obtener el siguiente sistema a lazo cerrado,

de(t) = { B‘?;Z B ];jf)([ﬂ{] | EC; .
N [B(Pio_ Pj)] u(t)dt + [107} dw(t).

donde ¢(t) se define como en la Ec. (5.10).

} e(t)dt+
(5.32)

Observacion 5.2. Como se hizo para el caso sin reconfiguracion, a fin de ase-
gurar la estabilidad del sistema a lazo cerrado (5.32) bajo cada configuracion
de control y situacion de falla consideradas, las ganancias del control por re-
alimentacion K ; y la matriz del observador L en (5.30) deben ser tales que las
matrices de lazo cerrado

i g A+ BPIK; LC
ij A ‘ £
A= B(P*— P)K; A-LC (5.33)
parai=0,...,myj=0,...,m, sean Hurwitz.

Cabe aclarar que esta hipotesis no asegura la estabilidad del sistema con-
mutado que resulta luego de una sucesion arbitraria de fallas y reconfigucio-
nes, mas adelante veremos un resultado que permite garantizar dicha estabi-
lidad.
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Calculo de Cotas Finales Probabilisticas

Para el calculo de los conjuntos PUB correspondientes se procede de la
misma manera que en el caso sin reconfiguracion, sélo cambian las diferentes
ecuaciones involucradas debido a que, como se viene trabajando a lo largo
de esta seccion, asumimos que el sistema esta bajo la ocurrencia de falla del
i—esimo actuador (i € {0,...,m}), y configurado para la j—ésima situacion de
falla.

Asi, la Ec. (5.32) puede reescribirse como

de(t) = [A;ﬂ' e(t) + Bé’jur(t)} dt + Gdw(t), (5.34)

con A}/ definida en la Ec. (5.33) y con

B 2 [B(Pio— Pj)] e L(;} _ (5.35)

Notar que la diferencia principal de esta ecuacion con la Ec. (5.13) esta en la
matriz de entrada B, la cual debe tener en cuenta tanto la situacion de falla
actual como la configuracion en la que se encuentra el sistema.

Al igual que en la seccion anterior, usando el término constante de la en-
trada de referencia en u,.(t) = @) + Au,(t) se define

.. 5] .. P
el = [eor} £ — (A7) ' Bl (5.36)
y se considera el cambio de coordenadas
EWI(t) = e(t) — e,
De esta forma, el sistema en (5.34) puede expresarse como
dé™I (t) = AT &b (t)dt + Gdw(t) + By Au,(t)dt. (5.37)

Notar que el dltimo término tiende a cero pues lim;_, ., Au,(t) = 0. Asi, puede
ser ignorado para el calculo del PUB.

De manera analoga a lo hecho para el caso sin reconfiguracion se puede
mostrar que el conjunto

ShI = {e € R*™ :|ep — éz’j| < sz +e k=1,...,2n}, (5.38)
donde
by & 28 Jekert (1 - fi)s k=1, 2n, (5-39)

con X7 solucién de la ecuacion Ay/53ii 43307 (AV)T = —G%,GT,y pr, € (0,1)
tales que

2n
> h=1-p, (5.40)
k=1
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es un PUB para el sistema en las coordenadas originales bajo la i—ésima si-
tuacion de falla considerando la j—ésima configuracion.

La idea basica para detectar la ocurrencia de una falla es chequear si el
error e(t) evoluciona dentro de un conjunto PUB S%J. Pero, como la Unica
componente que puede medirse es e, (t), sblo consideramos los siguientes
conjuntos PUB,

SS9 = {e,. € R™ : |eor — €29 < b2I + £}, (5.41)

- 4T
donde e £ [¢,...,¢]T, y biJ & [b}”,...,b:ﬂ} , definido por la Ec. (5.39).

Diagndstico de fallas

Teniendo en cuenta la la estrategia de diagndstico de falla desarrollada en
la Seccion 5.1, la cual se basa en verificar la convergencia del residuo e, (t)
hacia los conjuntos PUBs S¢7, presentamos los resultados para el caso méas
general que tiene en cuenta la reconfiguracion del control una vez detectada
la falla. Primero enunciamos un lema similar al Lema 5.1, y luego se prueba el

resultado central de este capitulo.
Lema 5.2. Dada una configuracion j € {0, ..., m}, asumimos que el sistema
esta en la i—ésima situacion de falla en el tiempo tj’,. Entonces, dado p € (0, 1),
existe T > 0 tal que Prle,.(t) € Si/] > p, Yt >t} +T.

La prueba de este lema es completamente analoga a la del Lema 5.1.

El siguiente teorema constituye el fundamento tedrico de la estrategia de

deteccion de fallas basada en conjuntos probabilisticos y generaliza al Teore-
ma 5.1.

Teorema 5.2. Supongamos que el sistema a lazo cerrado esta bajo una con-
figuracion j € {0,...,m}, y que la planta esta bajo la ocurrencia de falla en el
i—6simo actuador desde el instante t}. Asumimos que los conjuntos PUB son

disjuntos, esto es, St N Ski = (), parai # k, y definimos
d"3(t) £ 1ge; (eor()); k=0,...,m, (5.42)

donde 15 es la funcién indicatriz del conjunto S. Ademas, consideramos el
filtro pasa bajos definido por las ecuaciones diferenciales

dvI (1) = —x [d';’j(t) —d4w|; k=o,...m. (5.43)

con condiciones iniciales d7” (') € [O 1].
Entonces, si la probabilidad p > p* del conjunto PUB y el parametro A > 0
del filtro es suficientemente pequefio, dado 6 > 0, existe T > 0 tal que

Prldy’ (t) < dy’ (t)] <& V> T,
donde p* ~ 0,8133 es la solucion de

sup [1 —2e7 7 —2v(1 — p)] =0. (5.44)
v>0
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Demostracion. Dado ' ¢y >> t%, para cada 7 > to, e,(7) €s un proceso Gaus-

siano estacionario uniformemente ergddico. Sea C/ £ R™\S%J el comple-
mento de S’/ y tomemos t; > to. Entonces,resulta que

1

t1+t
P et mndr B Bl e t)

uniformemente en t;. En particular, dado § > 0, y ¢ > 0, existe 7" > 0 indepen-
diente de t; talque V¢ > T,

Pr [2 /t :IH [1— d ()] dr > E[les (cor(h))] + e] <4,

donde usamos el hecho de que 1.5 (€0 (7)) = 1 — d™I (7).
Como E[1¢i(eor(t1))] = Prleor(t1) ¢ S5 = 1 — Prles(t1) € S <1—p
(Lema 5.2 y la nota al pie 1), entonces, paratodo ¢t > T,

1 [t .
Pr{;/ [1—d”(7)]d721—p+e}<6,
t1
Luego, dado A > 0,
t1+1 o
Pr [)\/ [1—d™(r)|dr > M(1—p+ E):| < 0. (5.45)
t1

Notar que, siempre que 7 < t + t, resulta que 0 < e *(+41=7) < 1, Tam-
bién, como d*/ € {0,1} se tiene que [1 — d*I(7)] > 0, V7. Asi, de la Ec.(5.45)
obtenemos

t1+t
Pr [/\/ [1—d" (7)) e M dr > (1 —p + e)} <0 (5.46)
t1

Por otro lado, resolviendo la Ec.(5.43) con k£ = i, obtenemos
Ay (ty +1) = e Md (1) + A / e Mgl (1) dr =
=e MY () + (1 —e ™) = A / e MFI T[] — g (7)]dr.
Usando lo anterior en la Ec.(5.46) y el hecho que d} (%) > 0 = d}’ (t1) > 0,

resulta que
Pr [d;j(tl F)<l-eM_X1-p+ e)} < (5.47)

1En particular to tiene que ser tal que tg — t} sea mayor que el tiempo en el que e, (t) esta

en el conjunto S5 con probabilidad mayor o igual a p, de acuerdo al Lema 5.2 (tal tiempo es un
funcion del estado inicial e, (¢ )-ver definicion de PUB).
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para todo ¢ > T'. Ahora, resolviendo la Ec.(5.43) con k # i, y teniendo en
cuenta que dy’(t}) < 1 = dy’(t) < 1and S5/ NS = 0 = d™i(r) <
1 —d"(7), se sigue que

. . t1+t )
Ay (ty +t) = e Mdp (1) + A / e M=) kI (1) dr
t
t1+t ' o
<e M / e A= b (7)]dr

ty

t1+t
<e M4 )\/ 1- dhi (T)]dr

ty

Considerando la ultima desigualdad y la Ec.(5.45), resulta que
Pr [d’;’j(tl 1) > e Mg A1 —p+ e)] <. (5.48)

A partir de las Ecs.(5.47)—(5.48) y propiedades probabilisticas simples 2
obtenemos

Pr {d;j(tl +1) —d¥ (1 1) < 1— 20 —2XK(1 - p+ e)] < 24,

para cualquier t; > to y todo ¢t > T'.

Notar que la condicion a(t1 + t) > 3(t) para todo t; > to y paratodo ¢t > T
implica que a(ty + t) > sup,., B(r) para cada t > T, £ arg(sup, -, 3(7)), ¥,
por lo tanto Prla(t; +t) < B(t)] > Prla(to +t) < sup,.; B(7)]. Usando este
razonamiento en la dltima desigualdad, se sigue que

Pr [dif’j (to+1) — dy? (to +1) < sup[1 — 27" —2Xr(1 —p+ e)]] < 20,
’ ’ T>T

paratodo t > T?/. Sea v £ \r,

< 26. (5.49)

Pr [dif’j(to +t) —dy (tg+1) < sup [1—2e77 —2y(1—p+e)]
’ ’ Y>AT

Sea p* la solucién de (5.44) y calculamos v* ~ 1,6783 tal que 1 — 27" —
29*(1 — p*) = 0. Asi, asumiendo que p y A fueron elegidos tales que p > p* + ¢
y A < L, el supremo en la Ec.(5.49) resulta mayor que cero y entonces

Pr [d (o + 1) < d5 (o + t)} <28, V> T,

y la prueba concluye tomando 77 = t, + T y § = 26. O

2Dadas dos variables aleatorias = € R, y € R, y dos ndmeros reales a, b, los suce-
sos {(z,y) :xz < a}, {(z,y):y>b} y {(z,y) : x+b<y+a} satisfacen {z+b<y+a} C
{z <a}U{y >0b}.Luego, Pr(z+b<y+a] <Prlz<al+Prly>10.
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:L‘ . .
0 40 ds7
1 0,j filterq
SOT‘
dLi dy™?
Cor 1 Si’rj filtery fault
> b=
J 1. dg™
Xy gmd filter,,
selector

Figura 5.6: Esquema de deteccion propuesto.

El Teorema 5.2 muestra que si el sistema esta configurado para coincidir
con la j-ésima configuracion de falla y ocurre la i—ésima falla en el tiempo ¢%,
entonces, aplicando filtros de primer orden sobre las funciones indicatrices de
los diferentes conjuntos, después de algtin tiempo 774, la sefial filtrada corres-
pondiente a la i—ésima situacion de falla tiene una probabilidad arbitrariamente
pequena de ser mas pequena que cualquier otra senal filtrada.

Luego, podemos detectar la i—ésima falla de acuerdo a i =
arg(max d’;fj (t)), con una probabilidad de error arbitrariamente pequena.

De acuerdo a esta idea, el esquema de deteccién propuesto es ilustrado
en la Fig. 5.6.

Una vez que la falla es detectada, debemos reconfigurar el control como se
explica en lo que sigue.

5.2.3. Reconfiguracion del control

En el modo de operacién normal (con o sin falla) deberiamos tener que
J = arg(méxy, d’;*f (t)), es decir, que la situacién de falla detectada sea igual a
la situacién de falla actual. _

Cuando esta situacion cambia, i.e., cuando j # i = arg(méxy d’;'ﬂ (t)), re-
configuramos el esquema tomando j = i. Después de este paso de reconfigu-
racion, sabemos que durante cierto tiempo no podemos confiar en el médulo
de diagnostico (Teorema 5.2 s6lo garantiza la deteccion correcta de fallas con
una probabilidad de error arbitrariamente pequena después de algln tiempo
T7). Por lo tanto, bajo la deteccién de la i—ésima situacién de falla en el ins-
tante ¢, procedemos de la siguiente manera:

= Reconfiguramos el control, el observador y el sistema de referencia de
acuerdo a la nueva situacion de falla tomando j = .

= Esperamos algin tiempo hasta que el residuo e, (t) llegue al conjun-
to S%i, donde deberia permanecer (con probabilidad p) siempre que la

or?
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situacion de falla no cambie otra vez.

= Reiniciamos los estados de filtro de acuerdo con d}'(t) = 1y dy'(t) = 0
para k # i para que comiencen a filtrarse desde un estado consistente
con la situacién de falla actual detectada.

= Reiniciamos el moédulo de diagnéstico comparando nuevamente los es-
tados del filtro.

Observacion 5.3. Notar que sélo pedimos que las diferentes configuraciones
bajo las distintas situaciones de falla sean estables, es decir, que las matrices
a lazo cerrado Ay’ in (5.33) sean Hurwitz. Esta Unica condicion no asegura
la estabilidad del sistema conmutado que resulta después de la ocurrencia de
una sucesion arbitraria de fallas y reconfiguraciones. Sin embargo, si se asume
que un nuevo cambio en la situacion de falla sélo puede ocurrir después que el
estado llega a la cota final probabilistica correspondiente, y que la subsiguien-
te reconfiguracion sdlo tiene lugar después de que el estado llega al nuevo
conjunto probabilistico, entonces una sucesion de conmutacion que inestabi-
lice al sistema no puede ocurrir. Esto es, el estado siempre se movera (con
probabilidad) entre las cotas finales calculadas para las diferentes situaciones
de falla y sus configuraciones.

Mientras que la Ultima observacion dice que, en la practica, la configuracion
permanece estable, el siguiente teorema proporciona una prueba formal de
que las trayectorias permanecen (en probabilidad) en una region acotada.

Teorema 5.3. Consideremos el sistema (5.34), y asumamos que las matri-
ces A, son Hurwitz y que la senal de entrada de referencia v, (t) es aco-
tada. Asumimos, también, que los intervalos de conmutacion estan acotados
inferiormente por un tiempo T > 0 suficientemente grande de manera que

||eA3é'jt||2 < 1paratodot > T y paratodoi, j. Entonces, dada una probabilidad
arbitraria 0 < p < 1, existe un conjunto S que es un PUB con probabilidad p
para el sistema (5.34).

Demostracion. Sea {;},. una sucesion de conmutacion arbitraria con 7, >
to + T, a partir de esto construimos la siguiente sucesion

; T Sitk+T§Tj<tk+2T
M7 Y4 + T enotro caso

Notar que la sucesion {t¢;} contiene a la sucesion de conmutacion {7}, pero
también puede tener mas puntos, de modo que

T< i1 — Tk < 2T (550)

Seat € (tx,tr+1]. Como no hay conmutaciones en este intervalo, la solucion
de la Ec. (5.34) puede escribirse como

. toL . v
e(t) = e =t e(t,) 4 / A =T By, (7)dr + / AN Gdw(r) (5.51)

tk tk
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Calculando esperanza a ambos lados de la solucién, se obtiene

- o N £
Ele(t)|=FE eAz’](t_t’“)e(tk)—i-/ eA/f'J(t_T)Bz’JuT(T)dT—i—/ AT Gdw(r)

tk tk

= eAZ'J(t_t’“)E[e(tk)] —|—/ eA@J(t_T)Bz’JuT(T)dT

tk
donde el tercer término es nulo dado que el proceso w(t) es un proceso de
Wiener.
Tomando la norma ¢, a ambos lados de la Ultima ecuacion, resulta
o t .
IBle(olle = e Ble(ta)) + [ 4B (r)ar

ty

2

< HGAZ’]‘ (t—tx) eAZ’j(t*T)Bz;j

1Bl + [

ty

()l dr

(5.52)

Sean N N
v £ méxsup [[e 7|y v £ méxsup e, (5.53)
“) T>T ©) >0
notar que, por hipétesis, el hecho de que = > T implica e4e’ ™|l < 1y asi
v < 1. También, como A;” son matrices Hurwitz, v esta acotada por alguna
constante.
Definimos

to

A 7 L3

n= ma_xsup/ HeAf "B’
»J o t>0Jo

‘2 a,dr (5.54)

donde u, es una cota superior para la senal acotada ||, (7)||2 paratodo 7 > t,.
Notar que 7 esta acotada debido al hecho que las matrices A,’ son Hurwitz.
Usando las Ecs. (5.53)—(5.54) en la desigualdad (5.52) para t = ¢, obte-
nemos,
[Ele(tr)]ll2 < vl Ele()]ll2 +n (5.55)

Entonces la sucesion || E[e(t)]||» esta inferiormente acotada por una sucesion
mondtona que converge a & Por lo tanto, tenemos que

, U
< — .
dim | Ele(tsslle < 7— (5.56)
y luego, dado ¢ > 0, existe K. tal que
IBle@)lll < 77 +e W2 K- (5.57)

Usando ahora las Ecs. (5.54) y (5.57) en la desigualdad (5.52), obtenemos

| Ele(®)]]l2 < [|es” 4=

/A +n<wv /A +n 2 pe (5.58)
2\1—7v 1—7v
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para todo ¢ > ¢; con k > K., donde hemos usado el hecho que HeAZ’jt

parat > 0, de acuerdo a la Ec.(5.53).
Notar que tr+1 — tx < 27 en Ec. (5.50) implica que ¢, < to + 2kT. Luego,
definiendo

<w
2

T. £ty +2K.T (5.59)

la condicion ¢t > T, implicaque ¢t >t con k = K.,y
[Ele@®)]ll2 < pe (5.60)

paratodo t > T..

La covarianza de e(t) en la Ec.(5.51) esta definida como X.(t) = E[(e(t) —
Ele(t)])(e(t) — Ele(t))]. 3 N

Notar que el término fttk e (=) By, (r)dr de la Ec.(5.51) es deter-
ministico, de modo que no contribuye a la covarianza, la cual puede ser calcu-
lada como ¥.(t) = . (t) = E[(2(t) — E[z(t)])(2(t) — E[2(t)])T] con

2(t) = eAjfj(t_t")z(tk) + / e J(t_T)Gd’LU(T)

tr

y z(tx) = e(ty). Esta Ultima expresion es la solucion de una ecuacion diferencial
estocastica lineal cuya varianza, siguiendo la Ec.(6.9) de [59], esta dada por

L (t) = A () (1 )e i (1-te) / A (=1 Gn, G (=N dr

tr

y entonces,

Ye(t) = eA:z’J(t*tk)ze(tk)eAZ’JT(t*tk) +/ eAZ’J(t—T)GEwGTeAZ’JT(t—T)dT

23

Tomando norma ¢> a ambos lados, resulta

”Ee(t)HQ < eAZ’](t—tk)ze(tk)eAZ’]T(t—tk) / eAZ’J(t—T)GEwGTeAZ’JT(t—T)dT

ty

"

2

i 2 ¢ i i

< e N IS (t)ll, + / A NG, G || gr
2 i 2

.7 2

< et e (bl + 8 (5.61)
donde .
5 & méxsup/ eA:f’J(t_T)GEwGTeAZJT(t_T) dr (5.62)
LI t>0 Jity, 2

Usando la desigualdad (5.61) para ¢ = t;+1 se obtiene

Se (o)l < HeAZ’](tm—tk)

2
IZe@lly +0 < A2 [[Ze(t)ll, +0 (5.63)




5.2. DIAGNOSTICO DE FALLAS CON RECONFIGURACION 103

Si consideramos que el estado inicial e(ty) es deterministico (i.e. X.(to) = 0),
la ultima ecuacion dice que la sucesion ||X.(t;)|| estd acotada superiormente

por una sucesion mondtona creciente que converge al valor 1_;‘72 Asi,

[Ze(tr)ll2 <

— (5.64)

para todo k£ > 0, y entonces, usando nuevamente la Ec.(5.61) se obtiene

i 2
1@l < e 0|z b)), + 6 < 02 +3252  (565)

)
1—~2
mostrando que la covarianza de e(t) esta acotada por o2 para todo ¢ > t.

Sea ¢;(t) la i—ésima componente de e(t). Recordando que [|Ele(t)]|l2 < e,
parat > T.y ||Zc(t)]]2 < o2,y que e(t) es 2n-dimensional, resulta

|Elei()]] < pe, VE=T

e (t)]ii < [Ze®lloo < [Ze(t)l2v20 < 0>V2n

Entonces, para ¢t > 1., dado p; tal que 0 < p; < 1, obtenemos

af 21 | . / e
Pr l|ei(t)| > He +o E < Pr |:|€1(t)| > |E[ z(t)“ + [Ee(t)]z,zm

<Pr [Iez—(t) — Ele;(1)]| = M]

Di
<D

donde hemos usado la desigualdad de Chebyshev en el Gltimo paso.
Tomando 0 < p; < 1 parai =1,---,2n tal que Zfﬁlﬁi = 1 — p, definimos

la region
2n )
S—{e:|ei|§u5+a{‘/ﬁ—2; z—l,-~-,2n} (5.66)

y observamos que

2n 2n
2
Prle(t) € S] = 1-Prle(t) ¢ S] > l—z Pr l|ei(t)| > e o) ]5_7; > 1—2[)1- =p
i=1 i i=1
parat > T., mostrando que el conjunto acotado S es un PUB con probabilidad
p para el sistema (5.34). O

Este teorema prueba que las trayectorias convergen en probabilidad a una
region acotada siempre que el intervalo minimo 7', como se calcula en el teo-
rema, entre tiempos de conmutacion sucesivos se satisfaga.

En la siguiente subseccion se muestra la aplicacion de la estrategia com-
pleta de diagndstico y reconfiguracion a un sistema que modela ciertas carac-
teristicas de un avion a reaccion.
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5.2.4. Ejemplo

El siguiente ejemplo, tomado de [58], representa un sistema de control del
angulo del banco para un avion de transporte a reaccion que vuela a velocidad
0.8 Mach, y a una altitud de 40,000 pies. Hay dos variables manipuladas: la
posicion del aleron y la posicion del timon.

La representacion de estados para este modelo puede escribirse como en
la Ec.(5.25) con las siguientes matrices del sistema:

(20,6358 1 0 0 0 0
A |-09389 0 1 0 | 11476 10,7200
= 1-05116 0 0 1|77 [-2,0036 2,3169 |
—0,0037 0 0 0 13,7264 10,2370
1" P
0 1,1476
C=1lo| Y¥= | _20036
0 —13,7264

Los escenarios de fallas son representados por las siguientes matrices:

o [t 0] o [0 0] . [1 O
P_[Ol’P_Ol’yP_OO’

donde P° modela cuando ambos actuadores se encuentran operacionales, y
P!y P? modelan fallas en el alerdn y en el timén, respectivamente.
El observador para el estado esta disenado de acuerdo a la Ec.(5.30) con

L=[133642 70,0611 1534884 119,9963] .

Las ganancias del control por realimentacion K; para cada escenario de falla
(Ec.(5.31)) son disefadas usando la metodologia LQR, resultando:

[—0,0833 0,0021  0,1427 0,1531}
Ky = :

0,0105 —0,0208 —0,0212 —0,0126

K] 0 0 0 0
27 10,0223 —0,0085 —0,0400 —0,0579

K. [F0.1075 00249 01745 0,1704
37 0 0 0 0o |-

Puede verificarse por calculo directo que la Observacion 5.2 es valida con
estas matrices del control y del observador.

Para el sistema de referencia disefiamos una ley de control integral
cuadratico lineal (LQI) de modo que la salida siga una referencia constante
yo(t) = 1. El uso de este controlador LQI en el sistema de Ec.(5.28) proporcio-
na las senales de referencia para la entrada:

},and

i, = [0,0648, 0,0873]7, @, = [0,0885, 0,0004]", and @, » = [~0,0003, 0,1260]7,
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para cada escenario de configuracion de falla.

Luego los conjuntos PUB S%7 = {e,, € R* : |e,,—éL7| < bii+&},donde & &
[e,...,e]T, fueron calculados para una probabilidad p = 0,813 y una covarianza
incremental del ruido ¥, = 107°dt. Tomamos pr = (1 —p — §)/4 para k =

4,y pr = /4, para k = 5,...,8, con un valor muy pequefo para ¢
(elegimos § = 10~%). Por lo tanto, la Ec.(5.40) se satisface y obtenemos un
tamafo pequefo para S/ en las direcciones de las variables medidas (las
primeras 4 componentes de las 2n del vector de estado combinado e(t) =
[eon(t) eno®)]").

Asi, utiIizando las ecuaciones (5.36) y (5.39) se obtuvieron los siguientes
valores para e/ y b%J:

&= o o 0],

500 = [0,1003 0,0995 0,1010 0,0610]"
=[0,4349 02517 03492 —0,0244] ",

BLO = [0,2875 0,2772 0,1979 0,0967]"
=[-0.2557 —0,1480 —0,2053 0,0144]"

b2° 0,1320 0,1263 0,1272 0,0723]",

710

para la configuracién sin falla,

&%l —[—0,3564 —0.2124 —0,3923 —0,0480]"
—[0,1705 0,1655 0,1805 0,0738]"
[0 0 0 o,
bLl =1[0,1705 0,1655 0,1805 0,0738]"
et =[-35306 —21,043 —38,866 —4,7549]T
b2 =[1,4400 0,9002 1,5828 0,2394]T

70,1
bo

1,1
Cor =

or

para la falla en el primer actuador, y

e2? =[0,3113 0,1836 0,2063 0,0129]T
b2 =10,1274 0,1280 0,0996 0,0719]T
ey’ =[33,7494 19,9005 22,3642 1,4026]T
by? =[1,4393 0,8875 0,9417 0,1342]T
2= o0 o o,

b2 =[0,1274 0,1280 0,0996 0,0719]"

para la falla en la configuracion del segundo actuador. Puede verificarse que
los conjuntos PUBs resultantes para las diferentes configuraciones son disjun-
tos, con lo cual satisfacen las hipétesis del Teorema 5.2.
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A fin de implementar el esquema de diagndstico de la Fig. 5.6, disenamos
los filtros (5.43) usando el parametro A = 0,1.

Para comprobar la eficiencia del esquema, el sistema fue simulado por
1000 segundos, variando la situacién de falla entre los 3 escenarios posibles,
como se muestra con lineas de puntos en la Fig. 5.7. En la misma figura, las
lineas solidas representan la salida del bloque de diagnostico, el cual detecta
correctamente la falla después de un lapso de tiempo que es del orden del
tiempo de respuesta del filtro.

Fault
T

0.6

T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

041 !

|

|
|
|
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Time
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Figura 5.7: Situacién de falla actual (linea de puntos) y la correspondiente de-
teccion (linea solida).

Para la misma secuencia de fallas, la Figura 5.8 muestra la salida de la
planta cuando se aplica el esquema de reconfiguracion. Puede verse que la
senal de referencia es seguida correctamente en todas las situaciones (excep-
to para algunos transitorios cortos debidos al tiempo que se requiere para un
correcto diagnostico de falla). La efectividad de la metodologia propuesta se
hace evidente cuando esta senal es comparada con la de la Figura 5.9, que
muestra la salida de la planta bajo la misma secuencia de fallas pero sin haber
realizado la reconfiguracion.
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Figura 5.8: Salida de la planta con reconfiguracién.
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Figura 5.9: Salida de la planta sin reconfiguracion.

1000

107



108 CAPITULO 5. CONTROL TOLERANTE A FALLAS



Capitulo 6

Conclusiones

En este capitulo se presentan las conclusiones generales del trabajo desa-
rrollado a lo largo de los capitulos anteriores.

También se comentan los lineamientos principales de futuros trabajos rela-
cionados con los temas expuestos en esta Tesis.

6.1. Conclusiones Generales

Con el objetivo de brindar herramientas que contribuyan al andlisis y di-
seno de sistemas de control bajo la influencia de perturbaciones estocasticas
no evanescentes se presentaron diferentes resultados. Por un lado, motiva-
dos por la metodologia de descomposicién modal que permite estimar cotas
finales y conjuntos invariantes para sistemas deterministicos, en el Capitulo 3
se desarrollé una estrategia de diseno sistematico de control que garantiza la
existencia de una cota final probabilistica para sistemas lineales con perturba-
ciones afines a la entrada de control.

Por otro lado, en el Capitulo 4, se extendieron las definiciones de cota final
y conjuntos invariantes probabilisticos, definidos en [28], a sistemas no lineales
y se presentaron formulas para caracterizarlos. Esta caracterizacion considera
funciones tipo Lyapunov que satisfacen cierta condicion, de manera similar al
trabajo realizado en [35]. Ademas, como un primer avance hacia la busqueda
de disefno de controles robustos para el caso no lineal, se presentd un diseho
de control para sistemas linealizables por realimentacién estocastica, tenien-
do en cuenta que en estos casos puede hallarse una cota para la matriz de
covarianza del estado.

Finalmente, en el Capitulo 5, se propuso una técnica de deteccion de fallas
para sistemas con perturbaciones estocasticas basada en la pertenencia o no
de los residuos a conjuntos PUB y se planted una reconfiguracion del control
una vez que la falla es detectada y aislada, de esta manera se obtuvo un
diseno de control tolerante a fallas que permite tener en cuenta la presencia
de ruido blanco no acotado en el modelo de la perturbacién.

109
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6.2. Trabajo a Futuro

Como se dijo antes, en el Capitulo 4 se presentaron formulas que caracteri-
zan conjuntos probabilisticos para sistemas no lineales mediante la utilizacion
de funciones de Lyapunov, entonces, una primera linea de trabajo es conse-
guir un disefo de control no lineal que tenga en cuenta esta caracterizacién
para asegurar la existencia de un PUB con una probabilidad preestablecida
para sistemas lineales lo mas generales posibles.

Siguiendo con sistemas no lineales, otra cuestion sobre la cual se quiere
trabajar es en la extensién de la metodologia de diseno de control tolerante a
fallas para el caso no lineal. En principio, la idea es disefar un control por linea-
lizacion exacta que permita estimar los conjuntos probabilisticos en ausencia
y en presencia de fallas, y luego utilizar la misma estrategia desarrollada en el
Capitulo 5, en la cual se filtra la funcion indicatriz de dichos conjuntos aplicada
al residuo, lo que permite detectar con probabilidad arbitrariamente cercana a
1 la presencia de fallas.

Todo el trabajo realizado en esta Tesis tiene en cuenta sistemas continuos
en el tiempo, sin embargo, es de esperar que estos resultados o similares
puedan ser establecidos para sistemas a tiempo discreto. En este sentido,
en [29, 30] se definen y caracterizan los conjuntos PUB y PIS para el caso
discreto, asi, otra linea de trabajo que nos interesa es presentar resultados
gue sean validos para sistemas discretos.
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