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Resumen: Este trabajo introduce una nueva forma de disefiar esquemas de Control Predictivo Basado en Modelo
con estabilidad practica bajo asunciones menos restrictivas que las de los enfoques existentes. La idea se basa en
reemplazar el conjunto invariante de control, tipicamente usado como restriccion terminal para garantizar estabilidad,
por un par de conjuntos interior-exterior mds simples, que relajan la condicién de invariancia. Se muestra que puede
asegurarse la convergencia en tiempo finito al conjunto exterior, que no debe necesariamente ser invariante.
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1. INTRODUCCION

El Control Predictivo Basado en Modelo (MPC, por sus siglas en inglés) calcula una secuencia de ac-
ciones de control resolviendo un problema de optimizacién que predice el comportamiento del sistema a
partir de un modelo del mismo, considerando restricciones en la entrada y el estado. De dicha secuencia, se
aplica la primera accién de control, descartandose el resto. Este procedimiento se repite en cada instante de
muestreo teniendo en cuenta las dltimas mediciones realizadas de las variables que haya disponibles [4].

El tipo de estabilidad que cominmente se estudia cuando hay perturbaciones, o entrada finita [1], es la
denominada estabilidad prdctica que implica la convergencia a una regién en lugar de a un punto. En las
formulaciones MPC, para asegurar dicha propiedad y la factibilidad recursiva del problema de optimizacién,
se suele incluir una restriccién terminal de pertenencia a un invariante de control [2, 3], es decir, a un
conjunto tal que si el estado pertenece al mismo en el instante k, entonces existe un valor de entrada tal que
en k + 1 el estado permanece en dicha regién. En general estos conjuntos son complicados de obtener y
dificiles de usar por su complejidad (incluso en casos lineales simples suelen ser poliedros con un niimero
elevado de caras).

En este trabajo proponemos una alternativa en la que, para simplificar los problemas asociados con el
calculo y la utilizacién de un invariante de control, el mismo es reemplazado por dos conjuntos mas simples,
uno interior y otro exterior, que no necesitan ser invariantes (s6lo deben verificar una condicién més débil), y
aun asi permiten demostrar la estabilidad (practica) del lazo cerrado. Se mostrard que mediante el uso de una
condicién de paso (en lugar de una restriccion terminal) por el conjunto interior y con una modificacién del
costo de etapa en el conjunto exterior, es posible garantizar la factibilidad recursiva y posterior convergencia
del esquema. Debe notarse que, como se ilustrard con un ejemplo, para sistemas que presentan ciertas
dificultades como no linealidades, conmutaciones, entrada finita, etcétera, esta simplificaciéon puede ser la
diferencia entre poder y no poder aplicar una estrategia estabilizante de MPC.

1.1. NOTACION

Denominaremos R, R>q, N, Z y Z . a los conjuntos de nimeros reales, reales no negativos, naturales
{1,2,3,...}, enteros y enteros en el intervalo [N, M|, respectivamente. La funcion techo de b € R se denota
como [b] £ min{z € Z : z > b}. Dada la secuencia {a1, ...,a,} conn € Zy el conjunto A, la notacién
{a1,...,a,} € A™ indica que cada elemento de la secuencia pertenece a A. Finalmente, a;, ik Tepresenta
la prediccion del valor de a(-) en el instante k& + i calculada en el tiempo k.

2. FORMULACION DEL PROBLEMA

Consideramos el sistema de tiempo discreto no lineal

Trr1 = f(on, up), (D
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donde x € X C R" yur € U C R™ constituyen el estado y la entrada en el instante k, siendo X y U
conjuntos cerrados. Se plantea como objetivo diseiar un controlador MPC de horizonte N € N que asegure
convergencia al conjunto compacto objetivo 2o C X, y para esto se asume lo siguiente:

Suposicion 1 (Existencia de conjunto interior de control en N pasos, );) Dado el sistema (1), el hori-
zonte N y el conjunto compacto objetivo o, existe un conjunto compacto interior de control en N pasos

Q7 C Qo con la siguiente propiedad: si xj, € (1, entonces existe una secuencia de entradas {ug, . .., upr;—1} €
U'coni € Zy.y tal que xyt; € QU y {Th, .., Tprio1} € Qb

Mas especificamente, el objetivo serd garantizar la convergencia hacia {2 desde el conjunto controlable en
hasta IV pasos hacia (2;:

Definicion 1 (Conjunto controlable en hasta NV pasos, Xﬁ’ ) Dado el sistema (1), el horizonte N y el
conjunto interior §21, decimos que X ﬁ’ C X es el conjunto controlable en hasta N pasos hacia Q) siempre
que si xj, € XQI, entonces existe una secuencia {ug, ..., Uxy;—1} € Ul coni € 7.y tal que Trai € Qry
{{L‘k, ce 773]9—&—1‘—1} € X"

3. ESQUEMA MPC PROPUESTO

Dada una funcién de costo de etapa original L:R"xR™ — R>o, se definen

Liax 2 sup L(z,u), J—— inf L(z,u), 2)
z€Qo,uel ze€X\Qo,uelU

asumiendo que ﬂ, Qo y 7 son tales que Eméx es finito, y f/mfn > 0. Luego, se propone una nueva funcién
de costo de etapa L : R" x R™ x N — R>¢, modificando L de modo que se reduzca en (2o y se incremente
para estados predichos mas lejanos en el futuro. Esto se logra usando dos constantes c y 7:

Ll i) 2 cL(x,u) siz € Qo 3)
T A+ (= D) L(zu) siz g Qo

donde i € Z;. es el nimero de etapa, r € [0,1) y ¢ > 0 satisface

CNLmé.x < TmeH' (4)

Dadas las secuencias factibles de entrada u; = {uk‘k, . ,uk+N,1|k} y de estados predichos xj, =
{%kjks - - > Thg-N|k ) computada como

Tgk = Tk, Trritik = f (Tl Ungifr)- )

para i € Zg.N—1, definimos la funcién de costo de MPC como

N
V(g ue) 2 L(@ppifhs Usiot i 1)- (©6)
i=1

Luego, para un estado z;, € X 1 consideramos el siguiente problema de control 6ptimo:

P(xg) : V¥(zr) 2 min  V(xg, ug), (7)

ur €UN (1)
sujeto a (5) y donde Uy (xy) denota el conjunto de secuencias de entrada factibles que satisfacen
Uik € U, Vi € Zon-1, Tpqipp € X, Vi € Z1.N, Tpqqr € S, paraalgini € Zy.N.

La solucién de este problema de optimizacion es la secuencia de entradas de control 6ptima u}, = {UZ\ PRI
up Nil‘k}, que tiene asociada la secuencia de estados predichos optima x, = {z Kk Thyn| ..} Final-
mente, siguiendo el concepto de horizonte mévil, se aplica la ley de control s po(z) = u’,;| . Y se descarta
el resto de la secuencia uj, resultando el sistema a lazo cerrado: 1 = f(x, u;;|k) = f(zk, kppo(x)).
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3.1. ANALISIS DE ESTABILIDAD

Los siguientes resultados, cuyas demostraciones formales se omiten por falta de espacio, establecen las
propiedades de estabilidad prictica y convergencia en tiempo finito del esquema propuesto.

En primer lugar, el siguiente lema establece una condicidn sobre el costo asociada al hecho de que todos
los estados de la secuencia se encuentren dentro del conjunto objetivo 2.

Lema 1 Dado x;. € Xﬁf yuy € Un(xy), el costo (6) satisface que V (xy, uy) < ¢N L & @) € Qg.

Que x;, € Qg = V(zg,ur) < cN .Z/méx es directo considerando (2)—(4) y (6). Por otra parte, el otro
sentido de la implicancia también se puede demostrar ficilmente probando que un solo elemento de xj, fuera
de Q, implica V' (zj, u) > N Lipsy.

La ausencia de incertidumbre y perturbaciones en (1) permite asegurar que en lazo cerrado =y =
Ty IR de donde resulta el siguiente corolario del Lema 1.

Corolario 1 Dada la formulacion MPC (7) y xj, € ng\,h, la condicion V*(xy,) < CNEméX implica 1 €
Qo.

El préximo teorema muestra que si el costo V*(xy1) es suficientemente grande (x}, ik ¢ Qo para

algin i € Z.n), entonces el mismo se redujo respecto de V*(xy) en una cierta cantidad que admite una
cota inferior positiva.

Teorema 1 Dada la formulacion MPC (7), para cualquier xj. € XQI, la condicion V*(xp41) > CN.ZméX

implica R
Lmll'l
V() = V(o) 2 € 2 28 (8)
Si Qr = Qo, o siempre que $Z+1|k ¢ Qo, también se verifica que
* * ~ N—-1, -
V() = V¥(ap) > €2 (1 - r— ) Lmin- ©)

La demostracion de este teorema se basa en la siguiente idea. Después de aplicar el primer elemento
de la secuencia de entrada 6ptima wu; en el instante £, en el paso siguiente se puede considerar la misma
secuencia de entrada (removiendo el primer elemento) hasta que el estado llega a {27 y luego cualquier accién
que mantenga el estado en (2. Esto es factible por la Suposicion 1 y resulta menos costoso que salirse del
conjunto objetivo por la forma en la que estd definido L(x,u, ). Luego, todos los estados fuera de Q2o de
la nueva secuencia de estados predichos xj 1, ya se encontraban en x; pero ahora estdn temporalmente
mas cerca del comienzo. Debido a esto y al factor r en (3), esta nueva secuencia (que de hecho no es
necesariamente la 6ptima) presenta una reduccién de costo con una cota inferior positiva.

El siguiente corolario muestra que cuando el costo éptimo se reduce por debajo de cierto valor, perma-
nece acotado por el mismo para siempre.

Corolario 2 Dada la formulacion MPC (7), si x € Xﬁf y V¥(zg) < ¢N Lyax, entonces V*(z;) <

cN Lysx para todo j > k.

De los Corolarios 1 y2 resulta inmediato que cuando el costo dptimo se mantiene por debajo de cierta
cota, el estado permanece para siempre en {)o. Finalmente el siguiente corolario muestra que el estado
alcanza en tiempo finito dicho conjunto objetivo.

Corolario 3 Dada la formulacién MPC (7) con Qo = Qror > 0, si 3, € Xﬁ’ y V*(x1) > ¢N g

entonces xy1; € Qo para todo i > M, siendo

% (l’k) — CNiméX
o

M2

(10)

con o = € (Ecuacion (9)) siempre que 2 = Qo, incluso sir = 0, 0 a = € (Ecuacion (8)) en cualquier otro
caso conr > Q.
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4. EJEMPLO DE SIMULACION

Para ilustrar la estrategia propuesta, se utiliza el siguiente modelo no lineal de un péndulo invertido:
Orr1 =60 +0,0lwg, wir1 =04sin0; 40,999 wy + 1,27, 7511 = 7 + 0,005 uy,

donde 0, es el angulo respecto de la vertical, wy, es la velocidad angular y 7, es el torque aplicado. La entrada
ur € {—1,0, 1} determina el cambio en 75 y pertenece a un conjunto finito que estd limitado a mantener el
torque o modificarlo en una cantidad fija.

El objetivo es converger a Qo = {z € X : 0| < 0,1,|w| < 0,14, |7| < 0,066}, para lo que, si se
usase un enfoque cldsico de MPC se requeriria un invariante de control. Linealizando el sistema y con-
siderando entrada continua en [—1, 1] dicho invariante tendria 70 caras, lo cual es complejo de describir
y manipular pero ademds no seria un invariante de control para el sistema original con lo cual la estabi-
lidad no se podria garantizar. Por otro lado, un conjunto interior de control €2; de solo ocho caras puede
encontrarse, como se muestra en la Figura 1. Este poliedro estd dado por Q; = {x € X : Fx < g} con
g =[6,772 6,772 8,151 8,151 7,445 7,445 0,386 0,386]7 y

(95,99 37,59 2659 ]
95,99 —37,59 —265,9 2}
10,19 91,69 0 0.05 i

P |71019 9169 0 | 008
100,6 13,66 24,52 \ 0.6
~100,6 —13,66 —24,52 O w N M
5765 1,094 9,294 0 !
| —5,765 —1,094 —9,294 | o "1 a4 7w

Figura 1: Trayectorias obtenidas.

Dado que €27 es un conjunto interior de control en 9 pasos (puede verificarse computacionalmente), se
toma N = 9 como horizonte del esquema MPC. A su vez, considerando como costo de etapa original el
siguiente L(z) = 62 +10~*w? + 1,44 - 10~* 72, resulta Lyyin = 2,189 - 1073 y Lynax = 10~). Finalmente,
seleccionando r = 0,1 se obtiene ¢ < 2,432 - 10~ de (4). Habiendo definido todos los parametros del con-
trolador, en la Figura 1 se muestran simulaciones del sistema a lazo cerrado desde las condiciones iniciales
zd = 0,068 —0,36 —7,3- 10737 y 2§ = [-0,073 0,59 —0,043]7 con ¢ = 2 - 10~*. Puede observarse
que ambas evoluciones convergen a (2o en tiempo finito y que, de hecho, luego contindan aproximandose
al origen. Esto se debe a que ¢ > 0.

5. CONCLUSIONES

Se presentd un esquema MPC flexible con estabilidad practica y convergencia en tiempo finito. Dados un
costo de etapa L y una regién objetivo {2 con un conjunto interior de control en /N pasos {27, se propone una
modificacion a dicho costo de etapa teniendo en cuenta si el estado predicho pertenece a (2o y se formula
un problema de optimizacién con una restriccién de paso por €2;.
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