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Abstract— Recently, a Model Predictive Control
(MPC) suitable for closed-loop re-identification was
proposed, which solves the potential conflict between the
persistent excitation of the system and the stabilization of
the closed-loop by extending the equilibrium-point-
stability to the invariant-set-stability. The proposed
objective set, however, derives in large regions that contain
conservatively the excited system evolution. In this work,
based on the concept of probabilistic invariant sets, the
controller target sets are substantially reduced ensuring
the invariance with a sufficiently large probability (instead
of deterministically), giving the resulting MPC controller
the necessary flexibility to be applied in a wide range of
systems.
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[. INTRODUCCION

n la mayoria de las aplicaciones de Control Predictivo
Basado en Modelos (MPC) se desea una actualizacion
periodica del modelo del sistema para alcanzar mejores
rendimientos. En este contexto, el procedimiento de re-
identificacion debe desarrollarse en lazo cerrado, para evitar
detener el proceso cada vez que sea necesaria una
actualizacion. Como ya es sabido, el principal problema de la
identificacion en lazo cerrado es que el objetivo del control es
incompatible con el objetivo de la identificacion. De hecho,
para realizar adecuadamente una identificacion, es necesario
aplicar una excitacion persistente a los modos del sistema,
mientras que el controlador toma esta excitacion como una
perturbacion y trata de rechazarla con el propdsito de
estabilizar el sistema. Por otro lado, es deseable que la
mencionada excitacion sea en lazo abierto, para obtener asi
datos de entrada-salida no correlacionados, que permitan
utilizar métodos de identificacion sencillos y confiables.
Se han desarrollado diversas estrategias de re-identificacion
a lazo cerrado mediante controladores MPC: en [1] se propone
un controlador llamado Model Predictive Control and
Identification (MPCI), en el cual se afiade una condicion de
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excitacion persistente por medio de restricciones adicionales al
problema de optimizacion. Esta estrategia resulta en un
problema de optimizaciéon no convexo y la mayoria de las
propiedades conocidas de las formulaciones de MPC no se
cumplen.

En [2] se presenta un controlador que se enfoca en dos
etapas: la primera se ocupa de optimizar la trayectoria de
control, como es habitual en MPC, mientras que la segunda se
ocupa de generar entradas de sefial de excitacion persistentes
maximizando el minimo autovalor de la matriz de informacion
(una matriz que describe la variabilidad de la entrada). Sin
embargo, el segundo problema de optimizacion no es lineal y
resulta muy dificil de resolver.

En [3] se realiza un estudio de diversos métodos de re-
identificacion mediante MPC, centrandose en el “Relevant
Identification MPC”, (MRI), el cual es un método de
identificacién que no so6lo tiene en cuenta la exactitud del
modelo sino también la aptitud de este para las predicciones,
es decir, la aptitud del modelo desde el punto de vista del
controlador.

En general, en ninguno de estos abordajes se mostraron
resultados referentes a la estabilidad del MPC mientras se esta
re-identificado el sistema. Recientemente, en [4] se propuso
un nuevo MPC apropiado para la re-identificacion que
garantiza la estabilidad a la vez que realiza una re-
identificacién a lazo cerrado de manera adecuada. La idea
principal consiste en extender el concepto de estabilidad de un
punto de equilibrio a la estabilidad de un conjunto invariante,
y proponer un MPC que lleve el sistema a este conjunto
cuando se esta afuera de él, y lo excite persistentemente
cuando se estd en su interior. La formulacién del problema
MPC se basa en el concepto de distancia generalizada de un
punto (trayectoria de estados predicha) a un conjunto
(conjunto invariante objetivo). De esta forma se garantiza la
estabilidad del conjunto invariante objetivo y también la
excitacion persistente del sistema, ya que ambas tareas se
desarrollan en regiones disjuntas del espacio de estados.

Mas alla de sus beneficios, el método propuesto en [4]
deriva en grandes regiones (conjuntos invariantes) que
contienen la evolucion del sistema excitado de manera muy
conservadora. De esta forma, la region en la que el controlador
deja el sistema en lazo-abierto (teniendo en cuenta que el
conjunto invariante es considerado como un equilibrio
generalizado y ninguna accioén de control se aplica al sistema
cuando se estd adentro de este) es una gran region en el
espacio de estados, lo cual no es seguro para diversos
escenarios del sistema de control.

En este trabajo, basado en el concepto de invarianza
probabilistica presentado en [5], el conjunto objetivo para el
controlador se reduce sustancialmente asegurando la
invarianza con una cierta probabilidad que puede ser elegida a
priori (en lugar de una invarianza deterministica), dando como



resultado un controlador MPC con la flexibilidad necesaria
para ser aplicado en una amplia gama de sistemas. Varios
escenarios de re-identificacion a lazo-cerrado son simulados
para mostrar claramente los beneficios y limitaciones del
nuevo controlador propuesto.

Planteo del Problema

Se considera un sistema descrito por un modelo lineal en
tiempo discreto, invariante en el tiempo,

x(k+1)= Ax(k)+ Bu(k), x(0)=x, ()

donde x(k)e X c[]" es el estado del sistema en el instante

de tiempo actual k, X, es el estado inicial, vy

u(k)e U c1™ es la accion de control. A lo largo de este

trabajo se asume que la matriz A€ ™" tiene todos sus
autovalores en el interior del circulo unitario, el par (A4, B) es
controlable, el conjunto X es convexo y cerrado, el conjunto

U es convexo y compacto y ambos contienen al origen en su
interior.

Nuestro objetivo es desarrollar una estrategia de control
MPC que considere la re-identificacién a lazo-cerrado para el
sistema (1).

II. PRECEDENTES

En esta seccion se mencionan algunas definiciones y
propiedades en las que se basaran los resultados principales
del trabajo.

Control y Conjuntos Invariantes

Definicion 1. () —Conjunto Invariante de Control,
y—CIS) Dado y€[0,1], el conjunto QC X es
¥ — invariante de control para el sistema (1) asociado con el
conjunto U, si x(k)e€ Q implica que x(k+1)e ) 2, para
algan u(k)e U .

Definicion 2. (Conjunto Alcanzable) Dado el conjunto
Qc X, el conjunto alcanzable R(Q) desde Q en un
paso, asociado al conjunto de entradas U , es el conjunto de
todos los puntos z€ X para los cuales existe x€ £ y
ue U talque Ax+Bu=z.

R(Q)={ze X :Ixe Q,Jue Utal quez = Ax+ Bu}

Definicion 3. (Conjunto Controlable) Dado el conjunto
Q c X, el conjunto controlable Q(2) a Q en un paso,

asociado al conjunto de entradas U , es el conjunto de todos

los puntos x€ X para los cuales existe u€ U tal que
Ax+ Bue Q.

O(Q)={xe X :3ue U tal que Ax+ Bue Q}

Invarianza Probabilistica

En este trabajo, el concepto de invarianza probabilistica
estara asociado a los requisitos de excitacion necesarios para
llevar a cabo la identificacion del sistema. Asi, en primer lugar
se define:

Definicion 4. (Excitacion Persistente Acotada) Dado un
conjunto compacto no vacio ¥ <[] ™, un proceso estocéstico
de Miarkov estacionario' v:[J —V es una excitacion
persistente en V' si E[v(k)]=0 y cov[v(k)]>0 para
cada kell .

Notar que esta definicion estd directamente relacionada con
la utilizada normalmente al definir entradas de excitacion
persistentes en la literatura de identificacion de sistemas ([6]).
Ahora, asociado a la excitacion persistente se define:

Definicion 5. Y —Conjunto Invariante Probabilistico
(y—PIS) Sea pe (0,1] y 7€ (0,1]. El conjunto S < X
es un Y —invariante probabilistico con probabilidad p para
el sistema (1), siendo #(k) una excitacion persistente acotada

por Vcu, si y sélo si
x(k)e S = Pr[x(k+ j)e yS]1= p,paracada j>1.

y=1, el
simplemente PIS. Por otro lado, cuando p =1, el ¥ —PIS es

Notar que cuando Y—PIS se denomina

un conjunto ¥ — ISI, como se define en [4].

III. RESULADOS PRINCIPALES
Conjunto Probabilistico a Un Paso

En [4] el conjunto ¥ —Invariante para Identificacion
(y—18I) fue definido de forma que es equivalente a un

¥ —PIS con probabilidad p =1. Este conjunto es utilizado

como conjunto objetivo cuando el sistema se encuentra fuera
de él, y como conjunto de identificacion cuando el sistema
esta dentro. Dado que en este enfoque la naturaleza estocastica
de la excitacion persistente acotada no estd siendo
considerada, el conjunto objetivo que se obtiene es demasiado
grande, conteniendo de forma conservadora la evolucion
completa del sistema excitado.

A continuacion se introduce el concepto de invarianza
probabilistica a un paso, el cual sera utilizado con fines de
identificacion. El siguiente conjunto es el conjunto que se
utilizard como parametro para formular el nuevo MPC para re-
identificacion.

ie., V(k) toma valores aleatorios en el conjunto V tal que V(k) no

esta correlacionado con V(]) para k+ j



Definicién 6. ¥ — Conjunto Invariante Probabilistico a Un
Paso (7 —OSPIS) Sea pe (0,1] y <€ (0,1]. El conjunto
S € X es un ¥ —invariante probabilistico a un paso con
probabilidad p para el sistema (1), siendo #(k) una

excitacion persistente en V cU, si vy

x(k)e S = Pr[x(k+1)e yS1=p.

s6lo  si

Como antes, cuando ¥ =1 el y—OSPIS se denomina

simplemente OSPIS. Ademas, si p =1 el ¥—OSPIS es un
conjunto ¥ — ISI, como fue definido en [4].

Observacion 1. Notar que por definiciéon, un ¥ —PIS con

probabilidad p € (0,1] es también ¥ — OSPIS con la misma
probabilidad p para el mismo sistema. Aunque el reciproco
no es necesariamente cierto.

El siguiente lema establece que un 7 — OSPIS es también
un Y —CIS. Esta propiedad juega un papel fundamental a la
hora de probar la convergencia del MPC que se propone.

Lema 1. (OSPIS=CIS) Sea pe (0,1] y ye (0,1].
Supongamos que S C X esun ¥ —OSPIS con probabilidad
p para el sistema (1), siendo u(k) una excitacién
persistente acotada por ¥ c U . Entonces S es un ¥ —CIS

para el mismo sistema asociado con el conjunto V.

Demostracién. Sea x(k)e S. Si se considera
x(k+1)= Ax(k)+ Bu(k), siendo u(k) una excitacién
persistente acotada por VcU, entonces
Pr[x(k+1)e ¥S]=p. Debido a que p>0 y |la
excitacion persistente u#(k) toma valores en V cU
entonces, existe u(kyev tal que
X(k+1)= Ax(k)+ Bii(k)e yS . Por lo tanto S es un

Y—CIS para el sistema (1) asociado con el conjunto

VcuU.
Aplicaciéon al MPC

Cuando la entrada de excitacion persistente es considerada
para el céalculo del Y—OSPIS en el contexto de

identificacion, ésta debe pertenecer a un conjunto compacto

mas pequefio que U , pero con suficiente tamafio para excitar
el sistema. Formalmente:

Definicion 7. (Conjunto de Entradas de Excitacién, EIS)

Un conjunto C-propio’ de entradas U’ < U , con suficiente

! Se llama conjunto C-propio a un conjunto convexo y compacto que
contiene al origen en su interior.

tamafio para excitar el sistema (1), se denomina conjunto de
entradas de excitacion.

Al implementar el controlador MPC para la re-
identificacion, el conjunto objetivo utilizado es un conjunto C-

propio, S'C X, que es Y—OSPIS con probabilidad
pe (0,1] para el sistema (1), asociado al conjunto de

entradas de excitacion persistentes #(k) contenidas en el EIS

U' cU definido anteriormente. La probabilidad p es

elegida a priori segun sea conveniente, y ¥ € (0,1]

Observacion 2. Notar que el conjunto S’ puede ser un
¥ —OSPIS con probabilidad pe€ (0,1] para un proceso

estocastico en particular, mientras que puede
¥ — OSPIS con probabilidad g # p para otros.

S€r un

La idea principal en la formulaciéon del MPC consiste en
penalizar la distancia de los estados predichos al conjunto
objetivo, para lo cual es necesaria la siguiente definicion:

Definicion 8. (Distancia de un Punto a un Conjunto) Sea
V' un conjunto C-propio sobre L] ”. La distancia desde el
punto x € [ ¥ al conjunto V' es una funcién d), :[J 7 =[]

definida como
d, (x)=inf {(x—= )" M(x-%): $e V'}

donde M €[] 7" es una matriz definida positiva.

Observacién 3. Notar que d,,(X) es una funcién continua y

convexa, y d,(x)20 paratodoxell”,y d,(x)=0 siy
sélosi xe V.

La funcion costo para el controlador propuesta estd basada
en la mencionada distancia al conjunto OSPIS, S ! , con
probabilidad p € (0,1], y esta dada por:

VNOSPIS (x, St;ll) = Z[ads, (x(])) + ,BdU, (u(]))]

donde @ y 3 son constantes positivas reales, N € [] es el

. t . ..

horizonte de control y S es el conjunto objetivo, donde el
sistema necesita ser ubicado para comenzar el proceso de
identificacion.

Para cualquier estado actual x€ X, , donde X, es el
conjunto de estados que pueden ser llevados en forma factible

al conjunto objetivo S*, en N pasos (conjunto controlable



en N vpasos a S’), el problema de optimizacién

pNOSPIS (x,S") aresolver esta dado por:

Problema P (x,S")

min V%% (x, S 5u)
u

s.a.
x(0)=x,
x(j+1)=Ax(j)+ Bu(j), j=0,...N-1
x(j)e X, u(j)eU, j=0,...N-1
x(N)e §'.

En la formulacion de este nuevo controlador MPC,
u={u(0),...,u(N—1)} es la variable de optimizacion,
mientras que el estado inicial x y el conjunto objetivo S’

son parametros de la optimizacion. La ltima restriccion es la
restriccion terminal que fuerza al estado terminal (al final de el

horizonte de control) a pertenecer al conjunto S, evitando de
esta manera el uso de un costo terminal de penalizacion. La
ley de control que se deriva en la aplicacion de la técnica de

horizonte deslizante estd dada por & (x,S")=u’(0;x),
donde u°(0;x) es el primer elemento de la secuencia de

solucién (6ptima) u’(x). De esta manera, el sistema a lazo-
cerrado bajo esta ley de control MPC estd descrito por

X)) =0, (x.S)=Ax+>" 47 Bry (x,5").

Ahora, se pueden establecer los siguientes teoremas:

Teorema 1. Sea S'C X un OSPIS con probabilidad

pe (0,1] para el sistema (1), asociado a la excitacion
persistente (k) la cual esta contenida en el EIS U’ c U .
Entonces, el conjunto S° es un Conjunto Invariante para el
sistema a lazo cerrado x(j) =@, (j;x,8") con x(0)=x

y jell.

Demostracién. Considere el estado xe S°. Entonces, dado

que un OSPIS también es un CIS asociado al EIS U’ (por el
lema 1), existe una secuencia de  entradas

U ={u(0),...,u(N-1}, con u(j)eU’, para toda
j=0,...,N—1, tal que genera una secuencia de estados

que permanecen en S, produciendo un costo nulo. Asi,

considerando la definicion de la funcién distancia
. o OSPIS

generalizada, la solucion optima del problema Py~ (x,S")

tendra la misma propiedad de u, es decir, generar un costo

igual a V]\?SP[S(x,S';ﬁ)=O. Por otro lado, cualquier

secuencia de entradas U con u(j)g U', para algin
j=0,...,N—1, producira un costo ¥,°"" (x,5";0)>0.
Lo que significa que necesariamente u°(0;x)e€ U'. Esto
prueba que el costo del MPC V¥ (x,8";u) es nulo a lo
largo de cada trayectoria que comienza en un estado inicial en
el interior de S, y mas aun, u°(0;x) es una entrada de

control en U'. De aqui se sigue que S’ es un Conjunto

Invariante para el sistema a lazo-cerrado controlado por el
MPC.

Teorema 2. Sea S'C X un OSPIS con probabilidad
pe€ (0,1], para el sistema (1) asociado a la excitacién

persistente #(k), la cual estd contenida en el conjunto EIS

U' c U . Entonces, el conjunto S’ es localmente atractivo

para el sistema a lazo cerrado x(j) =@, (J;x, S"), con

x(0)=xe X,y jel.

Demostracién. Como el conjunto S* es un CIS asociado al

EIS U’ (por el lema 1), la prueba sigue los mismos pasos que
en [4].

Incluyendo el Modo Excitacion

Los Teoremas 1 y 2 sugieren que una condicion adicional
puede incluirse en la funcion de costo propuesta, para
conseguir una excitacion persistente de entrada. De hecho,
bajo las condiciones de excitacion persistente, las trayectorias
de estado permaneceran en el interior de S*, la mayor parte
del tiempo (con probabilidad p ), y cuando la trayectoria de

estados salga del conjunto S’ el controlador MPC volvera a

. t
llevarlo hasta el conjunto S .
Para precisar la idea, se considera la siguiente funcién

costo, que depende del tiempo actual k£ (k es el instante de
tiempo en el cual se resuelve el problema de optimizacion
MPC):

Ve (xS u,, ();w) =
(1= POV (x, S's0) + p(x) [u(0) ~ (k)

b

donde p(x)=1si xe S,y p(x)=0 en caso contrario.

Aqui, u,,(k) es una entrada de excitacion persistente

. t . . .
contenida en U’ (la dependencia del tiempo es necesaria para
dejar explicito que se tiene una entrada de excitacion

persistente diferente y no correlacionada para cada tiempo k).



Para cualquier estado inicial x€ X, , el problema de
optimizacion ijXC(x, St,upe(k), k), a resolver en cada

instante de tiempo & , esta dado por:

Problema Py~ (x,S", u,,(k),k)

min V7 (x, 8", u, (k);u)

s.a.
x(0) = x,
x(j+1)=Ax(j)+ Bu(j), j=0,...N-1
x(j)e X, u(j)eU, j=0,...N-1

x(N)e §'.

Notar que la funcion O(x) es una funcién discontinua
necesaria para cancelar la excitacion persistente en caso que el

sistema salga del conjunto S'. Esto podria ocurrir por la
presencia de una perturbacion externa o incluso, con
probabilidad menor a (1—p), por la misma excitacion
persistente.

Si se considera que 7, €[] es la cantidad de datos
necesaria para realizar una identificacion apropiada del
sistema (1), entonces se debe excitar el sistema al menos 7,

veces para completar el proceso de identificacion.
Un OSPIS con probabilidad p solo asegura que el primer

paso de cualquier trayectoria que comienza dentro del
conjunto permanecera alli con probabilidad mayor a p . En

consecuencia, para asegurar la excitacion del sistema se
introduce el siguiente teorema, sujeto a la suposicion que se
enuncia a continuacion, para formalizar las propiedades del
controlador MPC propuesto.

Suposicién 1. Sea S’ un OSPIS con probabilidad p € (0,1],
para el sistema (1) siendo u(k) una excitacién persistente
contenida en el conjunto EIS U' cU . Si R(S") es el
conjunto alcanzable desde S’, en un paso, asociado al
conjunto EIS U’y O(S") es el conjunto controlable a S*,

en un paso, asociado al conjunto de entradas U , entonces se

supone que R(S') = O(S").

Teorema 3. Supdéngase que se cumple la suposicion 1. Sea
S' < X un OSPIS con probabilidad pe (0,1] para el

sistema (1), siendo (k) una excitacién persistente contenida

en el conjunto EIS U’ < U . Entonces S’ es un PIS con

probabilidad  p, sistema a lazo cerrado

x(j)=¢KN(j;x,St),con x(0)=xy jel.

para el

Demostracién. Sea xe€ S’, en el tiempo k. Entonces
P(x)=1, y el costo del problema Py (x, St,upe (k), k)

€S

S u,, (s u) = | u(0) —u,, (6)

Entonces  u°(0;x) =u,,(k), donde u,(k) es una

excitacion persistente contenida en U’ . Dado que S* es un
OSPIS con probabilidad p , entonces

Pr[Ax+ Bu’(0;x)e S']=Pr[Ax+ Bu,,(k)e S'1= p

Esto ocurre cada vez que el sistema permanece en S’ . Por
otro lado, si algin estado X es llevado fuera de S ", debe
probarse que Pr[AX+ Bk, (¥)€ S']1=> p. De hecho,

supéngase que X esta fuera del conjunto S’ en el tiempo

k+ j. Entonces X pertenece a NR(S'), el conjunto

alcanzable desde S', en un paso, asociado al conjunto EIS

U', ya que u,(k+j-1e U'. Pero, R(S) < O(S")
por la suposicion 1, donde Q(S") esta asociado al conjunto

de entrada U D U" . Dado a que el sistema esta fuera de S*,
sera P(X) =0, entonces el controlador MPC implementara la

accion de control u#°(0;X), la cual lleva el estado

. t
nuevamente al conjunto S, en un paso. En otras palabras,

dado que es posible hacer esto (ya que X€ Q(S")), y esta
sera la accion de control optima (ya que produce costo nulo),

entonces Pr[AX+ Bu’(0;X)e S']=12 p. Por otro lado,

si se asume que x¢ S’ al instante de tiempo k, el
razonamiento es el mismo. Por lo tanto

Pr[(ﬁKN(j;x,St)e S'12p para todo jell, lo cual

concluye la prueba.

Este ultimo resultado es importante dado que muestra que
un OSPIS es un PIS en el lazo cerrado. De esta forma se puede
estimar qué tan frecuente el sistema estara siendo excitado
apropiadamente bajo la ley de control MPC.

Teorema 4. Sea S’ C X un OSPIS con probabilidad
pe (0,1] para el sistema (1), siendo #(k) una excitacién

persistente contenida en el conjunto EIS U’ < U . Entonces,

para cualquier estado inicial x € S’, el sistema controlado por



la ley de control MPC & (x,S") =u’(0;x), estara excitado
persistentemente con probabilidad p, dentro del conjunto

S"; es decir, Pr[x(j)=¢KN(j;x,St,upe 1= p, para

jel ,ysiempre que x(j)€ S’, la entrada persistente u e
sera aplicada al sistema. Mds aun, para todo estado inicial

. t
xe X, el sistema a lazo cerrado convergea S .

Demostracion. i) Sea x = x(0)€ S’ . De acuerdo al teorema
3, el sistema a lazo cerrado permanecerd dentro de S’ con
probabilidad mayor a p , y en este caso, la accion de control
optima estard dada por la entrada de excitacion persistente

U,

ii) Sea x=x(0)e X, \S’. Entonces p(x)=0, y el
problema Py (x,S",u

OSPIS
By

oK) s equivalente al problema

(x,S"). Luego por el Teorema 2, se concluye la
demostracion.

Analisis Robusto

Notese que el OSPIS S', que es un parametro de la
funcion costo del MPC propuesto, depende del modelo.
Debido a que el escenario de excitacion es necesario cuando
hay una sospecha de que el modelo actual ya no es preciso, se
necesita una garantia de que este conjunto cumple las
condiciones de invarianza probabilistica para cierta familia de
modelos.

Se considerard para ello la siguiente
paramétrica de un modelo con incertidumbre:

descripcion

x(k+1)=Aw)x(k)+ B(w)u(k), we W cll ()

donde A(w) y B(w) son funciones afines de W ; esto es,
Aw)=A+wA, B(W)=B+wB y w pertenece al
conjunto C-propio W c [] .

Supéngase que el modelo nominal estd dado por
x(k+1)=Ax(k)+ Bu(k) (w=0), y el modelo real
dado

para

(desconocido) esta
x(k+1) = A(wg)x(k) + B(wy Ju(k),

W, € W . Entonces, se cumple el siguiente teorema:

por
algiin

Teorema 5. Sea S' un y—OSPIS con probabilidad
pe (0,11 y y€[0,1), para el sistema nominal (1), siendo
u(k) una excitacion persistente contenida en el conjunto EIS
U’ c U . Entonces existe un conjunto C-propio W c[J

para el cual S’ es un OSPIS con probabilidad p para el

sistema (2), para todo we W .

Demostracion. Sea x(k)€ S'. Si u(k) es una excitacion
persistente contenida en U',

Pr[x(k+1)e yS'1> p. y<l1,
||S—)C||2 >0, donde 9S’ es la frontera del

entonces

Como entonces

min
s€dS" ,xe yS’

=
conjunto S'. Por la forma en que se tom6 7, para todo
x(k+1)€ ¥S' se tiene que B.(x(k+1)) < S"', dado que

t
S" es convexo y cerrado.

Sea X(k +1) lasolucién para el sistema (2), es decir

X(k+1) = A(w)x(k) + B(w)u(k)
= (A+wA)x(k)+ (B +wB)u(k)
= Ax(k) + Bu(k) + w(Ax(k) + Bu(k))
= x(k +1) + w(Ax(k) + Bu(k))
=x(k+1)+wb

con we W | paraalgin W c[J .

Como @ pertenece al conjunto acotado ® = AX ®BU,
existe w> 0 tal que ”WH”2 <r para todo wWe[-Ww,W].
Luego

% (k+1) —x(k+1)|, =||wé)|, < r, we [-w,w]

lo cual significa que X(k+1)e B (x(k+1)) para todo
we W =[-w,w].

Como se dijo; si x(k+1)e ¥S" = B (x(k+1)) c S", por

lo tanto X(k+1)€ S para todo we W . Lo que significa
que

Pr[x(k+1)e S'1>Pr[x(k+1)e yS'1> p,Ywe W
lo que concluye la demostracion.

IV. EJEMPLOS
Cailculo de los Conjuntos OSPIS

El objetivo de esta seccion es comparar los OSPIS con los
conjuntos Invariantes para Identificacion (ISI, conjuntos
objetivos presentados en [4]), y mostrar que obtenemos un
conjunto objetivo de mucho menor tamaiio.

Debe notarse que en este trabajo no se propuso un método
para calcular un OPSIS. En su lugar, se utilizard el método

! Br(z):{xe 0 :||z—x||2 <r}



propuesto en [5], el cual calcula un conjunto PIS de forma
politdpica, que es también un OSPIS (ver observacion 1).

Se utiliza un sistema estable de 2-estados con la estructura
del sistema (1), con matrices:

0.42
0.02

J03
|-04]

Las restricciones para el sistema estan dadas por
X={xeD:|x|, <17} y U={ueD’:|u|_ <1.5}.
El conjunto EIS
U’ ={u ell? ”u”oo < 1.25} . Las entradas de excitacion

—-0.28
0.6

b

tiene la forma

persistentes  u,, (k) N(i,0 *) tienen una distribucién

, t i ,
normal y estan en U, con U= 0 y desviacion estandar

0 =0.4. Entonces u,, (k) condicionado a u,, (k)€ U’

tiene una distribucion normal truncada.

Se calcula un OSPIS S| con probabilidad p, =0.9, yel
conjunto invariante para identificacion (ISI) X", propuesto en

[4], el cual es un OSPIS con probabilidad p, =1 (ver Fig. 1).

Segtin la propiedad de interseccion de conjuntos invariantes
probabilistico presentada en [5], podemos encontrar un nuevo

osPIS  S'=S5NX' probabilidad
p=p,+p,—1=0.9, manteniendo la misma probabilidad

conjunto con

p =0.9 del conjunto S, elegido inicialmente.

Observacion 4. Notese que S "c X'. Debido a que X " es
un ISI para U", se cumple que N(S*) < X’ donde R(S")
es el conjunto alcanzable asociado al EIS U" . Si se demuestra
que X' < O(S") (ver Fig. 1), con el conjunto controlable

O(S") asociado al conjunto de entradas U, entonces se
cumple la Suposicion 1.

-1‘5 -1I -D.‘S 6 U‘5 1I 1‘5 2‘
Figura 1. Interseccion S = Sl ﬂX ! (arriba). Conjunto controlable

Q(S t) asociado al conjunto de entradas U (abajo).

Notese que, considerando la naturaleza probabilistica de las

. . . .o t
excitaciones, el conjunto objetivo del controlador S° es
sustancialmente mas pequeiio que el conjunto deterministico

X', utilizado en [4].
Modelo Incluyendo el Modo Excitacion

En esta seccién se presentan algunas simulaciones para
evaluar la evolucion de los estados mediante la estrategia de
control propuesta, con el mismo modelo presentado
anteriormente. La Fig. 2 muestra como el sistema es llevado al

conjunto objetivo S’, y una vez alli, se activa el
procedimiento de excitacion hasta que este salga nuevamente.
Cuando eso ocurre, se detiene el procedimiento de excitacion
y se activa el control propiamente dicho, dirigiendo el sistema
nuevamente al conjunto OSPIS, en un paso. Esto se repite
hasta que el proceso de identificacion se termine.

En la Fig. 2 se observa que después de que el sistema entra

t . . .
a §' por primera vez, deja al conjunto nueve veces sobre los
cien pasos graficados, lo cual es consistente con la

probabilidad p = 0.9 con la cual se calculo el OSPIS.
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Figura 2. Evolucion de los estados afuera (arriba) y adentro (abajo) de S ! .

A la hora de calcular el conjunto objetivo se aprovecha la
naturaleza probabilistica de proceso, y de esta forma, se ajusta
el tamafio del OSPIS segtn las necesidades.

V. CONCLUSIONES

En este trabajo se propone un nuevo controlador MPC para
la re-identificacion de sistemas a lazo cerrado, que garantiza la
factibilidad recursiva y la estabilidad. El beneficio principal
deriva de utilizar un conjunto objetivo reducido en tamafo,
que es calculado teniendo en cuenta los conceptos de
invarianza probabilistica. De esta forma, la excitacion
persistente del sistema es asegurada, y se obtienen datos de
entrada-salida no correlacionados. Méas aun, desde el punto de
vista de control, se obtiene una formulacion mucho menos
conservadora, la cual mejora considerablemente la
aplicabilidad de la metodologia propuesta.
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