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Resumen—En este artı́culo se extienden los conceptos de cotas
finales y conjuntos invariantes probabilı́sticas para sistemas conti-
nuos no lineales en presencia de ruido blanco Gaussiano. Además,
en base al uso de funciones de Lyapunov, se brindan herramientas
para su caracterización y se propone una metodologı́a de diseño
de control no lineal que permite, bajo ciertas hipótesis, garantizar
que un sistema no lineal a lazo cerrado tenga una cota final
probabilı́stica deseada.

Index Terms—ecuaciones diferenciales estocásticas, cotas fina-
les probabilı́sticas.

I. INTRODUCCIÓN

Los conceptos de cota final y conjuntos invariantes tienen

un rol fundamental en la teorı́a de control, ya que los mismos

reemplazan la idea de estabilidad de los puntos de equilibrio

frente a la presencia de perturbaciones no evanescentes [1].

Asociados a estos conceptos, aparecen diversos problemas y

aplicaciones en la teorı́a de control [2], entre los que podemos

mencionar el de la caracterización de dichos conjuntos [3]–

[5], el de diseño de control robusto para obtener cotas finales

[6], [7], y el uso de estos conjuntos para detectar fallas [8],

[9].

El enfoque tradicional para determinar cotas finales y con-

juntos invariantes se basa en el uso de funciones de Lyapunov

[1], [3], donde los conjuntos son estimados mediante una

superficie de nivel de una función de Lyapunov sobre la cual

se puede garantizar que la derivada es negativa (debido a la

perturbación, no se puede garantizar que ésta sea negativa

en el interior del conjunto delimitado por dicha superficie).

Otro enfoque utiliza la descomposición modal de un sistema

lineal para hacer una estima por componentes tanto de la

cota final como de los conjuntos invariantes [4], [5]. Ambos

enfoques pueden ser luego utilizados para diseñar controles

que garanticen cotas finales deseadas.

Un problema con los conceptos de cota final y conjuntos

invariantes es que, frente a la presencia de perturbaciones no

acotadas (como el ruido blanco Gaussiano), estos conjuntos

ya no existen porque con cierta probabilidad el estado puede

alcanzar valores arbitrariamente grandes. Para subsanar esta

dificultad, en [10] se extendieron estos conceptos, definiendo

los de cota final probabilı́stica (PUB, por Probabilistic Ul-

timate Bound) y conjunto invariante probabilı́stico (PIS, por

Probabilistic Invariant Set). Estas definiciones se concibieron

originalmente para sistemas de tiempo discreto, pero fueron

luego extendidas a sistemas de tiempo continuo [11].

Una cota final probabilı́stica es un conjunto hacia el cual

las trayectorias del estado convergen y permanecen (al igual

que en el caso determinı́stico), pero la permanencia se da con

cierta probabilidad (determinada por un parámetro p < 1).

Esto es, para tiempos suficientemente grandes, la probabilidad

de que el estado esté en el conjunto en cuestión es de al menos

p. De manera similar, si una trayectoria se inicia en el interior

de un conjunto invariante probabilı́stico, en cualquier instante

futuro hay una probabilidad al menos p de que el estado esté

en el interior de dicho conjunto.

Además de las definiciones de estos conjuntos, en [10],

[11] se dan fórmulas para su caracterización (basadas en

descomposición modal) que se han utilizado para diseño de

control [11], [12] y para detección de fallas [13]. Sin embargo,

todas las definiciones, fórmulas y aplicaciones están limitadas

a sistemas lineales e invariantes en el tiempo.

En este trabajo proponemos entonces extender los conceptos

de cotas finales y conjuntos invariantes probabilı́sticos para

casos no lineales, brindando herramientas para su caracteriza-

ción y desarrollando una estrategia de diseño de control que

permite, bajo ciertas condiciones, garantizar que el sistema a

lazo cerrado tenga una cota final preestablecida.

II. PRELIMINARES

En esta sección presentamos los conceptos y herramientas

previas en los que se basa el resto del trabajo.

II-A. Cotas Finales y Conjuntos Invariantes Probabilı́sticos

en Sistemas Lineales

Los sistemas de tiempo continuo en presencia de ruido

blanco Gaussiano no se pueden representar formalmente como

ecuaciones diferenciales ordinarias, sino que deben expresarse

como ecuaciones diferenciales estocásticas. Para el caso lineal

y estacionario, las mismas pueden tomar la siguiente forma:

dx(t) = Ax(t)dt +Hdw(t) (1)

con A ∈ R
n×n, H ∈ R

n×k, x(t) ∈ R
n y el vector de per-

turbación w(t) ∈ R
k es un proceso de Wiener con covarianza

incremental cov[dw(t)] = Σwdt. Aquı́, Σw ∈ R
k×k es la

matriz de covarianza del proceso de perturbación. Asumimos



además que el sistema nominal es asintóticamente estable (es

decir, A es Hurwitz).

Asociada al sistema (1), se define la cota final probabilı́stica

como sigue:

Definición 1 (Cota Final Probabilı́stica). Sea 0 < p ≤ 1 y

sea S ⊂ R
n un conjunto compacto. Decimos que S es una

cota final probabilı́stica con probabilidad p del sistema (1) si

para cualquier estado inicial x(t0) = x0 ∈ R
n existe T =

T (x0) ∈ R tal que la probabilidad P[x(t) ∈ S] ≥ p para

cada t ≥ t0 + T .

Para la definición de PIS, primero definiremos el producto

de un escalar γ ≥ 0 y un conjunto S ⊂ R
n como γS = {γx :

x ∈ S}.

Notar que cuando 0 < γ ≤ 1, y asumiendo que S es un

conjunto estrellado respecto al origen, implica que γ ·S ⊆ S.

Definición 2 (Conj. γ–Invariante Probabilı́stico). Sea 0 <
p ≤ 1, 0 < γ ≤ 1 y sea S ⊂ R

n un conjunto compacto

estrellado respecto al origen. Decimos que S es un Conjunto

γ–Invariante Probabilı́stico (γ–PIS) con probabilidad p para

el sistema (1) si para cualquier x(t0) ∈ γS la probabilidad

P[x(t) ∈ S] ≥ p para cada t > t0.

Notar que mientras la definición de PUB es totalmente

análoga a la de cota final determinı́stica (en cuyo caso p = 1),

en el caso del PIS, la definición requiere que la condición

inicial esté no sólo dentro del conjunto S, sino dentro de un

conjunto más chico γS (notar que este conjunto inicial se

puede hacer tan cercano a S como se desee tomando γ cercano

a 1). Esto se debe a que para instantes arbitrariamente cercanos

al inicial, la dinámica está dominada por el ruido blanco de

tiempo continuo (que tiene ancho de banda infinito). De esta

forma, la probabilidad de salir de un conjunto dado cuando la

condición inicial está en el borde del mismo es independiente

del tamaño de dicho conjunto. Una explicación más extensa

de este hecho se puede encontrar en [11].

II-B. Caracterización de PUB y PIS

En [11] se desarrollan fórmulas para determinar tanto los

PUB como los PIS asociados al sistema lineal (1). En el

caso del PUB, la caracterización se basa en calcular Σx(t), la

covarianza del estado x(t), cuyo valor cuando t → ∞ queda

determinado por la siguiente ecuación de Lyapunov.

A · Σx +Σx ·AT = −HΣwH
T (2)

A partir de conocer la covarianza de x(t) para t → ∞, luego

es relativamente sencillo estimar la cota final probabilı́stica,

resultando una fórmula cerrada que depende del parámetro p.

En el caso de los conjuntos invariantes probabilı́sticos, la

caracterización se basa en diagonalizar el sistema y luego

estimar un conjunto invariante para cada componente del

estado en las coordenadas diagonales.

II-C. Extensión de los conceptos a sistemas no lineales

Las definiciones de PUB y PIS no suponen ninguna res-

tricción que eviten extenderlas a sistemas no lineales. Sin

embargo, las técnicas utilizadas para estimar dichos conjuntos

no pueden extenderse. En el caso de los PUBs, el cómputo se

basa en calcular la matriz de covarianza, lo que no es posible

en casos no lineales generales. En el caso del PIS, en tanto, la

caracterización se basa en la diagonalización, lo que tampoco

es posible generalmente en sistemas no lineales.

Hay sin embargo una herramienta que resultará útil. Aunque

no es posible en general encontrar la covarianza del estado

x en una ecuación diferencial estocástica no lineal, si se

aplica al estado una función escalar definida positiva V (x)
(candidata de Lyapunov), es posible encontrar cotas sobre

el valor esperado de dicha función E[V (x)] lo que brinda

indirectamente información sobre la evolución de x(t). Esta

es de hecho la herramienta utilizada por los distintos trabajos

que definen y utilizan el concepto de estabilidad ruido–estado

(NSS, por Noise to State Stability) [14]–[16].

La propiedad de estabilidad ruido–estado garantiza que en

un proceso como el de la Ec.(1) (pero que generalmente es no

lineal), siempre se puede encontrar una región (dependiente

de la covarianza del ruido y de la condición inicial) tal que la

probabilidad de que el estado salga de dicha región se puede

hacer arbitrariamente pequeña. Luego, si un sistema es NSS,

esto implica que se puede encontrar un PUB y un γ–PIS para

cualquier probabilidad p, esto es, es una propiedad más fuerte

que la de la existencia de PUB y γ–PIS.

En la siguiente sección definiremos entonces los conceptos

de PUB y PIS para sistemas no lineales y brindaremos herra-

mientas para su caracterización en base al uso de funciones de

Lyapunov de forma similar a la utilizada en la determinación

de las propiedades de NSS en [15], [16].

III. COTAS FINALES Y CONJUNTOS INVARIANTES

PROBABILÍSTICOS EN SISTEMAS NO LINEALES

III-A. Sistemas Estocásticos No Lineales

Para extender los conceptos de PUB y PIS a los casos no

lineales, consideramos un sistema de la forma

dx(t) = f(x)dt+ h(x)dw(t) (3)

donde f : R
n → R

n y h : R
n → R

n×k son funciones

localmente Lipschitz y la perturbación w(t) es un proceso de

Wiener con covarianza incremental cov[dw] = Ik×kdt. Notar

que esto último no implica pérdida de generalidad ya que el

efecto de una perturbación con covarianza incremental Σwdt
puede modelarse de forma equivalente reemplazando h(x) por

h̃(x) , h(x)
√
Σw.

Para este sistema entonces, definimos la cota final proba-

bilı́stica (PUB) de manera idéntica a la Definición 1. Asimis-

mo, definimos el concepto de conjunto invariante probabilı́sti-

co (γ-PIS) según la Definición 2.

Una diferencia esencial entre la definición de cota final

probabilı́stica y su contraparte determinista en el caso de

sistemas no lineales es que el PUB es necesariamente una

propiedad global, hacia la cual se converge desde cualquier

estado inicial en R
n, mientras que en el caso determinista

alcanza con garantizar la existencia de una región de atracción.

Esto último no es en general posible en el caso estocástico ya



que, con cierta probabilidad, el estado puede salir de la región

de atracción y a partir de ese momento no habrı́a ninguna

garantı́a respecto a la probabilidad de que el estado vuelva al

PUB.

III-B. Caracterización de conjuntos probabilı́sticos

Antes de describir los resultados que permiten caracterizar

las cotas finales y los conjuntos invariantes definimos el

siguiente operador:

Definición 3. Dada una función V : R
n → R definida

positiva y dos veces continuamente diferenciable, se define

el generador de (3) que actúa sobre la función V como la

aplicación L [V ] : Rn → R dada por

L[V ](x) ,
∂V

∂x
f(x) +

1

2
tr

(

hT (x)
∂2V

∂x2
h(x)

)

. (4)

Los próximos resultados expresan los conjuntos PUB y γ-

PIS en base a una función de Lyapunov cuyo generador L [V ]
satisface cierta condición que permite probar que una vez que

las trayectorias del sistema (3) entran en un conjunto limitado

por una superficie de nivel de V , permanecen allı́ para todo

tiempo con una probabilidad preestablecida.

Teorema 1 (Caracterización de PUB). Sea 0 < p < 1 una

probabilidad y sea V : Rn → R una función definida positiva

dos veces continuamente diferenciable con V (0) = 0. Supon-

gamos que existen una función convexa α : R+,0 → R+,0 de

clase K∞y una constante β > 0 tales que, para todo x ∈ R
n,

L[V ](x) ≤ −α(V (x)) + β. (5)

Entonces, para cualquier ε > 0, el conjunto

S =

{

x ∈ R
n : V (x) ≤ α−1(β) + ε

1− p

}

es un PUB con probabilidad p para el sistema de Ec. (3).

Demostración. Usando la regla de diferenciación de Itô en la

Ec. (3) para V (x(t)), obtenemos

dV (x(t)) =

[

∂V

∂x
f(x) +

1

2
tr

(

hT (x)
∂2V

∂x2
h(x)

)]

dt+

+
∂V

∂x
h(x)dw(t)

de donde,

V (x(t)) =V (x(t0)) +

∫ t

t0

L[V ](x(s))ds+

+

∫ t

t0

∂V

∂x
(x(s))h(x(s))dw(s)

Calculamos la esperanza a ambos lados de la ecuación anterior,

usando la Ec. (5) y teniendo en cuenta que w(t) es un proceso

de Wiener, resulta

E[V (x(t))] = E[V (x(t0))] + E

[
∫ t

t0

L[V ](x(s))ds

]

≤ E[V (x(t0))] + E

[

−
∫ t

t0

α(V (x(s)))ds +

∫ t

t0

β ds

]

= E[V (x(t0))]−
∫ t

t0

E[α(V (x(s)))]ds +

∫ t

t0

β ds.

En la última igualdad aplicamos el hecho de que el valor es-

perado y la integración pueden intercambiarse para un proceso

no negativo (resultado derivado del Teorema de Fubini). Como

α es convexa, por la desigualdad de Jensen resulta

E[V (x(t))] ≤ E[V (x(t0))] +

∫ t

t0

(−α(E[V (x(s))]) + β)ds.

(6)

Supongamos que E[V (x(t))] > α−1(β) + ε, para todo

t ≥ t0. Por ser α continua y estrictamente creciente, existe

ε̃ > 0 tal que α(α−1(β) + ε) = β + ε̃, y por consiguiente

α(E[V (x(t))]) ≥ β+ ε̃ para todo t ≥ t0. Entonces, volviendo

a la desigualdad (6), resulta

E[V (x(t))] ≤ E[V (x(t0))] +

∫ t

t0

(−(β + ε̃) + β)ds

= E[V (x(t0))]− ε̃(t− t0),

que para t suficientemente grande resulta más pequeño que

α−1(β) + ε, contradiciendo la suposición inicial y mostrando

que la condición E[V (x(t))] ≤ α−1(β)+ε es alcanzada even-

tualmente. Luego, existe t1 > t0 para el cual E[V (x(t1))] ≤
α−1(β) + ε.

Tomamos ε1 > 0 y suponemos ahora que existe t3 > t1
para el cual E[V (x(t3))] > α−1(β)+ ε+ ε1. Sea t2 el último

tiempo de salida de E[V (x(t))] ≤ α−1(β) + ε, es decir,

t2 = sup{t < t3 : E[V (x(t))] ≤ α−1(β) + ε}
Entonces, en el perı́odo (t2, t3) tenemos que E[V (x(t))] ≥
α−1(β)+ε, y usando la ecuación correspondiente a la Ec. (6)

y un razonamiento análogo al hecho anteriormente, resulta

E[V (x(t))] ≤ E[V (x(t2))] +

∫ t

t2

(−α(E[V (x(s))]) + β)ds

= E[V (x(t2))] − ε̃(t− t2)

contradiciendo la suposición E[V (x(t3))] ≥ α−1(β) + ε+ ε1.

Luego, tenemos que E[V (x(t))] ≤ α−1(β) + ε para todo

t ≥ t1. Usando la desigualdad de Markov , obtenemos

P

[

V (x) ≥ α−1(β) + ε

1− p

]

≤
E[V (x)]

α−1(β) + ε

1− p

≤ 1− p

y, por lo tanto,

P[x(t) ∈ S] = P

[

V (x) ≤ α−1(β) + ε1
1− p

]

≥ p



completando la prueba.

El siguiente resultado, en tanto, permite caracterizar un

conjunto γ-PIS.

Teorema 2 (Caracterización de PIS). Sea 0 < p < 1 una pro-

babilidad y sea V : Rn → R una función definida positiva dos

veces continuamente diferenciable con V (0) = 0. Supongamos

que existen una función convexa α : R+

0 → R
+

0 de clase K∞

y una constante β > 0 tales que L[V ](x) ≤ −α(V (x)) + β
para todo x ∈ R

n. Sea 0 < γ < 1 constante y supongamos

que existe V0 > α−1(β) tal que

V

(

x

γ

)

≤ V0

1− p
=⇒ V (x) ≤ V0 (7)

y además,

V (x) ≤ V0

1− p
=⇒ V (cx) ≤ V0

1− p
∀c ∈ [0, 1] (8)

Entonces, el conjunto

S =

{

x ∈ R
n : V (x) ≤ V0

1− p

}

es un γ–PIS con probabilidad p para el sistema de Ec. (3).

Demostración. Asumimos que x(t0) = x0 ∈ γS. Entonces,

V

(

x0

γ

)

≤ V0

1− p
=⇒ V (x0) ≤ V0

De la Ec.(6), con E[V (x0)] = V0 y usando el hecho que α es

estrictamente creciente y V0 > α−1(β) (lo que es equivalente

a α(V0) > β) y siguiendo un razonamiento análogo a la prueba

del teorema anterior, resulta que E[V (x(t))] ≤ V0 para todo

t ≥ t0. Luego, usando la desigualdad de Markov,

P

[

V (x) ≥ V0

1− p

]

≤ E[V (x(t))]

V0

1− p

≤ 1− p

Entonces,

P[x(t) ∈ S] = 1−P[x(t) /∈ S] = 1−P

[

V (x) ≥ V0

1− p

]

≥ p

lo que concluye la prueba.

Teniendo en cuenta la fórmula para caracterizar cota final

probabilı́stica no lineal provista por el Teorema 1, veremos en

la siguiente sección una metodologı́a de diseño de control que

garantiza la existencia de un PUB bajo ciertas condiciones.

IV. DISEÑO DE CONTROL CON GARANTÍA DE PUB

El siguiente resultado permite diseñar un controlador que

garantiza una cota final probabilı́stica. La idea está en parte

inspirada en la técnica de diseño propuesta en [6] para cotas

finales determinı́sticas, donde se utiliza una ley de control

continua que compensa el aporte del término de perturbación

a la derivada de la función de Lyapunov en cierta región

del espacio de estados. De todas formas, en el contexto

probabilı́stico la formulación es esencialmente distinta ya que

la caracterización de la cota final tiene una expresión diferente

donde el término que agrega el ruido en la derivada de la

función de Lyapunov no depende del gradiente de V , sino de

la derivada segunda como se desprende de la expresión (4). Por

otro lado, la existencia del PUB requiere que las condiciones

se cumplan de manera global, lo que cambia esencialmente

las hipótesis y el enfoque de diseño.

Teorema 3. Sea el sistema

dx(t) = f(x)dt+ g(x)udt+ h(x)dw(t) (9)

donde f : Rn → R
n, g : Rn → R

n×m y h : Rn → R
n×k

son funciones suaves, u ∈ R
m es la entrada de control y

la perturbación w(t) es un proceso de Wiener con matriz de

covarianza incremental cov[dw] = Ik×kdt.
Supongamos que existen funciones V definida positiva y dos

veces continuamente diferenciable, α : R+

0 → R
+

0 de clase

K∞ convexa y K1 : Rn → R
m tal que

∂V

∂x
[f(x) + g(x)K1(x)] ≤ −α(V (x)). (10)

Si además, dado c > 0 y 0 < p < 1, para todo x tal que

∂V

∂x
g(x) = 0 (11)

se cumple que

α(c(1 − p)) >

∣

∣

∣

∣

1

2
tr

(

hT (x)
∂2V

∂x2
(x)h(x)

)∣

∣

∣

∣

, (12)

entonces existe una ley de control u(t) = K(x) tal que S =
{x ∈ R

n : V (x) ≤ c} es un PUB de (9) con probabilidad p.

Demostración. Definimos

r(x) ,
1

2
tr

(

hT (x)
∂2V

∂x2
(x)h(x)

)

y sea ε > 0, arbitrariamente chico, tal que

|r(x)| < α(c(1 − p)− ε) , β ∀x :
∂V

∂x
g(x) = 0 (13)

dicho ε existe por la continuidad de α y la desigualdad (12)

sujeta a la condición (11).

Luego, podemos tomar ρ > 0 tal que
∥

∥

∥

∥

∂V

∂x
g(x)

∥

∥

∥

∥

≤ ρ ⇒ |r(x)| ≤ β. (14)

Notar que tal ρ existe debido a la Ec.(13).

Proponemos entonces la ley de control K(x) = K1(x) +
K2(x) con

K2(x) =































−gT (x)∂V
∂x

T
(x)r(x)

∥

∥

∂V
∂x

g(x)
∥

∥

2
si

∥

∥

∂V
∂x

g(x)
∥

∥ > ρ,

−gT (x)∂V
∂x

T
(x)r(x)

ρ2
si

∥

∥

∂V
∂x

g(x)
∥

∥ ≤ ρ.

(15)

Calculando luego el operador L para V , resulta

L [V ] (x) =
∂V

∂x
[f(x) + g(x)K1(x) + g(x)K2] + r(x)



Teniendo en cuenta (10), se tiene

L [V ] (x) ≤ −α(V (x)) +
∂V

∂x
g(x)K2 + r(x)

y usando (15) para

∥

∥

∥

∥

∂V

∂x
g(x)

∥

∥

∥

∥

> ρ resulta

L [V ] (x) ≤− α(V (x)) −
∥

∥

∥

∥

∂V

∂x
g(x)

∥

∥

∥

∥

2
r(x)

∥

∥

∂V
∂x

g(x)
∥

∥

2
+ r(x)

= −α(V (x)) ≤ −α(V (x)) + β.

Por otro lado, si

∥

∥

∥

∥

∂V

∂x
g(x)

∥

∥

∥

∥

≤ ρ, resulta

L [V ] (x) ≤ −α(V (x)) −
∥

∥

∥

∥

∂V

∂x
g(x)

∥

∥

∥

∥

2
r(x)

ρ2
+ r(x)

≤ −α(V (x)) +

[

1−
∥

∥

∂V
∂x

g(x)
∥

∥

2

ρ2

]

r(x)

≤ −α(V (x)) + |r(x)| ≤ −α(V (x)) + β.

donde hemos usado la condición (14) en la última desigualdad.

Ası́, obtenemos que para todo x ∈ R
n,

L [V ] (x) ≤ −α(V (x)) + β.

Notar que α−1(β) = c(1− p)− ε implica que

c =
α−1(β) + ε

1− p
,

entonces el Teorema 1 garantiza que

S = {x ∈ R
n : V (x) ≤ c}

es un PUB con probabilidad p del sistema (9) con ley de

realimentación u = K(x).

V. EJEMPLO

Veamos un ejemplo de aplicación de los resultados anterio-

res. Consideremos el siguiente sistema:

dx =

[

−x1 − x1x2

x1x2 − x2

]

dt+

[

1
0

]

udt+

[

x1 0.5
0 0

]

dw (16)

donde w(t) es un proceso de Wiener 2-dimensional cuya

matriz de covarianza es la matriz identidad. Supongamos que

deseamos que el conjunto S =
{

x ∈ R
2 : V (x) ≤ c

}

, con

c = 1, sea un PUB del sistema (16) con probabilidad p = 0.9.

Consideramos la función V (x) = 1

2
(x2

1 + x2
2), y sean

α(V ) = 2V y K1(x) = x1x2 − x2
2, entonces la desigualdad

(10) del Teorema 3 se satisface:

∂V

∂x
[f(x) + g(x)K1(x)] = −x2

1 − x2
2 ≤ −α(V (x))

Para verificar que la condición (12) es válida calculamos

∂V

∂x
g(x) = x1

y

r(x) =
1

2
tr

(

hT (x)
∂2V

∂x2
(x)h(x)

)

=
x2
1 + 0.25

2
,

y luego, para ∂V
∂x

g(x) = x1 = 0 se cumple que r(x) =
0.125 < α(c(1 − p)) = 0.2, por lo que la condición se

satisface.

Notar además que adoptando ρ <
√
0.15, existe ε > 0 tal

que β , α(c(1 − p) − ε) cumple la Ec. (14), por lo que

concluimos que la ley de control u(t) = K(x) = K1(x) +
K2(x) con

K2(x) =























−x1(x
2
1 + 0.25)

2x2
1

si |x1| > ρ,

−x1(x
2
1 + 0.25)

2ρ2
si |x1| ≤ ρ.

0

asegura que el conjunto S es un PUB de (16) a lazo cerrado,

con ley de realimentación u = K(x), con probabilidad 0.9.

Para verificar los resultados, realizamos simulaciones del

sistema a lazo cerrado con la ley de control calculada a partir

de distintas condiciones iniciales. La Figura 1 muestra dos de

las trayectorias obtenidas en el espacio de estados junto con

el PUB brindado.

Figura 1. Cota final probabilı́stica y trayectorias del sistema no lineal a lazo
cerrado.

Como verificación adicional, realizamos 1000 simulaciones

del sistema y para cada valor de t de la forma tk = 0.001k
con k entre 0 y 20000 calculamos la tasa de escape. Este

valor está dado por el número de veces que x(tk) se encuentra

fuera del PUB dividido el número de simulaciones (1000). Los

resultados se muestran en la Figura 2.

En este caso podemos ver que a partir de t ≈ 2.5 la tasa

de escape observada es menor que la probabilidad de escape

del PUB que puede calcularse como pesc = 1− p = 0.1. Más

aún, a partir de t ≈ 5 la tasa de escape se mantiene siempre

menor que 0.022, lo que da la pauta que el diseño de control

es algo conservador.

Hay varios motivos por lo cual el diseño resulta conservador.

Uno de los más importantes es que la caracterización de la

cota final que brinda el Teorema 1 se basa en la desigualdad
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Figura 2. Tasa de escape del PUB para el sistema no lineal a lazo cerrado.

de Markov, que sólo tiene en cuenta el valor esperado del

proceso V (x(t)) sin utilizar información sobre la varianza ni

los momentos de orden superior.

VI. CONCLUSIONES

En este trabajo se extendieron los conceptos de cota final y

conjunto invariante probabilı́sticos para sistemas no lineales y

se desarrollaron herramientas para su caracterización. Además,

se formuló una estrategia de diseño de control que bajo ciertas

condiciones, permite que el sistema a lazo cerrado tenga

una cota final probabilı́stica deseada. Se presentó también un

ejemplo ilustrativo de esta técnica de diseño.

En cuanto a trabajo futuro, resta en primer lugar extender

estos conceptos y herramientas para sistemas no lineales de

tiempo discreto. Por otro lado, es de esperar que la herramienta

de diseño de control robusto pueda mejorarse al menos para

ciertos casos particulares, ya que en la propuesta actual es algo

restrictiva debido a que, en general, se parte de un diseño ya

realizado para el sistema nominal (se asume conocido K1(x)
y V (x)), y luego sólo se agrega un término adicional K2(x)
que compensa el término impuesto por el ruido.
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