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Resumen—En este artı́culo proponemos una estrategia
de diseño de control no lineal basado en linealización exac-
ta que permite, bajo ciertas hipótesis, garantizar que un
sistema no lineal perturbado con ruido blanco Gaussiano
tenga una cota final probabilı́stica deseada a lazo cerrado.

Index Terms—ecuaciones diferenciales estocásticas, co-
tas finales probabilı́sticas.

I. INTRODUCCIÓN

El concepto de cota final tiene un rol fundamental
en la teorı́a de control, ya que el mismo reemplaza la
idea de estabilidad de los puntos de equilibrio frente
a la presencia de perturbaciones no evanescentes [1].
Asociado a este concepto, aparecen diversos problemas
y aplicaciones en la teorı́a de control, siendo uno de
los más relevantes el del diseño de control robusto para
obtener cotas finales [2], [3].

Un problema con el conceptos de cota final es que,
frente a la presencia de perturbaciones no acotadas
(como el ruido blanco Gaussiano), estos conjuntos ya no
existen porque con cierta probabilidad el estado puede
alcanzar valores arbitrariamente grandes en cualquier
momento. Para subsanar esta dificultad, en [4] se de-
finió el concepto de cota final probabilı́stica (PUB, por
Probabilistic Ultimate Bound) para sistemas de tiempo
discreto y luego se extendió el mismo a sistemas de
tiempo continuo [5]. Una cota final probabilı́stica es un
conjunto hacia el cual las trayectorias del estado conver-
gen y permanecen (al igual que en el caso determinı́sti-
co), pero la permanencia se da con cierta probabilidad
(determinada por un parámetro p < 1). Esto es, para
tiempos suficientemente grandes, la probabilidad de que
el estado esté en el conjunto es de al menos p.

Además de la definición de PUB, en [5] se dan fórmu-
las para su caracterización que se utilizan para diseño
de control y para detección de fallas [6]. Estas defini-
ciones, originalmente concebidas para sistemas lineales,
fueron recientemente extendidas a sistemas no lineales,
brindándose fórmulas de caracterización y una estrategia
de diseño basados en funciones de Lyapunov [7].

En este trabajo brindamos una solución alternativa al
problema de diseño de control mencionado, reemplazan-
do el uso de funciones de Lyapunov por la utilización
de linealización exacta estocástica [8], de manera de
aprovechar parcialmente los resultados de diseño de
control lineal de [5]. De esta manera, la técnica de diseño
propuesta se basa en hacer un cambio de coordenadas
en las cuales el sistema resulte lineal (excepto en la
perturbación) y diseñar un control lineal en estas nuevas
coordenadas que garantice la cota final deseada en las
coordenadas originales. La idea está inspirada en lo rea-
lizado en [9] para obtener cotas finales determinı́sticas.

II. PRELIMINARES

En esta sección presentamos los conceptos y herra-
mientas previas en los que se basa el resto del trabajo.

Notación

Dados dos vectores, x, y de igual dimensión, la expre-
sión x � y (x ≺ y) implica que xi ≤ yi (xi < yi) para
cada componente de x e y.

II-A. Cotas finales probabilı́sticas en sistemas lineales

Los sistemas de tiempo continuo en presencia de ruido
blanco Gaussiano no se pueden representar formalmen-
te como ecuaciones diferenciales ordinarias, sino que
deben expresarse como ecuaciones diferenciales es-

tocásticas. Para el caso lineal y estacionario, las mismas
pueden tomar la siguiente forma:

dx(t) = Ax(t)dt+Hdw (1)

con A ∈ R
n×n, H ∈ R

n×k, x(t) ∈ R
n y el vector de per-

turbación w(t) ∈ nRk es un proceso de Wiener con cova-
rianza incremental cov[dw] = Σwdt. Aquı́, Σw ∈ R

k×k es
la matriz de covarianza del proceso. Asumimos además
que el sistema nominal es asintóticamente estable (es
decir, A es Hurwitz).

Asociada al sistema (1), se define la cota final proba-
bilı́stica como sigue:



Definición 1 (Cota Final Probabilı́stica). Sea 0 < p ≤ 1
y sea S ⊂ R

n un conjunto compacto. Decimos que S
es una cota final probabilı́stica con probabilidad p del

sistema (1) si para cualquier estado inicial x(t0) = x0 ∈
R

n existe T = T (x0) ∈ R tal que la probabilidad P[x(t) ∈
S] ≥ p para cada t ≥ t0 + T .

Con respecto a la caracterización de un PUB, en [5]
se prueba que, dadas n probabilidades de escape 0 <
p̃i < 1 tales que

n
∑

i=1

p̃i = 1− p, (2)

cualquier conjunto de la forma S = {x : |xi| ≤ bi + ε; i =
1, . . . , n} con ε > 0 y siendo

bi ,

√

[Σx]i,i
p̃i

; i = 1, . . . , n (3)

es un PUB para el sistema con probabilidad p asociado
al sistema lineal (1), donde Σx la solución de la ecuación
de Lyapunov

A · Σx +Σx ·AT = −HΣwH
T . (4)

II-B. Diseño lineal con garantı́a de PUB

También en [5] se desarrolla una estrategia de diseño
de control lineal que permite garantizar una cota final
probabilı́stica deseada. En particular, se considera un
sistema descripto por la ecuación diferencial estocástica

dx(t) = Ax(t)dt +Bu(t)dt+Hdw (5)

con x(t) ∈ R
n, u(t) ∈ R

m, y w(t) ∈ R
q. Se supone

además que el par (A,B) es controlable, con A ∈ R
n×n y

B ∈ R
n×m, y que la matriz de la perturbación H ∈ R

n×q

cumple una condición de matching con la entrada, es
decir, H = BG, para alguna matriz G ∈ R

m×q. Se
asume además que w(t) tiene covarianza incremental
Σwdt, siendo Σw una matriz de covarianza.

El objetivo de la estrategia de diseño mencionada es
que, dados un vector b ∈ R

n
+, y una probabilidad p ∈

(0, 1), se pueda encontrar una ganancia de control K tal
que el sistema a lazo cerrado

dx(t) = (A+BK)x(t)dt+BGdw (6)

tenga un PUB S = {x : |x| � b + ε} con probabilidad p
para cualquier ε > 0.

La estrategia de diseño utiliza el hecho que la cota
final según la Ec. (3) depende de los elementos de la
diagonal de la matriz de covarianza del estado Σx que
se obtiene de resolver la Ec. (4). Cuando la matriz A
está en forma canónica de controlabilidad y el sistema
tiene una entrada escalar, Σx tiene una estructura de

Xiao [10]:

Definición 2 (matriz de Xiao). Dado un vector 0 � z ∈
R

k, definimos la matriz de Xiao X (z) ∈ R
k×k como

X (z) =



















z1 0 −z2 0 z3 · · · ·
0 z2 0 −z3 0 · · · ·

−z2 0 z3 0 −z4 · · · ·
0 −z3 0 z4 0 · · · ·
...

...
...

...
...

. . .
...

· · · · · · · · · · · · · · · · · · zk



















(7)

En base a esto, el siguiente lema muestra como di-
señar el control que asigna una matriz de covarianza al
sistema de lazo cerrado:

Lema 1. Consideramos el sistema de Ec. (6) y asumi-

mos que el par (A,B) está en su forma canónica de
controlabilidad, con A ∈ R

n×n y B ∈ R
n×m; y sean

dj , j = 1, . . . ,m, ı́ndices de controlabilidad de (A,B).
Además, definimos Σ , GΣwG

T y asumimos que el par
(A,BΣ1/2) es controlable. Entonces, la matriz de Xiao

bloque diagonal

Σx = diag(Σ1
x, · · · ,Σm

x ) (8)

donde Σj
x ∈ R

dj×dj para j = 1, · · · ,m son matrices de

Xiao definidas positivas, es una matriz de covarianza
asignable para el sistema bajo la ley de realimentación

u = Kx con

K = −B†(AΣx +ΣxA
T +BΣBT )(I −BB†/2)Σ−1

x (9)

donde B† es la inversa de Moore-Penrose de la matriz B.
Más aún, la matriz a lazo cerrado A+BK es Hurwitz.

El siguiente lema relaciona la construcción de una
matriz de Xiao definida positiva con la elección de las
probabilidades de escape p̃i en la Ec. (3).

Lema 2. Sea g : (0, 1] → R+ una función estrictamente
decreciente con Im(g) = [a,∞) para alguna constante

a ≥ 0. Sea b ≻ 0 un vector en R
n y 0 < p < 1. Entonces,

existen n constantes 0 < p̃i < 1 para i = 1, · · · , n tal que
∑n

i=1 p̃i = 1− p y la matriz de Xiao

Σx = X
(

[

(b1)
2

g(p̃1)2
(b2)

2

g(p̃2)2
· · · (bn)

2

g(p̃n)2

]T
)

es definida positiva.

La demostración de este lema en [5] es constructiva,
y brinda un procedimiento para encontrar las probabi-
lidades de salida p̃i que garantizan que la matriz Σx

sea definida positiva. Usando este lema y el anterior
que permite encontrar la matriz de realimentación K que
asigna dicha matriz de Xiao como covarianza del sistema
a lazo cerrado, es posible asignar un PUB deseado para
este último sistema. Este resultado se sintetiza en el
Teorema 12 y el Algoritmo 1 de [5], y será la base de
la estrategia de control que proponemos en este trabajo.



III. PLANTEO DEL PROBLEMA

Consideramos un sistema no lineal con perturbaciones
estocásticas descrito por:

dx(t) = f(x)dt+ g(x)u(t)dt+ h(x)dw (10)

donde f : Rn → R
n, g : Rn → R

n×m y h : Rn → R
n×k

son funciones suaves (C∞), u(t) ∈ R
m es la entrada

de control, y la perturbación w(t) ∈ R
k es un proceso

de Wiener con covarianza incremental cov[dw] = Ik×kdt.
Notar que esto último no implica pérdida de generalidad
ya que el efecto de una perturbación con covarianza
incremental Σwdt puede modelarse de forma equivalente
reemplazando h(x) por h̃(x) , h(x)

√
Σw.

Supondremos adicionalmente que existe un campo
matricial suave γ : Rn → R

m×k, tal que h(x) = g(x)γ(x),
para todo x ∈ R

n (condición de matching).
El objetivo es encontrar una ley de control u(t) = κ(x)

tal que el sistema a lazo cerrado resultante tenga una
cota final deseada definida por un conjunto Sx dado.

III-A. Diseño por linealización exacta estocástica

Para resolver el problema, asumiremos que el sistema
(10) es linealizable por realimentación exacta estocásti-
ca, es decir, que existen un difeomorfismo dos veces
continuamente diferenciable φ : Rn → R

n con φ(0) = 0,
un campo vectorial α : Rn → R

m y un campo matricial
β : Rn → R

m×m, con β no singular para todo x ∈ R
n,

tal que, si u = α(x) + β(x)v, el cambio de coordenadas
z = φ(x) transforma la Ec.(10) en

dz = A0zdt+B0vdt+H(z)dw, (11)

donde A0 = diag (A1, · · · , Am) y B0 = diag (b1, · · · , bm),
con Ai ∈ R

di×di y bi ∈ R
di , i = 1, · · · ,m, dados por

Ai =















0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0















y bi =















0
0
...
0
1















,

y di, i = 1, · · · ,m, (i.e., los ı́ndices de controlabilidad de
A0) que satisfacen

∑m
i=1 di = n.

Aplicando la fórmula de Itô a cada componente de
la transformación z = φ(x) ∈ R

n en el sistema (10) y
comparando con (11), se obtiene:

[A0z]i =

[

∂φi

∂x
(f(x) + g(x)α(x)) +

1

2
tr

(

hT (x)
∂2φi

∂x2
h(x)

)]

con x = φ−1(z), y

B0 =

[

∂φ

∂x
(g(x)β(x))

]

x=φ−1(z)

.

De acuerdo a la condición de matching resulta,

H(z) =
∂φ

∂x
h(x)

∣

∣

∣

∣

x=φ−1(z)

=
∂φ

∂x
g(x)γ(x)

∣

∣

∣

∣

x=φ−1(z)

= B0β
−1(x)γ(x)

∣

∣

x=φ−1(z)
, B0G(z).

Supondremos además que G(z) es acotada de tal
manera que exista Ḡ ∈ R

m×k tal que, para todo z,

G(z)GT (z) ≤ ḠḠT . (12)

Si consideramos la ley de control v = Kz en (11), o
equivalentemente,

u = α(x) + β(x)Kφ(x) (13)

en (10), obtenemos el siguiente sistema linealizado

dz = (A0 +B0K)zdt+H(z)dw = Azdt+H(z)dw. (14)

El problema de encontrar una ley de control u(t) =
κ(x) para el sistema (10) lo reduciremos entonces a
encontrar una matriz K tal que el sistema (14) tenga
una cota final Sz que garantice la cota final Sx en las
coordenadas originales a través de la transformación
inversa x = φ−1(z).

IV. RESULTADO PRINCIPAL

Como vimos en la sección II para sistemas estocásti-
cos lineales, el diseño que asegura una cota final proba-
bilı́stica está ligado al cálculo de la matriz de covarianza
de los estados. Para el caso del sistema (14), debido
al término no lineal H(z), no es posible determinar esta
matriz. Sin embargo, veremos que puede hallarse una
cota superior para Σz en base a la cual basaremos la
estrategia de diseño.

IV-A. Cota para la covarianza del sistema linealizado

Lema 3. Para el sistema (14) donde A = A0 + B0K es
Hurwitz, resulta

ĺım
t→∞

E[z(t)] = 0, (15)

ĺım sup
t→∞

Σz(t) ≤ Σ, (16)

donde Σz es la matriz de covarianza de z(t) y Σ es la
solución positiva única de

AΣ+ ΣAT + H̄H̄T = 0. (17)

siendo H̄ , B0Ḡ, donde Ḡ satisface la condición (12).

Demostración. La solución de (14) está dada por

z(t) = eAtz0 +

∫ t

0

M(t, s)dw(s),

donde M(t, s) = eA(t−s)H (z(s)).
Usando [11, p. 60, ec. (5.17)], tenemos que

E[zi(t)] =
[

eAtz0
]

i
+

n
∑

l=1

E

[
∫ t

0

[M(t, s)]i,l d [w(s)]l

]

=
[

eAtz0
]

i
,

de donde E[z(t)] = eAtz0, lo que prueba la Ec. (15).



Por otro lado, usando [11, ecs. (5.10) y (6.9)] y tenien-
do en cuenta que H(z) = B0G(z), resulta

Σz(t) = E

{
∫ t

0

M(t, s)MT (t, s)ds

}

= E

[
∫ t

0

eA(t−s)H (z(s))HT (z(s))
(

eA(t−s)
)T

ds

]

≤ E

[
∫ t

0

eA(t−s)B0ḠḠTBT
0

(

eA(t−s)
)T

ds

]

, Σ(t),

Esta última desigualdad surge de la propiedad:
G(z)GT (z) ≤ ḠḠT ⇒ ΦG(z)GT (z)ΦT ≤ ΦḠḠT

Φ
T ,

para cualquier matriz Φ semidefinida positiva.

Notar además que Σ(t) es la covarianza del proceso
z̄(t) definido por

dz̄ = Az̄dt+ H̄dw̄, (18)

siendo w̄ un proceso de Wiener con matriz de covarianza
igual a la matriz identidad.

La prueba concluye observando que la covarianza de
z̄(t) en la Ec. (23) con t → ∞ puede ser calculada a
partir de la ecuación de Lyapunov (17).

IV-B. Cálculo del PUB para el sistema linealizado

El siguiente resultado, basado en la cota de la cova-
rianza dada por el Lema 3, permite calcular cotas finales
probabilı́sticas para el sistema linealizado de Ec. (14).

Lema 4. Sea p ∈ (0, 1), dadas n probabilidades de
escape p̃i > 0 que satisfacen la Ec.(2), el conjunto

S = {z ∈ R : |zi| ≤ bi + ε}, con

bi =

√

[Σ]i,i
p̃i

, i = 1, . . . , n, (19)

y Σ definida como en (17), es un PUB con probabilidad

p para el sistema (14).

Demostración. Sea ε > 0. De la desigualdad de Chebys-
hev, llamando µz(t) , E[z(t)], se tiene que

Pr
[

|[z(t)− µz(t)]i| ≥ bi +
ε

2

]

≤
[Σz(t)]i,i
(

bi +
ε
2

)2 .

Luego, de (16), existe Tε,i ∈ R tal que, para todo t > Tε,i,

Pr
[

|[z(t)− µz(t)]i| > bi +
ε

2

]

≤
[Σ]i,i
b2i

= p̃i (20)

También, de la Ec. (15), existe T̃ε,i ∈ R tal que, para todo
t > T̃ε,i

|µz(t)i| <
ε

2
. (21)

Ası́, teniendo en cuenta las ecuaciones (20) y (21), para

todo t > máx
{

Tε,i, T̃ε,i

}

,

Pr [|[z(t)]i| > bi + ε] = Pr
[

|[z(t)]i| −
ε

2
> bi +

ε

2

]

≤ Pr
[

|[z(t)]i| − |[µz(t)]i| > bi +
ε

2

]

≤ Pr
[

|[z(t)]i − [µz(t)]i| > bi +
ε

2

]

≤ p̃i. (22)

Sea S = {z : |z| � b+ ε1}, con 1 ∈ R
n un

vector de unos. Entonces, para todo t > Tε ,

máx
{

Tε,i, T̃ε,i : i = 1, · · · , n
}

, tenemos que,

Pr [z(t) /∈ S] ≤
n
∑

i=1

Pr [|[z(t)]i| > bi + ε]

≤
n
∑

i=1

p̃i = 1− p,

o equivalentemente

Pr [z(t) ∈ S] ≥ p.

y se concluye el resultado.

El lema 4 muestra que se puede calcular un PUB del
sistema (14) a partir de la covarianza Σ de la solución
del sistema lineal

dz̃ = (A0 +B0K)z̃dt+ H̄dw. (23)

La estrategia es, entonces, diseñar una matriz de re-
alimentación K que asigne Σ al sistema (23) lo que
impondrá un PUB para el sistema (14). Este PUB en
z(t) a su vez deberá resultar en el PUB deseado para
las coordenadas originales x(t) de la Ec. (10).

IV-C. Diseño de control con garantı́a de PUB

El siguiente lema asegura que, dada una probabilidad
p y un vector b ≻ 0, pueden definirse las probabilidades
de escape p̃i de forma tal que satisfagan la condición (2)
y la Ec.(19) y de manera que la matriz Σ pueda ser una
matriz de covarianza para el sistema (23).

Lema 5. Para cualquier b ≻ 0, existe p̃ ≻ 0 que
satisface (2), tal que Σp̃,b = diag (Σ1, · · · ,Σm) es una

matriz definida positiva con

Σi = X
(

p̃jb
2
j : j = σi − di + 1, . . . , σi

)

, (24)

para i = 1, · · · ,m, y donde di los ı́ndices de controlabili-

dad de A0 y σi =
∑i

j=1 dj .

Demostración. De acuerdo al Lema 2, dado bj ≻ 0 y
p̂j ∈ (0, 1), se puede hallar un vector p̃j que satisface
∑dj

i=1 p̃
j
i = 1 − p̂j tal que X (yj) > 0 con yji =

[bj ]2i

g(p̃ji )
2

,

donde g(p̃ji ) es una función estrictamente decreciente
con imagen en el intervalo [a,∞) para alguna constante
a ≥ 0.



Luego, definiendo g(p̃ji ) = (p̃ji )
−1 (la cual es estric-

tamente decreciente), podemos elegir p̂j ∈ (0, 1), para
j = 1, · · · ,m, tal que

∑m
j=1 p̂j = p+m− 1.

Consideramos bj = [bσj−dj+1, · · · , bσj
]T y hallamos m

vectores p̃j tales que X (yj) sea definida positiva para
todo j.

Entonces, tomando p̃ = [p̃1
T
, · · · , p̃mT ]T , resulta que

∑n
i=1 p̃i = 1 − p y el hecho de que X (yj) > 0, para

j = 1, · · · ,m, implica que el bloque diagonal resultante
Σp̃,b es definido positiva, completando la prueba.

Como ya se mencionó, la metodologı́a de diseño pro-
puesta se basa en hallar una ley de control que asegure
que el sistema linealizado (14) tenga cierto PUB de la
forma Sb = {z : |z| � b}, que a su vez deberá implicar
que el sistema original de la Ec. (10) tenga un PUB Sx

deseado. Dado entonces Sx, la existencia de Sb está
garantizada debido a que el cambio de coordenadas φ
es un homeomorfirmo con φ(0) = 0

Teniendo en cuenta esto, el teorema que sigue ase-
gura la existencia y brinda la expresión de una ley de
control bajo la cual una región arbitraria Sx se convierte
en un PUB del sistema no lineal de ecuación (10).

Teorema 1 (Diseño de control). Consideremos el siste-

ma (10). Sea Sx ⊂ R
n con 0 ∈ int (Sx) y sea 0 < p < 1.

Entonces, para cualquier b ≻ 0 tal que φ−1 (Sb) ⊂ Sx y

p̃ ≻ 0 que satisface (2), para el cual Σp̃,b > 0, la ley de
control

u = α(x) + β(x)Kp̃,bφ(x), (25)

con

Kp̃,b = −B†
0(A0Σp̃,b + Σp̃,bA

T
0 +

+B0ḠḠTBT
0 )

(

I − 1

2
B0B

†
0

)

Σ−1
p̃,b

(26)

hace que la región Sx sea un PUB con probabilidad p.

Demostración. Con la ley de control de Ec.(25) y el
cambio de coordenadas z = φ(x), el sistema (10) se
transforma en

dz = (A0 +B0Kp̃,b)zdt+B0G(z)dw, (27)

De Lema 1, la matriz Kp̃,b definida en la Ec. (26)
implica que A = A0 + B0Kp̃,b es Hurwitz y la solución
Σ de

(A0 +B0Kp̃,b)Σ + Σ(A0 +B0Kp̃,b)
T +B0ḠḠTBT

0 = 0

está dada por Σp̃,b, que verifica la Ec. (24). Esto es,

[Σ]i,i = p̃ib
2
i .

Luego, el Lema 4 asegura que el conjunto Sb = {z :
|z| � b} es un PUB para el sistema (27) y el hecho de
que φ−1 (Sb) ⊂ Sx implica que Sx es un PUB para el
sistema (10), concluyendo la prueba.

IV-D. Algoritmo para diseño de control

El Teorema 1 proporciona una expresión para la ley de
control que asegura que el sistema no lineal de Ec. (10)
tiene un PUB deseado Sx. Dicha expresión depende de
encontrar un vector p̃ tal que la matriz Σp̃,b sea definida
positiva. El siguiente algoritmo extiende el Algoritmo 1 de
[5] y permite completar el procedimiento de diseño.

Algoritmo 1 (Procedimiento de diseño de control).

1. Encontrar el cambio de coordenadas z = φ(x), junto
con las funciones de realimentación α(x) y β(x), que

transforman al sistema (10) en el (14).
2. Tomar b ≻ 0 tal que φ−1 (Sb) ⊂ Sx, donde Sb =

{z : |z| � b+ ε}.
3. Elegir m probabilidades p̂j ∈ (0, 1) tales que

∑m
j=1 p̂j = p+m− 1. ( Una elección razonable serı́a

p̂j = 1− (1−p)dj/n, que asigna una probabilidad de
salida proporcional a la dimensión de cada subes-
pacio de controlabilidad.)

4. Para cada j en 1, . . . ,m,

a) Tomar bj = [bσj−dj+1, . . . , bσj
].

b) Tomar k = 1 y p̃
(1)
i = (1− p̂j)/dj para i = 1, . . . , dj .

c) Formar Σk , X
(

[

p̃
(k)
1 b21 p̃

(k)
2 b22 . . . p̃

(k)
k b2k

]T
)

.

Si k = dj ir al paso (4h).

d) Formar Σ̃k+1 , X
(

[

p̃
(k)
1 b21 p̃

(k)
2 b22 . . . p̃

(k)
k+1b

2
k+1

]T
)

=
[

Σk ck

cTk p̃
(k)
k+1b

2
k+1

]

.

e) Si Σ̃k+1 > 0, tomar p̃
(k+1)
i = p̃

(k)
i e ir al paso (4g).

f) Si no, elegir α > 1 y calcular, para 1 ≤ i ≤ k,

[Σ̃k+1]i,i =
[Σk]i,i
αrk+1

, donde rk+1 =
cTk (Σk)

−1ck

p̃
(k)
k+1b

2
k+1

,

y tomar

p̃
(k+1)
i =



















[Σ̃k+1]i,i

b2i
para 1 ≤ i ≤ k

p̃
(k)
i

1− p−∑k
j=1 p̃

(k+1)
j

1− p−∑k
j=1 p̃

(k)
j

para i > k

.

g) Hacer k := k + 1 y regresar al paso (4c).
h) Tomar Σj = Σk > 0.

5. Calcular el bloque diagonal de Xiao Σp̃,b de la

Ec.(24).
6. Obtener Ḡ que verifique la condición (12) y calcular

Kp̃,b usando la Ec. (26).
7. Calcular la ley de realimentación u(t) a partir de la

Ec. (25).

El paso 1 del algoritmo anterior está basado en el
hecho de que la planta es linealizable por realimentación
exacta estocástica. La elección de p̂j en el paso 3 se
sigue de la construcción de Σp̃,b > 0 en el Lema 5.

Luego, el paso 4 es un procedimiento para encontrar
p̃j de manera que la matriz de Xiao sea definida positiva,
siguiendo la prueba del Lema 2 (la demostración está en
[5]). El resto del algoritmo sigue la prueba del Teorema 1.



V. EJEMPLO

Consideremos el sistema estocástico no lineal

dx =











x2

1 + x2
1

2x1x
2
2

(1 + x2
1)

2











dt+





0

1



 udt+





0

a



dw (28)

donde w(t) es un proceso de Wiener con covarianza
unitaria y a =

√
0.001.

Queremos que el conjunto Sx = {x : |x| � bx}, con

bx =
[

0.01 0.1
]T

, sea un PUB con probabilidad p = 0.9
para tal sistema.

La aplicación z = φ(x) =
[

x1, x2/(1 + x2
1)
]T

, junto
con las funciones de realimentación α(x) = x2/(1+x2

1) y
β(x) = 1/(1+x2

1) transforman al sistema (28) en un siste-

ma de la forma (11), donde H(z) =
[

0, a/(1 + z21)
]T

=
B0G(z), con G(z) = a/(1+z21), lo que completa el primer
paso del Algoritmo 1.

En el paso 2, b puede elegirse de muchas maneras y

aquı́ adoptamos b =
[

0.01 0.09
]T

.
Dado que m = 1, del paso 3 resulta simplemente

p̂1 = p = 0.9. Luego, del paso 4, se obtienen las
probabilidades de escape p̃1 = p̃2 = 0.05, de donde
resulta la siguiente matriz de covarianza asignable (paso
5):

Σp̃,b =

[

p̃1b
2
1 0

0 p̃2b
2
2

]

= 10−3

[

0.005 0
0 0.405

]

.

Luego, siguiendo el paso 6, observamos que tomando
Ḡ = a se cumple la condición (12) y luego calculamos la
ganancia de control Kp̃,b =

[

−81 −1.2346
]

. Finalmente,
del paso 7 resulta que la ley de control u(t) = α(x) +
β(x)Kp̃,bφ(x) asegura que el sistema (28) tiene el PUB
deseado con probabilidad p = 0.9.

La Figura 1 muestra la región Sx en el espacio de
estado y resultados de simulación para las trayectorias
del sistema a lazo cerrado a partir de cierta condición
inicial, corroborando que la región Sx es un PUB. Este
resultado de simulación muestra también que el diseño
es conservador ya que no se observa que la trayectoria
escape frecuentemente de dicha región. La causa de
esto último puede atribuirse en parte a que la cota final se
obtiene a partir de la desigualdad de Chebyshev, que es
conservadora ya que sólo tiene en cuenta la covarianza
del proceso.

VI. CONCLUSIONES

En este trabajo se presentó una estrategia de diseño
de control para sistemas linealizables por realimentación
estocástica que, bajo ciertas condiciones, garantiza una
cota final probabilı́stica deseada. La estrategia utiliza una
cota superior para la matriz de covarianza del estado en
las coordenadas transformadas que permite aprovechar
parte de los resultados desarrollados previamente para

Figura 1. Cota Final Probabilı́stica y trayectorias del sistema no lineal
a lazo cerrado.

el caso lineal. Se presentó también un ejemplo ilustrativo
de esta técnica de diseño.

En cuanto a trabajo futuro, se pretende poder extender
esta metodologı́a para sistemas no lineales de tiempo
discreto que resulten linealizables por realimentación
exacta.
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