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Resumen: Este trabajo define el concepto de homogeneidad de la actividad de las soluciones de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias (EDOs), que mide la semejanza en el cambio que experimentan las distintas variables. Se muestra
que esta medida permite establecer criterios que sefialan la conveniencia de usar esquemas de integracion numérica
cléasicos basados en la discretizacion temporal o métodos basados en la cuantificacion de las variables de estado.
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1. INTRODUCCION

Los métodos clésicos de simulacién de sistemas continuos representados por EDOs se basan en la dis-
cretizacion temporal [3, 4, 2]. Una alternativa a estos algoritmos la brindan los métodos de cuantificacién
de estados (QSS, por Quantized State Systems [6, 2, T]) que s6lo realizan pasos individuales sobre las varia-
bles de estado a medida que estas experimentan cambios significativos. Los métodos de QSS, por lo tanto,
suelen ser convenientes cuando los cambios se concentran en pocas variables de estado, es decir, cuando la
actividad [1] del sistema es heterogénea.

En este trabajo definimos formalmente el concepto de homogeneidad de la actividad de un sistema
brindando una medida que permite dirimir sobre la potencial conveniencia de usar un enfoque clasico o uno
basado en QSS. Este concepto es ilustrado con un ejemplo de simulacién en el que variando un pardmetro
cambia la medida de homogeneidad y con ella la conveniencia de usar uno u otro esquema numérico.

2. ANTECEDENTES
2.1. METODOS DE QSS

Consideremos un sistema continuo de la forma:

x = f(x(t),u(t)), x(to) = xo (D)

donde x(t) € R es el vector de estados y u(t) € R™ es una trayectoria conocida. El método de QSS de
primer orden (QSS1) [6] resuelve dicho sistema mediante la siguiente aproximacion:

x(t) = £(a(t), v(t)), 2)

donde q(t) € RY es el vector de estados cuantificados y v(t) € R™ es una aproximacién seccionalmente
constante de u(t). Cada componente ¢;(t) sigue una trayectoria seccionalmente constante que sélo cambia
cuando su diferencia con el estado correspondiente x;(¢) alcanza un valor AQ); llamado quantum. Formal-
mente, las trayectorias estdn relacionadas segun:

() {qi(tm si [2i(t) — qi(te)] < AQ;

x;i(t) en otro caso

paraty <t < tp,1, donde ;1 es el primer tiempo después de ¢ en el cual |z;(t) — ¢;(tx)| = AQ;.

Dado que las trayectorias de ¢;(t) y de v;(t) son seccionalmente constantes, en virtud de la Ec. (2), las
derivadas 7;(t) también lo son y, por lo tanto, los estados z;(t) siguen trayectorias seccionalmente lineales.
Debido a esta forma particular de las trayectorias, la obtencién de la solucidn exacta de la Ec. (2) resulta
sencilla y puede traducirse facilmente en un algoritmo de simulacién a eventos discretos [6].
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Laidea de QSS1 fue también extendida a métodos de orden mayor (QSS2 [2] y QSS3 [5]) que comparten
la definicion de la Ec.(2), pero donde los estados cuantificados siguen trayectorias seccionalmente lineales
y parabdlicas respectivamente. Hay también métodos linealmente implicitos (LIQSS1, LIQSS2 y LIQSS3)
que funcionan eficientemente en ciertas clases de sistemas stiff [7].

2.2. ACTIVIDAD DE ORDEN N

El nimero de pasos minimos que necesita un método de QSS para obtener una trayectoria puede esti-
marse con el concepto de actividad [1]. Dada una sefial x;(t), la actividad de orden n en el intervalo [to, ¢ f]
se define segun:

tf tf dnx’b(T) 1/7’L
Al 2 / o™ (t)dr = / I dr 3)
i\LOsLf to to n!

Asumiendo que z;(t) es de orden n y ¢;(t) de orden n — 1, suponiendo que ambas trayectorias no se separan
entre si mds que AQ; y que cada segmento de ¢;(¢) comienza igual que x;(¢) hasta la derivada n — 1 (como
lo hacen los métodos QSS1-3), se puede estimar el nimero minimo de segmentos de ¢;(t) segtn:

(n)

A
(n) N\ ay _ Tiltorts)
kxi(t07tf)(AQ7') ~ (AQ;)1/n 4)

3. RESULTADO PRINCIPAL

El concepto de actividad permite estimar el minimo nimero de pasos que necesita un método de QSS.
En esta seccidn se desarrollan los conceptos de actividad global y de homogeneidad, que permiten extender
la estimacién a los métodos cldsicos (de tiempo discreto) y comparar con los de QSS.

3.1. ACTIVIDAD INSTANTANEA, LOCAL Y GLOBAL

Dado el sistema de la Ec.(1), denominaremos actividad instantdnea local de orden n de la variable x;(t)
(n)
i
(n)
i(to,ty)”

Definiremos ademas la actividad instantdnea global de orden n del sistema de la Ec.(1) ag(t)(”) y la

al integrando a; ~’ (t) de la Ec. (3) y llamaremos actividad local de orden n en el intervalo de tiempo [to, t ¢]

a su integral A

actividad global jél(G”()t0 i) €N el intervalo [to, ¢ 7| seglin:
Adintr) / ag(r)dr £ | “mixai(t)"dr (5)
to to

3.2. RELACION ENTRE LA ACTIVIDAD Y EL NUMERO DE PASOS

La relacién entre actividad y niimero de pasos en QSS puede deducirse a partir del siguiente resultado,
cuya demostracién se encuentra en https://fceia.unr.edu.ar/~kofman/files/Dem_Teo_
Cheb.pdf:

Teorema 1 Dada una seiial x;(t) expresada por un polinomio de orden n, existe un polinomio q;(t) de
grado n — 1 que verifica la condicion |q;(t) — x;(t)] < AQ; en el intervalo [tg, to + At] si 'y sélo si

AN ——_ (6)

Donde agn) (to) es la actividad instantdnea local de orden n de la seiial z;(t) en t = t.

De esta manera, en un método tipo QSS de orden n, el nimero de segmentos de ¢;(t) necesarios para
aproximar a x;(t) sin desviarse mds que AQ); se puede estimar a partir de la Ec.(6) como

(n)
(n) ~ ziftoty]
zi[to,ts] ~ 2n-1

1 T (7
2 (AQi)
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y el niimero de pasos totales en una simulacién serd mayor a:

4

(n) (n) ~ Il[toﬂ‘/j]
QSS[to,tf] Z wilto,ts] ;AQD (8)

Aplicando este razonamiento para un método clasico de paso variable que compara una férmula de orden
n — 1 con una de orden n (tal que la diferencia en cada variable sea menor que la tolerancia AQ), resulta

(n)

DTlto,t I
ot B (AQ)n
3.3. FACTOR DE HOMOGENEIDAD
Definimos el factor de homogeneidad de la actividad segtn:
N (n)
(n) N Zl 1 AIZ [to,tf] 10
xitots] = . A0 (10)
Glto,ty]

Este factor resulta siempre 1/n < H < 1. La condicién H ~ 1 implica que la actividad instantdnea es
similar en todas las variables (actividad homogénea). Por otro lado, H ~ 1/n implica que la actividad
instantdnea de todas las variables excepto de una es cercana a cero (actividad heterogénea).

Suponiendo que AQ; = AQ y dividiendo las Ecs.(8) y (9), resulta H([t) 4] = kSS)S[tO ] /N/fDT[t0 ot
Cada paso de un método clésico actualiza las N variables de estado mientras que cada paso de un método
tipo QSS actualiza r; < N variables (la variable que cambia mds las derivadas que se ven afectadas por
dicho cambio, lo cual depende de qué tan ralo sea el sistema). Por lo tanto, llamando 7 al numero medio
de variables que afecta cada una de ellas, la condicién H - r < 1 indicard que seria conveniente actualizar
individualmente las variables de estado (QSS) mientras que H - r > 1 indicara lo contrario.

El andlisis anterior muestra que cuando la solucién es homogénea H ~ 1 siempre convendrd usar méto-
dos clasicos. Por otro lado, cuando la solucién sea heterogénea, convendrd usar QSS siempre y cuando el
factor 7 sea chico (es decir, que el sistema sea ralo).

4. EJEMPLO ILUSTRATIVO

Consideramos la discretizacion con el método de lineas de una ecuacién de Adveccion-Difusion-Reaccion:

ul(t) — ui_l(t) i D. ui+1(t) — 2“1’ + ui_l(t)

() = —4- Ax Ax?

+R-(ui(t)? —u; (1)), i=1,...,N

con N = 10, Az = 1, A = 1 y con dos escenarios, uno dominado por la reaccién (Esc.1: D = 0.1y
R = 1000) y otro por la difusién (Esc.2: D = 2y R = 0.1). Las Figs. 1la y 1b ilustran las trayectorias en
ambos escenarios.

Las actividades instantdneas locales y globales correspondientes de orden 2, calculadas segun las Ecs. (3)
y (5), se muestran en las Figs. 1c y 1d. Puede verse que en el primer caso la actividad global es siempre
similar a una actividad local mientras las restantes son cercanas a cero, mientras que en el segundo caso las
actividades locales son parejas. En consecuencia, el factor de homogeneidad calculado segtin la Ec.(10) es
H; = 0.1091 (cercano a 1/n) y Hy = 0.561 (mds proximo a 1). Teniendo en cuenta que un cambio en en
estado provoca cambios en r = 3 derivadas, los productos H; - 7 = 0.3279 y Hy - r = 1.6827 indican que
conviene usar métodos tipo QSS en el primer escenario (Esc.1) y métodos clasicos en el segundo (Esc.2).

Esto fue corroborado simulando ambos escenarios con los métodos de LIQSS2 y una versién de paso
variable de la regla trapezoidal para distintos valores de tolerancia. El niimero minimo de pasos y actualiza-
ciones segun las Ecs. (8) y (9) y los valores observados en cada caso se reportan en la Tabla 1.
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Modelo de Adveccion-Difusion-Reaccion- N=10 Modelo de Adveccion-Difusion-Reaccion- N=10
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Figura 1: Trayectorias y actividades de cada escenario
LIQSS2 Regla Trapezoidal
Abs. Pasos Actualizaciones Pasos Actualizaciones
Tol. Minimo Teérico  Real =~ Minimo Teérico  Real | Minimo Teérico  Real = Minimo Tedrico Real
1E-2 68 157 204 471 62 225 620 2250
Esc.1 1E-3 215 354 645 1062 196 628 1960 6280
1E-4 678 945 2034 2835 620 1870 6200 18700
1E-2 56 408 168 1224 10 37 100 370
Esc.2 1E-3 177 619 531 1857 32 102 320 1020
1E-4 560 1084 1680 3252 100 305 1000 3050

Tabla 1: Nro. minimo tedrico y real de pasos y actualizaciones requerido por diferentes métodos numéricos

5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Definimos formalmente el concepto de homogeneidad de la actividad de las soluciones de una EDO,
factor que permite establecer la conveniencia de usar métodos de integracion cldsicos o de tipo QSS. Mos-
tramos ademds su uso en un ejemplo ilustrativo corroborando los resultados tedricos obtenidos.

A futuro resta extender el concepto para considerar la actividad relativa que permita acotar por debajo el
ndmero de pasos cuando se realiza control sobre el error relativo.
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