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Resumen

El objetivo principal de esta tesis es proponer métodos numéricos para resolver cier-

tos problemas de control óptimo. En una primera etapa se analizan problemas de control

óptimo determinista de tipo minimax y se presentan condiciones de optimalidad tanto ne-

cesarias como suficientes. Se plantea una discretización en tiempo de dicho problema y,

a partir de las condiciones de optimalidad halladas, se propone un algoritmo de descenso

convergente. Siguiendo con esta misma ĺınea, se estudia un problema de control óptimo

minimax con incertezas. Se plantean aproximaciones por promedios muestrales (sample

average approximations) y se demuestra la epiconvergencia de las funciones de costo de

estos nuevos problemas cuando el tamaño de la muestra tiende a infinito. Estos últimos

se aproximan mediante problemas discretos en tiempo con controles seccionalmente cons-

tantes, para los cuales se estudian condiciones de optimalidad y se generaliza el algoritmo

propuesto para el caso determinista. Además, se estudia la convergencia de minimizadores

de los problemas discretos a minimizadores del problema continuo.

En una segunda etapa se estudia un problema de control óptimo estocástico con costo

integral. Se generaliza el algoritmo de Sakawa-Shindo que hab́ıa sido propuesto para el

caso determinista, el cual está basado en el Principio del Máximo de Pontryagin (PMP). El

estudio del algoritmo está hecho en tiempo continuo, y esto es lo que motiva la última parte

de la tesis en la que se estudia un problema de control óptimo estocástico en tiempo discreto.

Se demuestra el Principio de la Programación Dinámica (PPD) para este problema, se

estudia la convergencia de las funciones valor cuando el paso de tiempo tiende a cero y

también se analiza la convergencia de controles óptimos. Finalmente se dan condiciones de

optimalidad necesarias para el problema en tiempo discreto y se demuestra que el algoritmo

de Sakawa-Shindo estocástico puede adaptarse a este caso.
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Índice general

1. Introducción 1
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1.1.1. Control óptimo determinista . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Control Óptimo

El objetivo habitual de la teoŕıa de control es influir en el comportamiento de un sistema

dinámico, que evoluciona con el tiempo, para alcanzar ciertos objetivos deseados. La teoŕıa

de control óptimo surge cuando además se busca que el control optimice un cierto criterio,

o función de costo. El control óptimo es una rama de la teoŕıa de control estrictamente

relacionada con la optimización. Si bien este tipo de problemas aparecen en la práctica

desde hace cientos de años, es en las décadas de 1950 y 1960 que cobran real importancia.

El estudio de problemas de control óptimo determinista fue un área de investigación

muy activa a partir de los años 1950, motivado fuertemente por el creciente interés en la

ingenieŕıa aeroespacial. Por otro lado, el campo del control óptimo estocástico se desarrolló

desde los años 1970 y una de sus mayores motivaciones fueron las aplicaciones relacionadas

con las finanzas.

En este primer caṕıtulo daremos algunas nociones y resultados preliminares que serán

necesarios para los caṕıtulos que siguen. Comenzamos por dar una breve introducción al

control óptimo, aśı como también algunos de los enfoques clásicos para atacar estos tipos

de problemas.
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2 Introducción

1.1.1. Control óptimo determinista

Es usual encontrar en la literatura clásica de problemas de control óptimo con horizonte

finito y condición inicial fija, el siguiente planteo:

ı́nfu∈Uad J(u) :=
∫ T

0
f(t, y(t), u(t))dt+ h(y(T )),

sujeto a (s.a.)


ẏ(t) = g(t, y(t), u(t)), t ∈ (0, T ),

y(0) = x ∈ Rn.

(P )

Es decir, el objetivo es minimizar el funcional de costo J sobre el conjunto de controles

admisibles, generalmente definido como

Uad := {u : [0, T ]→ Uad ⊂ Rr : u es medible}.

Con el objetivo de garantizar la integrabilidad de t 7→ f(t, y(t), u(t)), es usual considerar el

conjunto Uad acotado o, por ejemplo cuando la dinámica es lineal, pensar directamente al

conjunto Uad como subconjunto de L2([0, T ];Rr) (cuando sea claro el contexto, escribiremos

L2[0, T ] en lugar de L2([0, T ];Rr)). La existencia de controles óptimos, es decir, controles

admisibles que minimicen el funcional J , no está siempre garantizada. Sin embargo bajo

hipótesis de convexidad, utilizando argumentos de minimización de funciones semicontinuas

inferiormente, en general se puede probar la existencia de los mismos.

Este área de investigación tiene particular importancia a partir de 1950, década en

la cual se presentaron dos grandes avances, conocidos como el Principio del Máximo de

Pontryagin (PMP) [76] y el Principio de la Programación Dinámica (PPD) [16]. El PMP

presenta condiciones necesarias de optimalidad y el PPM permite transformar el proble-

ma de minimización en el problema de hallar la solución de una ecuación diferencial en

derivadas parciales, conocida como la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB).

Más precisamente, el PMP dice que si (y, u) es una solución óptima de (P ), donde y(·)

es el estado asociado a u(·) ∈ Uad, entonces existe un estado adjunto p(·), solución de la

siguiente ecuación diferencial
ṗ(t) = −Hy(t, y(t), u(t), p(t)), t ∈ (0, T ),

p(T ) = hy(y(T )),
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tal que

H(t, y(t), u(t), p(t)) = mı́n
u∈Uad

H(t, y(t), u, p(t)),

donde H es el Hamiltoniano del problema y se define como

H(t, y, u, p) := f(t, y, u) + p · g(t, y, u).

Este enunciado se corresponde con una de las versiones más sencillas del problema de con-

trol óptimo y se verifica bajo hipótesis clásicas de los coeficientes. Cuando se consideran

diferentes restricciones sobre el estado y el control, aśı como también hipótesis más gene-

rales sobre las funciones involucradas en la dinámica o el costo, este principio va tomando

diferentes formas. Referimos al lector a la bibliograf́ıa clásica sobre el tema para ver las

diferentes variantes [76, 19, 84, 44, 11, 20].

Por otro lado, al problema (P ) se lo puede considerar como un caso particular de

la familia de problemas parametrizados por (s, x), donde s es el tiempo inicial y x el

correspondiente estado inicial. Es decir, para (s, x) ∈ [0, T ] × Rn consideramos el estado

ys,xu solución la siguiente ecuación diferencial,
ẏ(t) = g(t, y(t), u(t)), t ∈ (s, T ),

y(s) = x,

donde el conjunto de controles admisibles está definido como

U sad := {u : [s, T ]→ Uad ⊂ Rr : u es medible},

y el funcional de costo es,

Js,x(u) :=

∫ T

s

f(t, ys,xu (t), u(t))dt+ h(ys,xu (T )).

Por último definimos la función valor como,
V (s, x) = ı́nfu∈Usad J

s,x(u), ∀(s, x) ∈ [0, T )× Rn,

V (T, x) = h(x), ∀x ∈ Rn.

Luego el problema (P ) que presentamos al comienzo se corresponde con V (0, x). Teniendo

en cuenta estas definiciones y bajo ciertas hipótesis, el PPD establece que

V (s, x) = ı́nf
u∈Usad

{∫ s̄

s

f(t, ys,x(t), u(t))dt+ V (s̄, ys,xu (s̄))

}
, ∀ 0 ≤ s ≤ s̄ ≤ T.



4 Introducción

1.1.2. Control óptimo minimax determinista

A diferencia del problema que acabamos de describir, en la primera parte de esta tesis

trabajaremos con un problema de control óptimo de tipo minimax determinista, es decir

la función de costo que consideramos es

J(u) := sup es {f(yu(t)) : t ∈ [0, T ]} ,

donde la dinámica viene dada por
ẏ(t) = g(t, y(t), u(t)) t ∈ [0, T ],

y(0) = x ∈ Rn,

la cual consideraremos lineal y el conjunto de controles admisibles es

Uad := {u ∈ L2[0, T ] : u(t) ∈ Uad ⊂ Rm para casi todo (p.c.t.) t ∈ [0, T ]},

donde Uad es un conjunto compacto y convexo. Hipótesis más precisas sobre las funciones

involucradas aśı como también sobre los espacios de estados y controles serán dadas en el

próximo caṕıtulo.

Este tipo de problema fue muy estudiado en las últimas décadas por varias autores

([14], [13], [15], [65], [85], [5], [2], [3] y [41]). El hecho de considerar un costo en términos de

un supremo en lugar de un costo acumulado, resulta más natural en muchas aplicaciones,

como por ejemplo cuando se busca minimizar la distancia a cierta trayectoria deseada ([34],

[35], [70]), o para problemas de control óptimo robusto de sistemas con incertezas ([72],

[83]).

Agregando una nueva variable de estado, al problema de control minimax se lo puede

escribir como un problema de control óptimo de tipo Mayer, es decir donde el costo sólo

está compuesto por un costo final y para el cual tenemos restricciones más complejas para

el estado. Siguiendo esta idea, gracias al PMP, algunos autores ([13], [65], [85]) obtuvie-

ron condiciones necesarias de optimalidad. Sin embargo, en este caso, debido a la nueva

restricción para el estado, el estado adjunto que resulta involucra una medida de Radon,

lo cual es una dificultad a la hora de querer plantear métodos numéricos que resuelvan el

nuevo problema.



Control Óptimo 5

Como mencionamos al comienzo, otro enfoque posible, incluso para los problemas mini-

max, es el de la programación dinámica y, en este sentido, varios autores realizaron avances

sobre el tema ([14], [5], [2], [3], [41]). Nuevamente la dificultad radica en plantear méto-

dos numéricos, ya que cuando se busca resolver la ecuación HJB, usualmente se necesitan

discretizaciones no sólo del tiempo, sino también del espacio de estados, lo cual conduce a

problemas de gran escala.

Debido a que en este trabajo nos concentramos en problemas con estado inicial fijo, a

diferencia de los enfoques recién mencionados, abordaremos el problema como un problema

de optimización abstracto. De este modo, sólo necesitaremos plantear una discretización

temporal del problema, lo cual será de gran utilidad para evitar problemas de dimensio-

nalidad cuando planteemos un algoritmo que resuelva al problema discreto en tiempo. El

principal inconveniente que surge en este planteo es que, debido a su definición, el funcional

J no resulta diferenciable (entenderemos diferenciable siempre en el sentido de Fréchet, ver

[29]). Es por ello que estudiaremos la diferenciabilidad direccional del funcional de costo.

Uno de los resultados clásicos de optimización continua que utilizaremos para obtener

condiciones de optimalidad es la siguiente condición de optimalidad de primer orden (ver

por ejemplo [29] o [26]),

Teorema 1.1.1. [26, Teorema 3.11] Si J es direccionalmente diferenciable y u es un óptimo

entonces

J ′(u, v) ≥ 0, ∀v ∈ TUad(u),

donde J ′(u, v) es la derivada direccional de J en u con respecto a la dirección v y TUad(u)

denota el cono tangente de Uad en u. Además, si J es convexa, entonces todo control

admisible que verifica la desigualdad anterior es una solución óptima del problema.

Recordamos que para todo espacio de Banach (X, ‖ · ‖X) y K ⊆ X el cono radial y el

cono tangente a K en el punto u están definidos como

RK(u) := {v ∈ X ; ∃ τ̂ > 0 tal que u+ τv ∈ K, para τ ∈ [0, τ̂ ]} ,

TK(u) := {v ∈ X ; ∃ u(τ) = u+ τv + o(τ) ∈ K, τ > 0, ||o(τ)/τ ||X → 0, cuando τ ↓ 0}.

Se sabe que (ver por ejemplo [30, Proposición 2.55]) si K es convexo, entonces TK(u) =
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clX(RK(u)), donde clX(A) denota la clausura en X de A ⊆ X. Cuando sea claro del

contexto el espacio X que estemos considerando escribiremos directamente cl(A).

1.1.3. Control óptimo minimax con incertezas

Existen muchas aplicaciones que se modelan mejor o de manera más natural si incorpo-

ramos incertezas al sistema. Hay diversas fuentes de incertezas, como por ejemplo, errores

de medición, condiciones iniciales inciertas, o parámetros o coeficientes desconocidos. En

general, en la literatura existen dos enfoques posibles para este tipo de problemas de opti-

mización. El primero es considerar una función objetivo que involucre el costo promedio,

como por ejemplo en los trabajos [79, 53, 74]. El segundo enfoque cosiste en considerar

como criterio el peor escenario posible, como en [72, 83, 88].

Cuando se tiene información sobre el comportamiento de las perturbaciones (por ejem-

plo si se tienen datos estad́ısticos), es decir, si asumimos que conocemos la distribución de

probabilidad de los parámetros estocásticos, entonces el primer enfoque resulta más natu-

ral. Si por el contrario, no tenemos información sobre las perturbaciones, entonces es más

usado el criterio del peor escenario. Sin embargo, la elección de criterio también depende

de las caracteŕısticas propias de cada problema. Está fuera del alcance de este trabajo una

comparación entre ellos o un análisis de ventajas y desventajas. En nuestro caso, cuando

consideremos el problema minimax con incertezas, asumimos que tenemos conocimiento

sobre la distribución de probabilidad de las mismas y utilizaremos un costo promedio.

En este caso, el problema que consideramos es el siguiente. Sea (Ω,A,P) un espacio de

probabilidad completo. El conjunto de controles admisibles es el mismo que consideramos

para el caso determinista, es decir los controles sólo dependen del tiempo. Dado un control

u ∈ Uad, definido en la sección anterior, el estado asociado a dicho control es la solución

del siguiente sistema con incertezas
d
dt
y(t, ω) = g(t, y(t, ω), u(t), ω), t ∈ [0, T ]

y(0, ω) = x+ φ(ω), x ∈ Rn,

(1.1)

donde ω ∈ Ω y g : [0, T ] × Rn × Rr × Ω → Rn y φ : Ω → Rn son funciones dadas. El
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objetivo es minimizar el funcional J : L2[0, T ]→ R definido por

J(u) = E

[
sup
t∈[0,T ]

f(yu(t, ω), ω)

]
. (1.2)

En esta sección recordamos algunas nociones y resultados preliminares que serán de

utilidad para estudiar este problema y para entender de qué manera podemos aproximar

al mismo.

Definición 1.1.2 (Funciones Carathéodory). Sea (Ω,A) un espacio medible, X, Y espacios

métricos y consideramos una función f : X × Ω → Y . La función f se dice función

Carathéodory si

la aplicación x 7→ f(x, ω) es continua para cada ω ∈ Ω,

la aplicación ω 7→ f(x, ω) es medible para cada x ∈ X.

En particular se tiene que las funciones Carathéodory son funciones conjuntamente

medibles, i.e. medibles con respecto a la σ-álgebra producto.

Con el objetivo de diseñar esquemas numéricos que aproximen al problema original,

consideraremos una primera aproximación por promedios muestrales (sample average ap-

proximation en inglés). De la Ley de los Grandes Números, tenemos convergencia puntual

casi todo punto de las funciones objetivos que resultan de estas aproximaciones. Sin embar-

go, mostraremos que se verifica una convergencia más fuerte, que es la epi-convergencia.

La noción de epi-convergencia fue estudiada por primera vez en la década de 1960, en

los trabajos iniciales [86, 87, 67]. Luego en la década de 1980, se utilizó para aproximar

problemas de programación no lineal como por ejemplo [7], [8] y [9]. Para un análisis más

profundo aśı como también para obtener detalles históricos sobre el tema, recomendamos

[78, Caṕıtulo 7]. En particular, esta noción de convergencia resulta fundamental en la teoŕıa

de optimización y análisis variacional, cuando se estudian sucesiones de funciones aleatorias

semicontinuas inferiormente. A continuación damos definiciones más precisas sobre estos

conceptos.

Definición 1.1.3. Sea (X, d) un espacio métrico separable. Consideramos la sucesión fun-

ciones semicontinas inferiormente fM : X → R, M ∈ N. Decimos que fM epi-converge a

f , y se denota fM
epi→ f , si y sólo si
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ĺım inf fM(xM) ≥ f(x) para toda sucesión que verifica xM → x,

ĺım fM(xM) = f(x) para al menos una sucesión que verifica xM → x.

Definición 1.1.4. Sea (X, d) un espacio métrico separable con σ-álgebra de Borel B. Sea

P una medida de probabilidad en el espacio medible (Ω,A) tal que A es P-completa. Una

función f : X × Ω→ R es una función aleatoria semicontinua inferiormente si y sólo si

para todo ω ∈ Ω, la función x→ f(x, ω) es semicontinua inferiormente,

(x, ω) 7→ f(x, ω) es B ⊗A medible.

Para poder justificar que los problemas que resultan de plantear una aproximación

por promedios muestrales, aproximan de hecho al problema original, será fundamental el

siguiente resultado.

Teorema 1.1.5. [6, Teorema 2.3] Sea (Ω,A,P) un espacio de probabilidad tal que A es

P-completa. Sea (X, d) un espacio métrico completo y separable. Supongamos que la fun-

ción f : X × Ω → R es una función aleatoria semicontinua inferiormente y que existe

una función integrable a0 : Ω → R tal que f(x, ω) ≥ a0(ω) casi seguramente (c.s.). Sea

{ω1, . . . , ωM} una muestra aleatoria, independientemente P-distribuida. Definimos

f̂(·, ω1, . . . , ωM) :=
1

M

M∑
i=1

f(·, ωi). (1.3)

Entonces, cuando M →∞, f̂(·, ω1, . . . , ωM) epi-converge casi seguramente a E [f(·, ω)].

Por último presentamos un resultado sobre la convergencia de minimizadores.

Teorema 1.1.6. [9, Teorema 2.5] Sea (X, d) un espacio métrico completo y separable.

Consideramos una sucesión de funciones semicontinuas inferiormente fM : X → R tal que

fM epi-converge a f . Si {xM}M∈N ⊂ X es una sucesión de minimizadores globales de fM

y x̄ es algún punto de acumulación de dicha sucesión (la cual indexamos con K ⊂ N),

entonces x̄ es un minimizador global de f y ĺımM∈K ı́nfx∈X fM(xM) = ı́nfx∈X f(x).

Un análisis más profundo sobre estos temas puede encontrarse en [52].
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1.1.4. Control óptimo estocástico

Los problemas de control óptimo estocástico fueron muy estudiados en las últimas déca-

das. Su importancia radica en las múltiples aplicaciones de los mismos, como por ejemplo

su aplicación en economı́a, matemática financiera e ingenieŕıa. Al igual que para el caso

determinista, en general existen dos enfoques posibles para este problema, el primero es

el enfoque variacional que se relaciona con el PMP y el segundo es el de la programación

dinámica. Para un análisis más detallado recomendamos los libros [45, 73, 89, 56]. Comen-

zamos dando algunas definiciones y resultados que utilizaremos en los últimos caṕıtulos de

esta tesis.

Recordamos que un espacio filtrado de probabilidad (Ω,F ,F,P) se dice que satisface

las condiciones usuales si (Ω,F ,P) es completo, F = {Ft}t es continua a derecha, y F0

contiene todos los conjuntos de medida P-nula de F (ver [89, Caṕıtulo 1]).

Consideramos entonces (Ω,F ,F,P) un espacio filtrado de probabilidad que satisface

las condiciones usuales, en el cual está definido un movimiento browniano m-dimensional

estándar W . Suponemos que F = {Ft}t∈[0,T ] (T > 0) es la filtración natural, aumentada

por todos los conjuntos P-nulos en F , asociada a W (·). Consideramos la siguiente ecuación

diferencial estocástica (EDE): dy(t) = f(t, y(t), u(t), ω)dt+ σ(t, y(t), u(t), ω)dW (t) t ∈ [0, T ],

y(0) = y0 ∈ Rn,
(1.4)

donde f : [0, T ] × Rn × Rr × Ω → Rn y σ : [0, T ] × Rn × Rr × Ω → Rn×m son funciones

dadas. Denotamos con y ∈ Rn al estado y con u ∈ Rr al control. Definimos al funcional de

costo, como

J(u) = E
[∫ T

0

`(t, y(t), u(t))dt+ g(y(T ))

]
,

donde ` : [0, T ]× Rn × Rr × Ω→ R y g : Rn × Ω→ R son funciones dadas.

El problema de control óptimo que consideramos es

mı́n J(u); u ∈ Uad, (P )

donde Uad es el conjunto de controles admisibles. En particular, a lo largo de esta tesis,
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trabajaremos con el siguiente conjunto

Uad :=
{
u ∈ (H2)r : u(t, ω) ∈ Uad, p.c.t. (t, ω) ∈ [0, T ]× Ω

}
,

donde Uad ⊂ Rr un conjunto no vaćıo y cerrado, el cual en algunos casos lo supondremos

convexo y en otros compacto. Recordamos que

H2 :=
{
v ∈ L2([0, T ]× Ω) : el proceso (t, ω) ∈ [0, T ]× Ω 7→ v(t, ω) es F-adaptado

}
,

en el cual consideramos la norma dada por,

‖v‖2
H2 = E

[∫ T

0

|v(t)|2dt

]
.

En general se define como conjunto de controles admisibles a un conjunto de controles

F-adaptados (i.e. progresivamente medibles, ver [89, Proposición 2.8, Caṕıtulo 1]), con

imagen en Uad, para los cuales existe una única solución de (1.4). Al considerar el conjunto

de controles admisibles como un subconjunto de H2 tenemos garantizado que bajo hipótesis

clásicas sobre los coeficientes, para todo u ∈ Uad existe una única solución de (1.4), con la

suficiente regularidad como para que el funcional J esté bien definido y el problema bien

planteado. Más precisamente, tenemos el siguiente resultado

Proposición 1.1.7. [68, Proposición 2.1] Para todo u ∈ Uad, la ecuación (1.4) admite una

única solución fuerte y ∈ L2(Ω;C[0, T ];Rn) y existe C > 0 tal que

E

[
sup
t∈[0,T ]

|y(t)|2
]
≤ C

[
|x|2 +

(∫ T

0

|f(t, 0, u(t))|dt
)2

+

∫ T

0

|σ(t, 0, u(t))|2dt

]
.

Además, sea ū ∈ Uad y sea ȳ el estado asociado al control ū y la condición inicial x̄,

entonces para todo γ ≥ 1 se tiene

E
[
supt∈[0,T ] |y(t)− ȳ(t)|γ

]
≤ C

[
|x− x̄|γ + E

[(∫ T
0
|f(t, y(t), u(t))− f(t, ȳ(t), ū(t))|dt

)γ]
+E

[(∫ T
0
|σ(t, y(t), u(t))− σ(t, ȳ(t), ū(t))|2dt

) γ
2

]]
.

Ahora daremos una breve reseña sobre los posibles enfoques para abordar este tipo de

problema. Comenzamos con el PMP.
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Los primeros trabajos relacionados al principio del máximo en el marco estocástico

fueron los de Kushner y Schweppe [60], Kushner [58, 59], Bismut [22, 24], Haussmann [50]

y Bensoussan [17, 18]. Luego, una extensión más general fue presentada por Peng en [71]

y Cadenillas y Karatzas en [37]. El principio del máximo estocástico usualmente involucra

dos pares de estados adjuntos (ver [71]). Sin embargo, el gradiente del funcional de costo

depende solamente de un par de estados adjuntos y si asumimos que Uad es convexo,

la condición de optimalidad de primer orden en un mı́nimo local depende solamente del

gradiente (ver [89, Caṕıtulo 3, Sección 3.2] para una discusión más detallada). El primer par

de estados adjuntos, está dado por la siguiente ecuación diferencial estocástica retrógada

(EDER): dp(t) = −∇yH(t, y(t), u(t), p(t), q(t), ω)dt+ q(t)dW (t) t ∈ [0, T ],

p(T ) = ∇yg(y(T )).
(1.5)

Donde (y, u) es un par admisible de estado y control y H : [0, T ]×Rn×Rr×Rn×Rn×m×Ω→

R es el Hamiltoniano que en este caso se define como

H(t, y, u, p, q, ω) := `(t, y, u, ω) + p · f(t, y, u, ω) + q · σ(t, y, u, ω),

donde p ·f(t, y, u, ω) es el producto escalar en Rn y q ·σ(t, y, u, ω) :=
∑m

j=1 qj ·σj(t, y, u, ω),

donde qj y σj denotan las columnas de las matrices q y σ.

Bajo hipótesis clásicas, se tiene que existe una única solución de la ecuación (1.5) que

verifica (p, q) ∈ (H2)n × (H2)
n×m

. Más precisamente, tenemos

Proposición 1.1.8. [68, Proposición 3.1] Para todo u ∈ Uad, siendo y el estado asociado

a u, existe una única solución F-adaptada (p, q) de (1.5) y además existe C > 0 tal que

E

[
sup
t∈[0,T ]

|p(t)2|

]
+ E

[∫ T

0

|q(t)|2dt

]
≤ C

[
1 + E

[∫ T

0

|u(t)|2dt

]]
.

Por otro lado, al igual que en el caso determinista, podemos definir una familia de

problemas de optimización parametrizados por el tiempo y estado inicial. Para ello, dado

(s, x) ∈ [0, T ]× Rn consideramos la siguiente familia de controles admisibles

U sad :=
{
u ∈ L2([s, T ]× Ω) : u(t) es Fs-adaptado y u(t, ω) ∈ Uad, p.c.t. (t, ω) ∈ [s, T ]× Ω

}
,
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donde Fs = {F st }t∈[s,T ] y F st es la completación de σ(W (r) − W (s) : s ≤ r ≤ t) para

t ∈ [s, T ]. Dado u ∈ U sad, definimos el estado ys,xu asociado a dicho control, como la solución

de 
dys,xu (t) = f(t, ys,xu (t), u(t))dt+ σ(t, ys,xu (t), u(t))dW (t), t ∈ [s, T ],

ys,xu (s) = x.

La función valor del problema V : [0, T ]× Rn → R se define como

V (s, x) := ı́nf
u∈Usad

Js,x(u) := E
[∫ T

s

`(t, ys,xu (t), u(t))dt+ g(ys,xu (T ))

]
.

Se puede demostrar que V (s, x) = ı́nfu∈Uad J
s,x(u) (ver [73] y la demostración del Teorema

5.5.1).

Para el caso estocástico también tenemos que esta función V verifica el PPD, el cual

establece que

V (s, x) = ı́nf
u∈Usad

E
[∫ s̄

s

`(t, ys,xu (t), u(t))dt+ V (s̄, ys,x(s̄))

]
, ∀0 ≤ s ≤ s̄ ≤ T.

En particular el PPD permite caracterizar a la función valor V como la única solución de

viscosidad de la ecuación HJB (ver [62, 63, 64]). Aunque en esta tesis nos orientaremos más

bien con el enfoque variacional, demostraremos una versión discreta del PPD, la cual será

de utilidad para estudiar el problema discreto que describimos brevemente en la siguiente

sección.

1.1.5. Control óptimo estocástico en tiempo discreto

Como mencionamos anteriormente los problemas de control óptimo estocástico en tiem-

po continuo tienen un gran campo de aplicación, y es por ello que representan un área de

investigación muy activa en la actualidad. Por otro lado, casi independientemente cobró

gran interés en la últimas décadas el campo de los problemas de control óptimo de procesos

de tiempo discreto y espacio general de estados. En este contexto, los controles en el tiem-

po k (también llamado poĺıticas) son medidas de probabilidad en los espacios de acciones,

las cuales dependen de la historia de los estados hasta el tiempo k y las acciones elegidas

hasta el tiempo k − 1. Dado un control, una acción es elegida de acuerdo a la medida de

probabilidad asociada al control, lo cual fija la función de probabilidad de transición entre
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los estados en los tiempos k y k + 1. La literatura en este área es muy extensa y sobre

este tema referimos al lector a las monograf́ıas clásicas [42, 21, 47, 77, 90], y las referencias

que aparecen en ellas, en las cuales también se trata la cuestión histórica de este campo

de investigación. Generalmente, las hipótesis son bastante clásicas y un tema común de in-

vestigación es la existencia de poĺıticas markovianas óptimas (o ε-óptimas), i.e., el control

elegido en el tiempo k sólo depende del valor del estado en el tiempo k.

A diferencia de lo que mencionamos en el párrafo anterior, en este caṕıtulo consi-

deraremos una formulación más espećıfica. En lugar de tomar controles como medidas de

probabilidad, consideraremos controles adaptados a la filtración generada por los incremen-

tos del movimiento browniano, con respecto a la discretización en tiempo. Esta elección

se basa en el hecho de que para el caso continuo consideramos la formulación fuerte de la

ecuación de estado (ver [89, Caṕıtulo 2, Section 4.1]), y por lo tanto es natural considerar

para el caso discreto una formulación similar. Para ello, supondremos que los coeficientes

son deterministas y dada una discretización temporal uniforme, la ecuación de estado está

dada por un esquema expĺıcito de Euler para el caso estocástico.

Más precisamente, dado h := T/N , tomamos tk = kh (k = 0, . . . , N) y consideramos la

sucesión de variables aleatorias con valores en Rm independientes e idénticamente distri-

buidas (i.i.d.), definidas como ∆Wj+1 = W (tj+1)−W (tj), para j = 0, ..., N −1 y ∆W0 = 0

c.s. Consideramos la filtración en tiempo discreto Fh = (Fk)Nk=0 definida como F0 = {∅,Ω}

y Fk = σ(∆Wk′ ; 0 ≤ k′ ≤ k). Notamos L2
Fk := L2(Ω,Fk,P) y definimos Uh := ΠN−1

k=0 L
2
Fk ,

al cual dotamos de la norma ‖u‖2
Uh := h

∑N−1
k=0 E|uk|2.

El conjunto de controles admisibles será

Uhad := {u ∈ Uh; uk ∈ Uad P - c.s., ∀ k = 0, . . . , N − 1}.

y dado u = (uk)
N−1
k=0 ∈ Uhad, definimos el estado y = (y0, . . . , yN) de manera recursiva como,

yk = yk−1 + hf(tk−1, yk−1, uk−1) + σ(tk−1, yk−1, uk−1)∆Wk, k = 1, ..., N,

y0 = x ∈ Rn.

El objetivo será minimizar sobre Uhad al funcional de costo discreto Jh : Uh → R definido
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como

Jh(u) := E

[
h
N−1∑
k=0

`(tk, yk, uk) + g(yN)

]
.

1.1.6. Algoritmo de Sakawa-Shindo

En el Caṕıtulo 4 y 6 propondremos métodos numéricos que están basados en el Algorit-

mo de Sakawa-Shindo. Este algoritmo fue introducido por primera vez en [80] por Sakawa y

Shindo en 1980. Una breve descripción del método podŕıa ser la siguiente: dado un control

y su estado asociado, en la iteración actual, se calcula el estado adjunto correspondiente y

luego se busca de manera simultánea un nuevo estado y control que verifiquen la ecuación

de estado y al mismo tiempo el control minimice una función, la cual está compuesta por

el Hamiltoniano del problema y un término cuadrático que penaliza la distancia entre el

nuevo control y el control actual. En [80] los autores muestran que la sucesión generada

por el algoritmo hace decrecer a la función objetivo en cada paso y que si una subsucesión

de la misma converge casi todo punto a un cierto control, entonces ese control satisface las

condiciones de optimalidad de primer orden, relacionadas al PMP.

Continuando con el estudio de este método, Bonnans presenta en el año 1986 el trabajo

[25], en donde se prueba la buena definición del método y además, que la norma de los

gradientes proyectados del funcional de costo evaluado sobre los controles generados por

el algoritmo tiende a cero. Bajo hipótesis de convexidad se obtiene que los ĺımites débiles

de la sucesión de controles obtenida son soluciones óptimas del problema. Por último, si

se tiene una dinámica lineal y un costo cuadrático con respecto al control, dotando de

una nueva métrica al espacio, se demuestra que el algoritmo es equivalente al método de

gradiente más proyección.

1.2. Resultados obtenidos y estructura de la tesis

En el Caṕıtulo 2 estudiamos un problema de control óptimo determinista de tipo mi-

nimax. Planteamos una aproximación del mismo en tiempo discreto y desarrollamos con-

diciones de optimalidad para ambos problemas. Basados en una de ellas proponemos un

método de descenso para resolver el problema discreto. Demostramos que el algoritmo es
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convergente, i.e. que todo punto de acumulación de la sucesión de controles generada por

el algoritmo es una solución óptima para el problema discreto. Por último mostramos re-

sultados numéricos para un ejemplo académico. Estos resultados fueron resumidos en la

publicación [46].

En el Caṕıtulo 3 estudiamos un problema de control óptimo minimax con incertezas.

Como un primer acercamiento al mismo planteamos una aproximación por promedios mues-

trales. Demostramos que los funcionales de costo epi-convergen al costo original y también

mostramos que puntos de acumulación de minimizadores de estos nuevos problemas, son

soluciones óptimas del problema original. Luego, definimos problemas discretos en tiempo

que aproximan a estos últimos. Demostramos que cuando el tamaño de la muestra crece y

el paso de tiempo decrece lo suficiente, la sucesión de controles óptimos de estos problemas

discretos verifica que todos sus puntos ĺımites son controles óptimos para el problema origi-

nal. Estudiamos condiciones de optimalidad para los tres problemas y ampliando las ideas

del algoritmo propuesto en el Caṕıtulo 2, definimos un método numérico para resolver el

problema discreto. Por último probamos que el algoritmo es convergente y lo aplicamos

a algunos ejemplos obteniendo resultados numéricos muy alentadores. La publicación [4]

engloba estos resultados.

En el Caṕıtulo 4 estudiamos un problema de control óptimo estocástico. El objetivo

principal es extender el algoritmo de Sakawa-Shindo [80] al caso estocástico. Comenzamos

demostrando que el algoritmo está bien planteado en este marco. Luego vemos que se trata

de un método de descenso y, desarrollando condiciones de optimalidad débiles, vemos que

todo punto de acumulación débil de la sucesión generada por el algoritmo es una solución

óptima del problema. Por último analizamos un caso particular, en el cual el algoritmo es

equivalente al de gradiente más proyección y estudiamos la velocidad de convergencia para

este caso. Los resultados obtenidos fueron publicados en [27].

En el Caṕıtulo 5 estudiamos un problema de control óptimo estocástico discreto. Co-

menzamos demostrando que el PPD es válido para este marco discreto y el mismo nos

permite probar que existen controles óptimos en retroalimentación (a los cuales llamare-

mos feedback, por su traducción en inglés) para los problemas discretos. Estudiamos varias

propiedades para la función valor discreta y mostramos que cuando el paso de la discre-
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tización tiende a cero, las funciones valor de los problemas discretos convergen a la del

continuo. Además, toda sucesión de soluciones ε-óptimas para los problemas discretos for-

man una sucesión minimizante del problema original. Bajo ciertas hipótesis, se tiene que

todo punto de acumulación débil de la misma será un control óptimo para el problema

continuo. Estos resultados pueden encontrarse en [28].

Por último, en el Caṕıtulo 6, basados en los dos caṕıtulos anteriores, los cuales justifican

que, combinando las hipótesis necesarias, se puede aproximar el problema descripto en el

Caṕıtulo 4 mediante el problema discreto definido en el Caṕıtulo 5, lo que haremos es

extender el algoritmo desarrollado en el Caṕıtulo 4 para resolver este problema discreto.

Para ello desarrollamos una condición de optimalidad de primer orden para el problema

discreto.
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Caṕıtulo 2

Problema de control óptimo minimax

determinista

En este caṕıtulo presentamos un algoritmo para resolver problemas de control óptimo

determinista de tipo minimax con dinámica lineal. Consideramos un intervalo de tiempo

finito y comenzamos estudiando el problema en tiempo continuo. Asumiendo hipótesis

de convexidad, mediante técnicas de optimización no diferenciable, damos condiciones de

optimalidad necesarias y suficientes. Luego planteamos un problema discreto en tiempo,

tomando controles seccionalmente constantes, que aproxima al anterior y para el cual

probamos condiciones de optimalidad análogas a las del caso continuo. Basados en una

de dichas condiciones diseñamos un método de descenso, siguiendo la regla de Armijo.

Finalmente, demostramos que el algoritmo propuesto es convergente y mostramos algunos

resultados numéricos.
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2.1. Introducción

En este caṕıtulo centramos nuestro estudio en un problema de control óptimo, donde

la trayectoria está dada por una ecuación diferencial lineal con condición inicial fija. El

objetivo es minimizar un funcional definido como el supremo esencial sobre el intervalo de

tiempo de una cierta función que depende de la trayectoria.

Como hemos mencionado en el caṕıtulo anterior, a la hora de diseñar algoritmos para

resolver el problema, los enfoques clásicos dados por el PMP o la ecuación HJB presentan

dificultades. En el primer caso el problema surge cuando se quiere calcular el estado adjunto,

el cual involucra una medida de Radon. En el caso de HJB como es bien sabido, la dificultad

está relacionada con la gran escala del problema que se obtiene de discretizar en tiempo y

en espacio. Es por ello que nosotros consideramos al problema de control óptimo minimax

como un problema abstracto de optimización.

Es claro que al estar involucrado el supremo en la definición de la función objetivo,

no podemos esperar que la misma sea diferenciable. Por ello, bajo ciertas hipótesis de

convexidad, siguiendo resultados clásicos de optimización no diferenciable (ver [26, 29]),

demostramos que el funcional de costo es direccionalmente diferenciable, lo cual nos permite

plantear condiciones de optimalidad necesarias de primer orden.

Luego, aproximamos al problema original por un problema de control óptimo en tiempo

discreto. Estudiamos también para este problema condiciones de optimalidad, análogas a

las del caso continuo, algunas de las cuales eran sólo necesarias en el caso continuo y

resultan necesarias y suficientes para el caso discreto. Utilizando una de estas condiciones

de optimalidad proponemos un método de descenso para resolver el problema discreto.

La idea del algoritmo es mejorar en cada paso el valor de la función objetivo, moviéndose

en direcciones que se obtienen a partir de las condiciones de optimalidad dadas. La ventaja

del método es que es de fácil implementación y demostramos que es convergente, en el

sentido que todo punto de acumulación de la sucesión de controles generada por el algoritmo

es un control óptimo del problema discreto.

Además, se sabe que cuando el paso de discretización del tiempo tiende a cero, el valor

del problema discreto tiende al valor del problema continuo. Se puede ver entonces que los
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controles óptimos de los problemas discretos, obtenidos mediante nuestro algoritmo, dan

una buena aproximación del valor del problema continuo.

2.2. Problema en tiempo continuo

En esta sección presentamos el problema a abordar junto con todas las hipótesis que

haremos a lo largo del caṕıtulo.

2.2.1. Descripción del problema

Consideramos en el intervalo de tiempo [0, T ], con T < ∞, el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias,
ẏ(t) = g(t, y(t), u(t)) t ∈ [0, T ],

y(0) = x ∈ Rn,

(2.1)

donde g : [0, T ] × Rn × Rr → Rn es una función dada. En este caso, denotamos por

u ∈ L2([0, T ];Rr) al control y con yu a la función de estado o trayectoria, asociada a dicho

control mediante (2.1).

Definimos el funcional de costo, o función objetivo, J : L2[0, T ] 7→ R como,

J(u) := sup es {f(yu(t)) : t ∈ [0, T ]} . (2.2)

donde f : Rn → R es una función dada. El conjunto de controles admisibles Uad está dado

por,

Uad := {u ∈ L2[0, T ] : u(t) ∈ Uad ⊂ Rr p.c.t. t ∈ [0, T ]}, (2.3)

donde Uad es un conjunto compacto y convexo.

Luego, el problema de control óptimo que consideraremos consiste en minimizar el

funcional de costo sobre el conjunto de controles admisibles, i.e.

Min J(u) sujeto a u ∈ Uad. (P )
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2.2.2. Hipótesis generales

Establecemos ahora las hipótesis que haremos a lo largo del caṕıtulo. En lo que sigue,

dado un espacio eucĺıdeo Rl, denotamos con | · | a la norma eucĺıdea y cuando consideremos

el espacio de Lebesgue L2([0, T ];Rl) notamos con ‖ · ‖L2 o simplemente ‖ · ‖ a su norma.

(H1) Hipótesis sobre la dinámica:

La función g : [0, T ]× Rn × Rr → Rn es lineal y tiene la forma,

g(t, y, u) = A(t)y +B(t)u+ C(t),

donde A : [0, T ]→ Rn×n, B : [0, T ]→ Rn×r y C : [0, T ]→ Rn son funciones Lipschitz

continuas.

(H2) Hipótesis sobre el costo:

La función f : Rn → R es convexa, continuamente diferenciable y existe Cf > 0 tal

que para todo y ∈ Rn,

|∇f(y)| ≤ Cf [|y|+ 1] . (2.4)

Nota 2.2.1. 1. La hipótesis (H1) garantiza que para cada u ∈ L2[0, T ] el sistema (2.1)

admita una única solución continua yu (ver [49]). Además, de la linealidad de la

dinámica y el Lema de Grönwall se desprende que existe C > 0 tal que

sup
t∈[0,T ]

|yu(t)| ≤ C [|x|+ ‖u‖L2 + 1] . (2.5)

Dado que el conjunto Uad es compacto, el lado derecho de desigualdad previa está

uniformemente acotado para todo u ∈ Uad.

2. De la continuidad de f e yu surge que la función J está bien definida y además el

supremo sobre [0, T ] en (2.2) es en efecto un máximo.

3. Por último, de (H2) tenemos que sobre todo conjunto acotado K ⊂ Rn, para x, y ∈ K

se tiene

|f(x)− f(y)| ≤
∫ 1

0
|∇yf(y + ξ(x− y))||x− y|dξ

≤ Cf [|y|+ |x− y|+ 1] |x− y|

≤ C̃f |x− y|,

(2.6)
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donde C̃f es una constante que depende del conjunto K acotado. En particular, da-

do que Uad es acotado en L2[0, T ] y la condición inicial x está fija, de la primera

observación de esta nota resulta que existe Mf > 0 tal que para todo u ∈ Uad se tiene

sup
t∈[0,T ]

|∇f(yu(t))| ≤Mf , (2.7)

y existe Lf > 0 tal que para todo u, v ∈ Uad obtenemos

sup
t∈[0,T ]

|f(yu(t))− f(yv(t))| ≤ Lf sup
t∈[0,T ]

|yu(t)− yv(t)|. (2.8)

Estas últimas desigualdades nos serán de gran utilidad en las próximas secciones.

2.2.3. Condiciones de optimalidad

En esta sección daremos condiciones de optimalidad necesarias y suficientes para el

problema en tiempo continuo. La idea principal es considerar el problema de control óptimo

como un problema de optimización no lineal en el espacio L2[0, T ]. Notemos que como el

conjunto imagen Uad es convexo y compacto, es claro que el conjunto de controles admisibles

Uad es un subconjunto convexo y cerrado de L2[0, T ].

Empezamos analizando algunas propiedades de la función de costo J que se deducen

fácilmente de las hipótesis.

Lema 2.2.2. Bajo las hipótesis (H1) y (H2), la función J es convexa y Lipschitz continua

sobre Uad.

Demostración. Si (H1) se verifica, es decir, si la dinámica es lineal, entonces la aplicación

u 7→ yu es af́ın. Si además se verifica (H2), entonces la función f es convexa y por lo

tanto, la aplicación u 7→ J(u) resultará convexa, ya que el supremo de funciones convexas

es convexo (ver [33, Caṕıtulo 1]). Por último, de (2.8) en la Nota 2.2.1, deducimos que J

es un funcional Lipschitz continuo sobre el conjunto Uad. En efecto, sean u, v ∈ Uad, de la

desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos,

|yu(t)− yv(t)|2 ≤ 2
∣∣∣∫ t0 A(s)[yu(s)− yv(s)]ds

∣∣∣2 + 2
∣∣∣∫ t0 B(s)[u(s)− v(s)]ds

∣∣∣2
≤ 2

(∫ t
0
|A(s)|2ds

)(∫ t
0
|yu(s)− yv(s)|2ds

)
+2
(∫ t

0
|B(s)|2ds

)(∫ t
0
|u(s)− v(s)|2ds

)
.

(2.9)
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Como las funciones A y B son continuas sobre el intervalo compacto [0, T ], deducimos que

son acotadas. Luego, aplicando el Lema de Grönwall a esta última desigualdad, podemos

deducir que existe C > 0 tal que

sup
t∈[0,T ]

|yu(t)− yv(t)| ≤ C‖u− v‖L2 . (2.10)

De (2.8), obtenemos

|J(u)− J(v)| ≤ LfC‖u− v‖L2 . (2.11)

Gracias al resultado anterior, podemos demostrar que el problema planteado tiene so-

lución.

Lema 2.2.3. Bajo las hipótesis (H1) y (H2), existe una solución óptima para (P ).

Demostración. De la convexidad y compacidad del conjunto Uad se deduce que Uad es un

subconjunto convexo, cerrado y acotado del espacio reflexivo L2[0, T ]. Luego, de [33, Teo-

rema 3.7] es un subconjunto débilmente cerrado de L2[0, T ]. Del lema previo tenemos que

el funcional J es continuo y convexo en L2[0, T ], por lo tanto es semicontinuo inferiormente

en la topoloǵıa débil. El resultado se desprende de [33, Corolario 3.23].

Dado que el problema admite al menos una solución, queremos obtener condiciones que

nos ayuden a encontrarla. De la definición de J , no es de esperar que dicha función sea

diferenciable. Sin embargo, gracias a la convexidad podremos demostrar que es direccio-

nalmente diferenciable, lo cual nos será de gran utilidad a la hora de establecer condiciones

de optimalidad. Comenzamos por el siguiente resultado:

Proposición 2.2.4. Bajo las hipótesis (H1) y (H2), la función J es direccionalmente

derivable en todo u ∈ Uad y la derivada direccional en una dirección v ∈ L2[0, T ] está dada

por,

J ′(u; v) = sup
t∈Cu
〈∇f(yu(t), zv(t)〉, (2.12)
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donde Cu es el conjunto de los tiempos cŕıticos, asociado a u, i.e.

Cu := argmax
t∈[0,T ]

f(yu(t)), (2.13)

y zv es la solución del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias ż(t) = A(t)z(t) +B(t)v(t), t ∈ [0, T ]

z(0) = 0.
(2.14)

Demostración. Como f es convexa y diferenciable, de [29, Teorema 4.16] sabemos que J

es direccionalmente derivable y en cada dirección v la derivada direccional es

J ′(u; v) = sup
t∈Cu

Duf(yu(t))v. (2.15)

Denotamos con φ a la aplicación u 7→ yu, luego Duf(yu(t))v = 〈∇f(yu(t)), φ
′(u; v)〉, donde

φ′(u; v) = ĺım
s↓0

yu+sv − yu
s

. (2.16)

Como para todo s > 0, tenemos que
yu+sv − yu

s
es solución de (2.14), podemos concluir

que

φ′(u; v) = zv, (2.17)

donde zv es la única solución de (2.14).

Como es sabido de resultados clásicos de optimización continua (ver Teorema 1.1.1 y

[26, Caṕıtulo 3]), si la función que estamos minimizando es direccionalmente derivable, en

este caso J , entonces una condición necesaria para que un punto u ∈ Uad sea óptimo es la

siguiente:

J ′(u; v) ≥ 0, ∀v ∈ TUad(u). (2.18)

Y si además la función es convexa, entonces (2.18) es una condición suficiente de optima-

lidad. Gracias a la proposición anterior, la condición (2.18) resulta equivalente a:

ı́nf
v∈TUad (u)

sup
t∈Cu
〈∇f(yu(t)), zv(t)〉 ≥ 0. (2.19)

Sin embargo, nos gustaŕıa tener una condición de optimalidad donde la dependencia con

respecto a v sea más expĺıcita. Para ello, analizamos la aplicación v 7→ zv. Por la fórmula

de variación de las constantes, tenemos que la solución de (2.14) está dada por

zv(t) =

∫ t

0

StsB(s)v(s)ds, (2.20)
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donde la matriz Sts es la solución del siguiente sistema: d
dt
Sts = A(t)Sts, t ∈ [s, T ]

Sss = I.
(2.21)

Luego, a la derivada direccional de J la podemos escribir como,

J ′(u; v) = sup
t∈Cu

〈
∇f(yu(t)),

∫ t

0

StsB(s)v(s)ds

〉
. (2.22)

Ahora, podemos definir para cada u ∈ Uad y t ∈ [0, T ], el funcional qu,t ∈ L2[0, T ], como

sigue

qu,t(s) := I[0,t](s)B
>(s)S>ts∇f(yu(t)), ∀s ∈ [0, T ], (2.23)

donde I[0,t] es la función indicatriz del conjunto [0, t], es decir, es igual a 1 si 0 ≤ s ≤ t y 0

si no. Tenemos entonces,

J ′(u; v) = sup
t∈Cu
〈qu,t, v〉 , (2.24)

donde el producto escalar es el usual de L2[0, T ]. Teniendo en cuenta esta última expresión,

obtenemos fácilmente el siguiente resultado:

Teorema 2.2.5. Asumimos que valen (H1) y (H2). Sea u ∈ Uad, luego u es óptimo para

(P) si y sólo si

ı́nf
v∈Uad−u

sup
t∈Cu
〈qu,t, v〉 = 0. (2.25)

Demostración. ⇒) Si u es un minimizador de J entonces vale (2.18), luego de (2.24),

deducimos que

ı́nf
v∈TUad (u)

sup
t∈Cu
〈qu,t, v〉 ≥ 0. (2.26)

De (H1), tenemos que las funciones A, B y C son acotadas en [0, T ], además de (H2)

sabemos que la función f es diferenciable con continuidad y de la Nota 2.2.1 tenemos que

el gradiente de f evaluado en las trayectorias asociadas a controles de Uad es acotado. Por

lo tanto, de la definición (2.23), surge que qu,t es acotado en L2[0, T ] uniformemente en

t ∈ [0, T ], para todo u ∈ Uad. Entonces, como Uad es convexo, tomar el ı́nfimo sobre el cono

tangente TUad(u) en (2.26) es equivalente a minimizar sobre el cono radial RUad(u) = Uad−u,

ya que cl(RUad(u)) = TUad(u) (ver [29, Proposición 2.55]).
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Finalmente, como v = 0 es una dirección admisible, tenemos que

ı́nf
v∈Uad−u

sup
t∈Cu
〈qu,t, v〉 = 0. (2.27)

⇐) Como J es direccionalmente derivable y convexa, la condición (2.18) es también

una condición de optimalidad suficiente (ver Teorema 1.1.1), luego u es óptimo.

Si bien la condición de optimalidad (2.25) tiene la ventaja de caracterizar las soluciones

óptimas, tiene también la desventaja de involucrar al conjunto de los tiempos cŕıticos

Cu, cuyo cálculo podŕıa ser complicado y el cual no es muy conveniente a la hora de

diseñar algoritmos. Teniendo en cuenta esta última cuestión, presentamos dos condiciones

de optimalidad necesarias en las cuales no se involucra a este conjunto.

De ahora en adelante notamos Uu := Uad − u, y cualquier elemento de este conjunto

diremos que es una dirección admisible.

Teorema 2.2.6. Bajo las hipótesis anteriores, asumimos que se verifica (2.25). Entonces

vale

ı́nf
v∈Uu

sup
t∈[0,T ]

〈qu,t, v〉 = 0, (2.28)

y

ı́nf
v∈Uu

sup
t∈[0,T ]

{f(yu(t))− J(u) + 〈qu,t, v〉} = 0. (2.29)

Además, la condición (2.29) implica

ı́nf
v∈Uu

sup
t∈[0,T ]

{f(yu(t))− J(u) + 〈qu,t, v〉}+
ρ

2
‖v‖2 = 0, (2.30)

para todo ρ > 0.

Demostración. Primero, como asumimos que vale (2.25), tenemos

0 = ı́nf
v∈Uu

sup
t∈Cu
〈qu,t, v〉 ≤ ı́nf

v∈Uu
sup
t∈[0,T ]

〈qu,t, v〉 , (2.31)

y como v = 0 es una dirección admisible, obtenemos

ı́nf
v∈Uu

sup
t∈[0,T ]

〈qu,t, v〉 = 0. (2.32)
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Por otro lado, de la definición, tenemos que f(yu(t)) ≤ J(u) para todo t ∈ [0, T ], luego

ı́nf
v∈Uu

sup
t∈[0,T ]

{f(yu(t))− J(u) + 〈qu,t, v〉} ≤ ı́nf
v∈Uu

sup
t∈[0,T ]

〈qu,t, v〉 . (2.33)

De las ecuaciones (2.32) y (2.33), se deduce

ı́nf
v∈Uu

sup
t∈[0,T ]

{f(yu(t))− J(u) + 〈qu,t, v〉} ≤ 0. (2.34)

Ahora, de la definición de Cu, se tiene

sup
t∈Cu
〈qu,t, v〉 = sup

t∈Cu
{f(yu(t))− J(u) + 〈qu,t, v〉}

≤ sup
t∈[0,T ]

{f(yu(t))− J(u) + 〈qu,t, v〉} ,

y por lo tanto,

0 = ı́nf
v∈Uu

sup
t∈Cu
〈qu,t, v〉 ≤ ı́nf

v∈Uu
sup
t∈[0,T ]

{f(yu(t))− J(u) + 〈qu,t, v〉} . (2.35)

Combinando (2.34) y (2.35), conclúımos que vale (2.29).

Además, dado que para todo t ∈ [0, T ] y v ∈ Uu se tiene

f(yu(t))− J(u) + 〈qu,t, v〉 ≤ f(yu(t))− J(u) + 〈qu,t, v〉+
ρ

2
‖v‖2 , (2.36)

podemos concluir que si vale (2.29), entonces

0 ≤ ı́nf
v∈Uu

sup
t∈[0,T ]

f(yu(t))− J(u) + 〈qu,t, v〉+
ρ

2
‖v‖2 , (2.37)

y como v = 0 pertenece al conjunto Uu, deducimos que vale (2.30).

2.3. Problema en tiempo discreto

En la sección anterior presentamos el problema de control óptimo en tiempo continuo

que nos interesa resolver. Como el objetivo central de este caṕıtulo es proponer métodos

numéricos para obtener soluciones aproximadas a dicho problema, lo que haremos es definir

un problema discreto en tiempo que aproxime en algún sentido al problema continuo.

Propondremos condiciones de optimalidad para este nuevo problema, que sean de utilidad

para diseñar un algoritmo que nos ayude a resolver el problema discreto.
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2.3.1. Descripción del problema en tiempo discreto

Dividimos al intervalo de tiempo [0, T ] en N ∈ N subintervalos de longitud h := T/N .

Consideraremos controles que sean seccionalmente constantes, es decir,

Uh = {u ∈ L2[0, T ] : u es constante p.c.t.p en [kh, (k + 1)h), k = 0, ..., N − 1}. (2.38)

Y en este caso el conjunto de controles admisibles será

Uhad = {u ∈ Uh : u(t) ∈ Uad p.c.t. t ∈ [0, T ]}. (2.39)

A cada elemento de este conjunto lo podemos identificar con el elemento (un)N−1
n=0 , con

un ∈ Uad, para todo n = 0, . . . , N − 1. Luego, podemos identificar al conjunto Uhad con

UN
ad ⊂ Rr×N .

Como dijimos anteriormente, la idea no será sólo reemplazar el conjunto de controles,

sino que plantearemos un nuevo problema discreto en tiempo. Para ello, dado un control

u ∈ Uh definimos el estado yu asociado a dicho control de manera recursiva, mediante un

esquema de Euler discreto, yn+1
u = ynu + hg(tn, y

n
u , u

n), n = 0, ..., N − 1,

y0
u = x ∈ Rn.

(2.40)

Definimos el funcional de costo discreto Jh : Uh → R, como

Jh(u) := máx {f(ynu) : n = 0, ..., N} . (2.41)

Luego, el problema de control óptimo en tiempo discreto que consideraremos es

Min Jh(u) sujeto a u ∈ Uhad. (P h)

Nota 2.3.1. De las hipótesis (H1) y (H2) y de la definición, resulta Jh continuo, luego

como el conjunto UN
ad es compacto en Rr×N , es claro que el problema (P h) tiene al menos

una solución.

2.3.2. Condiciones de optimalidad para el problema discreto

Siguiendo los argumentos presentados en la Proposición 2.2.4, obtenemos el siguiente

resultado análogo, para el caso discreto.
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Proposición 2.3.2. Asumimos que valen (H1) y (H2). Dado un control discreto u =

(un)N−1
n=0 , el funcional Jh es direccionalmente diferenciable en u y la derivada direccional

en una dirección v ∈ Uh está dada por

Jh
′
(u; v) = máx

n∈Cu
〈∇f(ynu), znv 〉 , (2.42)

donde Cu es el conjunto de los tiempos cŕıticos, definido como

Cu := argmax
0≤n≤N

f(ynu), (2.43)

y zv es la solución del siguiente sistema de ecuaciones en diferencia, zn+1 = zn + h [A(tn)zn +B(tn)vn] , n = 0, . . . , N − 1,

z0 = 0,
(2.44)

con vn := v(tn).

Ahora veamos que a zv, definida por (2.44) la podemos escribir como función de v =

(vj)N−1
j=0 de una manera más expĺıcita. En efecto,

znv =
n−1∑
j=0

Sn−1,jv
j (2.45)

donde S está definida por Sn+1,j = [I + hA(tn+1)]Sn,j, 0 ≤ j ≤ n,

Sjj = hB(j), ∀j ≥ 0.
(2.46)

Luego, como hicimos en el caso continuo, definimos para cada u ∈ Uhad y n = 0, . . . , N−1

la matriz qu,n ∈ Rn×N de columnas qju,n dadas por

qju,n :=


0 n ≤ j ≤ N − 1,

S>n−1,j∇f(ynu) 0 ≤ j < n.

(2.47)

Podemos concluir entonces,

Jh
′
(u; v) = máx

n∈Cu

n−1∑
j=0

〈
qju,n, v

j
〉

= máx
n∈Cu

N−1∑
j=0

〈
qju,n, v

j
〉

= máx
n∈Cu
〈qu,n, v〉 , (2.48)

donde el último producto escalar está definido como 〈qu,n, v〉 := tr(q>u,nv). Teniendo esto en

cuenta, podemos enunciar el siguiente teorema que nos da una condición de optimalidad

necesaria y suficiente.
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Teorema 2.3.3. Bajo las hipótesis (H1) y (H2), un control u ∈ Uhad es un control óptimo

para el problema (P h) si y sólo si

mı́n
v∈Uhu

máx
n∈Cu

〈qu,n, v〉 = 0, (2.49)

donde Uhu := Uhad − u.

Esta condición también tiene la desventaja de involucrar al conjunto de puntos cŕıticos,

es por eso, que planteamos la condición análoga a la del caso continuo (2.29). La diferencia

es que en el caso discreto esta condición no sólo es necesaria, sino que también resulta

suficiente.

Teorema 2.3.4. Bajo las hipótesis anteriores, la condición (2.49) es equivalente a

mı́n
v∈Uhu

máx
n=0,..,N

{
f(ynu)− Jh(u) + 〈qu,n, v〉

}
= 0. (2.50)

Demostración. De la misma manera en que lo hicimos para el caso continuo en el Teorema

2.2.6, podemos ver que (2.49) implica (2.50).

Por otro lado, supongamos que vale (2.50). Si suponemos que (2.49) no es cierta, en-

tonces

mı́n
v∈Uhu

máx
n∈Cu

〈qu,n, v〉 < 0, (2.51)

pues v = 0 es una dirección admisible. Luego, existe una dirección w ∈ Uhu para la cual

máx
n∈Cu

〈qu,n, w〉 < 0. (2.52)

Tenemos entonces que para todo λ ∈ (0, 1),

máx
n∈Cu

〈qu,n, λw〉 < 0. (2.53)

Como Uhad es convexo, λw es una dirección admisible para todo λ ∈ (0, 1).

De (2.50), tenemos,

máx
n=0,..,N

{
f(yhu(tn))− Jh(u) + 〈qu,n, λw〉

}
≥ 0, ∀λ ∈ (0, 1). (2.54)

Como máxn∈Cu 〈qu,n, λw〉 < 0, necesariamente tiene que valer

máx
n/∈Cu

{
f(ynu)− Jh(u) + 〈qu,n, λw〉

}
≥ 0, ∀λ ∈ (0, 1), (2.55)
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y tomando λ ↓ 0 obtenemos

máx
n/∈Cu

{
f(ynu)− Jh(u)

}
≥ 0, (2.56)

lo cual contradice la definición de Cu. Concluimos entonces que vale (2.49).

Nuevamente, como hicimos en el caso continuo, presentamos una condición de optima-

lidad más regular, teniendo siempre presente que el objetivo es plantear un algoritmo para

resolver el problema. Es por ello que sumamos un término cuadrático, que convierte a la

función que estamos minimizando en un función fuertemente convexa, y por lo tanto tiene

un único minimizador.

Teorema 2.3.5. Sea u ∈ Uhad, la condición (2.49) es equivalente a

mı́n
v∈Uhu

máx
n=0,...,N

{
f(ynu)− Jh(u) + 〈qu,n, v〉

}
+
ρ

2
‖v‖2 = 0, (2.57)

para todo ρ > 0.

Demostración. Empecemos suponiendo que vale (2.49). Como v = 0 es una dirección

admisible, tenemos

mı́n
v∈Uhu

máx
n=0,...,N

{
f(ynu)− Jh(u) + 〈qu,n, v〉

}
+
ρ

2
‖v‖2 ≤ 0. (2.58)

Por otro lado,

máx
n∈Cu
〈qu,n, v〉 = máx

n∈Cu

{
f(ynu)− Jh(u) + 〈qu,n, v〉

}
≤ máx

n=0,...,N

{
f(ynu)− Jh(u) + 〈qu,n, v〉

}
+ ρ

2
‖v‖2 ,

(2.59)

luego, combinando (2.49), (2.58) y (2.59) deducimos que vale (2.57).

Ahora, asumamos que (2.57) es cierta. Si suponemos que (2.49) no vale, es decir

mı́n
v∈Uhu

máx
n∈Cu
〈qu,n, v〉 < 0, (2.60)

entonces, existe w ∈ Uhu tal que

máx
n∈Cu
〈qu,n, w〉 < 0. (2.61)

Sea λ̄ ∈ (0, 1) lo suficientemente chico de manera que para todo λ ∈ (0, λ̄) se obtenga

máx
n∈Cu
〈qu,n, w〉+

ρ

2
λ ‖w‖2 < 0. (2.62)
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Entonces, para todo λ ∈ (0, λ̄) tenemos,

λ

(
máx
n∈Cu
〈qu,n, w〉+

ρ

2
λ ‖w‖2

)
= máx

n∈Cu
〈qu,n, λw〉+

ρ

2
‖λw‖2 < 0. (2.63)

Como Uhad es un conjunto convexo, λw ∈ Uhu para todo λ ∈ (0, λ̄). De (2.57), concluimos

máx
n=0,..,N

{
f(ynu)− Jh(u) + 〈qu,n, λw〉

}
+
ρ

2
‖λw‖2 ≥ 0, ∀λ ∈ (0, λ̄). (2.64)

Luego, de (2.62), tenemos necesariamente que

máx
n/∈Cu

{
f(ynu)− Jh(u) + 〈qu,n, λw〉

}
+
ρ

2
‖λw‖2 ≥ 0, ∀λ ∈ (0, λ̄). (2.65)

Tomando λ ↓ 0 deducimos

máx
n/∈Cu

f(ynu)− Jh(u) ≥ 0, (2.66)

que contradice la definición de Cu. Por lo tanto (2.49) debe valer.

2.4. Convergencia

Hasta aqúı no hemos dicho de qué manera podemos garantizar que el problema discreto

aproxima al problema continuo. Para analizar la relación que existe y dado que en este

problema tanto el tiempo inicial como la condición inicial están fijas, definimos

V := ı́nf
u∈Uad

J(u), (2.67)

y para el problema discreto

V h := ı́nf
u∈Uhad

Jh(u).

Es decir, consideramos la función valor para el problema continuo y discreto evaluada en

nuestro tiempo y condición inicial fija (0, x). A V y V h los llamamos valor del problema

continuo y discreto, respectivamente.

En [41] se prueba que ∣∣V − V h
∣∣ ≤M

√
h, (2.68)

para cierta constante M > 0, independiente de la condición inicial x. Además de la prueba

de dicho resultado en [41], se puede ver que para todo minimizador del problema discreto

ūh ∈ Uhad, se obtiene ∣∣V − J(ūh)
∣∣ ≤M

√
h. (2.69)



34 Problema de control óptimo minimax determinista

Lo cual implica que las soluciones óptimas del problema discreto dan buenas aproximacio-

nes del valor óptimo del problema continuo. Más aún, de (2.69) deducimos que la sucesión

de soluciones óptimas de los problemas discretos {ūh}h es una sucesión minimizante para

el problema (P ), cuando h→ 0. Luego, como el funcional J es convexo y continuo, resulta

débilmente semicontinuo inferiormente. Podemos deducir entonces que todo ĺımite débil de

dicha sucesión es un control óptimo para el problema original.

En particular, si J es fuertemente convexo, entonces se tiene que toda la sucesión {ūh}

converge fuertemente al único control óptimo del problema (P ) (ver por ejemplo [30, Lema

2.33]).

2.5. Algoritmo

En esta sección, basados en la condición de optimalidad (2.57), presentaremos un algo-

ritmo para resolver el problema discreto. Sabemos que si un control es óptimo entonces se

verifica (2.57), y si no es óptimo, entonces la dirección que realiza el mı́nimo en (2.57) es

una dirección de descenso. En efecto, definimos θ : UN
ad → R y η : UN

ad → Rm×N (mediante

las identificaciones Uhad ≡ UN
ad, U

N
u ≡ UN

ad − u) como

θ(u) := mı́n
v∈UNu

máx
n=0,...,N

{
f(ynu)− Jh(u) + 〈qu,n, v〉

}
+
ρ

2
‖v‖2 , (2.70)

η(u) := argmin
v∈UNu

máx
n=0,...,N

{
f(ynu)− Jh(u) + 〈qu,n, v〉

}
+
ρ

2
‖v‖2 . (2.71)

Luego,

Jh
′
(u; η(u)) = máx

n∈Cu
〈qu,n, η(u)〉

≤ máx
n=0,...,N

{
f(ynu)− Jh(u) + 〈qu,n, η(u)〉

}
+ ρ

2
‖η(u)‖2

= θ(u) < 0.

(2.72)

Teniendo en cuenta esto último, proponemos un método de descenso. Primero presen-

tamos el algoritmo conceptual, es decir, donde asumimos que todos los cálculos se pueden

realizar de manera exacta y probamos la convergencia del mismo. Luego damos un algorit-

mo implementable teniendo en cuenta los errores cometidos y probamos que un criterio de

parada adecuado, puede ser alcanzado en tiempo finito si los subproblemas involucrados

pueden resolverse con suficiente precisión.
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Para diseñar el algoritmo decidimos utilizar la condición de optimalidad (2.57), ya que

resulta la más adecuada entre las que presentamos. Por un lado, no involucra al conjunto

de tiempos cŕıticos, lo cual es una ventaja a la hora de obtener resultados de convergencia,

ya que la aplicación multivaluada u 7→ Cu no es en general continua. Por otro lado, agregar

el término cuadrático nos garantiza que la función a minimizar es fuertemente convexa y

por lo tanto sabemos que existe una única solución. Finalmente, bajo nuestras hipótesis,

se puede ver que θ y η son funciones continuas, (ver [75, Sección 5.4]).

La idea principal del algoritmo es en cada paso calcular la dirección de descenso dada

por el minimizador de (2.57) y luego seguir un paso de Armijo. Comenzamos presentando

el algoritmo de manera conceptual.

Algoritmo 2.1. (Algoritmo conceptual)

Paso 1: Elegir los parámetros α, β ∈ (0, 1) y ρ > 0. Definir k := 1 y elegir un control

inicial u1 ∈ UN
ad.

Paso 2: Calcular:

ynuk , f(ynuk), n = 0, ..., N,

Jh(uk) = máx
n=0,..,N

f(ynuk).

Paso 3: Calcular θ(uk) y η(uk) dados por (2.70) y (2.71), respectivamente.

Paso 4: Si θ(uk) = 0, Parar (uk satisface la condición de optimalidad). Si no, encontrar

el máximo λk = βj, j ∈ N0, tal que

Jh(uk + λk η(uk)) < Jh(uk) + αλk θ(uk).

Paso 5: Definir uk+1 := uk + λk η(uk), k := k + 1 y volver al Paso 2.

En la práctica, el Paso 3 en el que se calculan (2.70) y (2.71), no se puede hacer

de manera exacta. Por lo tanto un criterio de parada como el que aparece en el Paso 4

carece de sentido. Es por eso que resulta natural, reemplazarlo por el criterio |θ(uk)| ≤ ε,

con alguna tolerancia positiva ε. No obstante, gracias a la naturaleza de los problemas

(2.70) y (2.71) se pueden obtener soluciones muy precisas de los mismos. Notemos que,
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si introducimos una variable auxiliar ξ ∈ R, obtenemos el siguiente programa cuadrático

equivalente,

mı́n ρ
2
‖v‖2 + ξ

s.a. v ∈ UN
u , ξ ∈ R,

ξ ≥ f(ynu) + 〈qu,n, v〉 , n = 0, ..., N,

(2.73)

el cual puede resolverse de manera eficiente con algoritmos conocidos (por ejemplo [38]).

Teniendo esto en mente, presentamos ahora un algoritmo implementable, desde el punto

de vista computacional. El Algoritmo 2.2 es una versión inexacta del Algoritmo 2.1, pero

con un criterio de parada alcanzable.

Algoritmo 2.2. (Algoritmo implementable)

Paso 1: Elegir los parámetros α, β ∈ (0, 1), ρ > 0 y la tolerancia ε > 0. Definir k := 1 y

elegir un control inicial u1 ∈ UN
ad.

Paso 2: Calcular:

ynuk , f(ynuk), n = 0, ..., N,

Jh(uk) = máx
n=0,..,N

f(ynuk).

Paso 3: Obtener aproximaciones θ̂(uk) y η̂(uk) de (2.70) y (2.71), respectivamente, i.e.,

θ̂(uk) = máx
n=0,...,N

{
f(ynuk)− J

h(uk) + 〈quk,n, η̂(uk)〉
}

+
ρ

2
‖η̂(uk)‖2 ,

con

θ̂(uk) = θ(uk) + ekθ , η̂(uk) = η(uk) + ekη, (2.74)

donde ekθ ∈ R y ekη ∈ RN son errores desconocidos.

Paso 4: Si |θ̂(uk)| < ε, Parar. Si no, encontrar el máximo λk = βj, j ∈ N0, tal que

Jh(uk + λk η̂(uk)) < Jh(uk) + αλk θ̂(uk).

Paso 5: Definir uk+1 := uk + λk η̂(uk), k := k + 1 y volver al Paso 2.



Algoritmo 37

2.5.1. Convergencia del algoritmo

Teorema 2.5.1. Sea {uk}k∈N la sucesión de controles generada por el Algoritmo 2.1. En-

tonces, o bien {uk} es finita y termina en un minimizador de (P h), o bien es infinita y

todo punto de acumulación de {uk} es un control óptimo.

Demostración. Supongamos que la sucesión {uk}k∈N es infinita, luego como UN
ad es com-

pacto, existe una subsucesión {ukn}n∈N que converge a algún elemento ū ∈ UN
ad. Como el

funcional Jh es continuo, tenemos que

ĺım
n→∞

Jh(ukn) = Jh(ū). (2.75)

Como supusimos que {uk} es infinita, entonces debemos tener θ(uk) < 0 para todo k ∈ N

y

Jh(uk+1) < Jh(uk) + αλk θ(uk), ∀k ∈ N. (2.76)

Por lo tanto, la sucesión
{
Jh(uk)

}
k∈N es monótona decreciente y en consecuencia toda la

sucesión resulta convergente,

Jh(uk)→ Jh(ū). (2.77)

De (2.76), (2.77) y el hecho que λkθ(uk) < 0 para todo k ∈ N, obtenemos

ĺım
k→∞

λkθ(uk) = 0. (2.78)

Gracias al Teorema 2.3.5, para probar que ū es óptimo alcanza con probar que θ(ū) = 0.

Si suponemos que θ(ū) < 0, entonces existe λ̄, el máximo de la forma βj tal que

Jh(ū+ λ̄η(ū)) < Jh(ū) + αλ̄θ(ū). (2.79)

Como Jh, η y θ con continuas, existe N̄ ∈ N tal que

Jh(ukn + λ̄η(ukn))− Jh(ukn)− αλ̄θ(ukn) < 0, ∀n ≥ N̄ . (2.80)

Concluimos entonces que λkn ≥ λ̄ para todo n ≥ N̄ . Luego, de (2.78) tenemos

ĺım
n→∞

θ(ukn) = 0. (2.81)

Pero, de la continuidad de θ se deduce θ(ū) = 0, lo cual contradice nuestra suposición. Por

lo tanto, debemos tener θ(ū) = 0, i.e. ū es óptimo para (P h).
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Nota 2.5.2. Denotamos S al conjunto de soluciones de (P h), i.e.

S :=

{
ū ∈ Uhad : Jh(ū) = ı́nf

u∈Uhad
Jh(u)

}
. (2.82)

Luego, como el conjunto Uhad es compacto, del teorema anterior deducimos que si {uk} es

la sucesión generada por el Algoritmo 2.1 entonces,

d(uk,S)→ 0, (2.83)

donde d es la distancia eucĺıdea en Rr×N . En particular, si el conjunto S es un singulete,

como por ejemplo en el caso de un funcional de costo estrictamente convexo, entonces toda

la sucesión {uk} converge a la única solución óptima.

Ahora veremos un resultado de convergencia para el Algoritmo 2.2

Teorema 2.5.3. Sea {uk} la sucesión generada por el Algoritmo 2.2 y supongamos que en

cada iteración los subproblemas (2.70) y (2.71) se pueden resolver con suficiente precisión,

de manera que los errores cometidos verifican,

|ekθ | <
(1− α)ε

4
, |ekη| <

(1− α)ε

4L
, (2.84)

donde L es la constante de Lipschitz de Jh. Luego, {uk} es finita, i.e., existe K ∈ N tal

que |θ̂(uK)| < ε y por lo tanto el algoritmo termina.

Demostración. Supongamos que {uk} es infinita. Luego,

θ̂(uk) ≤ −ε < 0 (2.85)

y entonces η̂(uk) es una dirección de descenso para todo k ∈ N, y el paso de Armijo en el

Paso 4 del Algoritmo 2.2 está bien definido.

Usando los mismos argumentos que en la demostración del Teorema 2.5.1, existe una

subsucesión {ukn} que converge a algún ū y además, toda la sucesión verifica

Jh(uk)→ Jh(ū) y λkθ̂(uk)→ 0. (2.86)

De (2.85) se deduce

λk → 0. (2.87)
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Además, de (2.84) y (2.85) deducimos que para todo k ∈ N,

θ(uk) ≤ −
3

4
ε. (2.88)

De la continuidad de θ resulta,

θ(ū) ≤ −3

4
ε < 0, (2.89)

y entonces η(ū) es una dirección de descenso. Luego, para ᾱ = 1+α
2
∈ (0, 1), existe λ̄ =

β j̄ > 0 tal que

Jh(ū+ λ̄η(ū)) < Jh(ū) + ᾱλ̄θ(ū), (2.90)

De la continuidad de Jh, η y θ, existe N̄ ∈ N tal que

Jh(ukn + λ̄η(ukn))− Jh(ukn)− ᾱλ̄θ(ukn) < 0, ∀n ≥ N̄ . (2.91)

De (2.74), (2.84), (2.91) y como Jh es Lipschitz continua, obtenemos

Jh(ukn + λ̄η̂(ukn))− Jh(ukn)− ᾱλ̄θ̂(ukn) ≤ λ̄
(
L|ekη|+ ᾱ|ekθ |

)
<

(1− α)λ̄ε

2
, (2.92)

y de la definición de ᾱ y (2.85), podemos deducir

Jh(ukn + λ̄η̂(ukn))− Jh(ukn)− αλ̄θ̂(ukn) <
(1− α)λ̄ε

2
+ (ᾱ− α)λ̄θ̂(ukn) ≤ 0. (2.93)

Por lo tanto, λkn ≥ λ̄ para todo n ≥ N̄ , lo cual contradice (2.87). Concluimos que la

sucesión {uk} debe ser finita.

2.6. Resultados Numéricos

En esta sección mostraremos una implementación del Algoritmo 2.1 en un ejemplo

académico sencillo. Es un caso particular del problema minimax estudiado en [65]. Más

precisamente el problema que consideramos es,

mı́n
u

{
máx
t∈[0,6]

{y1(t) + y2(t)}
}
,

sujeto a  ẏ1

ẏ2

 =

 y2

u

 ,

 y1(0)

y2(0)

 =

 2

2

 , |u| ≤ 1.
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Como fue probado en [65], existen infinitos controles óptimos para este problema, pero

todos satisfacen u(t) ≡ −1 para t ∈ [0, 1). Además, el valor óptimo se obtiene para t = 1

con f(1) = 4,5.

Nuestro esquema reprodujo estos resultados en los ensayos numéricos realizados. El

Algoritmo 2.1 fue programado utilizando Scilab 5.4.1 (INRIA-ENPC, ver www.scilab.org)

y se ejecutó en una Intel i7 2.67GHz con 8Gb de RAM. Cada iteración comprende la

resolución de un programa cuadrático (el cual se resuelve con la caja de herramientas

quapro) y una búsqueda lineal de Armijo.

Cuadro 2.1: Función valor discreta, errores e iteraciones

N h V h |V h − V | |θ(uk)| Iter. Tiempo (s)

60 0.100000 4.550010 0.050010 9.85e-06 136 3.73

120 0.050000 4.525000 0.025000 3.42e-07 1 0.10

240 0.025000 4.512500 0.012500 1.71e-07 1 0.48

480 0.012500 4.506250 0.006250 8.56e-08 1 2.37

960 0.006250 4.503125 0.003125 4.28e-08 1 24.13

1920 0.003125 4.501563 0.001563 2.14e-08 1 235.25

El Cuadro 2.1 muestra los resultados obtenidos para 6 particiones sucesivas del intervalo

[0, 6], comenzando con N = 60 (i.e. h = 0,1) y duplicando esta cantidad en los ensayos

siguientes. El test de parada utilizado fue |θ(uk)| < εN , con εN = 60
N

10−5.

En cada caso exponemos el valor óptimo, el error y el valor de |θ(uk)|, aśı como también

la cantidad de iteraciones necesarias y el tiempo computacional requerido. En el primer

ensayo (N = 60) utilizando un control constante arbitrario y para las particiones sucesivas

tomamos como control inicial a la interpolación lineal del control obtenido en el ensayo

anterior. Esta elección de controles iniciales reduce notablemente el tiempo computacional

requerido, para los ensayos que siguen al primero.

La figura 2.1 muestra las gráficas de la función f evaluada en algunas iteraciones de yuk .
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Se puede observar como el máximo desciende en las sucesivas iteraciones y esto se debe a

que el Algoritmo 2.1 es un método de descenso.

Figura 2.1: Iteraciones de f

La figura 2.2 muestra el control u obtenido por el Algoritmo 2.1 y la gráfica de la función

f evaluada en el estado asociado a u. Obtenemos que u(t) = −1 para t ∈ [0, 1), y f asume

su máximo en t = 1 con un valor cercano a 4,5, como era esperado de lo expuesto en [65].

Figura 2.2: Control óptimo u y función f evaluada en la trayectoria óptima

Remarcamos que en [65] el algoritmo está basado en una condición de optimalidad que

se deriva del PMP y cuya implementación requiere asumir que la función objetivo tiene un

máximo aislado. La ventaja de nuestro enfoque es que no necesitamos hacer esa suposición.
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Caṕıtulo 3

Problema de control óptimo minimax

con incerteza

En este caṕıtulo estudiaremos un problema de control óptimo minimax con incertezas.

El objetivo es minimizar la esperanza del supremo de una cierta función de costo, la cual

depende de la trayectoria controlada y del parámetro estocástico. El estado viene dado por

una ecuación diferencial lineal, donde los coeficientes involucrados también dependen del

parámetro estocástico.

Lo primero que haremos será aproximar al problema mediante aproximaciones por

promedios muestrales (SAA, por sus siglas en inglés, sample average approximations). Es

decir, se toma una muestra aleatoria fija y se plantea un nuevo problema de control óptimo,

el cual ahora resulta determinista. Estudiaremos la epi-convergencia de las funciones de

costo, asociadas a estos nuevos problemas, a medida que el tamaño de la muestra tiende a

infinito. También analizaremos la convergencia de minimizadores.

Con el objetivo de obtener soluciones numéricas para estos nuevos problemas, plan-

teamos un esquema de Euler en tiempo discreto, con el cual obtenemos nuevos problemas

de control óptimo. Veremos que cuando el paso de tiempo tiene a cero, los valores de los

problemas discretos tienden al valor del problema que se obtiene mediante SAA. También

demostraremos que existe una sucesión de problemas en tiempo discreto, para la cual,

cualquier punto de acumulación de toda sucesión de minimizadores es una solución del

problema original.

43
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Por último, estudiaremos condiciones de optimalidad para los tres tipos de problemas

definidos, las cuales nos serán de utilidad para plantear métodos numéricos de resolución.

En particular, adaptaremos el algoritmo presentado en el Caṕıtulo 2, para este nuevo

problema discreto y veremos que siguen valiendo los mismos resultados de convergencia

que teńıamos. Al final del caṕıtulo mostraremos algunos ejemplos numéricos.

3.1. Introducción

En este caṕıtulo combinaremos algunos de los resultados presentados en el caṕıtulo

anterior, que se resumen en [46], con los recientemente publicados en [74]. Consideramos un

problema de control óptimo, donde el estado está dado por una dinámica lineal, donde los

coeficientes involucrados en la ecuación de estado dependen de cierto parámetro estocástico,

pero los controles admisibles son funciones que dependen sólo del tiempo. El objetivo es

minimizar un funcional que está dado por la esperanza del supremo sobre un intervalo de

tiempo finito, de una función que depende tanto del estado como del parámetro estocástico.

Recientemente en [74], los autores presentan un enfoque numérico para resolver un

problema de control óptimo con incertezas, con costo de tipo Mayer. La idea principal es

aproximar al valor esperado por una aproximación de tipo SAA (ver [52, 79]). Bajo ciertas

hipótesis de diferenciabilidad demuestran la epi-convergencia de los funcionales de costo

y también que todos los puntos de acumulación de la sucesión de minimizadores de los

problemas aproximados son controles óptimos para el problema original.

A diferencia de dicho trabajo, en este caṕıtulo consideraremos un funcional de costo que

involucra un supremo, lo cual nos permite debilitar ciertas hipótesis de diferenciabilidad,

ya que no es de esperar que la función objetivo sea diferenciable. Justamente, para lidiar

con este inconveniente es que sumaremos hipótesis de convexidad como lo hicimos en el

caṕıtulo anterior. Consideraremos que la función involucrada en el costo depende del estado

y del parámetro estocástico. Utilizando ciertas nociones y resultados previos sobre epi-

convergencia y funciones aleatorias semicontinuas inferiormente, analizaremos la relación

entre el problema original y los que se obtienen como resultado de SAA.

Con el objetivo de encontrar aproximaciones numéricas de dichos problemas, planteare-
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mos problemas discretos en tiempo, para los cuales también estudiaremos la convergencia

de los valores. Además probaremos que existe una sucesión de problemas de tiempo dis-

creto para los cuales, todo punto de acumulación de la sucesión de minimizadores es una

solución del problema original. Daremos condiciones de optimalidad para los tres tipos de

problemas, y modificando adecuadamente el método desarrollado en el caṕıtulo anterior,

propondremos un algoritmo de descenso para resolver el problema en tiempo discreto.

3.2. Problemas de control óptimo minimax

En esta sección presentaremos los tres tipos de problemas con los que trabajaremos a lo

largo de la misma. Comenzamos introduciendo el problema de control minimax con incer-

tezas que queremos resolver, al cual denotamos con (P ). Luego presentamos una primera

aproximación del mismo v́ıa SAA, que notaremos (PM), donde M es el tamaño de la mues-

tra, y por último un problema discreto en tiempo (P h
M) que aproxima a (PM), donde h es el

tamaño de la discretización temporal. Establecemos las hipótesis con las que trabajaremos

a lo largo del caṕıtulo y por último, veremos que los problemas están bien planteados y

que poseen solución.

3.2.1. Problema de control óptimo minimax con incertezas

Sea (Ω,A,P) un espacio de probabilidad completo. Consideramos en el intervalo [0, T ],

con T <∞, el siguiente sistema con incertezas
d
dt
y(t, ω) = g(t, y(t, ω), u(t), ω), t ∈ [0, T ]

y(0, ω) = x+ φ(ω), x ∈ Rn,

(3.1)

donde ω ∈ Ω, y g : [0, T ] × Rn × Rr × Ω → Rn y φ : Ω → Rn son funciones dadas.

Notamos con yu(t, ω) ∈ Rn al estado asociado al control u(t) ∈ Rr. Definimos el conjunto

de controles admisibles como,

Uad =
{
u ∈ L2[0, T ] : u(t) ∈ Uad ⊂ Rr, p.c.t. t ∈ [0, T ]

}
, (3.2)
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donde Uad es un conjunto compacto y convexo. El objetivo es minimizar el funcional J :

L2[0, T ]→ R definido por

J(u) = E

[
sup
t∈[0,T ]

f(yu(t, ω), ω)

]
, (3.3)

con f : Rn × Ω → R. Luego, el problema de control óptimo minimax con incertezas que

consideramos es

mı́n J(u); u ∈ Uad. (P )

Con el objetivo de obtener un problema bien planteado, realizamos las siguientes hipóte-

sis a lo largo de este caṕıtulo.

(H1) Hipótesis sobre la dinámica:

a) La función g es una función af́ın de y y u, i.e. tiene la forma

g(t, y, u, ω) = A(t, ω)y +B(t, ω)u+ C(t, ω), (3.4)

donde A : [0, T ] × Ω → Rn×n, B : [0, T ] × Ω → Rn×r y C : [0, T ] × Ω → Rn

son funciones Carathéodory y están acotadas en [0, T ] × Ω. Para Ψ = A,B,C

denotamos con MΨ una cota de dichas funciones.

b) Existen funciones medibles LΨ : Ω→ R, tales que para todo t, s ∈ [0, T ] y para

cada ω ∈ Ω,

|Ψ(t, ω)−Ψ(s, ω)| ≤ LΨ(ω)|t− s|. (3.5)

c) La función φ es medible y acotada en Ω y denotamos con Mφ a una cota.

(H2) Hipótesis sobre el costo:

a) La función f es Carathéodory y la aplicación y 7→ f(y, ω) es convexa y conti-

nuamente diferenciable para cada ω ∈ Ω.

b) Existe una función Cf : Ω→ R que pertence a L1(Ω), tal que para todo y ∈ Rn,

y ω ∈ Ω,

|∇yf(y, ω)| ≤ Cf (ω) [|y|+ 1] . (3.6)

c) Existe x̄ ∈ Rn tal que f(x̄, ·) pertenece a L1(Ω).
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Empezamos mostrando que el estado está acotado y luego analizamos la sensibilidad

del estado con respecto al control.

Lema 3.2.1. Bajo la hipótesis (H1), para cada u ∈ L2[0, T ] y ω ∈ Ω existe una única

solución yu del sistema (3.1), y la aplicación (t, ω) 7→ yu(t, ω) es una función Carathéodory.

Además, existe C > 0 tal que para cada ω ∈ Ω,

sup
t∈[0,T ]

|yu(t, ω)| ≤ C[|x|+ ‖u‖L2 + 1]. (3.7)

Demostración. Para cada ω ∈ Ω, la ecuación de estado (3.1) es un sistema determinista

lineal, por lo tanto es claro que existe una única solución yu(·, ω), la cual es continua con

respecto a su primera variable. Además de la hipótesis (H1) se desprende que la función

de estado yu es Carathéodory. En efecto, del Teorema de Picard ([49]), sabemos que para

cada ω ∈ Ω,

yu(t, ω) = ĺım
n→∞

yn(t, ω), (3.8)

donde y0(t, ω) = x+ φ(ω) y para todo n ≥ 0, yn+1(t, ω) = y0(t, ω) +
∫ t

0
yn(s, ω)ds. Es claro

que para cada n ∈ N y t ∈ [0, T ], la función yn(t, ·) es medible en Ω. Podemos concluir

entonces que la función ĺımite también es medible, y con ello concluimos que la aplicación

(t, ω) 7→ yu(t, ω) es una función Carathéodory.

Ahora, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

|yu(t, ω)| ≤
∫ t

0
|A(s, ω)||yu(s, ω)|ds+

∫ t
0
|B(s, ω)||u(s)|ds

+
∫ t

0
|C(s, ω)|ds+ |x|+ |φ(ω)|

≤
∫ t

0
|A(s, ω)||yu(s, ω)|ds+ T

1
2MB||u||L2 + TMC + |x|+ |φ(ω)|.

(3.9)

Luego, del Lema de Grönwall obtenemos

sup
t∈[0,T ]

|yu(t, ω)| ≤M(u, ω), (3.10)

donde M(u, ω) := [T
1
2MB‖u‖L2 +TMC + |x|+ |φ(ω)|]eTMA . Como la función φ es acotada,

deducimos (3.7).
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Nota 3.2.2. Sea K ⊂ Rn un conjunto acotado, luego para todo y, x ∈ K, de la hipótesis

(H2) tenemos

|f(x, ω)− f(y, ω)| ≤
∫ 1

0
|∇yf(y + ξ(x− y), ω)||x− y|dξ

≤ Cf (ω) [|y|+ |x− y|+ 1] |x− y|

≤ C̃f (ω)|x− y|,

(3.11)

donde C̃f ∈ L1(Ω) ya que K es acotado. En particular, del lema previo, existe Lf ∈ L1(Ω)

tal que para todo u, v ∈ Uad y ω ∈ Ω obtenemos

sup
t∈[0,T ]

|f(yu(t, ω), ω)− f(yv(t, ω), ω)| ≤ Lf (ω) sup
t∈[0,T ]

|yu(t, ω)− yv(t, ω)|. (3.12)

Esta última desigualdad será de gran utilidad en lo que sigue.

Lema 3.2.3. Si vale (H1), entonces existe una constante C > 0 tal que para todo u, v ∈

L2[0, T ] y ω ∈ Ω se tiene

sup
t∈[0,T ]

|yu(t, ω)− yv(t, ω)| ≤ C‖u− v‖L2 . (3.13)

Demostración. De la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos,

|yu(t, ω)− yv(t, ω)| ≤
∫ t

0
|A(s, ω)||yu(s, ω)− yv(s, ω)|ds

+
∫ t

0
|B(s, ω)||u(s)− v(s)|ds

≤
∫ t

0
|A(s, ω)||yu(s, ω)− yv(s, ω)|ds

+T
1
2MB‖u− v‖L2 .

(3.14)

Luego, el resultado se obtiene al aplicar el Lema de Grönwall, definiendo C := T
1
2MBe

TMA .

Para demostrar que el funcional J está bien definido, necesitamos el siguiente resultado.

Para facilitar la notación definimos F : L2[0, T ]× Ω→ R, como

F (u, ω) := máx
t∈[0,T ]

f(yu(t, ω), ω). (3.15)
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Proposición 3.2.4. Supongamos que valen (H1) y (H2). Entonces, la función F está

bien definida, es Carathéodory y existe una función integrable LF : Ω → R tal que para

todo u, v ∈ Uad,

|F (u, ω)− F (v, ω)| ≤ LF (ω)‖u− v‖L2 . (3.16)

Demostración. Primero, del Lema 3.2.1 sabemos que la aplicación t 7→ yu(t, ω) es continua,

y de (H2) también lo es la función f con respecto a su primera variable. Luego, en realidad

supt∈[0,T ] f(yu(t, ω), ω) es un máximo, por lo tanto F está bien definida.

Ahora, de la Nota 3.2.2, para cada ω ∈ Ω tenemos,

|F (u, ω)− F (v, ω)| ≤ máxt∈[0,T ] |f(yu(t, ω))− f(yv(t, ω))|

≤ Lf (ω) máxt∈[0,T ] |yu(t, ω)− yv(t, ω)|

≤ Lf (ω)C‖u− v‖L2[0,T ]

(3.17)

donde C está dada por el Lema 3.2.3. Luego, la aplicación u 7→ F (u, ω) es continua para

todo ω ∈ Ω y entonces (3.16) vale con LF (ω) := Lf (ω)C. De (H2) deducimos que LF

pertenece a L1(Ω).

Ahora nos falta demostrar que para cada u ∈ Uad la aplicación ω 7→ F (u, ω) es medible.

Para ello, fijamos u ∈ Uad. Del Lema 3.2.1 sabemos que para todo t ∈ [0, T ] la aplicación

ω 7→ yu(t, ω) es medible. Como f es Caratheódory, y por lo tanto es conjuntamente medible,

deducimos que ω 7→ f(yu(t, ω), ω) es medible. Luego la función ψ : Ω→ R definida como

ψ(ω) = sup
t∈[0,T ]∩Q

f(yu(t, ω), ω) (3.18)

es medible. Como f es continua con respecto a su primera variable y la aplicación t 7→

yu(t, ω) es continua para cada ω ∈ Ω, de la densidad de los números racionales obtenemos

ψ(ω) = F (u, ω). (3.19)

Concluimos que F (u, ·) es medible.

Nota 3.2.5. Es claro entonces que bajo las hipótesis (H1) y (H2), se tiene

J(u) = E[F (u, ω)]. (3.20)
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Corolario 3.2.6. Si suponemos que (H1) y (H2) valen, entonces el funcional J está bien

definido y el problema (P ) tiene solución.

Demostración. Como la función F (u, ·) es medible, es claro que J está bien definido. Ahora

para demostrar la existencia de minimizadores, empezamos probando que J es una función

propia. Para cada u ∈ Uad, tenemos

F (u, ω) = máx
t∈[0,T ]

f(yu(t, ω), ω) ≥ f(x+ φ(ω), ω). (3.21)

Además de (H2) se obtiene que ω 7→ f(x + φ(ω), ω) es integrable, en efecto, de la Nota

3.2.2,

|f(x+ φ(ω), ω)| ≤ |f(x̄, ω)|+ Lf (ω)|x+ φ(ω)− x̄|, (3.22)

y el lado derecho de la ecuación anterior pertenece a L1(Ω), pues f(x̄, ·) ∈ L1(Ω), φ es

acotada y Lf ∈ L1(Ω). Podemos concluir que J(u) > −∞ para todo u ∈ Uad. Ahora, para

ver que J no es identicamente +∞, del Lema 3.2.1, para cada u ∈ Uad y para todo t ∈ [0, T ]

y ω ∈ Ω, tenemos

|f(yu(t, ω), ω)| ≤ |f(x+ φ(ω), ω)|+ Lf (ω)|yu(t, ω)− yu(0, ω)|

≤ |f(x+ φ(ω), ω)|+ Lf (ω)2C [|x|+ ‖u‖L2 + 1] .

(3.23)

Nuevamente, de (H2) el lado derecho resulta integrable, y por lo tanto J(u) es finito.

De la proposición anterior, para u, v ∈ Uad se obtiene

|J(u)− J(v)| ≤ E[LF ]‖u− v‖L2[0,T ]. (3.24)

Luego, J es una función Lipschitz continua en Uad. Como para cada ω ∈ Ω, la función f(·, ω)

es convexa, y la ecuación de estado es lineal, podemos concluir que la función F (·, ω) es

convexa en Uad. De la linealidad de la esperanza, resulta J convexa en Uad. Por lo tanto, J

es débilmente semicontinua inferiormente en Uad, ya que es convexa y continua. Como el

conjunto imagen de los controles Uad es compacto, el conjunto de controles Uad es cerrado y

acotado en L2[0, T ]. Usando los mismo argumentos que en el Lema 2.2.3, podemos deducir

que existe un minimizador de J en Uad.
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3.2.2. Aproximaciones por promedios muestrales (SAA)

Con el objetivo de aproximar al problema presentado en la sección anterior definire-

mos un problema de control óptimo determinista, donde el costo es un promedio muestral

con respecto a la función de costo del problema original. Bajo las mismas hipótesis, fi-

jado M ∈ N, sea {ω1, . . . , ωM} una muestra aleatoria, independientemente P-distribuida.

Consideramos en el intervalo [0, T ], el estado dado por el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias,
d
dt
y(t, ωi) = g(t, y(t, ωi), u(t), ωi), t ∈ [0, T ]

y(0, ωi) = x+ φ(ωi),
∀i = 1, . . . ,M. (3.25)

El funcional de costo JM : L2[0, T ]→ R, está definido como

JM(u) :=
1

M

M∑
i=1

F (u, ωi). (3.26)

Luego, el problema de control óptimo que consideramos es

mı́n JM(u); u ∈ Uad. (PM)

Como mencionamos anteriormente, el problema (PM) es un problema de control óptimo

determinista, y bajo las hipótesis (H1) y (H2), es claro que está bien definido. Veamos

ahora que también tenemos la existencia de minimizadores para este problema.

Proposición 3.2.7. Supongamos que (H1) y (H2) son ciertas, luego para todo M ∈ N y

toda muestra aleatoria {ω1, . . . , ωM}, existe una solución de (PM).

Demostración. Para cada ωi, con i = 1, . . . ,M , la función u 7→ F (u, ωi) es continua y

convexa, por serlo la función f y por considerar una dinámica lineal. Por lo tanto también

resulta continuo y convexo el funcional JM , lo cual implica que es débilmente semicontinuo

inferiormente en Uad. Como el conjunto Uad es cerrado y acotado en el espacio reflexivo

L2[0, T ], podemos concluir que existe un minimizador de JM en dicho conjunto.

3.2.3. Aproximación discreta en tiempo

En la próxima sección detallaremos en qué sentido (PM) aproxima a (P ). Sin embargo

(PM) si bien es un problema de control óptimo determinista, sigue estando planteado en
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tiempo continuo sobre el intervalo [0, T ]. Es por esto que con el objetivo de encontrar

soluciones numéricas, definimos un problema aproximado en tiempo discreto, el cual será

fácil de resolver con el algoritmo que presentaremos más adelante.

A lo largo de esta sección, fijamos M ∈ N y {ω1, . . . , ωM} una muestra aleatoria inde-

pendientemente P-distribuida. Dividimos al intervalo [0, T ] en N subintervalos de longitud

h = T/N y restringimos el conjunto de controles al de los controles seccionalmente cons-

tantes, i.e.,

Uh = {u ∈ L2[0, T ] : u es constante en [kh, (k + 1)h), k = 0, ..., N − 1}. (3.27)

Luego el conjunto de controles admisibles será,

Uhad = {u ∈ Uh : u(t) ∈ Uad ⊂ Rr p.c.t. t ∈ [0, T ]}. (3.28)

Un control discreto u ∈ Uhad se puede identificar con el vector (un)N−1
n=0 ∈ Rr×N , donde

un ∈ Uad para todo n = 0, . . . , N−1, luego al conjunto Uhad se lo identifica con UN
ad ⊂ Rr×N .

Introducimos un sistema aproximado en tiempo discreto. Para cada u ∈ Uh definimos

al estado yu de manera recursiva como sigue,
yn+1
u (ωi) = ynu(ωi) + hg(tn, y

n
u(ωi), u

n, ωi), n = 0, ..., N − 1,

y0
u(ωi) = x+ φ(ωi),

(3.29)

para i = 1, . . . ,M . Definimos al funcional JhM : Uh → R como

JhM(u) :=
1

M

M∑
i=1

máx
n=0,...,N

f(ynu(ωi), ωi).

Luego, el problema de control óptimo en tiempo discreto que consideramos es

mı́n JhM(u); u ∈ Uhad. (P h
M)

En este caso, es claro que existe solución del problema dado que estamos minimizando el

funcional continuo JhM sobre el conjunto compacto Uhad.

3.3. Convergencia

En esta sección analizamos la relación que existe entre los tres problemas descriptos

anteriormente. Comenzamos demostrando que las funciones objetivo de (PM) epi-convergen
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a la función objetivo de (P ) cuando M tiende a infinito. También mostramos que los puntos

de acumulación de una sucesión de minimizadores de (PM) son minimizadores de (P ) y

que los valores asociados a (PM) convergen al valor del problema (P ). Luego, estudiamos

la discretización en tiempo y probamos que la sucesión de valores de (P h
M) converge al

valor de (PM) cuando h tiende a cero. Finalizaremos la sección mostrando que existe una

sucesión de problemas discretos (P hM
M ) para la cual todos los puntos de acumulación de la

sucesión de minimizadores son soluciones óptimas para (P ).

Como primer resultado de convergencia, de la Ley de los Grandes Números, sabemos

que cuando M → ∞, JM(u) → J(u) para casi todo u ∈ Uad. Ahora presentamos un

resultado de convergencia más fuerte.

Teorema 3.3.1. Bajo las hipótesis (H1) y (H2), sea {ω1, . . . , ωM} una muestra aleatoria

independientemente P-distribuida, entonces JM
epi→ J cuando M →∞, casi seguramente.

Demostración. Del Lema 3.2.4, la función F es Carathéodory, lo cual implica que F es

B ⊗ A-medible y continua con respecto a u para cada ω ∈ Ω. Por lo tanto, podemos

concluir que F es una función aleatoria semicontinua inferiormente. Además tenemos que

F (u, ω) = máx
t∈[0,T ]

f(yu(t, ω), ω) ≥ f(yu(0, ω), ω) = f(x+ φ(ω), ω). (3.30)

Luego, como en la prueba del Corolario 3.2.6 podemos ver que la aplicación ω 7→ f(x +

φ(ω), ω) pertenece a L1(Ω). Por lo tanto, del Teorema 1.1.5 podemos concluir que JM
epi→ J

casi seguramente.

Bajo las mismas hipótesis, tenemos el siguiente resultado sobre la convergencia de mi-

nimizadores y de los valores de (PM) al de (P ).

Teorema 3.3.2. Sea {uM}M∈N una sucesión de controles óptimos para (PM) y sea ū un

punto de acumulación de dicha sucesión, i.e. ū = ĺımM∈K uM donde K es un subconjunto

infinito de N. Entonces, ū es un minimizador de (P ) y además se tiene ĺımM∈K JM(uM) =

J(ū).

Demostración. Como las funciones JM y J son convexas, todos los minimizadores locales

son globales. Podemos entonces aplicar el Teorema 1.1.6 pues JM es continua para todo

M ∈ N y del Teorema 3.3.1, JM
epi→ J casi seguramente en Uad.
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Con el objetivo de estudiar la relación entre (P h
M) y (P ), comenzamos comparando los

estados continuo y discreto asociados a un control dado u ∈ Uhad. Notemos que Uhad ⊂ Uad.

En lo que sigue, asumimos que M ∈ N y la muestra aleatoria {ω1, . . . , ωM} están fijos.

Lema 3.3.3. Sea u ∈ Uhad un control dado. Sea yu la única solución de (3.1) y (ynu) la

única solución de (3.29), ambas asociadas a u. Entonces, para todo ωi, i = 1, . . . ,M existe

C(ωi) tal que

máx
n=0,...,N

|yu(tn, ωi)− ynu(ωi)| ≤ C(ωi)h. (3.31)

Demostración. Primero, para cada u ∈ Uad y para todo tn ≤ t < tn+1 tenemos

|yu(t, ω)− yu(tn, ω)| ≤
∫ t

tn

|A(s, ω)yu(s, ω)|ds+

∫ t

tn

|B(s, ω)u(s)|ds+

∫ t

tn

|C(s, ω)|ds. (3.32)

Denotamos MU a una cota del conjunto compacto Uad. Luego si definimos Ly := MAMy +

MBMU +MC , donde My está dado por el Lema 3.2.1, obtenemos

sup
tn≤t<tn+1

|yu(t, ω)− yu(tn, ω)| ≤ Lyh. (3.33)

Ahora, en lo que sigue, para simplificar la notación omitimos el argumento ωi. Para todo

n = 0, . . . , N − 1, tenemos

|yu(tn+1)− yn+1
u | ≤ |yu(tn)− ynu |+

∫ tn+1

tn
|A(s)yu(s)− A(tn)ynu |ds

+
∫ tn+1

tn
|B(s)un −B(tn)un|ds+

∫ tn+1

tn
|C(s)− C(tn)|ds

≤ |yu(tn)− ynu |+
∫ tn+1

tn
|[A(s)− A(tn)]yu(s)|ds

+
∫ tn+1

tn
|A(tn)[yu(s)− ynu ]|ds

+
∫ tn+1

tn
|[B(s)−B(tn)]un|ds+

∫ tn+1

tn
|C(s)− C(tn)|ds

≤ |yu(tn)− ynu |+
∫ tn+1

tn
LAh|yu(s)|+MA|yu(s)− ynu |ds

+
∫ tn+1

tn
LBh|un|ds+

∫ tn+1

tn
LChds

(3.34)

Por otro lado, para todo tn ≤ t < tn+1

|yu(t)− ynu | ≤ |yu(t)− yu(tn)|+ |yu(tn)− ynu | ≤ Lyh+ |yu(tn)− ynu |. (3.35)
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Podemos deducir,

|yu(tn+1)− yn+1
u | ≤ |yu(tn)− ynu |+ h2MyLA + hMA[Lyh+ |yu(tn)− ynu |]

+h2LBMU + h2LC

= (1 + hMA)|yu(tn)− ynu |+ h2C2

≤ (1 + hMA)n|yu(t0)− y0
u|+

∑n−1
k=0(1 + hMA)kh2C2

≤ NehMANh2C2

= hTeTMAC2,

(3.36)

donde C2(ωi) := MyLA(ωi) +MALy +LB(ωi)MU +LC(ωi). Por lo tanto, podemos concluir

el resultado definiendo C(ωi) := TeTMAC2(ωi).

Ahora probaremos uno de los principales resultados de esta sección, mostraremos que

el valor del problema discreto en tiempo (P h
M) converge al valor del problema continuo en

tiempo (PM).

Teorema 3.3.4. Sea ūh un control óptimo para (P h
M) y ū una solución óptima para (PM),

entonces

ĺım
h↓0

JhM(ūh) = JM(ū). (3.37)

Demostración. Sea Nh ∈ N tal que h = T
Nh

. Como Uhad ⊂ Uad, cualquier uh ∈ Uhad es un

control admisible para (PM), luego

|JM (uh)− JhM (uh)| ≤
M∑
i=1
| máx
t∈[0,T ]

f(yuh(t, ωi), ωi)− máx
n=0,...,Nh

f(yn
uh

(ωi), ωi)|

≤
M∑
i=1
| máx
t∈[0,T ]

f(yuh(t, ωi), ωi)− máx
n=0,...,Nh

f(yuh(tn, ωi), ωi)|

+
M∑
i=1
| máx
n=0,...,Nh

f(yuh(tn, ωi), ωi)− máx
n=0,...,Nh

f(yn
uh

(ωi), ωi)|

≤
M∑
i=1

Lf (ωi)Lyh+
M∑
i=1

Lf (ωi)C(ωi)h.

(3.38)

Donde la última desigualdad vale gracias a (3.31), (3.33) y la Nota 3.2.2. Como los puntos

{ω1, . . . , ωM} están fijos, podemos concluir que existe C̄M > 0, tal que

|JM(uh)− JhM(uh)| ≤ C̄Mh. (3.39)
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Ahora, de la optimalidad de ū tenemos,

JM(ū) ≤ JM(ūh) ≤ JM(ūh)− JhM(ūh) + JhM(ūh) ≤ JhM(ūh) + C̄Mh. (3.40)

Por otro lado, para todo ε > 0, de la densidad de la funciones uniformemente continuas

en L2[0, T ], las cuales pueden ser aproximadas por funciones seccionalmente continuas,

deducimos que existe Nε tal que para todo Nh > Nε existe ûh ∈ Uhad tal que

‖ū− ûh‖L2 < ε. (3.41)

Como F (·, ωi) es Lipschitz continua para todo i = 1, . . . ,M , entonces JM también resulta

Lipschitz continua y denotamos con LJM a la constante de Lipschitz asociada. Como ūh es

óptimo para (P h
M), de (3.39) y (3.41) obtenemos

JhM(ūh) ≤ JhM(ûh)

≤ JhM(ûh)− JM(ûh) + JM(ûh)

≤ C̄Mh+ JM(ûh)− JM(ū) + JM(ū)

≤ C̄Mh+ LJMε+ JM(ū).

(3.42)

Luego, de (3.40) y (3.42), como ε es arbitrario podemos concluir que

ĺım
h↓0

JhM(ūh) = JM(ū). (3.43)

Teorema 3.3.5. Para cada M ∈ N existe hM > 0 con hM → 0 cuando M → ∞ tal que

si ūhMM ∈ UhMad es un control óptimo para (P hM
M ), entonces todo punto de acumulación de la

sucesión {ūhMM } es un control óptimo para (P ).

Demostración. Del teorema anterior sabemos que para cada M ∈ N,

ĺım
h↓0

JhM(ūhM) = JM(ūM), (3.44)

donde ūhM es una solución óptima de (P h
M) y ūM es un control óptimo para (PM). Luego,

podemos elegir hM > 0 tal que

JhMM (ūhMM ) ≤ JM(ūM) +
1

M
. (3.45)
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Es claro también que podemos elegir hM → 0 de manera que C̄MhM → 0 cuando M →∞.

Ahora, sea ū un punto de acumulación de {ūhMM }, i.e. existe una subsucesión de {ūhMM },

que seguiremos denotando {ūhMM } tal que ūhMM → ū. Entonces, de la epi-convergencia de

JM a J dada por el Teorema 3.3.1 y de (3.39) obtenemos,

J(ū) ≤ ĺım ı́nf JM(ūhMM )

≤ ĺım ı́nf{JM(ūhMM )− JhM(ūhMM ) + JhM(ūhMM )}

≤ ĺım ı́nf{C̄MhM + JM(ūM) + 1
M
}

= ı́nfu∈Uad J(u)

(3.46)

donde la última desigualdad vale gracias al Teorema 3.3.2. Podemos concluir que ū es un

control óptimo para (P ).

3.4. Condiciones de Optimalidad

En esta sección, siguiendo las ideas del caṕıtulo anterior, presentamos condiciones de

optimalidad para los tres problemas que describimos anteriormente. En particular, una

de ellas nos será de utilidad para diseñar el algoritmo que presentaremos en la próxima

sección.

3.4.1. Problema de control óptimo minimax con incertezas

Comenzamos estudiando la diferenciabilidad direccional del funcional J . Recordamos

que con TUad(u) denotamos al cono tangente a Uad en u.

Proposición 3.4.1. Bajo las hipótesis (H1) y (H2), el funcional J es direccionalmente

diferenciable para cualquier u ∈ U y la derivada direccional en una dirección v ∈ TUad(u)

está dada por

J ′(u; v) = E

[
sup
t∈Cu,ω

〈∇f(yu(t, ω), ω), zv(t, ω)〉

]
, (3.47)

donde Cu,ω es el conjunto de tiempo cŕıticos

Cu,ω = argmax
t∈[0,T ]

f(yu(t, ω), ω), (3.48)
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y zv es la única solución de la ecuación diferencial d
dt
z(t, ω) = A(t, ω)z(t, ω) +B(t, ω)v(t), t ∈ [0, T ]

z(0, ω) = 0,
(3.49)

para todo ω ∈ Ω.

Demostración. Fijamos ω ∈ Ω, de la Proposición 2.2.4 del caṕıtulo anterior, sabemos que

F (·, ω) es direccionalmente diferenciable en cada u ∈ Uad y la derivada direccional en una

dirección v ∈ TUad(u) está dada por

F ′(u, ω; v) = sup
t∈Cu,ω

〈∇f(yu(t, ω), ω), zv(t, ω)〉 , (3.50)

donde Cu,ω está definido en (3.48) y zv(·, ω) resuelve (3.49).

Para todo h > 0, del Lema 3.2.4 tenemos∣∣∣∣F (u+ hv, ω)− F (u, ω)

h

∣∣∣∣ ≤ LF (ω)h‖v‖L2

h
. (3.51)

Como LF ∈ L1(Ω) podemos aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada y concluir

que

J ′(u; v) = E

[
sup
t∈Cu,ω

〈∇f(yu(t, ω), ω), zv(t, ω)〉

]
. (3.52)

Utilizando los mismos argumentos que presentamos en la Sección 2.2.3, podemos ver

que para cada ω ∈ Ω la solución de (3.49) está dada por

zv(t, ω) =

∫ t

0

Sts(ω)B(s, ω)v(s)ds, (3.53)

donde la matriz Sts es la solución del sistema d
dt
Sts(ω) = A(t, ω)Sts(ω), t ∈ [s, T ],

Sss(ω) = I.
(3.54)

Luego, la derivada direccional se puede escribir como

J ′(u; v) = E

[
sup
t∈Cu,ω

〈
∇f(yu(t, ω)),

∫ t

0

Sts(ω)B(s, ω)v(s)ds

〉]
. (3.55)
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Definiendo para cada u ∈ Uad, t ∈ [0, T ] y ω ∈ Ω, el elemento de L2[0, T ],

qu,t(s, ω) := It(s)B
>(s, ω)Sts(ω)>∇f(yu(t, ω), ω), ∀s ∈ [0, T ], (3.56)

donde It(s) es igual a 1 si s ≤ t y 0 en otro caso, podemos reescribir (3.55) como

J ′(u; v) = E

[
sup
t∈Cu,ω

〈qu,t(ω), v〉

]
. (3.57)

Por lo tanto, tenemos una condición de optimalidad de primer orden, basada en el hecho

de que si u es un optimizador entonces toda derivada direccional es no negativa para toda

dirección en TUad(u), y como la función es convexa, entonces también es una condición de

optimalidad suficiente (ver Teorema 1.1.1). El siguiente resultado es el análogo al Teorema

2.2.5.

Teorema 3.4.2. Supongamos que valen (H1) y (H2). Sea u ∈ Uad, entonces u es óptimo

si y sólo si

mı́n
v∈TUad (u)

E

[
sup
t∈Cu,ω

〈qu,t(ω), v〉

]
= 0. (3.58)

De manera análoga a lo visto en el Teorema 2.2.6, para este caso también tenemos

condiciones de optimalidad necesarias, que no involucran el cálculo del conjunto de tiempos

cŕıticos.

Teorema 3.4.3. La condición (3.58) implica

ı́nf
v∈TUad (u)

E

[
sup
t∈[0,T ]

〈qu,t(ω), v〉

]
= 0, (3.59)

ı́nf
v∈TUad (u)

E

[
sup
t∈[0,T ]

{f(yu(t, ω), ω)− F (u, ω) + 〈qu,t(ω), v〉}

]
= 0, (3.60)

y para todo ρ > 0,

ı́nf
v∈TUad (u)

E

[
sup
t∈[0,T ]

{f(yu(t, ω), ω)− F (u, ω) + 〈qu,t(ω), v〉}

]
+
ρ

2
‖v‖2 = 0. (3.61)
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Utilizando los mismos argumentos que los expuestos en la Sección 2.2.3, se puede ver que

minimizar sobre las direcciones en TUad(u) equivale a minimizar sobre el conjunto Uad − u.

Este hecho será importante a la hora de diseñar el algoritmo para resolver el problema

discreto.

3.4.2. Aproximaciones por promedios muestrales (SAA)

A lo largo de esta sección asumimos que están fijos M ∈ N y la muestra {ω1, . . . , ωM}

independientemente P-distribuida. Siguiendo las mismas ĺıneas que en la sección anterior,

presentamos una condición de optimalidad para el problema (PM).

De la linealidad de la derivada direccional, argumentando como en el Teorema 2.2.5, el

siguiente resultado sigue de (3.50) en la prueba de la Proposición 3.4.1.

Teorema 3.4.4. Bajo las hipótesis (H1) y (H2), u ∈ Uad es un control óptimo para (PM)

si y sólo si

ı́nf
v∈TU (u)

1

M

M∑
i=1

sup
t∈Cu,ωi

〈qu,t(ωi), v〉 = 0. (3.62)

Tenemos también condiciones de optimalidad necesarias, que no involucran al conjunto

de tiempos cŕıticos, análogas a las presentadas en el Teorema 3.4.3.

Teorema 3.4.5. Si u ∈ U es un control óptimo para (PM) entonces,

ı́nf
v∈TUad (u)

1

M

M∑
i=1

sup
t∈[0,T ]

〈qu,t(ωi), v〉 = 0, (3.63)

ı́nf
v∈TUad (u)

1

M

M∑
i=1

sup
t∈[0,T ]

{f(yu(t, ωi), ωi)− F (u, ωi) + 〈qu,t(ωi), v〉} = 0, (3.64)

y para todo ρ > 0,

ı́nf
v∈TUad (u)

1

M

M∑
i=1

sup
t∈[0,T ]

{f(yu(t, ωi), ωi)− F (u, ωi) + 〈qu,t(ωi), v〉}+
ρ

2
‖v‖2 = 0. (3.65)

Demostración. Sea u ∈ Uad un control óptimo, del teorema previo y como v = 0 es una

dirección admisible, se tiene

0 = ı́nf
v∈TUad (u)

1

M

M∑
i=1

sup
t∈Cu,ωi

〈qu,t(ωi), v〉 ≤ ı́nf
v∈TUad (u)

1

M

M∑
i=1

sup
t∈[0,T ]

〈qu,t(ωi), v〉 ≤ 0. (3.66)
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Luego, la condición (3.62) implica la condición (3.63). Ahora, de la definición de Cu,ωi

obtenemos para todo i = 1, . . . ,M ,

supt∈Cu,ωi 〈qu,t(ωi), v〉 ≤ supt∈[0,T ] {f(yu(t, ωi), ωi)− F (u, ωi) + 〈qu,t(ωi), v〉}

≤ supt∈[0,T ] 〈qu,t(ωi), v〉 .
(3.67)

De (3.62) y (3.63), obtenemos (3.64). Análogamente se obtiene (3.65).

3.4.3. Aproximación discreta en tiempo

Por una cuestión de completitud, adaptamos y presentamos algunas de las definiciones

y resultados presentados en la Sección 2.3.2 del caṕıtulo anterior.

Proposición 3.4.6. Dado un control discreto u = (un)N−1
n=0 , el funcional JhM es direccio-

nalmente diferenciable en u y para cada v ∈ Uh tenemos

JhM
′
(u, v) =

1

M

M∑
i=1

máx
n∈Cu,ωi

〈∇f(ynu(ωi), ωi), z
n
v (ωi)〉 (3.68)

donde Cu,ωi = argmax {f(ynu(ωi), ωi) : 0 ≤ n ≤ N} es el conjunto de tiempos cŕıticos y zv

es solución del siguiente sistema de ecuaciones en diferencias, zn+1(ωi) = zn(ωi) + h [A(tn, ωi)z
n(ωi) +B(tn, ωi)v

n] n = 0, . . . , N − 1,

z0(ωi) = 0,
(3.69)

para i = 1, . . . ,M .

La solución de (3.69) puede ser escrita como,

znv (ωi) =
n−1∑
j=0

Sn−1,j(ωi)v
j, (3.70)

donde S satisface Sn+1,j(ωi) = [I + hA(tn+1, ωi)]Sn,j, 0 ≤ j ≤ n

Sjj(ωi) = hB(tj, ωi), ∀j ≥ 0, i = 1, . . . ,M.
(3.71)

Análogamente al caso en tiempo continuo, si definimos para todo i = 1, . . . ,M

qju,n(ωi) :=


0 ∀j ≥ n,

S>n−1,j(ωi)∇f(ynu(ωi), ωi) ∀j < n,

(3.72)
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podemos concluir

JhM
′
(u; v) =

1

M

M∑
i=1

máx
n∈Cu,ωi

n−1∑
j=0

〈
qju,n(ωi), v

j
〉

=
1

M

M∑
i=1

máx
n∈Cu,ωi

〈qu,n(ωi), v〉 ,

donde qu,n(ωi) es la matriz de columnas qju,n(ωi), v está identificada con la matriz de

columnas vj y el último producto escalar está definido como 〈qu,n(ωi), v〉 := tr(q>u,n(ωi)v).

De lo anterior, se deduce fácilmente la siguiente condición de optimalidad de primer

orden para el problema discreto.

Teorema 3.4.7. Sea u ∈ Uhad y definamos Uhu := Uhad−u. Entonces, u es un control óptimo

para (P h
M) si y sólo si

mı́n
v∈Uhu

1

M

M∑
i=1

máx
n∈Cu,ωi

〈qu,n(ωi), v〉 = 0. (3.73)

Notemos que tomar el mı́nimo en (3.73) sobre el conjunto Uhu es equivalente a tomar

el mı́nimo sobre el conjunto TUhad(u). En efecto, el conjunto de controles Uhad es convexo y

como la muestra {ω1, . . . , ωM} está fija, el funcional qu,n(ωi) es acotado en L2[0, T ].

Con el objetivo de desarrollar un método numérico que resuelva el problema discreto,

proponemos una condición de optimalidad análoga a (3.65), la cual era necesaria en el caso

en tiempo continuo. Sin embargo, en el caso discreto en tiempo, la condición (3.74) resulta

necesaria y suficiente.

Teorema 3.4.8. La condición (3.73) es equivalente a

mı́n
v∈Uhu

1

M

M∑
i=1

máx
n=0,..,N

{
f(ynu(ωi), ωi)− F h(u, ωi) + 〈qu,n(ωi), v〉

}
+
ρ

2
‖v‖2 = 0, (3.74)

para todo ρ > 0 donde F h : Uh × Ω→ R está definida como

F h(u, ω) := máx
n=0,...,N

f(ynu(ω), ω). (3.75)

Demostración. Al igual que en el Teorema 3.4.5 podemos ver que (3.73) implica (3.74).

Ahora, asumimos que vale (3.74), y supongamos que (3.73) no vale. Entonces, existe v ∈ Uhu
tal que

1

M

M∑
i=1

máx
n∈Cu,ωi

〈qu,n(ωi), v〉 < 0. (3.76)
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Sea λ̄ ∈ (0, 1) lo suficientemente chico de manera que

1

M

M∑
i=1

máx
n∈Cu,ωi

〈qu,n(ωi), v〉+
ρ

2
λ̄‖v‖2 < 0. (3.77)

Luego, para todo 0 < λ < λ̄ tenemos

1

M

M∑
i=1

máx
n∈Cu,ωi

〈qu,n(ωi), λv〉+
ρ

2
‖λv‖2 < 0. (3.78)

Ahora, para todo i = 1, . . . ,M definimos las siguientes funciones ai, bi : Uhu → R como

ai(v) := máxn∈Cu,ωi 〈qu,n(ωi), v〉+ ρ
2
‖v‖2

bi(v) := máxn/∈Cu,ωi
{
f(ynu(ωi), ωi)− F h(u, ωi) + 〈qu,n(ωi), v〉

}
+ ρ

2
‖v‖2.

(3.79)

El hecho de que el conjunto de tiempos sea finito, junto con las hipótesis realizadas, implican

que las funciones ai y bi son continuas para todo i = 1, . . . ,M . En particular tenemos,

ĺım
λ↓0

ai(λv) = 0, (3.80)

y de la definición del conjunto de tiempos cŕıticos,

ĺım
λ↓0

bi(λv) = máx
n/∈Cu,ωi

{
f(ynu(ωi), ωi)− F h(u, ωi)

}
= −δi < 0. (3.81)

Definimos δ := mı́n{δ1, . . . , δM} > 0. Entonces existe λb tal que para todo 0 < λ ≤ λb se

tiene

bi(λv) < −δ
2
, (3.82)

para todo i = 1, . . . ,M . De (3.80), existe λa tal que para todo 0 < λ ≤ λa se tiene

− δ

2
< ai(λv) <

δ

2
, (3.83)

para todo i = 1, . . . ,M . Por lo tanto, para 0 < λ < mı́n{λa, λb, λ̄} se obtiene

bi(λv) < ai(λv), ∀i = 1, . . . ,M, (3.84)

y entonces

máx
n=0,..,N

{
f(ynu(ωi), ωi)− F h(u, ωi) + 〈qu,n(ωi), λv〉

}
+
ρ

2
‖λv‖2 = ai(λv), (3.85)
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para todo i = 1, . . . ,M . De la definición de ai y de (3.78) podemos deducir que

1
M

M∑
i=1

máx
n=0,..,N

{
f(ynu(ωi), ωi)− F h(u, ωi) + 〈qu,n(ωi), λv〉

}
+ ρ

2
‖λv‖2

= 1
M

∑M
i=1 ai(λv) < 0,

(3.86)

lo cual contradice (3.74). Concluimos entonces que (3.73) es cierta.

Nota 3.4.9. Del teorema anterior es fácil ver que la condición (3.73) es también equiva-

lente a

mı́n
v∈Uhu

1

M

M∑
i=1

máx
n=0,..,N

{
f(ynu(ωi), ωi)− F h(u, ωi) + 〈qu,n(ωi), v〉

}
= 0. (3.87)

De hecho, para todo v ∈ Uhu y ωi, i = 1, . . . ,M tenemos

máx
n=0,..,N

{
f(ynu(ωi), ωi)− F h(u, ωi) + 〈qu,n(ωi), v〉

}
≤

máx
n=0,..,N

{
f(ynu(ωi), ωi)− F h(u, ωi) + 〈qu,n(ωi), v〉

}
+ ρ

2
‖λv‖2 ≤ 0.

(3.88)

Luego, la condición (3.87) implica la condición (3.74) la cual es equivalente a (3.73).

Finalmente, como en el Teorema 3.4.5 se puede probar que (3.73) implica (3.87).

3.5. Algoritmo

En esta sección, basados en el algoritmo presentado en el Caṕıtulo 2, presentamos

un método numérico para resolver el problema en tiempo discreto (P h
M). El algoritmo se

desprende de la condición de optimalidad (3.74). Definimos θ : UN
ad → R y η : UN

ad → Rm×N

(donde identificamos Uhad ≡ UN
ad y Uh

u ≡ UN
ad − u) como

θ(u) := mı́n
v∈UNu

1

M

M∑
i=1

máx
n=0,..,N

{
f(ynu(ωi), ωi)− F h(u, ωi) + 〈qu,n(ωi), v〉

}
+
ρ

2
‖v‖2 (3.89)

η(u) := argmin
v∈UNu

M∑
i=1

máx
n=0,...,N

{
f(ynu(ωi), ωi)− F h(u, ωi) + 〈qu,n(ωi), v〉

}
+
ρ

2
‖v‖2 . (3.90)

Un control admisible u que satisface (3.74) es óptimo. Si esto no ocurre, el minimizador

en (3.74) da una dirección de descenso del funcional JhM , en efecto

JhM
′
(u; η(u)) =

1

M

M∑
i=1

máx
n∈Cu,ωi

〈qu,n(ωi), η(u)〉

≤ 1

M

M∑
i=1

máx
n=0,...,N

{
f(ynu(ωi))− F h(u, ωi) + 〈qu,n(ωi), η(u)〉

}
+
ρ

2
‖η(u)‖2

= θ(u) < 0. (3.91)
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Al igual que el Algoritmo 2.1, presentado en el Caṕıtulo 2, el Algoritmo 3.1 calcula en

cada paso una dirección de descenso resolviendo (3.74) y realiza un paso de Armijo. A

su vez, la condición (3.74) presenta las mismas ventajas que la condición utilizada en el

Algoritmo 2.1. La primera es no involucrar al conjunto de tiempos cŕıticos y la segunda es

que gracias al término cuadrático en (3.74), el operador a ser minimizado resulta ser una

función fuertemente convexa.

Algoritmo 3.1.

Paso 1: Elegir los parámetros α, β ∈ (0, 1) y ρ > 0. Definir k := 1 y elegir el control

inicial u1 ∈ UN
ad.

Paso 2: Calcular:

ynuk(ωi), f(ynuk(ωi), ωi), n = 0, . . . , N, i = 1, . . . ,M

F h(uk, ωi) = máx
n=0,..,N

f(ynuk(ωi), ωi), i = 1, . . . ,M.

Paso 3: Calcular θ(uk) y η(uk) dados por (3.89) y (3.90), respectivamente.

Step 4: Si θ(uk) = 0, Parar (uk satisface la condición de optimalidad). Si no, encontrar

el máximo λk = βj, j ∈ N0, tal que

JhM(uk + λk η(uk)) < JhM(uk) + αλk θ(uk).

Paso 5: Definir uk+1 := uk + λk η(uk), k := k + 1 y volver al Paso 2.

En la práctica, los problemas (3.89) y (3.90) se resuleven introduciendo variables auxi-

liares ξi ∈ R, i = 1, . . . ,M , y considerando el programa cuadrático equivalente,

mı́n ρ
2
‖v‖2 + 1

M

M∑
i=1

ξi

s.t. ξi ≥ f(ynu(ωi), ωi)− F h(u, ωi) + 〈qu,n(ωi), v〉 ,

v ∈ UN
u , ξi ∈ R, n = 0, ..., N, i = 1, . . . ,M

(3.92)

el cual se puede resolver de manera eficiente con algoritmos estándar.

Usando los mismos argumentos que en el Teorema 2.5.1 se puede probar el siguiente

resultado de convergencia.
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Teorema 3.5.1. Sea {uk} la sucesión generada por el Algoritmo 3.1. Entonces, o bien

{uk} es finita y termina en un minimizador de (P h
M), o bien es infinita y todo punto de

acumulación de {uk} es óptimo.

Notemos que el Algoritmo 3.1 no es un algoritmo implementable ya que supone que

todos los cálculos se realizan de manera exacta. De manera análoga a lo expuesto en la

Sección 2.5, se puede plantear un algoritmo implementable y obtener resultados como los

presentados en el Teorema 2.5.3.

3.6. Resultados numéricos

En esta sección mostramos algunas implementaciones del Algoritmo 3.1 en dos simples

ejemplos. El primero es un ejemplo bastante artificial, en el sentido en que es sencillo

calcular las soluciones óptimas de manera anaĺıtica, pero sirve para remarcar la importancia

del tamaño de la muestra. El segundo ejemplo consiste en controlar la amplitud de un

oscilador armónico en un intervalo de tiempo dado.

El Algoritmo 3.1 fue programado en Scilab 5.5.2 (ver www.scilab.org). El test de parada

que utilizamos fue |θ(uk)| < 10−6 y los programas cuadráticos (2.73) fueron resueltos con

la herramienta quapro de Scilab. Los parámetros de Armijo que tomamos fueron α = 0,1

y β = 0,9. Los ensayos fueron realizados en un procesador de 3.40 GHz, 8GB RAM, Intel

Core i7. Aunque los resultados preliminares que expondremos son alentadores, no dejan de

ser ejemplos académicos que no son de gran tamaño. Si bien nuestro enfoque sólo requiere

una discretización en tiempo, para obtener aproximaciones aceptables necesitamos que el

tamaño de la muestra sea grande y el paso de tiempo pequeño, por lo tanto también

tendremos que lidiar con problemas de gran escala, más aún si las dimensiones de los

problema son grandes. Este inconveniente ya fue mencionado en la literatura del tema

(ver [79, 53, 74]) y es necesario un análisis más profundo para atacar este problema. Sin

embargo, esto esta fuera del alcance de este trabajo.
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3.6.1. Un ejemplo simple con solución anaĺıtica

Consideramos el problema (P ), donde el parámetro estocástico está distribuido unifor-

memente en Ω = [0, 1]. La trayectoria evoluciona en R verificando
ẏ(t, ω) = B(ω)u(t), t ∈ (0, 1)

y(0, ω) = 0,

donde B(ω) = 1 si ω ∈ [0, a] y B(ω) = −1 si ω ∈ (a, 1], para algún a ∈ (0, 1) fijo. El

conjunto imagen de los controles es Uad = [0, 1] y la función de costo que consideramos es

f(y, ω) = y.

Luego, como u ≥ 0, tenemos

F (u, ω) =


máx
t∈[0,1]

∫ t
0
u(s)ds =

∫ 1

0
u(s)ds, if ω ∈ [0, a],

− mı́n
t∈[0,1]

∫ t
0
u(s)ds = 0, if ω ∈ (a, 1].

Entonces, J(u) = a
∫ 1

0
u(s)ds y alcanza su mı́nimo únicamente en u ≡ 0. Sea {ω1, ω2, ..., ωM}

una muestra tomada del intervalo [0, 1]. Si ωi ∈ [0, a] para al menos algún i ∈ {1, ...,M}, el

problema (PM) tiene un único minimizador u ≡ 0. Sino, si ωi ∈ (a, 1] para todo i, entonces

J ≡ 0 y cualquier control en Uad es óptimo. Por lo tanto, si a es pequeño, se puede espe-

rar que necesitemos tomar un tamaño de muestra M grande para obtener aproximaciones

significativas, en el sentido de que el funcional J evaluado en un control óptimo de (PM)

esté cerca del valor óptimo de (P ). Más precisamente, la probabilidad de que ωi ∈ [0, a]

para al menos un i ∈ {1, ...,M} es 1− (1− a)M , luego para obtener una aproximación sig-

nificativa (PM) con probabilidad mayor que p ∈ (0, 1), es necesario tomar M que verifique

ln(1−p)
ln(1−a)

< M . Este comportamiento queda ilustrado en el Cuadro 3.1, donde mostramos los

resultados obtenidos cuando el valor de a decrece y el de M aumenta.

Para todos los ensayos, el tamaño del paso de tiempo fue de h = 0,05 y el control inicial

fue u1 = (1, ..., 1) ∈ U20 para el cual |u1| ≈ 4,47. Mostramos el número de elementos de

la muestra ωi pertenecientes a [0, a], el valor de la función objetivo obtenido y la norma

del control óptimo, aśı como también el número de iteraciones requeridas. Notemos que,

cuando ningún elemento de la muestra pertenece a [0, a], sólo se requiere una iteración

porque cualquier control es óptimo (en particular el control inicial u1). De lo contrario,
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el algoritmo obtiene el control óptimo u ≡ 0 y tiende a ser más eficiente cuando más

elementos de la muestra pertenecen a [0, a]. Para el problema más grande con sólo un

elemento de la muestra en [0, a], fueron necesarias 11 iteraciones para lograr la tolerancia,

pero sin embargo tardó menos de 10 segundos.

Cuadro 3.1: Resultados numéricos para diferentes valores de M . Si ningún ωi pertence a

[0, a], el control inicial es óptimo, en caso contrario, se obtiene el control óptimo u ≡ 0.

a=.1 a=.05

M ωi ≤ a J |u| it. ωi ≤ a J |u| it.

10 0 0.00 4.47 1 0 0.00 4.47 1

15 3 0.00 0.00 2 0 0.00 4.47 1

20 1 0.00 0.00 5 3 0.00 0.00 4

30 4 0.00 0.00 3 5 0.00 0.00 3

35 3 0.00 0.00 4 1 0.00 0.00 8

40 8 0.00 0.00 2 2 0.00 0.00 5

45 6 0.00 0.00 3 4 0.00 0.00 4

50 3 0.00 0.00 5 4 0.00 0.00 4
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a=.025 a=.0125

M ωi ≤ a J |u| it. ωi ≤ a J |u| it.

5 0 0.00 4.47 1 0 0.00 4.47 1

10 0 0.00 4.47 1 0 0.00 4.47 1

15 0 0.00 4.47 1 0 0.00 4.47 1

20 3 0.00 0.00 3 1 0.00 0.00 5

25 0 0.00 4.47 1 1 0.00 0.00 6

30 0 0.00 4.47 1 0 0.00 4.47 1

35 0 0.00 4.47 1 1 0.00 0.00 8

40 1 0.00 0.00 9 0 0.00 4.47 1

45 1 0.00 0.00 10 2 0.00 0.00 6

50 2 0.00 0.00 6 1 0.00 0.00 11

3.6.2. Oscilador armónico

Consideramos un oscilador armónico con frecuencia natural ω distribuida uniformemen-

te en [0, 1], empezando en un punto con velocidad no nula. El objetivo es diseñar un control

que minimice la amplitud en el intervalo de tiempo [0, 2]. Este problema es una variación

del problema estudiado en [74, Sección 7.1], en el cual el sistema empieza en punto extremo

de velocidad nula y el objetivo es estabilizar el oscilador en el tiempo final.

En particular, el sistema dinámico que consideramos es
ẏ(t) = Aωy(t) + u(t), t ∈ (0, 2)

y(0) = (0, 1)>.

donde u(t) = (u1(t), u2(t))> : [0, 2]→ [−3, 3]2 , y(t) = (y1(t), y2(t))> : [0, 2]→ R2, y

Aω =

 0 −ω

ω 0

 .

En este caso el funcional de costo que queremos minimizar está definido como

J(u) = E
[

máx
t∈[0,2]

y2
1(t)

]
.
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Analizaremos el comportamiento del sistema en tres casos diferentes: el sistema no

controlado (i.e. u ≡ 0), el sistema con un control diseñado para un parámetro espećıfico ω̄

y el sistema con el control obtenido con el enfoque SAA, (i.e. con el Algoritmo 3.1). Más

espećıficamente, tomando un tamaño de muestra M , tomamos una muestra {ω1, ..., ωM}

la cual define un problema (PM) y calculamos para pasos de tiempo h, los valores de la

función objetivo JhM(u) para los controles u ≡ 0, u = ū y u = u∗, donde ū es solución de

(P1) cuando tomamos como muestra el parámetro fijo ω̄ y u∗ es solución de (P h
M).

Comenzamos estudiando el caso para un parámetro fijo, i.e. el problema (P1) definido

para un parámetro fijo ω̂ ∈ [0, 1]. Es claro que el valor óptimo del problema es J(û) = 0

el cual es alcanzado para el control óptimo û ≡ (ω̂, 0). Ahora, tomando este control en el

problema (P ), obtenemos la siguiente trayectoria, para cada ω 6= 0
yω̂,1(t, ω) =

(
ω̂
ω
− 1
)

sin(ωt),

yω̂,2(t, ω) =
(
1− ω̂

ω

)
cos(ωt) + ω̂

ω
.

Luego,

sup
t∈[0,2]

(yω̂,1(t, ω))2 =


(
ω̂
ω
− 1
)2

sin2(2ω), ω ∈ (0, π/4),(
ω̂
ω
− 1
)2
, ω ∈ [π/4, 1],

y por lo tanto

J(ω̂) =

∫ π/4

0

(
ω̂

ω
− 1

)2

sin2(2ω)dω +

∫ 1

π/4

(
ω̂

ω
− 1

)2

dω,

el cual alcanza su mı́nimo en ω̂ = ω̄, donde

ω̄ =

∫ π/4
0

sin2(2ω)
ω

dω − ln(π/4)∫ π/4
0

sin2(2ω)
ω2 dω − 1 + 4/π

≈ ,394139.

Concluimos que, ū ≡ (ω̄, 0) es el “mejor” control que se puede obtener al considerar una

muestra de un sólo elemento y éste será el control que utilizaremos en los ensayos numéricos.

En el Cuadro 3.2, mostramos los resultados obtenidos para muestras de tamaños M ∈

{10, 20, 40, 80}. En cada caso, fijando el problema (PM), consideramos las aproximaciones

(P h
M) para h = 2/N y N ∈ {10, 20, 40, 80, 160}. Para cada M , cuando N = 10 el algoritmo

fue inicializado en el control u = ū y para las aproximaciones sucesivas, el control inicial

que consideramos es el que resulta de interpolar linealmente la solución del caso anterior.



Resultados numéricos 71

Para cada problema (P h
M), reportamos el número de iteraciones, el promedio de iteraciones

requeridas para resolver los programas cuadráticos (2.73) en cada iteración del algoritmo,

el tiempo computacional total y el valor óptimo obtenido JhM(u∗), aśı como también los

valores de JhM en u ≡ 0 y u = ū.

Cuadro 3.2: Tabla de convegencia para P h
M cuando h tiende a cero. Camparación entre los

valores del funcional de costo JhM para los tres controles distintos 0, ū y u∗.

M = 10

N it. QP it. time (s) JhM(u∗) ‖θ(u∗)‖ JhM(0) JhM(ū)

10 244 16 14.44 0.007788 8.401005e-07 0.800874 0.215130

20 125 17 23.01 0.005969 6.543774e-07 0.725481 0.195252

40 99 15 161.55 0.005190 9.733017e-07 0.690280 0.186078

80 42 14 176.20 0.005024 7.751443e-07 0.673507 0.181744

160 13 14 206.21 0.005068 1.039236e-07 0.665313 0.179636

M = 20

10 468 15 53.00 0.006660 8.285572e-08 0.766726 0.215746

20 25 16 8.95 0.005152 2.079706e-07 0.696047 0.197660

40 30 15 66.89 0.004592 8.617495e-07 0.663169 0.189361

80 31 16 246.04 0.004378 9.072021e-07 0.647514 0.185447

160 22 15 729.86 0.004338 1.866180e-07 0.639851 0.183539

M = 40

10 400 17 90.54 0.014411 9.826213e-07 0.749512 0.216604

20 53 17 39.07 0.009176 8.677528e-07 0.681199 0.199407

40 25 20 88.54 0.007388 4.323203e-07 0.649630 0.191585

80 9 22 168.57 0.006662 9.191242e-07 0.634515 0.187871

160 14 20 1171.86 0.006308 3.047304e-07 0.627107 0.186059
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M = 80

10 221 19 110.51 0.009605 7.934991e-07 0.740930 0.217189

20 57 18 97.71 0.006882 1.144276e-07 0.673885 0.200459

40 17 17 175.53 0.006152 6.315244e-07 0.642891 0.192849

80 22 19 984.30 0.005836 8.265107e-07 0.628013 0.189226

160 15 17 3284.38 0.005746 2.460912e-07 0.620732 0.187460

Como era de esperar, el valor óptimo decrece a medida que el paso de tiempo h tiende

a cero. Sin embargo, observamos que los valores obtenidos para M = 10 y M = 20 son un

poco más pequeños que para M = 40 y M = 80, con el mismo comportamiento cuando

tomamos el control diseñado para un parámetro fijo. Esto no implica ninguna contradicción

con lo probado en las secciones anteriores, ya que al no conocer el valor óptimo de este

problema, no podemos determinar qué tan cerca o lejos estamos del mismo. También

queda en evidencia que para diferentes valores de M , el número de iteraciones es grande

para N = 10 y es menor a medida que N crece, esto se debe a la elección que hicimos

sobre los controles iniciales. El haber elegido como control inicial a la interpolación lineal

del control obtenido para el N anterior, reduce notablemente la cantidad de iteraciones.

Esta reducción es de suma importancia ya que el tiempo computacional tiene crecimiento

significativo cuando se incrementan M y N .

Vemos también que nuestro enfoque mejora notablemente los resultados obtenidos si

comparamos con el caso sin controlar o con el mejor control obtenido a partir de un sólo

parámetro. Este comportamiento se ilustra también en las gráficas que presentamos debajo

para el caso de M = 80 y N = 160. La Figura 3.1 muestra las dos componentes (la primera

en ĺınea continua y la segunda en ĺınea discontinua), a la izquierda del control ū obtenido

para el parámetro ω̄ y a la derecha del control u∗ obtenido con el Algoritmo 3.1.
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Figura 3.1: Control obtenido para un sólo parámetro y control obtenido con el Algoritmo

3.1.

En las Figura 3.2, Figura 3.3 y Figura 3.4, para los tres casos descriptos anteriormente,

mostramos a la izquierda la primera componente de las trayectorias, i.e. y1(·, ωi) para

todo i = 1, . . . ,M , y a la derecha la segunda componente y2(·, ωi). Podemos observar que

nuestro enfoque, mediante SAA, mejora significativamente los resultados obtenidos, no

sólo haciendo decrecer el rango de las amplitudes sino también el rango de las velocidades

finales.

Figura 3.2: Trayectorias obtenidas para el caso sin controlar.

. .
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Figura 3.3: Trayectorias obtenidas para el caso de una muestra con un sólo parámetro ω̄.

Figura 3.4: Trayectorias obtenidas para el caso de SAA.

.



Caṕıtulo 4

El algoritmo de Sakawa-Shindo para

el caso de control estocástico

El objetivo principal de esta sección es extender al caso estocástico el algoritmo de

Sakawa-Shindo, presentado en [80] para el caso de control óptimo determinista, el cual está

basado en el PMP. Este método fue estudiado en más detalle por Bonnans en [25] y una

primera extensión del mismo al caso estocástico fue realizada por Mazliak en [66]. Bajo

hipótesis más generales que las presentadas en este último trabajo, mostraremos que se

trata de un método de descenso. Además bajo hipótesis de convexidad, veremos que la

sucesión de controles obtenida por el algoritmo es una sucesión minimizante y que todos

sus puntos de acumulación débiles son soluciones óptimas.

En un caso en particular, mostraremos que el método puede interpretarse como el

algoritmo de gradiente más proyección, el cual converge linealmente a la solución.

4.1. Introducción

A diferencia de los caṕıtulos anteriores, en este consideraremos un problema de control

óptimo estocástico, donde el funcional de costo esta compuesto por un costo acumulativo

más un costo final. En este caṕıtulo el objetivo será presentar un método que resuelva este

problema, el cual está basado en el algoritmo de Sakawa-Shindo.

Como mencionamos anteriormente, una primera extensión de este algoritmo al caso

75
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estocástico fue presentada en [66], bajo hipótesis bastante restrictivas. En este caṕıtulo,

trabajaremos principalmente con dos hipótesis, la primera es que la dinámica es una función

af́ın del estado y del control, y la segunda es que la volatilidad (o difusión) es una función

af́ın del estado y del control y que los coeficientes del funcional de costo son Lipschitz

continuos. Con estas hipótesis, este trabajo extiende a [66], en varios sentidos. Primero,

el autor en dicho trabajo considera que la volatilidad es independiente del estado y del

control y bajo hipótesis de convexidad demuestra que la sucesión de controles generada

por el algoritmo es débilmente convergente a una solución del problema. Luego, considera

que la difusión depende sólo del estado y modificando adecuadamente el algoritmo, prueba

que la sucesión de controles converge débilmente a un control ε- óptimo. Aqúı veremos que

dicha modificación no es necesaria y probaremos que todos los puntos de acumulación de

la sucesión obtenida con el algoritmo son soluciones óptimas.

Gracias a ciertas condiciones de optimalidad débiles que mostraremos, podremos ver

que la sucesión de controles generada por el algoritmo es una sucesión minimizante. Este

resultado no sólo que no figura en [66], sino que también estaba ausente para el caso

determinista en [25]. Una vez probado esto, se desprende fácilmente que en particular para

el caso fuertemente convexo tendremos convergencia fuerte al único control óptimo del

problema.

Por otro lado, cabe destacar que a diferencia del los algoritmos presentados en los

caṕıtulos anteriores, este es sólo un algoritmo conceptual, es decir tal como está planteado

no es implementable. En el caṕıtulo que sigue estudiaremos un problema en tiempo discreto

que aproxima al presentado en este caṕıtulo y para el cual veremos que es posible extender

este método. Sin embargo, éste es sólo el primer paso para obtener un método numérico que

aproxime al problema, ya que además de una discretización en tiempo, necesitaŕıamos para

aproximar al estado y al estado adjunto, o bien una discretización en el espacio de estados

o bien utilizar otros métodos de aproximación, como por ejemplo los de tipo Monte Carlo.

Dado que la ecuación del estado adjunto es una ecuación diferencial estocástica retrógada,

no es sencillo aproximarla con métodos clásicos y sigue siendo un tema de investigación

actual la aproximación de este tipo de ecuaciones.
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4.1.1. Descripción del problema

Sea (Ω,F ,F,P) un espacio filtrado de probabilidad, que satisface las condiciones usuales,

en el cual está definido un movimiento browniano m-dimensional estándar W . Suponemos

que F = {Ft}t∈[0,T ] (T > 0) es la filtración natural, aumentada por todos los conjuntos

P-nulos en F , asociada a W . Consideramos la siguiente EDE: dy(t) = f(t, y(t), u(t), ω)dt+ σ(t, y(t), u(t), ω)dW (t) t ∈ [0, T ],

y(0) = x ∈ Rn,
(4.1)

donde f : [0, T ] × Rn × Rr × Ω → Rn y σ : [0, T ] × Rn × Rr × Ω → Rn×m son funciones

dadas. Denotamos con y ∈ Rn al estado y con u ∈ Rr al control. Definimos al funcional de

costo, como

J(u) = E
[∫ T

0

`(t, y(t), u(t))dt+ g(y(T ))

]
. (4.2)

donde ` : [0, T ]×Rn ×Rr ×Ω→ R y g : Rn ×Ω→ R son funciones dadas. En la próxima

sección daremos hipótesis más precisas sobre los espacios de estados y controles y sobre las

funciones involucradas en la dinámica y el costo.

Sea Uad ⊂ Rr un conjunto no vaćıo, cerrado y convexo y sea

Uad :=
{
u ∈ (H2)r : u(t, ω) ∈ Uad, p.c.t. (t, ω) ∈ [0, T ]× Ω

}
, (4.3)

el conjunto de controles admisibles. El problema de control óptimo que consideramos es

mı́n J(u); u ∈ Uad. (P )

4.1.2. Descripción del algoritmo

Definimos al Hamiltoniano del problema como,

H : [0, T ]× Rn × Rr × Rn × Rn×m × Ω → R,

(t, y, u, p, q, ω) 7→ `(t, y, u, ω) + p · f(t, y, u, ω)

+q · σ(t, y, u, ω),

(4.4)

donde p ·f(t, y, u, ω) es el producto escalar en Rn y q ·σ(t, y, u, ω) :=
∑m

j=1 qj ·σj(t, y, u, ω),

donde qj y σj denotan las columnas de las matrices q y σ.
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Ahora, dados (y, u) que satisfacen (4.1) definimos al estado adjunto (p, q) ∈ (H2)n ×

(H2)
n×m

como la única solución de la siguiente EDER: dp(t) = −∇yH(t, y(t), u(t), p(t), q(t), ω)dt+ q(t)dW (t) t ∈ [0, T ],

p(T ) = ∇yg(y(T )).
(4.5)

Finalmente dado ε > 0, definimos al Hamiltoniano aumentado como

Kε : [0, T ]× Rn × Rr × Rr × Rn × Rn×m × Ω → R,

(t, y, u, v, p, q, ω) 7→ H(t, y, u, p, q, ω) + 1
2ε
|u− v|2 .

(4.6)

Ahora presentamos el algoritmo que consideraremos para resolver (P ).

Algoritmo 4.1.

Paso 1: Elegir u0 ∈ Uad un control admisible y {εk}k∈N una sucesión de números positivos

dados. Definir k := 0. Utilizando (4.1), calcular el estado y0 asociado a u0.

Paso 2: Calcular el estado adjunto (pk, qk), solución de (4.5), asociado a (yk, uk).

Paso 3: Definir k := k + 1. Calcular uk e yk tal que yk es el estado correspondiente a uk

y

uk(t, ω) = argminu∈UadKεk(t, yk(t, ω), u, uk−1(t, ω), pk−1(t, ω), qk−1(t, ω), ω), (4.7)

para casi todo (t, ω) ∈ [0, T ]× Ω.

Paso 4: Parar si algún test de convergencia es satisfecho. En otro caso, volver al Paso

2.

En la Sección 4.3 veremos que uk está bien definido en el Paso 3 si εk es lo suficiente-

mente chico. La idea principal del algoritmo es calcular en cada paso un nuevo control que

minimiza al Hamiltoniano aumentado Kε que depende de H y de un término cuadrático

que penaliza la distancia al control actual. Probaremos que se trata de un método de des-

censo y en el caso convexo veremos que es globalmente convergente en la topoloǵıa débil

de (H2)r. En el Paso 3 queda en evidencia la relación con el PMP para el caso estocástico.
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4.2. Hipótesis generales

Comenzamos introduciendo algunas notaciones. El espacio H2 dotado con el producto

escalar natural de L2([0, T ]×Ω) es un espacio de Hilbert. Denotamos con ‖ · ‖ la norma de

L2([0, T ]× Ω) en (H2)l, para todo l ∈ N. Como es usual, si el contexto es claro, omitimos

la dependencia de ω de los procesos estocásticos. Notamos con S2 al subespacio de H2 de

los procesos continuos x que satisfacen E
(
supt∈[0,T ] |x(t)|2

)
<∞. Finalmente, al igual que

en los caṕıtulos anteriores, dado un espacio eucĺıdeo Rl, denotamos con | · | a la norma

eucĺıdea y con B(Rl) a la σ-algebra de Borel.

Ahora presentaremos las hipótesis que consideraremos a lo largo de este caṕıtulo.

(H1) Hipótesis sobre la dinámica:

a) Las funciones ϕ = f, σ son B ([0, T ]× Rn × Rr)⊗FT -medibles.

b) Para todo (y, u) ∈ Rn × Rr el proceso [0, T ] × Ω 3 (t, ω) 7→ ϕ(y, u, t, ω) es

F-adaptado.

c) Para casi todo (t, ω) ∈ [0, T ] × Ω la aplicación (y, u) 7→ ϕ(y, u, t, ω) es C2

y existe una constante L > 0 y un proceso ρϕ ∈ H2 tal que para casi todo

(t, ω) ∈ [0, T ]× Ω y para todo y, ȳ ∈ Rn y u, ū ∈ Uad tenemos

|ϕ(t, y, u, ω)| ≤ L [|y|+ |u|+ ρϕ(t, ω)] ,

|ϕy(t, y, u, ω)|+ |ϕu(t, y, u, ω)| ≤ L,

|ϕyy(t, y, u, ω)− ϕyy(t, ȳ, ū, ω)| ≤ L (|y − ȳ|+ |u− ū|) ,

|ϕyy(t, y, u, ω)|+ |ϕyu(t, y, u, ω)|+ |ϕuu(t, y, u, ω)| ≤ L.

(4.8)

(H2) Hipótesis sobre el costo:

a) Las funciones ` y g son respectivamente B ([0, T ]× Rn × Rr)⊗FT y B (Rn)⊗FT
medibles.

b) Para todo (y, u) ∈ Rn × Rr el proceso [0, T ] × Ω 3 (t, ω) 7→ `(t, y, u, ω) es

F-adaptado.

c) Para casi todo (t, ω) ∈ [0, T ] × Ω la aplicación (y, u) 7→ `(y, u, t, ω) es C2, y

existe L > 0 y un proceso ρ`(·) ∈ H2 tal que para casi todo (t, ω) ∈ [0, T ]×Ω y
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para todo y, ȳ ∈ Rn y u ∈ Uad tenemos

|`(t, y, u, ω)| ≤ L [|y|+ |u|+ ρ`(t, ω)]2 ,

|`y(t, y, u, ω)|+ |`u(t, y, u, ω)| ≤ L [|y|+ |u|+ ρ`(t, ω)] ,

|`yy(t, y, u, ω)|+ |`yu(t, y, u, ω)|+ |`uu(t, y, u, ω)| ≤ L,

|`yy(t, y, u, ω)− `yy(t, ȳ, u, ω)| ≤ L |y − ȳ| .

(4.9)

d) Para casi todo ω ∈ Ω la aplicación y 7→ g(y, ω) es C2 y existe L > 0 tal que

para todo y, ȳ ∈ Rn y casi todo ω ∈ Ω,

|g(y, ω)| ≤ L [|y|+ 1]2 ,

|gy(y, ω)| ≤ L [|y|+ 1] ,

|gyy(y, ω)| ≤ L,

|gyy(y, ω)− gyy(ȳ, ω)| ≤ L |y − ȳ| .

(4.10)

(H3) Al menos una de las siguientes hipótesis es verdadera:

a) Para casi todo (t, ω) ∈ [0, T ] × Ω la aplicación (y, u) 7→ σ(t, y, u, ω) es af́ın y

además la siguiente condición de Lipschitz para el costo es satisfecha: existe

L > 0 tal que para casi todo (t, ω) ∈ [0, T ] × Ω, y para todo y, ȳ ∈ Rn y

u, ū ∈ Uad, tenemos |`(t, y, u, ω)− `(t, ȳ, ū, ω)| ≤ L [|y − ȳ|+ |u− ū|] ,

|g(y, ω)− g(ȳ, ω)| ≤ L |y − ȳ| .
(4.11)

b) Para ϕ = f, σ y para casi todo (t, ω) ∈ [0, T ] × Ω la aplicación (y, u) 7→

ϕ(t, y, u, ω) es af́ın.

Nota 4.2.1. Bajo la hipótesis (H1), para todo u ∈ Uad la ecuación de estado (4.1) admite

una única solución fuerte en (S2)n, gracias a la Proposición 1.1.7. Además, de las estima-

ciones de la Proposición 1.1.7 y las hipótesis sobre el costo (H2) podemos concluir que el

funcional J está bien definido. Por último, la ecuación (4.5) puede ser escrita como

dp(t) = −

[
∇y`(t, y(t), u(t)) + fy(t, y(t), u(t))>p(t) +

m∑
j=1

Dyσj(t, y(t), u(t))>qj(t)

]
dt

+q(t)dW (t),

p(T ) = ∇yg(y(T ))

(4.12)
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y bajo las hipótesis (H1)-(H2), tiene una única solución (p, q) ∈ (S2)n × (H2)n×m (ver

[23], Proposición 1.1.8 y [89, Caṕıtulo 7, Teorema 2.2]).

4.3. Buena definición del algoritmo

El objetivo de esta sección es probar que las iteraciones del Algoritmo 4.1 están bien

definidas. Comenzamos con el siguiente lema que será de utilidad en todo lo que sigue.

Lema 4.3.1. Bajo las hipótesis (H1)-(H2) y (H3)-(a), existe una constante C > 0 tal

que la solución (p, q) de (4.12) satisface

|p(t)| ≤ C, ∀t ∈ [0, T ], P− c.s. (4.13)

Demostración. De la fórmula de Itô y la ecuación (4.12), tenemos que para todo t ∈ [0, T ],

P-c.s.,

|p(t)|2 = 2
∫ T
t
p(s) · [∇y`(s, y(s), u(s)) + fy(s, y(s), u(s))>p(s)]ds

+2
∫ T
t
p(s) ·

m∑
j=1

Dyσj(s, y(s), u(s))>qj(s)ds−
∫ T
t

m∑
j=1

|qj(s)|2 ds

−2
∫ T
t
p(s) · q(s)dW (s) + |p(T )|2 .

(4.14)

Teniendo en cuenta que p(T ) = ∇yg(y(T )) y que las funciones de costo son Lipschitz por

la hipótesis (H3)-(a), se obtiene

|p(t)|2 ≤ 2
∫ T
t

[L |p(s)|+ L |p(s)|2 +
m∑
j=1

L |p(s)| |qj(s)|]ds

−
∫ T
t

m∑
j=1

|qj(s)|2 ds− 2
∫ T
t
p(s) · q(s)dW (s) + L2.

(4.15)

Ahora, de la desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Young concluimos que para todo ε > 0

tenemos

|p(t)|2 ≤ L2T +
∫ T
t

(1 + 2L) |p(s)|2 +
m∑
j=1

[L
2

ε
|p(s)|2 + ε |qj(s)|2]ds

−
∫ T
t

m∑
j=1

|qj(s)|2 ds− 2
∫ T
t
p(s) · q(s)dW (s) + L2

= L2 (T + 1) +
(

1 + 2L+ mL2

ε

) ∫ T
t
|p(s)|2 ds

+ (ε− 1)
m∑
j=1

∫ T
t
|qj(s)|2 ds− 2

∫ T
t
p(s) · q(s)dW (s).

(4.16)
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Eligiendo ε < 1, obtenemos

|p(t)|2 ≤ C1 + C2

∫ T

t

|p(s)|2 ds− 2

∫ T

t

p(s) · q(s)dW (s). (4.17)

para ciertas constantes C1, C2 > 0. Ahora fijamos t̄ ∈ [0, T ] y definimos r(t) := E
(
|p(t)|2 |Ft̄

)
≥

0 para todo t ≥ t̄. De [10, Lema 3.1] se obtiene que

E
(∫ T

t

p(s) · q(s)dW (s)|Ft̄
)

= 0. (4.18)

Combinando este resultado con (4.17), se deduce

r(t) ≤ C1 + C2

∫ T

t

r(s)ds. (4.19)

Luego, del Lema de Grönwall, existe C > 0 independiente de (t, ω) y t̄ tal que r(t) ≤ C

para todo t̄ ≤ t ≤ T y en particular |p (t̄)|2 = r (t̄) ≤ C para casi todo ω. Como t̄ es

arbitrario y p admite una versión continua, se obtiene el resultado deseado.

Lema 4.3.2. Bajo las hipótesis (H1)-(H3), consideramos la aplicación

uε : [0, T ]× Rn × P × Rn×m × Uad × Ω → Rr (4.20)

donde P := B(0, C) (bola en Rn) si vale (H3)-(a) y P = Rn si vale (H3)-(b), definido por

uε(t, y, p, q, v, ω) := argmin{Kε(t, y, u, v, p, q, ω) ; u ∈ Uad}. (4.21)

Entonces, existe ε0 > 0 y α > 0 independientes de (t, ω), tal que si ε < ε0, uε está bien

definido y para casi todo (t, ω) ∈ [0, T ] × Ω y todo (yi, pi, qi, vi) ∈ Rn × P × Rn×m × Uad,

i = 1, 2 se tiene:∣∣uε(t, y2, p2, q2, v2)− uε(t, y1, p1, q1, v1)
∣∣ ≤ 2

∣∣v2 − v1
∣∣+α (∣∣y2 − y1

∣∣+
∣∣p2 − p1

∣∣+
∣∣q2 − q1

∣∣) .
(4.22)

Demostración. Siguiendo las ideas de [25, 66], definimos z := (y, p, q, v), un elemento de

E := Rn × P × Rn×m × Uad. En lo que sigue de la prueba omitiremos la dependencia en

(t, ω). Podemos reescribir a Kε como Kε(u, z). Ahora veamos que para ε suficiente chico,

tenemos

D2
uuKε(u, z)(u

′, u′) ≥
(

1

ε
− 2C0

)
|u′|2 ≥ 1

2ε
|u′|2 ∀ z ∈ E y u′ ∈ Rm. (4.23)
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En efecto,

D2
uuKε(u, z)(u

′, u′) = `uu(y, u)(u′, u′) + p>fuu(y, u)(u′, u′) + q>σuu(y, u)(u′, u′) +
1

ε
|u′|2.

(4.24)

Si se verifica (H3)-(a) entonces tenemos `uu y fuu acotados por hipótesis, p ∈ P donde P

es acotado si se verifica (H3)-(a) y σuu = 0. Si en lugar se verifica (H3)-(b), como f y σ

son afines, sus derivadas segundas se anulan y tenemos `uu acotado por (H2). Por lo tanto

se verifica (4.23).

Luego, Kε resulta ser una función fuertemente convexa con respecto a u y de módulo

1/(2ε) . Tenemos entonces que uε está bien definida. Además se verifica (ver [26]),

(
DuKε(u

2, z)−DuKε(u
1, z)

) (
u2 − u1

)
≥ 1

2ε

∣∣u2 − u1
∣∣2 , ∀u1, u2 ∈ Uad. (4.25)

Por otro lado, si para i = 1, 2, tomamos zi = (yi, pi, qi, vi) ∈ E y notamos ui :=

uε(y
i, pi, qi, vi), de la definición de uε y la condición de optimalidad clásica de primer

orden, se obtiene

DuKε(u
i, zi)

(
u3−i − ui

)
≥ 0. (4.26)

Sumando estas dos desigualdades para i = 1, 2 junto con (4.25) tomando z = z1, obtenemos

1

2ε

∣∣u2 − u1
∣∣2 ≤ (DuKε(u

2, z1)−DuKε(u
2, z2)

) (
u2 − u1

)
,

≤
∣∣DuKε(u

2, z1)−DuKε(u
2, z2)

∣∣ ∣∣u2 − u1
∣∣ . (4.27)

Como DuKε(u, z) = (1/ε)(u− v) +Hu(y, u, p, q), tenemos

∣∣u2 − u1
∣∣ ≤ 2

∣∣v2 − v1
∣∣+ 2ε

∣∣∇uH(y1, u2, p1, q1)−∇uH(y2, u2, p2, q2)
∣∣ . (4.28)

Observemos que∣∣∇uH(y1, u2, p1, q1)−∇uH(y2, u2, p2, q2)
∣∣ ≤ ∣∣∇u`(y1, u2)−∇u`(y2 − u2)

∣∣
+
∣∣∇uf(y1, u2)

∣∣ ∣∣p1 − p2
∣∣

+
∣∣∇uf(y1, u2)−∇uf(y2, u2)

∣∣ ∣∣p2
∣∣

+
∣∣∇uσ(y1, u2)

∣∣ ∣∣q1 − q2
∣∣

+
∣∣∇uσ(y1, u2)−∇uσ(y2, u2)

∣∣ ∣∣q2
∣∣ .

(4.29)
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Entonces (4.22) sigue de nuestras hipótesis, ya que de (H2) las derivadas segundas de ` son

acotadas y si vale (H3)-(a), entonces el gradiente de σ con respecto al control es constante

y p2 está acotado, si por el contrario vale (H3)(b), entonces f y σ son afines y por lo tanto

sus derivadas primeras son constantes.

Teorema 4.3.3. Bajo las hipótesis (H1)-(H3), existe ε0 > 0 tal que, si εk < ε0 para todo

k, entonces el algoritmo define de manera única una sucesión
{
uk
}

de controles admisibles.

Demostración. Dado u0 ∈ Uad, sean (p0, q0) el estado adjunto asociado a u0. Definimos

f̄ : [0, T ]× Rn × Ω→ Rn y σ̄ : [0, T ]× Rn × Ω→ Rn×m como

f̄(y) := f(y, uε1(y, p
0, q0, u0)),

σ̄(y) := σ(y, uε1(y, p
0, q0, u0)).

(4.30)

La hipótesis (H1) y el Lema 4.3.2 implican que las funciones f̄ y σ̄ son Lipschitz continuas

con respecto a y, luego la siguiente EDE: dy(t) = f̄(y)dt+ σ̄(y)dW (t) t ∈ [0, T ],

y(0) = x,
(4.31)

tiene una única solución (ver [89, Caṕıtulo 1, Teorema 6.16]). Por lo tanto, u1 :=

uε1(y, p
0, q0, u0) queda determinado de manera única. Si procedemos por inducción, obte-

nemos que uk está bien definido para todo k ∈ N.

4.4. Convergencia

En esta sección mostraremos los resultados más importantes del caṕıtulo. Veremos que

si supk εk ≤ ε0 para ε0 suficientemente chico, entonces la función de costo no crece con

las iteraciones (ver Teorema 4.4.2 y Teorema 4.4.3). Además, si el problema es convexo,

entonces todo ĺımite débil de la sucesión {uk} resuelve el problema (P ) (ver Teorema 4.4.6).

Comenzamos por el siguiente resultado sencillo, pero fundamental en todo lo que sigue.

Lema 4.4.1. Bajo la hipótesis (H1), existe C > 0 tal que para todos u, u′ ∈ (H2)r

E
[

sup
0≤t≤T

|y(t)− y′(t)|2
]
≤ C ‖u− u′‖2

, (4.32)
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donde y e y′ son respectivamente los estados asociados a u y u′.

Demostración. De la Proposición 1.1.7 existe C > 0 tal que

E
[

sup
0≤t≤T

|y(t)− y′(t)|2
]
≤ C

[
E
(∫ T

0

|f(t, y′(t), u(t))− f(t, y′(t), u′(t))| dt
)2

(4.33)

+E
∫ T

0

|σ(t, y′(t), u(t))− σ(t, y′(t), u′(t))|2 dt

]
. (4.34)

De la hipótesis (H1)-(c) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene directamente

(4.32).

Teorema 4.4.2. Bajo las hipótesis (H1)-(H3), existe α > 0 tal que toda sucesión generada

por el algoritmo satisface

J(uk)− J(uk−1) ≤ −
(

1

εk
− α

)
‖uk − uk−1‖2. (4.35)

Demostración. Omitiremos la variable t siempre que no haya ambigüedad. De la definición

del Hamiltoniano surge que

J(uk)− J(uk−1) = E
[∫ T

0

[
H(yk, uk, pk−1, qk−1)−H(yk−1, uk−1, pk−1, qk−1)

−pk−1 · (f(yk, uk)− f(yk−1, uk−1))

−qk−1 · (σ(yk, uk)− σ(yk−1, uk−1))
]

dt

+g(yk(T ))− g(yk−1(T ))
]
.

(4.36)

Definimos ∆yk := yk − yk−1 y ∆uk := uk − uk−1. De la fórmula de Itô se tiene casi

seguramente que

pk−1(T ) ·∆yk(T ) = pk−1(0) ·∆yk(0) +
∫ T

0

[
pk−1 ·

(
f(yk, uk)− f(yk−1, uk−1)

)
−Hy(y

k−1, uk−1, pk−1, qk−1)∆yk

+qk−1 ·
(
σ(yk, uk)− σ(yk−1, uk−1)

)]
dt

+
∫ T

0
pk−1 ·

(
σ(yk, uk)− σ(yk−1, uk−1)

)
dW (t)

+
∫ T

0
qk−1 ·∆ykdW (t).

(4.37)
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Luego, reemplazando en (4.36) y utilizando el hecho que ∆yk(0) = 0 se obtiene

J(uk)− J(uk−1) = E
[∫ T

0

[
H(yk, uk, pk−1, qk−1)−H(yk−1, uk−1, pk−1, qk−1)

−Hy(y
k−1, uk−1, pk−1, qk−1, t)∆yk(t)

]
dt

−pk−1(T ) ·∆yk(T ) + g(yk(T ))− g(yk−1(T ))
]
.

(4.38)

Además, tenemos

∆ := H(yk, uk, pk−1, qk−1)−H(yk−1, uk−1, pk−1, qk−1)

= H(yk, uk, pk−1, qk−1)−H(yk, uk −∆uk, pk−1, qk−1)

+H(yk−1 + ∆yk, uk−1, pk−1, qk−1)−H(yk−1, uk−1, pk−1, qk−1)

= ∆y −∆u +Hy(y
k−1, uk−1, pk−1, qk−1)∆yk +Hu(y

k, uk, pk−1, qk−1)∆uk,

(4.39)

donde

∆u := H(yk, uk −∆uk, pk−1, qk−1)−H(yk, uk, pk−1, qk−1)

+Hu(y
k, uk, pk−1, qk−1)∆uk,

(4.40)

y

∆y := H(yk−1 + ∆yk, uk−1, pk−1, qk−1)−H(yk−1, uk−1, pk−1, qk−1)

−Hy(y
k−1, uk−1, pk−1, qk−1)∆yk.

(4.41)

Reemplazando en (4.38) deducimos

J(uk)− J(uk−1) = E
[∫ T

0

[
Hu(y

k, uk, pk−1, qk−1)∆uk −∆u + ∆y

]
dt

−pk−1(T ) ·∆yk(T ) + g(yk(T ))− g(yk−1(T ))
]
.

(4.42)

Como en ambos casos de (H3) se tiene σuu ≡ 0, obtenemos

∆u =
∫ 1

0
(1− s)Huu(y

k, uk + s∆uk, pk−1, qk−1)(∆uk,∆uk)ds

=
∫ 1

0
(1− s)`uu(yk, uk + s∆uk)(∆uk,∆uk)ds

+
∫ 1

0
(1− s)pk−1 · fuu(yk, uk + s∆uk)(∆uk,∆uk)ds.

(4.43)

Luego, si vale (H3)-(a) del Lema 4.3.1 y las hipótesis (H1)-(H2) se tiene

∆u ≥ −
L

2

∣∣∆uk∣∣2 − CL

2

∣∣∆uk∣∣2 . (4.44)

Si por el contrario vale (H3)-(b), entonces fuu ≡ 0 y de (H2) se obtiene

∆u ≥ −
L

2

∣∣∆uk∣∣2 . (4.45)
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Ahora, de ambos casos en (H3) deducimos σyy ≡ 0. Por lo tanto,

∆y =
∫ 1

0
(1− s)Hyy(y

k−1 + s∆yk, uk−1, pk−1, qk−1)(∆yk,∆yk)ds

=
∫ 1

0
(1− s)[`yy(yk−1 + s∆yk, uk−1)(∆yk,∆yk)

+pk−1 · fyy(yk−1 + s∆yk, uk−1)(∆yk,∆yk)]ds.

(4.46)

Si se satisface (H3)-(a), el Lema 4.3.1 y las hipótesis (H1)-(H2) implican

∆y ≤
L

2

∣∣∆yk∣∣2 +
CL

2

∣∣∆yk∣∣2 . (4.47)

Si se satisface (H3)-(b), entonces fyy ≡ 0 y de (H2) se tiene ∆y ≤ L
2

∣∣∆yk∣∣2. En conclusión,

existe C0 > 0 tal que

∆u ≥ −C0

∣∣∆uk∣∣2 y ∆y ≤ C0

∣∣∆yk∣∣2 . (4.48)

Luego, combinando (4.42), y (4.48), deducimos

J(uk)− J(uk−1) ≤ E
(∫ T

0

[
Hu(yk, uk, pk−1, qk−1)∆uk + C0

∣∣∆uk∣∣2 + C0

∣∣∆yk∣∣2] dt

−pk−1(T ) ·∆yk(T ) + g(yk(T ))− g(yk−1(T ))
)
.

(4.49)

Como uk minimiza Kεk tenemos,

DuKεk(y
k, uk, uk−1, pk−1, qk−1)∆uk ≤ 0, p.c.t. t ∈ [0, T ] , P-c.s. (4.50)

luego,

Hu(y
k, uk, pk−1, qk−1)∆uk = DuKεk(y

k, uk, uk−1, pk−1, qk−1)∆uk − 1
εk

∣∣∆uk∣∣2
≤ − 1

εk

∣∣∆uk∣∣2 , p.c.t. t ∈ [0, T ] , P-c.s.
(4.51)

De la hipótesis (H2)-(d) y la definición de pk−1(T ), existe C1 > 0 tal que

− pk−1(T ) ·∆yk(T ) + g(yk(T ))− g(yk−1(T )) ≤ C1

∣∣∆yk(T )
∣∣2 . (4.52)

Por lo tanto, de (4.51) y (4.52) concluimos

J(uk)− J(uk−1) ≤ E
[∫ T

0

[(
C0 −

1

εk

) ∣∣∣∆uk(t)∣∣∣2 + C0

∣∣∣∆yk(t)∣∣∣2]dt+ C1

∣∣∣∆yk(T )
∣∣∣2] . (4.53)

El resultado sigue del Lema 4.4.1.



88 El algoritmo de Sakawa-Shindo para el caso de control estocástico

Ahora consideramos la función proyección PUad : (H2)r → Uad ⊂ (H2)r, i.e. para cada

u ∈ (H2)r,

PUad(u) := argmin {‖u− v‖ ; v ∈ Uad} . (4.54)

De [31, Lema 6.2], sabemos que

PUad(u)(t, ω) = PUad(u(t, ω)), p.c.t. t ∈ [0, T ], P− c.s., (4.55)

donde PUad : Rr → Uad ⊂ Rr es la función proyección en Rr. Tenemos entonces el siguiente

resultado.

Teorema 4.4.3. Suponemos que J es acotada inferiormente y que valen las hipótesis

(H1)-(H3). Entonces existe ε0 > 0 tal que, si εk < ε0 para todo k ∈ N, cualquier sucesión

generada por el Algoritmo 4.1 satisface:

1. {J(uk)}k∈N es una sucesión convergente monótona no creciente,

2.
∥∥uk − uk−1

∥∥→ 0 cuando k →∞,

3.
∥∥uk − PUad(uk − εk∇J(uk))

∥∥→ 0 cuando k →∞.

Demostración. Del Teorema 4.4.2 surge que la sucesión {J(uk)}k∈N es monótona no cre-

ciente y como está acotada inferiormente, podemos concluir que es convergente. Lo que

prueba el primer item. El hecho de que sea una sucesión convergente junto con (4.35)

demuestran el segundo item.

Ahora, como uk minimiza a Kεk tenemos

DuKεk(y
k, uk, uk−1, pk−1, qk−1)(v − uk) ≥ 0, ∀v ∈ Uad, p.c.t. t ∈ [0, T ], P− c.s. (4.56)

luego, para todo v ∈ Uad, y p.c.t. t ∈ [0, T ], P− c.s.

(
uk − uk−1 + εk∇uH(yk, uk, pk−1, qk−1), v − uk

)
≥ 0, (4.57)

y por lo tanto de (4.55)

uk = PUad
(
uk−1 − εk∇uH(yk, uk, pk−1, qk−1)

)
. (4.58)
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En [31, Proposición 3.8] se prueba que, bajo nuestras hipótesis,

∇J(uk−1) = ∇uH(yk−1, uk−1, pk−1, qk−1) en (H2)r, (4.59)

luego, de (4.58),

uk−1 − PUad(uk−1 − εk∇J(uk−1)) = uk−1 − uk

+PUad
(
uk−1 − εk∇uH(yk, uk, pk−1, qk−1)

)
−PUad

(
uk−1 − εk∇uH(yk−1, uk−1, pk−1, qk−1)

)
.

(4.60)

Como PUad es no expansiva en (H2)r, obtenemos∥∥uk−1 − PUad
(
uk−1 − εk∇J(uk−1)

)∥∥ ≤ ∥∥uk−1 − uk
∥∥

+εk
∥∥∇uH(yk, uk, pk−1, qk−1)−∇uH(yk−1, uk−1, pk−1, qk−1)

∥∥ . (4.61)

Ahora estimaremos el último término de la desigualdad anterior. En ambos casos de (H3),

tenemos σuy ≡ σuu ≡ 0. Por lo tanto p.c.t. t ∈ [0, T ] existe (ŷ, û) ∈ Rn × Uad tal que∣∣∇uH(yk, uk, pk−1, qk−1)−∇uH(yk−1, uk−1, pk−1, qk−1)
∣∣

=
∣∣Huy(ŷ, û, p

k−1, qk−1)(yk − yk−1) +Huu(ŷ, û, p
k−1, qk−1)(uk − uk−1)

∣∣
=
∣∣∣(`uy(ŷ, û) + pk−1>fuy(ŷ, û)

)
(yk − yk−1)

+
(
`uu(ŷ, û) + pk−1>fuu(ŷ, û)

)
(uk − uk−1)

∣∣∣
≤ C

[∣∣yk − yk−1
∣∣+
∣∣uk − uk−1

∣∣] ,
(4.62)

donde la última desigualdad sigue si vale (H3)-(a), del Lema 4.3.1 y las hipótesis (H1)-

(H2), y si vale (H3)-(b) del hecho que fuy ≡ fuu ≡ 0 y (H2). Podemos concluir entonces∥∥∇uH(yk, uk, pk−1, qk−1)−∇uH(yk−1, uk−1, pk−1, qk−1)
∥∥2

≤ 2C2
[∥∥uk − uk−1

∥∥2
+
∥∥yk − yk−1

∥∥2
]
.

(4.63)

De (4.61)-(4.63), el Lema 4.4.1 nos da la existencia de C > 0 tal que

∥∥uk−1 − PU
(
uk−1 − εk∇J(uk−1)

)∥∥ ≤ C
∥∥uk−1 − uk

∥∥ , (4.64)

lo que junto con el segundo item prueban el último item del teorema.
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Corolario 4.4.4. Si la sucesión generada por el algoritmo {uk} es acotada, εk < ε0 y

ĺım inf εk = ε > 0, entonces para toda sucesión acotada {vk} ⊂ Uad se tiene

ĺım inf
k→∞

(
∇J(uk), vk − uk

)
≥ 0. (4.65)

En particular

ĺım inf
k→∞

(
∇J(uk), v − uk

)
≥ 0, ∀ v ∈ Uad (4.66)

y para el caso irrestricto Uad = (H2)r, se tiene

ĺım
k→∞

∥∥∇J(uk)
∥∥ = 0. (4.67)

Demostración. Definimos para cada k,

wk := PUad(u
k − εk∇J(uk)), (4.68)

luego tenemos

0 ≤
(
wk − uk + εk∇J(uk), vk − wk

)
, ∀vk ∈ Uad. (4.69)

Del Teorema 4.4.3 (3), sabemos que
∥∥uk − wk∥∥ → 0. Además, de las hipótesis {uk} es

una sucesión acotada, lo cual implica que la sucesión de los estados adjuntos asociados

{(pk, qk)} es acotada en (S2)n × (H2)n×m (ver Proposición 1.1.8 o [89, Caṕıtulo 7]). Como

∇J(uk) = ∇uH(yk, uk, pk, qk) (ver [31, Proposición 3.8]), de (H1)-(H2) podemos deducir

que {∇J(uk)} es una sucesión acotada en (H2)r. Finalmente, como la sucesión {vk} es

acotada por hipótesis, podemos concluir que

0 ≤ ĺım inf
k→∞

(
wk − uk + εk∇J(uk), vk − wk

)
= ε ĺım inf

k→∞

(
∇J(uk), vk − uk

)
, (4.70)

lo que prueba (4.65).

La desigualdad (4.66) sigue de (4.65) tomando vk ≡ v, para cada v ∈ Uad, y la ecuación

(4.67) se deduce tomando vk = uk −∇J(uk), que es acotada en (H2)r.

Nota 4.4.5. En el caso irrestricto, de (4.68) tenemos wk = uk− εk∇J(uk), y del Teorema

4.4.3 (3) sabemos que ‖uk−wk‖ → 0. Sigue entonces que (4.67) vale incluso si {uk} es no

acotada.

Bajo hipótesis de convexidad, obtenemos el siguiente resultado de convergencia.
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Teorema 4.4.6. Supongamos que J es convexa y acotada inferiormente. Además supon-

gamos que εk < ε0, donde ε0 viene dado por el Teorema 4.4.3, y ĺım inf εk > 0. Entonces

todo ĺımite débil ū de
{
uk
}

es un control óptimo para (P ) y J(uk)→ J(ū).

Demostración. Consideremos una subsucesión
{
uki
}
i∈N que converge débilmente a ū, luego{

uki
}

es acotada. Gracias a la convexidad de J y (4.66), para todo v ∈ Uad tenemos

J(v) ≥ ĺım inf
i→∞

{
J(uki) +

(
∇J(uki), v − uki

)}
≥ ĺım inf

i→∞
J(uki). (4.71)

Del Teorema 4.4.3 (1), la sucesión
{
J(uk)

}
es convergente, y entonces

J(v) ≥ ĺım
k→∞

J(uk) ≥ J(ū), (4.72)

donde la última desigualdad vale gracias a la semicontinuidad inferior débil de J , la cual se

deduce de la continuidad y convexidad de J . Como (4.72) vale para todo v ∈ Uad, podemos

concluir que ū es un control óptimo y que J(uk)→ J(ū).

Nota 4.4.7. Notamos que el resultado anterior es una de la principales diferencia con

respecto a [66], donde sólo se prueba que los puntos ĺımites débiles son soluciones óptimas

ε-aproximadas.

Si J es fuertemente convexa en (H2)r obtenemos convergencia fuerte de las iteraciones

que se obtienen del algoritmo.

Corolario 4.4.8. Si a las hipótesis anteriores le sumamos el hecho de que J sea fuertemen-

te convexa, entonces toda la sucesión {uk} converge fuertemente al único control óptimo

de (P ).

Demostración. Como J es fuertemente convexa, existe un único control u∗ ∈ Uad tal que

J(u∗) = mı́nu∈Uad J(u) (ver [26, Teorema 1.31]). Más aún, como el primer item del Teorema

4.4.3 implica que J(uk) ≤ J(u0), para todo k ∈ N, la convexidad fuerte de J implica que

toda la sucesión {uk} es acotada. Del teorema anterior se deduce J(uk) → J(u∗). De la

convexidad fuerte de J y la optimalidad de u∗, existe β > 0 tal que

J(uk) ≥ J(u∗) +
β

2

∥∥uk − u∗∥∥2
, ∀k ∈ N. (4.73)

Como J(uk)→ J(u∗) esto implica que
∥∥uk − u∗∥∥→ 0.
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4.5. Velocidad de convergencia

En esta sección, tal como aparece en [25], presentamos un caso particular donde, dotan-

do de una nueva métrica al espacio de controles, el Algoritmo 4.1 es quivalente al método

de gradiente más proyección [48] y esto significa que las iteraciones del método, para la

minimización de J sobre el conjunto Uad, se pueden escribir como

ûk+1 := PUad(û
k − εk∇J(ûk)). (4.74)

Lo que haremos es considerar el interesante caso de una función de costo cuadrático

con respecto al control, más precisamente, agregamos la siguiente hipótesis:

(H4) La función ` tiene la forma

`(t, y, u, ω) := `1(t, y, ω) +
1

2
u>N(t, ω)u, (4.75)

donde `1 y el proceso con valores matriciales N son tales que (H2) se verifica. En

particular, N es esencialmente acotada. Además, asumimos que N(t, ω) es simétrica

p.c.t. (t, ω).

En lo que sigue, asumimos que (H1) y (H2) se satisfacen, y como el costo es cuadrático

en u, suponemos que se verifica (H3)-(b). De todos modos queremos notar que en lugar de

(H3)-(b), podŕıamos asumir que ` y g satisfacen (H3)-(a) si hacemos la hipótesis adicional

de que Uad es acotado, pero por simplicidad, asumimos directamente que vale (H3)-(b),

i.e. la ecuación de estado puede escribirse como
dy(t) = [A(t)y(t) +B(t)u(t) + C(t)]dt

+
∑m

j=1[Aj(t)y(t) +Bj(t)u(t) + Cj(t)]dW
j(t), t ∈ [0, T ],

y(0) = x

(4.76)

donde A,B,C,Aj, Bj y Cj, para j = 1, ...,m son procesos con valores matriciales tales que

(H1) se satisface.

También asumimos que la sucesión {εk} es constante e igual a cierto ε > 0. Para este

valor ε definimos

Mε(t, ω) := I + εN(t, ω). (4.77)
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Notemos que si ε es lo suficientemente chico, entonces como N es esencialmente acotada,

existen δ, δ′ > 0 tales que δ′|v|2 ≥ v>Mε(t, ω)v ≥ δ|v|2 p.c.t. (t, ω) y todo v ∈ Rr. Entonces,

definiendo

(u, v)ε := E
[∫ T

0

u(t)>Mε(t)v(t)dt

]
, ‖u‖ε :=

√
(u, u)ε, ∀u, v ∈ (H2)r, (4.78)

la norma ‖·‖ε es equivalente a la norma de L2 en (H2)r y por lo tanto ((H2)r, ‖ · ‖ε) es un

espacio de Hilbert.

Nota 4.5.1. Si denotamos por ∇εJ al gradiente del funcional J en ((H2)r, ‖·‖ε), obtenemos

la siguiente relación

∇εJ(u) = M−1
ε ∇J(u) (4.79)

donde ∇J es el gradiente de J en (H2)r dotado de la norma de L2.

Teorema 4.5.2. El Algoritmo 4.1 coincide con el método de gradiente más proyección

para resolver el problema (P ) en ((H2)r, ‖ · ‖ε).

Demostración. Sea
{
uk
}

la sucesión generada por el algoritmo. De (4.57) y las hipótesis,

omitiendo los argumentos, obtenemos(
uk − uk−1 + ε

(
Nuk +B>pk−1 +

m∑
j=1

B>j q
k−1
j

)
, v − uk

)
≥ 0, (4.80)

para todo v ∈ Uad, p.c.t. t ∈ [0, T ], P− c.s. Por lo tanto,(
(I + εN)(uk − uk−1) + ε(Nuk−1 +B>pk−1 +

∑m
j=1B

>
j q

k−1
j ), v − uk

)
≥ 0, (4.81)

y esto es equivalente a

(
Mε

(
uk − uk−1 + εM−1

ε ∇J(uk−1)
)
, v − uk

)
≥ 0. (4.82)

De la nota previa y (4.78), la desigualdad (4.82) implica que uk es el punto que se obtiene

del método de gradiente más proyección cuando consideramos (H2)r dotado de la métrica

definida por (4.78).

Bajo hipótesis adicionales, el método de gradiente más proyección tiene una velocidad

de convergencia lineal. En este contexto, necesitamos el siguiente resultado.
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Lema 4.5.3. Bajo las hipótesis (H1), (H2), (H3)-(b) y (H4), la aplicación u ∈ (H2)r 7→

∇J(u) ∈ (H2)r es Lipschitz, cuando (H2)r está dotado con la norma de L2.

Demostración. De [31, Proposición 3.8], (H4) y (4.76) tenemos

∇J(u) = Hu(y, u, p, q) = Nu+B>p+
m∑
j=1

B>j qj, (4.83)

en (H2)r, donde u ∈ Uad e y es el estado asociado a u, dado por (4.1), y (p, q) es el estado

adjunto asociado a (y, u), dado por (4.5). Ahora sean u y u′ en Uad, y, (p, q) e y′, (p′, q′) los

estados y estados adjuntos asociados, respectivamente. Definimos p̄ := p− p′ y q̄ := q− q′,

entonces (p̄, q̄) es solución de la siguiente EDER,
dp̄(t) = −

[
∇y`

1(t, y)−∇y`
1(t, y′) + A(t)>p̄(t) +

∑m
j=1Aj(t)

>q̄j(t)
]

dt

+q̄(t)dW (t), t ∈ [0, T ],

p̄(T ) = ∇yg(y(T ))−∇yg(y′(T )).

(4.84)

De [89, Caṕıtulo 7, Teorema 2.2], existe una constante C > 0 tal que

E
[
supt∈[0,T ] |p̄(t)|

2 +
∫ T

0
|q̄(t)|2 dt

]
≤ CE

[
|gy(y(T ))− gy(y′(T ))|2

+
∫ T

0

∣∣`1
y(t, y)− `1

y(t, y
′)
∣∣2 dt

]
.

(4.85)

De (H2)(c)-(d) y el Lema 4.32 podemos concluir que existe una constante positiva, la cual

seguimos denotando con C, tal que

E

[
sup
t∈[0,T ]

|p̄(t)|2 +

∫ T

0

|q̄(t)|2 dt

]
≤ C ‖u− u′‖2

. (4.86)

Ahora, de las hipótesis (H1)-(c) y (H2)-(c), las funciones N,B y Bj son acotadas p.c.t.

(t, ω). Luego, el resultado se obtiene se combinar (4.86) con (4.83).

Podemos entonces demostrar el resultado más importante de esta sección:

Teorema 4.5.4 (Convergencia lineal). Supongamos que existe γ > 0 tal que p.c.t. (t, ω)

tenemos v>N(t, ω)v ≥ γ|v|2 para todo v ∈ Rr. Además, supongamos que valen las hipótesis

del Lema 4.5.3 y que `1(t, ·, ω) y g(·, ω) son convexas p.c.t. (t, ω). Entonces, J es fuerte-

mente convexa (con respecto a ambas normas), (P ) tiene una única solución u∗ y para ε
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suficientemente chico, existe α ∈ (0, 1) y C > 0 tales que

∥∥uk − u∗∥∥ ≤ Cαk
∥∥u0 − u∗

∥∥ , ∀k ∈ N, (4.87)

donde
{
uk
}

es la sucesión generada por el algoritmo.

Demostración. De nuestras hipótesis se deduce que J es fuertemente convexa en ((H2)r, ‖ ·

‖), y fácilmente se verifica que J es también fuertemente convexa en ((H2)r, ‖ · ‖ε) con

constante de convexidad β = γ/δ′ > 0, independiente de ε. Por lo tanto, existe una única

solución u∗ del problema (P ).

Como las normas ‖·‖ε y ‖·‖ son equivalentes, de (4.79) y el Lema 4.5.3 podemos deducir

que ∇εJ es Lipschitz en (H2)r dotado de la norma ‖·‖ε y que la constante de Lipschitz L

es independiente de ε. Es conocido el hecho de que la velocidad de convergencia para el

método de gradiente más proyección es lineal cuando el gradiente es una función Lipschitz,

pero por una cuestión de completitud esbozamos la prueba en las siguientes ĺıneas. Del

Teorema 4.5.2 sabemos que

uk+1 = P ε
Uad(u

k − ε∇εJ(uk)) (4.88)

donde P ε
Uad es la función proyección en ((H2)r, ‖ · ‖ε). De la optimalidad de u∗ tenemos

u∗ = P ε
Uad(u

∗ − ε∇εJ(u∗)), luego para todo k obtenemos

∥∥uk+1 − u∗
∥∥2

ε
=

∥∥P ε
Uad(u

k − ε∇εJ(uk))− P ε
Uad(u

∗ − ε∇εJ(u∗))
∥∥2

ε

≤
∥∥uk − u∗ − ε [∇εJ(uk)−∇εJ(u∗)

]∥∥2

ε

=
∥∥uk − u∗∥∥2

ε
− 2ε

(
uk − u∗,∇εJ(uk)−∇εJ(u∗)

)
ε

+ε2
∥∥∇εJ(uk)−∇εJ(u∗)

∥∥2

ε

≤ (1− 2εβ + ε2L2)
∥∥uk − u∗∥∥2

ε
.

(4.89)

Si ε < 2β/L2 tenemos 1− 2εβ + ε2L2 < 1. Nuevamente, de la equivalencia de las normas

‖·‖ε y ‖·‖ se deduce (4.87).
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Caṕıtulo 5

Discretización en tiempo de un

problema de control óptimo

estocástico

En este caṕıtulo estudiaremos la discretización en tiempo de un problema de control

óptimo estocástico el cual es similar, o un caso particular, del que presentamos en el Caṕıtu-

lo 4. El objetivo será demostrar, bajo hipótesis generales, la convergencia de las funciones

valor, asociadas a los problemas en tiempo discreto, a la función valor del problema origi-

nal. Además, demostraremos que cualquier sucesión de soluciones óptimas de los problemas

discretos es una sucesión minimizante del problema continuo. Probaremos que el PPD es

válido en este contexto y como consecuencia, la sucesión minimizante puede ser tomada co-

mo una sucesión de controles en retroalimentación (o feedback) en tiempo discreto. Además,

bajo hipótesis de convexidad veremos que los puntos de acumulación de dicha sucesión son

controles óptimos para el problema continuo.

5.1. Introducción

Tal como mencionamos en el Caṕıtulo 1, el estudio del caso discreto en tiempo proviene

de diferentes objetivos. Alguno de ellos son, por ejemplo, demostrar la existencia de con-

troles óptimos para el caso continuo, como ĺımite de controles óptimos discretos (ver [39] y

97
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[57]) o la obtención del PPD para el problema continuo como consecuencia de esta propie-

dad para el caso discreto (ver [56] y [69]). Notamos que, a diferencia de nuestro enfoque, en

[56, 54] y [69], dado un control discreto en tiempo (extendiéndolo a todo el intervalo como

una función seccionalmente constante) el estado asociado se lo obtiene como solución de la

EDE en tiempo continuo, es decir, no se considera al estado discretizado. Finalmente, los

problemas discretos en tiempo aparecen naturalmente como un primer paso para obtener

aproximaciones numéricas de los problemas de control óptimo continuos, el segundo paso

seŕıa considerar una discretización en el espacio de estados (ver [57]) o utilizar métodos de

resolución de tipo Monte Carlo.

Esta última motivación es la que inspiró este caṕıtulo. Como dijimos en el caṕıtulo an-

terior, el algoritmo presentado no resulta implementable, es por eso que como una primera

instancia, estudiaremos problemas discretos en tiempo que aproximen de cierto modo al

problema continuo y veremos que podemos extender dicho algoritmo para estos problemas

discretos. En particular en este caṕıtulo nos focalizamos en estudiar la relación entre los

problemas continuo y discreto.

En este caṕıtulo mostraremos que vale el PPD para el caso discreto. Gracias a las

hipótesis que realizamos sobre los coeficientes involucrados y el espacio de controles ad-

misibles, podremos proceder como en [32], evitando cuestiones delicadas de medibilidad

como las que aparecen en [21]. Aunque consideraremos controles adaptados a la filtración

generada por el movimiento browniano, como consecuencia del PPD veremos que exis-

ten controles óptimos feedback. Esta importante propiedad para el caso discreto, está en

contraste con lo que ocurre en el caso continuo, donde sólo en casos especiales se puede

asegurar la existencia de controles óptimos feedback (ver [89, Caṕıtulo 5, Sección 6] y Nota

5.4.9)).

Estudiamos además varias propiedades de las funciones valor discretas V h, que son

análogas a las del caso continuo, como por ejemplo continuidad Lipschitz y semiconcavidad

con respecto a la variable de estado en conjuntos acotados. Si a las funciones V h las

extendemos por interpolación lineal a todo el intervalo [0, T ], resultan Hölder continuas

en tiempo, en conjuntos acotados de la variable de estado. Utilizando un resultado de

aproximación de Krylov (ver [56]), probaremos de manera directa la convergencia local
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uniforme de V h a V , la función valor del problema continuo. Como nuestras hipótesis son

bastante generales, este resultado de convergencia es más general que lo probado en [45,

Caṕıtulo 9] o [39].

Probablemente, la convergencia de las funciones valor se pueda probar por métodos

anaĺıticos basados en la teoŕıa de soluciones de viscosidad (ver [12] y [45, Caṕıtulo 9]), sin

embargo nuestro enfoque directo nos permite probar que los controles óptimos (o ε- ópti-

mos) discretos forman una sucesión minimizante para el problema continuo. En particular,

siempre existe una sucesión minimizante de controles óptimos discretos feedback. Además

bajo hipótesis de convexidad (fuerte) demostramos la convergencia débil (fuerte) de las

soluciones óptimas discretas a soluciones óptimas del problema continuo. Finalmente, en

este marco general no estudiamos errores de estimación para la función valor y referimos

a los trabajos [54] y [55] en donde, bajo hipótesis adicionales, se trata este problema.

5.2. Preliminares

Comenzamos presentando el problema en tiempo continuo que nos interesa aproximar.

5.2.1. Problema en tiempo continuo

Similar a lo expuesto en el caṕıtulo anterior, consideramos (Ω,F ,F,P) un espacio de

probabilidad filtrado donde un movimiento browniano estándar m-dimensional W (·) está

definido. Suponemos que F = {Ft}t∈[0,T ] (T > 0) es la filtración natural, aumentada por

todos los conjuntos P-nulos en F , asociada a W (·).

Consideramos la siguiente EDE:
dy(t) = f(t, y(t), u(t))dt+ σ(t, y(t), u(t))dW (t) t ∈ [0, T ],

y(0) = x ∈ Rn,

(5.1)

donde f : [0, T ]×Rn×Rr → Rn y σ : [0, T ]×Rn×Rr → Rn×m son funciones dadas. En la

notación anterior, y(t) ∈ Rn denota la función de estado y u(t) ∈ Rr el control. Definimos

el funcional de costo

J(u) = E
[∫ T

0

`(t, y(t), u(t))dt+ g(y(T ))

]
, (5.2)
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donde ` : [0, T ]×Rn×Rr → R y g : Rn → R son funciones dadas. Definiciones más precisas

sobre las mismas y los espacios de estados y controles se darán en las próximas secciones.

Sea Uad un subconjunto de Rr, no vaćıo y cerrado. El conjunto de controles admisibles

será

Uad :=
{
u ∈ (H2)r; u(t, ω) ∈ Uad, p.c.t. (t, ω) ∈ (0, T )× Ω

}
. (5.3)

El problema de control óptimo que consideraremos es

Min J(u) sujeto a u ∈ Uad. (P )

Notemos que, la diferencia con respecto al problema abordado en el caṕıtulo anterior es

que las funciones involucradas en el costo y la dinámica son deterministas y el conjunto

Uad no es necesariamente convexo.

5.2.2. Problema en tiempo discreto

Introducimos ahora una discretización en tiempo de (P ). Dado N ∈ N definimos h :=

T/N . Tomamos tk = kh (k = 0, . . . , N) y consideramos la sucesión de variables aleatorias

i.i.d. con valores en Rm, definidas como ∆Wj+1 = W (tj+1)−W (tj), para j = 0, ..., N − 1

y ∆W0 = 0 c.s. Entonces resulta E(∆Wk) = 0 y E(∆W i
k∆W

j
k ) = hδij (donde δij = 1 si

i = j y δij = 0 en otro caso). Consideramos la filtración en tiempo discreto Fh = (Fk)Nk=0

definida por

F0 = {∅,Ω} y Fk = σ(∆Wk′ ; 0 ≤ k′ ≤ k), k = 1, . . . , N. (5.4)

Por simplicidad, notamos Ek(·) := E(·|Fk). Escribimos L2
Fk := L2(Ω,Fk,P) y definimos

Uh := ΠN−1
k=0 L

2
Fk , al cual dotamos de la norma ‖u‖2

Uh := h
∑N−1

k=0 E|uk|2.

Consideramos la siguiente discretización de la ecuación de estado, dada por un esquema

expĺıcito de Euler:
yk = yk−1 + hf(tk−1, yk−1, uk−1) + σ(tk−1, yk−1, uk−1)∆Wk, k = 1, ..., N,

y0 = x ∈ Rn.

(5.5)

La función de costo discreta Jh : Uh → R se define como

Jh(u) := E

[
h
N−1∑
k=0

`(tk, yk, uk) + g(yN)

]
, (5.6)
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donde y = (y0, . . . , yN) es la solución de (5.5). Finalmente, consideramos el conjunto de

controles admisibles como

Uhad := {u ∈ Uh; uk ∈ Uad P - c.s., ∀ k = 0, . . . , N − 1}. (5.7)

Entonces, el problema de control óptimo en tiempo discreto que consideramos es

Min Jh(u) sujeto a u ∈ Uhad. (P h)

5.2.3. Hipótesis generales

Presentamos las hipótesis que consideraremos a lo largo del caṕıtulo.

(H1) Hipótesis sobre la dinámica:

a) Las funciones ϕ = f, σ son B ([0, T ]× Rn × Rr)-medibles.

b) Para casi todo t ∈ [0, T ] la aplicación (y, u) 7→ ϕ(t, y, u) es C1 y existe una

constante L > 0 tal que para casi todo t ∈ [0, T ] y todo y ∈ Rn y u ∈ Uad se

tiene  |ϕ(t, y, u)| ≤ L [|y|+ |u|+ 1] ,

|ϕy(t, y, u)|+ |ϕu(t, y, u)| ≤ L,
(5.8)

donde ϕy(t, y, u) := Dyϕ(t, y, u) y ϕu(t, y, u) := Duϕ(t, y, u).

c) Existe un módulo de continuidad creciente ω : [0,+∞[→ [0,+∞[ tal que para

ϕ = f, σ, y para todo y ∈ Rn, u ∈ Uad, s, t ∈ [0, T ] se tiene

|ϕ(s, y, u)− ϕ(t, y, u)| ≤ ω(|s− t|). (5.9)

(H2) Hipótesis sobre el costo:

a) Las funciones ` y g son respectivamente B ([0, T ]× Rn × Rr) y B (Rn) medibles.

b) Para casi todo t ∈ [0, T ] la aplicación (y, u) 7→ `(t, y, u) es C1, y existe L > 0

tal que para todo y ∈ Rn y u ∈ Uad, |`(t, y, u)| ≤ L [|y|+ |u|+ 1]2 ,

|`y(t, y, u)|+ |`u(t, y, u)| ≤ L [|y|+ |u|+ 1] ,
(5.10)

donde `y(t, y, u) := Dy`(t, y, u) y `u(t, y, u) := Du`(t, y, u).
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c) Existe un módulo de continuidad creciente ω : [0,+∞[→ [0,+∞[ tal que para

todo y ∈ Rn, u ∈ Uad, s, t ∈ [0, T ] se tiene

|`(s, y, u)− `(t, y, u)| ≤ ω(|s− t|). (5.11)

d) La aplicación y 7→ g(y) es C1 y existe L > 0 tal que para todo y ∈ Rn, |g(y)| ≤ L [|y|+ 1]2 ,

|∇g(y)| ≤ L [|y|+ 1] .
(5.12)

Nota 5.2.1. De (H1) y de la Proposición 1.1.7 se deduce que para cada u ∈ Uad la ecuación

de estado (5.1) admite una única solución fuerte.

Observemos que a diferencia del caṕıtulo anterior, en esta formulación los coeficientes

involucrados en la ecuación de estado no son aleatorios. Es necesario considerar coeficientes

deterministas para que el estado discreto sea adaptado a la filtración discreta Fh.

5.3. Estimaciones del estado para el caso continuo y

discreto

Como hicimos en los caṕıtulos anteriores, fijado h = T/N con N ∈ N, a todo control

discreto uh = (uk)
N−1
k=0 ∈ Uhad lo podemos pensar como un control admisible para el caso

continuo, si lo definimos seccionalmente constante sobre cada intervalo [tk, tk+1). Teniendo

en cuenta la definición de la filtración discreta, es claro que si uh es adaptado a la filtra-

ción Fh también será adaptado a la filtración F. En esta sección estudiaremos la relación

que existe entre el estado discreto y el estado continuo asociados a un mismo control uh.

Comenzaremos presentando algunas estimaciones sobre los estados discretos. Definimos

yh = (yk)
N
k=0, como el estado discreto asociado a uh, mediante (5.5).

Lema 5.3.1. Supongamos que vale (H1). Entonces, existe C > 0 tal que para todo uh ∈

Uh, siendo yh = (yk)
N
k=0 el estado discreto asociado, se tiene

E
[

máx
k=0,...,N

|yk|2
]
≤ C

[
|x|2 + ‖uh‖2

Uh + 1
]
. (5.13)
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Demostración. Para todo k = 1, ..., N tenemos

yk = x+ h

k−1∑
j=0

f(tj, yj, uj) +
k−1∑
j=0

σ(tj, yj, uj)∆Wj+1. (5.14)

Luego, de (H1)-(b) deducimos que existe C0 > 0 tal que,

|yk|2 ≤ 3
[
|x|2 +Nh2

∑k−1
j=0 |f(tj, yj, uj)|2 + (

∑k−1
j=0 σ(tj, yj, uj)∆Wj+1)2

]
≤ C0

[
|x|2 + h

∑k−1
j=0 [|yj|2 + |uj|2 + 1] + (

∑k−1
j=0 σ(tj, yj, uj)∆Wj+1)2

]
.

(5.15)

De la linealidad de la esperanza y la desigualdad del máximo de Doob (ver [51, Caṕıtulo

2, Teorema 6.10]), se tiene que

E

máx
0≤i≤k

(
i−1∑
j=0

σ(tj, yj, uj)∆Wj+1

)2
 ≤ 4

k−1∑
j=0

E
[
|σ(tj, yj, uj)∆Wj+1|2

]
, (5.16)

y de la isometŕıa de Itô se deduce

k−1∑
j=0

E
[
|σ(tj, yj, uj)∆Wj+1|2

]
= h

k−1∑
j=0

E
[
|σ(tj, yj, uj)|2

]
. (5.17)

Finalmente de (H1)-(b) existe C1 > 0 tal que

E
[

máx
0≤i≤k

|yi|2
]
≤ C1

[
|x|2 + h

k−1∑
j=0

[
E[máx

0≤i≤j
|yi|2] + E[|uj|2] + 1

]]
. (5.18)

El resultado entonces se deduce de aplicar el Lema de Grönwall’s discreto [40].

Dado uh ∈ Uh, sea uhc ∈ (H2
F)r definido como uhc (t) := uk para todo t ∈ [tk, tk+1) y sea

y el estado continuo asociado, i.e., la única solución de la siguiente EDE dy(t) = f(t, y(t), uhc (t))dt+ σ(t, y(t), uhc (t))dW (t), t ∈ [0, T ],

y(0) = x.
(5.19)

Ahora analizamos la relación que existe entre los estados continuo y discreto y(·) e yh =

(yk)
N
k=0 asociados a uhc y uh, respectivamente. Antes de enunciar el próximo resultado

notemos que

‖uhc‖2
H2

F
= E

[∫ T
0
|uhc (t)|2dt

]
= h

∑N−1
j=0 E [|uk|2]

= ‖uh‖2
Uh .

(5.20)
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Lema 5.3.2. Supongamos que vale (H1). Entonces, existe C > 0 tal que

máx
k=0,...,N

E
[
|y(tk)− yk|2

]
≤ Ch

[
|x|2 + ‖uh‖2

Uh + 1
]

+ Cω2(h), (5.21)

para todo k = 0, . . . , N .

Demostración. Para todo k = 0, ..., N − 1 definimos ∆yk := y(tk)− yk,

∆fk(t) := f(t, y(t), uk)− f(tk, yk, uk) y ∆σk(t) := σ(t, y(t), uk)− σ(tk, yk, uk). (5.22)

Tenemos,

∆yk+1 = ∆yk +

∫ tk+1

tk

∆fk(t)dt+

∫ tk+1

tk

∆σk(t)dW (t). (5.23)

Por lo tanto, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la isometŕıa de Itô obtenemos

E [|∆yk+1|2] ≤ E [|∆yk|2] + E
[
|
∫ tk+1

tk
∆fk(t)dt|2

]
+ E

[
|
∫ tk+1

tk
∆σk(t)dW (t)|2

]
+2 (E[|∆yk|2])

1
2

(
E[|
∫ tk+1

tk
∆fk(t)dt|2]

) 1
2

+2
(
E[|
∫ tk+1

tk
∆fk(t)dt|2]

) 1
2
(
E[|
∫ tk+1

tk
∆σk(t)dW (t)|2]

) 1
2
.

(5.24)

Aplicando la desigualdad de Young en los últimos dos términos, se tiene

E
[
|∆yk+1|2

]
≤ [1 + h]E

[
|∆yk|2

]
+ [1 + 2

h
]E
[∣∣∣∫ tk+1

tk
∆fk(t)dt

∣∣∣2]
+[1 + h]E

[∣∣∣∫ tk+1

tk
∆σk(t)dW (t)

∣∣∣2] . (5.25)

Ahora estudiamos por separado los términos cuadráticos de (5.25). De la desigualdad de

Cauchy-Schwarz y la hipótesis (H1), tenemos

E
[∣∣∣∫ tk+1

tk
∆fk(t)dt

∣∣∣2] ≤ hE
[∫ tk+1

tk
|∆fk(t)|2dt

]
≤ 2hE

∫ tk+1

tk
|f(t, y(t), uk)− f(t, yk, uk)|2dt

+2hE
∫ tk+1

tk
|f(t, yk, uk)− f(tk, yk, uk)|2dt

≤ 2h
[∫ tk+1

tk
L2E |y(t)− yk|2 dt+

∫ tk+1

tk
ω2(|t− tk|)dt

]
≤ 2hL2

∫ tk+1

tk
E |y(t)− yk|2 dt+ 2h2ω2(h).

(5.26)

Para poder estimar el último término en (5.26), notemos que para todo tk ≤ t < tk+1

obtenemos

y(t)− yk = ∆yk +

∫ t

tk

f(s, y(s), u(s))ds+

∫ t

tk

σ(s, y(s), u(s))dW (s). (5.27)
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Luego, de (H1), la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la isometŕıa de Itô podemos deducir

que existe C0 > 0 tal que para todo tk ≤ t < tk+1,

E
[
|y(t)− yk|2

]
≤ C0E

[
|∆yk|2

]
+ C0hE

[∫ tk+1

tk
L2[|y(t)|2 + |uk|2 + 1]dt

]
+C0E

[∫ tk+1

tk
L2[|y(t)|2 + |uk|2 + 1]dt

]
≤ C0E

[
|∆yk|2

]
+ C0h

[
|x|2 + ‖uh‖2

Uh + E|uk|2 + 1
]
,

(5.28)

donde la última desigualdad sigue de la Proposición 1.1.7. Por lo tanto, de (5.26) y (5.28),

existen constantes positivas C1 y C2 tales que,

E
[∣∣∣∫ tk+1

tk
∆fk(t)dt

∣∣∣2] ≤ C1h
2E
[
|∆yk|2

]
+ C2h

3
[
|x|2 + ‖uh‖2

Uh + E|uk|2 + 1
]

+ 2h2ω2(h).

(5.29)

De la isometŕıa de Itô y (5.28) tenemos que

E
[∫ tk+1

tk
∆σk(t)dW (t)

]2

= E
∫ tk+1

tk
|∆σk(t)|2 dt

≤ 2E
∫ tk+1

tk
L2 |y(t)− yk|2 + ω2(|t− tk|)dt

≤ C3hE
[
|∆yk|2

]
+ C4h

2
[
|x|2 + ‖uh‖2

Uh + E|uk|2 + 1
]

+ 2hω2(h),

(5.30)

para ciertas constantes positivas C3 y C4.

Combinando (5.25), (5.29) y (5.30) podemos concluir que existen C5 > 0, C6 > 0 y

C7 > 0 tales que

E
[
|∆yk+1|2

]
≤ [1+C5h]E

[
|∆yk|2

]
+C6h

2
[
|x|2 + ‖uh‖2

Uh + E|uk|2 + 1
]
+C7hω

2(h). (5.31)

Finalmente, deducimos que

E
[
|∆yk+1|2

]
≤ [1 + C5h]kE

[
|∆y0|2

]
+
∑k−1

j=0 [1 + C5h]jC6h
2
[
|x|2 + ‖uh‖2

Uh + E|uk|2 + 1
]

+
∑k−1

j=0 [1 + C5h]jC7hω
2(h)

≤ eC5TC6h
[
T |x|2 + 2‖uh‖2

Uh + T
]

+ eC5TC7Tω
2(h)

≤ Ch
[
|x|2 + ‖uh‖2

Uh + 1
]

+ Cω2(h),

(5.32)

para una adecuada constante C > 0.
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Corolario 5.3.3. Supongamos que se verifica (H1) y al menos una de las siguientes hipóte-

sis se satisface: (a) para todo (y, u) ∈ Rn×Rr y casi todo t ∈ [0, T ] tenemos σu(t, y, u) ≡ 0;

(b) el conjunto Uad es compacto. Entonces, existe C > 0 tal que para todo k = 0, ..., N − 1,

E

[
sup

tk≤t<tk+1

|y(t)− yk|2
]
≤ Ch

[
|x|2 + ‖uh‖2

Uh + 1
]

+ Cω2(h). (5.33)

Demostración. Para todo tk ≤ t < tk+1, tenemos

y(t)− yk = [y(tk)− yk] +

∫ t

tk

f(s, y(s), uk)ds+

∫ t

tk

σ(s, y(s), uk)dW (s). (5.34)

Luego, de la desigualdad del máximo de Doob y la isometŕıa de Itô, existe K > 0 tal que

E
[
suptk≤t<tk+1

|y(t)− yk|2
]
≤ 2E

[
|y(tk)− yk|2

]
+ 4hE

[∫ tk+1

tk
|f(s, y(s), uk)|2 ds

]
+4KE

[∫ tk+1

tk
|σ(s, y(s), uk)|2 ds

]
.

(5.35)

De (H1) y la Proposición 1.1.7, deducimos que existe C0 > 0 tal que

E
∫ tk+1

tk
|f(s, y(s), uk)|2 ds ≤ 3L2hE

[
suptk≤s≤tk+1

|y(s)|2 + |uk|2 + 1
]

≤ C0

[
h
[
|x|2 + ‖uh‖2

Uh + 1
]

+ ‖uh‖2
Uh + h

]
.

(5.36)

Por un lado, si vale (a), existe C1 > 0 tal que

E
∫ tk+1

tk

|σ(s, y(s), uk)|2 ds ≤ C1h
[
[|x|2 + ‖uh‖2

Uh + 1] + 1
]
, (5.37)

luego del lema anterior, tenemos

E

[
sup

tk≤t<tk+1

|y(t)− yk|2
]
≤ Ch

[
|x|2 + ‖uh‖2

Uh + 1
]

+ Cω2(h), (5.38)

para cierta constante C > 0. Por otro lado, si se satisface (b), entonces existe MU > 0 tal

que |u| ≤MU para todo u ∈ Uad. Luego, existe C2 > 0 tal que,

E
∫ tk+1

tk

|σ(s, y(s), uk)|2 ds ≤ C2h
[
[|x|2 + ‖uh‖2

Uh + 1] +M2
U + 1

]
. (5.39)

Entonces, del lema previo obtenemos la existencia de C > 0 de modo que

E

[
sup

tk≤t<tk+1

|y(t)− yk|2
]
≤ Ch

[
|x|2 + ‖uh‖2

Uh + 1
]

+ Cω2(h). (5.40)
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5.4. Principio de la Programación Dinámica para el

problema en tiempo discreto

El objetivo de esta sección es demostrar el PPD para el problema (P h) parametrizado

por el tiempo discreto inicial y el estado inicial. Más allá de la importancia intŕınseca del

mismo, el PPD nos permite demostrar la existencia de controles óptimos feedback y además

nos ayudará a demostrar la convergencia de las funciones valor discretas a la continua, como

veremos en la Sección 5.6.

A lo largo de esta sección consideramos h = T/N fijo y asumimos que el conjunto Uad

es compacto. Como el problema (P h) estará parametrizado por el tiempo inicial y el estado

inicial, será necesario definir nuevas filtraciones y espacios de controles admisibles. Para

cada k = 0, ..., N consideramos la filtración compuesta por las siguientes σ-álgebras.

Fkk = {∅,Ω} y Fkj = σ(∆Wk′ ; k + 1 ≤ k′ ≤ j), ∀ j ∈ {k + 1, ..., N}. (5.41)

Para k = 0, . . . , N − 1, el conjunto de controles admisibles es

Uhk := {u = (uk, ..., uN−1) ∈ ΠN−1
j=k L

2
Fkj

: uj(ω) ∈ Uad P− c.s., j = k, ..., N − 1}. (5.42)

Dado u ∈ Uhk , x ∈ Rn y k = 0, . . . , N − 1, definimos de manera recursiva el estado yk,x,uj ,

j = k, . . . , N , asociado a u, x y k como
yk,x,uj+1 = yk,x,uj + hf(tj, y

k,x,u
j , uj) + σ(tj, y

k,x,u
j , uj)∆Wj+1, j = k, . . . , N − 1,

yk,x,uk = x.

(5.43)

En particular, tenemos que yk,x,uj ∈ L2
Fkj

, para todo j = k, . . . , N . Se puede probar fácil-

mente que las estimaciones que presentamos para el estado en la sección anterior, siguen

siendo válidas si consideramos el estado comenzando en el tiempo tk.

Finalmente, a cada u ∈ Uhk asociamos el funcional de costo que se define como,

Jhk (x, u) := E

[
h
N−1∑
j=k

`(tj, y
k,x,u
j , uj) + g(yk,x,uN )

]
. (5.44)

La función valor está definida sobre Rn como

V N(x) := g(x), y V k(x) := ı́nf
u∈Uhk

Jhk (x, u) para k = 0, . . . , N − 1. (5.45)
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Nuestro objetivo es demostrar el PPD para V k, i.e.,

V k(x) = ı́nf
u∈Uad

{
h`(tk, x, u) + E

[
V k+1(x+ hf(tk, x, u) + σ(tk, x, u)∆Wk+1)

]}
, (5.46)

para todo k = 0, ..., N − 1.

5.4.1. Estimaciones preliminares

Para alcanzar nuestro objetivo, serán necesarios algunos resultados preliminares sobre

el estado y el funcional de costo.

Lema 5.4.1. Asumimos que vale (H1). Entonces, para todo p ≥ 2, existe Cp > 0, tal que

para todo x, y ∈ Rn, k = 0, ..., N − 1 y u ∈ Uhk , se tiene

E
[

máx
j=k,...,N

∣∣∣yk,x,uj − yk,y,uj

∣∣∣p] ≤ Cp|x− y|p. (5.47)

Demostración. Para que la notación resulte más clara, omitiremos los supráındices k y u

en los estados. Denotamos ∆yj = yxj −y
y
j , y ∆ϕj = ϕ(tj, y

x
j , uj)−ϕ(tj, y

y
j , uj) para ϕ = f, σ.

Luego, obtenemos para i = k, . . . N − 1,

∆yi+1 = x− y +
i∑

j=k

h∆fj +
i∑

j=k

∆σj∆Wj+1. (5.48)

De la convexidad de la aplicación s 7→ sp para p ≥ 1, tenemos

|∆yi+1|p ≤ 3p−1

[
|x− y|p +

∣∣∣∣∣
i∑

j=k

h∆fj

∣∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∣
i∑

j=k

∆σj∆Wj+1

∣∣∣∣∣
p]
. (5.49)

De (H1) deducimos∣∣∣∣∣
i∑

j=k

h∆fj

∣∣∣∣∣
p

≤ Np−1hp
i∑

j=k

|∆fj|p ≤ T p−1hLp
i∑

j=k

|∆yj|p. (5.50)

Ahora, de (H1) y la desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy [36], existe Kp tal que

E
[
máxk≤m≤i |

∑m
j=k ∆σj∆Wj+1|p

]
≤ KpE

[
[h
∑i

j=k |∆σj|2]
p
2

]
≤ KpN

p
2
−1h

p
2

∑i
j=k E [|∆σj|p]

≤ KpT
p
2
−1hLp

∑i
j=k E [|∆yj|p] .

(5.51)
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Combinando (5.49), (5.50) y (5.51), existe cp tal que

E
[

máx
k≤m≤i+1

|∆ym|p
]
≤ cp|x− y|p + cph

i∑
j=k

E
[

máx
k≤m≤j

|∆ym|p
]
. (5.52)

Luego, el resultado sigue de aplicar el Lema de Grönwall’s discreto.

Ahora probaremos que la función valor discreta es Lipschitz continua con respecto a la

variable de estado, sobre conjuntos acotados.

Lema 5.4.2. Supongamos que (H1) y (H2) son ciertas. Entonces, existe una constante

C > 0 (independiente de h), tal que para todo x, y ∈ Rn, y para todo u ∈ Uhk , se tiene

∣∣Jhk (x, u)− Jhk (y, u)
∣∣ ≤ C [|x|+ |y|+ 1] |x− y|, ∀ k = 0, . . . , N − 1. (5.53)

Como consecuencia,

∣∣V k(x)− V k(y)
∣∣ ≤ C [|x|+ |y|+ 1] |x− y| ∀ k = 0, . . . , N. (5.54)

Demostración. Utilizando la misma notación que en el lema previo, para k fijo y u ∈ Uhk
tenemos

|Jhk (x, u)− Jhk (y, u)| ≤ E

[
h

N−1∑
j=k

|`(tj, yxj , uj)− `(tj, y
y
j , uj)|+ |g(yxN)− g(yyN)|

]
. (5.55)

De (H2), para todo k ≤ j ≤ N − 1 obtenemos

E
[
|`(tj, yxj , uj)− `(tj, y

y
j , uj)|

]
≤ E

[∫ 1

0
|`y(tj, yxj + s(yyj − yxj ), uj)(y

y
j − yxj )|ds

]
≤ E

[∫ 1

0
[L(1 + |yxj |+ s|yyj − yxj |+ |uj|)|y

y
j − yxj |]ds

]
≤ LE

[
|yyj − yxj |+ |yxj ||y

y
j − yxj |+ |y

y
j − yxj |2

+ |uj||yyj − yxj |
]
.

(5.56)

Como el conjunto Uad es compacto, el mismo está acotado por cierta constante positiva

MU , luego, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el Lema 5.3.1 y el Lema 5.4.1 existe
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C0 > 0 tal que

E
[
|yyj − yxj |

]
≤
(
E[|yyj − yxj |2]

) 1
2 ≤ C0|x− y|

E
[
|yxj ||y

y
j − yxj |

]
≤
(
E[|yxj |2]

) 1
2
(
E[|yyj − yxj |2]

) 1
2 ≤ C0 [|x|2 + TM2

U + 1|]
1
2 |x− y|

E
[
|uj||yyj − yxj |

]
≤ (E[|uj|2])

1
2
(
E[|yyj − yxj |2]

) 1
2 ≤ C0MU |x− y|

E
[
|yyj − yxj |2

]
≤ C0|x− y|2 ≤ C0 [|x|+ |y|] |x− y|.

(5.57)

Podemos concluir que existe C1 > 0 tal que,

E
[
|`(tj, yxj , uj)− `(tj, y

y
j , uj)|

]
≤ C1 [|x|+ |y|+ 1] |x− y|. (5.58)

Análogamente deducimos que

E [|g(yxN)− g(yyN)|] ≤ C1 [|x|+ |y|+ 1] |x− y|. (5.59)

Como C1 en (5.58) no depende de j, concluimos que

|Jhk (x, u)− Jhk (y, u)| ≤ (T + 1)C1 [|x|+ |y|+ 1] |x− y|, (5.60)

y por lo tanto se verifica (5.53).

Como el conjunto Uhk es acotado, y la constante obtenida C1 es independiente de u ∈ Uhk ,

la relación (5.54) se deduce fácilmente de la desigualdad

|V k(x)− V k(y)| ≤ sup
u∈Uhk

|Jhk (x, u)− Jhk (y, u)|. (5.61)

5.4.2. Principio de la Programación Dinámica

Presentamos finalmente la demostración del PPD para este caso discreto. Para ello,

comenzamos introduciendo la siguiente función auxiliar. Sea x ∈ Rn, definimos

Sk(x) := ı́nfu∈Uad

{
h`(tk, x, u) + E

[
V k+1(yk,x,uk+1 )

]}
, ∀ k = 0, . . . , N − 1,

SN(x) := g(x),

(5.62)

donde,

yk,x,uk+1 = x+ hf(tk, x, u) + σ(tk, x, u)∆Wk+1, (5.63)

para k = 0, . . . , N − 1.
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Lema 5.4.3. Bajo las hipótesis (H1) y (H2), existe C > 0 (independiente de h), tal que

para todo x, y ∈ Rn y k = 0, . . . , N − 1, se tiene

∣∣Sk(x)− Sk(y)
∣∣ ≤ C [|x|+ |y|+ 1] |x− y|. (5.64)

Demostración. De la definición de Sk y el lema previo, existe C0 > 0 tal que

|Sk(x)− Sk(y)| ≤ supu∈Uad

{
h|`(tk, x, u)− `(tk, y, u)|+ E

[
|V k+1(yk,x,uk+1 )− V k+1(yk,y,uk+1 )|

]}
≤ hC0 [|x|+ |y|+ 1] |x− y|+ E

[
C0[|yk,x,uk+1 |+ |y

k,y,u
k+1 |+ 1]|yk,x,uk+1 − y

k,y,u
k+1 |

]
.

(5.65)

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos

E
[
[|yk,x,uk+1 |+ |y

k,y,u
k+1 |+ 1]|yk,x,uk+1 − y

k,y,u
k+1 |

]
≤
(
E[[|yk,x,uk+1 |+ |y

k,y,u
k+1 |+ 1]2]

) 1
2
(
E[|yk,x,uk+1 − y

k,y,u
k+1 |2]

) 1
2
.

(5.66)

Del Lema 5.3.1 y el Lema 5.4.1 concluimos que existe C1 > 0 independiente de u ∈ Uhad, ya

que Uad es acotado, tal que

(
E[[|yk,x,uk+1 |+ |y

k,y,u
k+1 |+ 1]2]

) 1
2
(
E[|yk,x,uk+1 − y

k,y,u
k+1 |

2]
) 1

2 ≤ C1 [|x|+ |y|+ 1] |x− y|. (5.67)

Combinando (5.65) y (5.67), deducimos que vale (5.64).

Lema 5.4.4. Para todo x ∈ Rn y todo k = 0, ..., N , la aplicación u ∈ Rm 7→ E[V k+1(yk,x,uk+1 )]

es Lipschitz continua. Como consecuencia, Sk(x) ∈ R, para todo x ∈ Rn.

Demostración. Sean u, v ∈ Rr, de (H1) y la isometŕıa de Itô, tenemos

E
[
|yk,x,uk+1 − y

k,x,v
k+1 |2

]
≤ E [|h(f(tk, x, u)− f(tk, x, v)) + (σ(tk, x, u)− σ(tk, x, v))∆Wk+1|2]

≤ 2h2E [|f(tk, x, u)− f(tk, x, v)|2] + 2hE [|σ(tk, x, u)− σ(tk, x, v)|2]

≤ 2h2L2|u− v|2 + 2hL2|u− v|2.
(5.68)
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Luego, utilizando los mismos argumentos de la prueba del lema anterior, del Lema 5.3.1,

Lema 5.4.2 y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, existe C0 > 0 y C > 0 tales que,∣∣∣E[V k+1(yk,x,uk+1 )− V k+1(yk,x,vk+1 )]
∣∣∣ ≤ E

[
|C0[|yk,x,uk+1 )|+ |yk,x,vk+1 )|+ 1]|yk,x,uk+1 − y

k,x,v
k+1 |

]
≤

(
E[|C0[|yk,x,uk+1 )|+ |yk,x,vk+1 )|+ 1]|2] E[|yk,x,uk+1 − y

k,x,v
k+1 |2]

) 1
2

≤ C [|x|+ 1] |u− v|.
(5.69)

De (5.69) y (H2), concluimos que la aplicación u 7→ E[V k+1(yk,x,uk+1 )] es Lipschitz continua,

y por lo tanto Sk(x) es finito.

Ahora probaremos el PPD. Como la función V k es continua, podemos probar el re-

sultado de manera directa, siguiendo las ideas de [32], sin necesidad de enmarcar nuestro

problema en el caso general de [21].

Teorema 5.4.5 (PPD). Bajo las hipótesis (H1) y (H2), para todo x ∈ Rn tenemos

V k(x) = Sk(x) ∀ k = 0, ..., N. (5.70)

Demostración. Empezamos probando que V k(x) ≥ Sk(x). Sea u = (uk, ..., uN−1) un ele-

mento de Uhk . De la definición del conjunto Uhk , podemos escribir a uj para j ∈ {k +

1, ..., N − 1}, como una función medible de los incrementos del movimiento browniano,

i.e. uj(∆Wk+1, ...,∆Wj). Para ∆ωk+1 ∈ Rm fijo y j = k + 1, . . . , N − 1, definimos las

aplicaciones

ûj(∆ωk+1) : Ω → Rr

ω 7→ uj(∆ωk+1,∆Wk+2(ω), ...,∆Wj(ω)).

(5.71)

Definiendo û(∆ωk+1) = (ûk+1(∆ωk+1), . . . , ûN−1(∆ωk+1)), obtenemos û(∆ωk+1) ∈ Uhk+1.

Luego, podemos definir

ŷk+1(∆ωk+1) := x+ hf(tk, x, uk) + σ(tk, x, uk)∆ωk+1, (5.72)

de manera determinista y para j = k + 2, . . . , N , definimos

ŷj(∆ωk+1) : Ω → Rn

ω 7→ y
k+1,ŷk+1(∆ωk+1),û(∆ωk+1)(ω)
j (ω).

(5.73)
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De la independencia de los incrementos del movimiento browniano, obtenemos

E
[
h
∑N−1

j=k+1 `(tj, y
k,x,u
j , uj) + g(yk,x,uN )

]
=∫

Rm E
[
h
∑N−1

j=k+1 `(tj, ŷj(∆ωk+1), ûj(∆ωk+1)) + g(ŷN(∆ωk+1))
]

dP∆Wk+1
(∆ωk+1),

(5.74)

donde P∆Wk+1
es la medida inducida por P y ∆Wk+1 en Rm (ver [1, Sección 4.13]). Por lo

tanto, obtenemos

E
[
h
∑N−1

j=k+1 `(tj, y
k,x,u
j , uj) + g(yk,x,uN )

]
=
∫
Rm (h`(tk+1, ŷk+1(∆ωk+1), ûk+1(∆ωk+1))

+E
[
h
∑N−1

j=k+2 `(tj, ŷj(∆ωk+1), ûj(∆ωk+1)) + g(ŷN(∆ωk+1))
])

dP∆Wk+1
(∆ωk+1)

≥
∫
Rm V

k+1(ŷk+1(∆ωk+1))dP∆Wk+1
(∆ωk+1)

= E
[
V k+1(x+ hf(tk, x, uk) + σ(tk, x, uk)∆Wk+1)

]
.

(5.75)

Luego para todo u = (uk, ..., uN−1) ∈ Uhk , como uk ∈ L2
Fkk

y Fkk = {∅,Ω}, se tiene

`(tk, x, uk) + E
[
h
∑N−1

j=k+1 `(tj, y
k,x,u
j , uj) + g(yk,x,uN )

]
≥ `(tk, x, uk) + E

[
V k+1(x+ hf(tk, x, uk) + σ(tk, x, uk)∆Wk+1)

]
≥ Sk(x).

(5.76)

Minimizando con respecto a u ∈ Uhk en el lado izquierdo de la desigualdad anterior, dedu-

cimos

V k(x) ≥ Sk(x). (5.77)

Ahora probamos la otra desigualdad utilizando un argumento inductivo. Es claro de las

definiciones que

V N(x) = SN(x) y V N−1(x) = SN−1(x), ∀x ∈ Rn. (5.78)

Ahora, sea ε un número positivo. Para cada x ∈ Rn sea δx > 0 tal que

C[|x|+ |y|+ 1]|x− y| < ε

3
, ∀y : |x− y| < δx, (5.79)
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donde C es el máximo de las constantes dadas en el Lema 5.4.2 y Lema 5.4.3. Luego, para

todo k = 0, ..., N y u ∈ Uhk ,

máx
{
|Jhk (x, u)− Jhk (y, u)|, |V k(x)− V k(y)|, |Sk(x)− Sk(y)|

}
<
ε

3
, ∀ y : |x− y| < δx.

(5.80)

Como Rn es un espacio de Lindelöf, i.e. todo cubrimiento por abiertos del mismo tiene un

subcubrimiento numerable, existe una sucesión (ξi)i∈N ⊂ Rn tal que Rn =
⋃∞
i=1B(ξi, δξi).

Con el objetivo de obtener una unión disjunta, consideramos los siguientes conjuntos

B̂1 := B(ξ1, δξ1), y B̂k := B(ξk, δξk) \ (∪k−1
j=1B̂j), ∀ k > 1. (5.81)

Ahora, sea k < N−1 y supongamos que V n ≡ Sn, para todo n = k+1, ..., N . Sea uij ∈ Uad
una solución ε

3
-óptima de Sj(ξi) para j = k, ..., N − 1, i.e.

h`(tj, ξi, u
i
j) + E

[
V j+1(ξi + hf(tj, ξi, u

i
j) + σ(tj, ξi, u

i
j)∆Wj+1)

]
≤ Sj(ξi) +

ε

3
. (5.82)

Definimos la función medible uj como uj(x) =
∑∞

i=1 u
i
jχB̂i(x). Sea x ∈ Rn e i ∈ N tal que

x ∈ B̂i (ver (5.81)). Entonces, de (5.80) y (5.82) tenemos

h`(tj, x, uj(x)) + E [V j+1(x+ hf(tj, x, uj(x)) + σ(tj, x, uj(x))∆Wj+1)]

= h`(tj, x, u
i
j) + E

[
V j+1(x+ hf(tj, x, u

i
j) + σ(tj, x, u

i
j)∆Wj+1)

]
≤ ε

3
+ h`(tj, ξi, u

i
j) + E

[
V j+1(ξi + hf(tj, ξi, u

i
j) + σ(tj, ξi, u

i
j)∆Wj+1)

]
≤ ε

3
+ Sj(ξi) + ε

3

≤ Sj(x) + ε.

(5.83)

Ahora, fijamos x ∈ Rn y tomamos ūk = uk(x) ∈ Uad. Definimos recursivamente uj : Ω →

Rr, para todo k < j ≤ N − 1, como

ūj+1(ω) := uj+1

(
y
k,x,(ūk,...,ūj)
j+1 (ω)

)
, (5.84)

donde
(
y
k,x,(ūk,...,ūj)
r

)j+1

r=k
satisface la primera ecuación en (5.5) para ūk, ..., ūj, y y

k,x,(ūk,...,ūj)
k =

x. Como la función uj+1 es medible y acotada, y la función y
k,x,(ūk,...,ūj)
j+1 es medible con res-

pecto a Fkj+1, obtenemos que ū = (ūk, ..., ūN−1) ∈ Uhk . Utilizando las mismas ideas que en
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(5.74)-(5.75), y la hipótesis de inducción V j ≡ Sj, para todo k < j ≤ N − 1, obtenemos

Jhk (x, ū) = h`(tk, x, ūk) + E
[
h
∑N−1

j=k+1 `(tj, y
k,x,ū
j , uj(y

k,x,ū
j )) + g(yk,x,ūN )

]
= h`(tk, x, ūk) + E

[
h
∑N−1

j=k+1 `(tj, y
k,x,ū
j , uj(y

k,x,ū
j )) + V N(yk,x,ūN )

]
≤ h`(tk, x, ūk) + E

[
h
∑N−2

j=k+1 `(tj, y
k,x,ū
j , uj(y

k,x,ū
j )) + SN−1(yk,x,ūN−1 ) + ε

]
= h`(tk, x, ūk) + E

[
h
∑N−2

j=k+1 `(tj, y
k,x,ū
j , uj(y

k,x,ū
j )) + V N−1(yk,x,ūN−1 ) + ε

]
≤ h`(tk, x, ūk) + E

[
V k+1(yk,x,ūk+1 )

]
+ (N − 1)ε

≤ Sk(x) +Nε.

(5.85)

Donde la desigualdad en la tercera ĺınea se obtiene de (5.83). Concluimos que,

V k(x) ≤ Jhk (x, ū) ≤ Sk(x) +Nε. (5.86)

De la arbitrariedad de ε > 0 obtenemos

V k(x) ≤ Sk(x). (5.87)

Nota 5.4.6. Observemos que si en la definición (5.45) de V k, en lugar de minimizar sobre

el conjunto Uhk , minimizamos sobre el conjunto Ūhk := {u ∈ ΠN−1
j=k L

2
Fj : uj ∈ Uad c.s. ∀j =

k, . . . , N − 1}, obtenemos la misma función. En efecto, si definimos

V̄ k(x) := ı́nf
u∈Ūhk

E

[
h
N−1∑
j=k

`(tk, y
k,x,u
j , uj) + g(yk,x,uN )

]
. (5.88)

Es claro que V̄ k(x) ≤ V k(x), para todo x y k. Para probar la otra desigualdad, sea u =

(uk, ..., uN−1) un control cualquiera de Ūhk , entonces cada uj puede escribirse como una

función medible de (∆Wr)
j
r=0. Luego, para (∆ωr)

k
r=0 ∈ Rm×(k+1) fijo, podemos definir las

funciones

ûj((∆ωr)
k
r=0) : ω ∈ Ω 7→ uj((∆ωr)

k
r=0, (∆Wr(ω))jr=k+1), (5.89)

para k ≤ j ≤ N − 1 y entonces definiendo

û((∆ωr)
k
r=0) := (ûk((∆ωr)

k
r=0), . . . , ûN−1((∆ωr)

k
r=0)) (5.90)
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se tiene û ∈ Uhk . De la definición de yk,x,uj se deduce que para (∆ωr)
k
r=0 fijo, se tiene que

y
k,x,û((∆ωr)kr=0)
j es Fkj -medible, y por lo tanto

E
[
h
∑N−1

j=k `(tk, y
k,x,u
j , uj) + g(yk,x,uN )

]
=

∫
Rm×(k+1) E[

∑N−1
j=k `(tk, y

k,x,û((∆ωr)kr=0)
j , ûj((∆ωr)

k
r=0))

+g(y
k,x,û((∆ωr)kr=0)
N (ω))]dP(∆Wr)kr=0

((∆ωr)
k
r=0)

≥
∫
Rm×(k+1) V k(x)dP(∆Wr)kr=0

((∆ωr)
k
r=0) = V k(x).

(5.91)

Ahora, minimizando en el lado izquierdo de la desigualdad anterior se obtiene,

V̄ k(x) ≥ V k(x). (5.92)

Nota 5.4.7. Ahora analizamos el caso en el que en lugar de considerar las filtraciones

compuestas por Fj y Fkj , para j = k, ..., N , consideramos Ftj o F tktj , las cuales resultan

de completar las σ-álgebras σ(W (t) : 0 ≤ t ≤ tj) y σ(W (t) − W (tk) : tk ≤ t ≤ tj),

respectivamente. Argumentando del mismo modo que en la nota previa, definiendo

Ū1
k := {u ∈ ΠN−1

j=k L
2
Ftj

: uj ∈ Uad, P− c.s. ∀j = k, . . . , N − 1},

Ū2
k := {u ∈ ΠN−1

j=k L
2

Ftktj
: uj ∈ Uad, P− c.s. ∀j = k, . . . , N − 1},

(5.93)

obtenemos

ı́nf
u∈Ū1

k

Jhk (x, u) = ı́nf
u∈Ū2

k

Jhk (x, u). (5.94)

Además, todos los resultados presentados hasta ahora en esta sección, inclusive el PPD,

son válidos si consideramos Ū2
k en lugar de Uhk . En efecto, las pruebas están basadas en

el hecho de que los procesos son adaptados a la filtración definida por los incrementos del

movimientos browniano y que dichos incrementos son independientes. Lo cual sigue siendo

cierto si consideramos Ū2
k . Denotamos

Ṽ k(x) = ı́nf
u∈Ū2

k

Jhk (x, u). (5.95)

Como Ṽ N(x) = V N(x) = g(x), y (Ṽ k) y (V k) satisfacen (5.70) del Teorema 5.4.5, podemos

concluir que

Ṽ k(x) = V k(x), ∀k = 0, ..., N. (5.96)
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5.4.3. Control óptimo feedback

El objetivo de esta sección es probar que existen controles óptimos feedback para el

problema (P h). Para simplificar la notación en lo que sigue, definimos para todo 0 ≤ k ≤

N − 1, la función F k : Rn × Uad → R como

F k(x, u) := h`(tk, x, u) + E
[
V k+1(x+ hf(tk, x, u) + σ(tk, x, u)∆Wk+1)

]
. (5.97)

Luego, del PPD, para todo x ∈ Rn y k = 0, . . . , N − 1, tenemos

V k(x) = ı́nf
u∈Uad

F k(x, u) y V N(x) = g(x). (5.98)

Ahora, gracias a un resultado de selección medible de Schäl [81, Teorema 5.3.1], podemos

probar el siguiente resultado.

Proposición 5.4.8. Bajo las hipótesis anteriores, para todo k = 0, ..., N − 1 existe una

función medible ūk : Rn → Uad tal que

F k(x, ūk(x)) = V k(x), (5.99)

para todo x ∈ Rn.

Demostración. Siguiendo las ideas de la demostración del Lema 5.4.3, es fácil ver que

(x, u) 7→ F k(x, u) es una función continua. Como el conjunto Uad es compacto, podemos

aplicar [81, Teorema 5.3.1], de donde se deduce el resultado.

Nota 5.4.9. Podemos observar que el resultado previo junto con el PPD, en el marco dis-

creto, aseguran la existencia de un control óptimo feedback (a veces llamado markoviano).

En efecto, la sucesión de funciones medibles ū0, . . . , ūN−1 dadas en la proposición anterior,

definen el control óptimo ū = (ū0(y0), ū1(y1), ..., ūN−1(yN−1)), donde (y0, ..., yN) se define

de manera recursiva como
yk+1 = yk + hf(tk, yk, ū

k(yk)) + σ(tk, yk, ū
k(yk))∆Wk+1 ∀ k = 0, . . . , N − 1,

y0 = x.

(5.100)

Este hecho demuestra la importancia del PPD. Cabe destacar que en el caso continuo,

es sabido (ver por ejemplo [43, Caṕıtulo VI] y [44, Caṕıtulos 3 y 4]) que si la ecuación
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de Hamilton-Jacobi-Bellman asociada al problema de control óptimo estocástico, la cual

es una consecuencia del PPD en el caso continuo, admite una solución v suficientemente

regular, entonces se puede construir un control óptimo feedback. Este resultado es conocido

como resultado de verificación y usualemente es cierto bajo hipótesis clásicas, generalmente

cuando σ no depende de u y si a = σσ>, se tiene que∑
1≤i, j≤n

ai,j(x, t)ξiξj ≥ c|ξ|2 ∀ ξ ∈ Rm,

para algún c > 0. En particular, si fijamos (t, x) ∈ [0, T ] × Rn, se tiene que existe una

poĺıtica óptima feedback para el problema asociado a V (t, x) (definida más adelante en

(5.101)). La caracteŕıstica principal de este análisis es que la existencia de un óptimo se

obtiene sin hipótesis habituales de convexidad requeridas en la formulación fuerte (ver [89,

Caṕıtulo 2, Sección 5.2]). Por otro lado, como acabamos de ver, en el caso del problema

discreto en tiempo, siempre podemos obtener la existencia de un control óptimo feedback,

sin ninguna de estas hipótesis adicionales. Aunque hayamos discretizado en tiempo, éste

sigue siendo un problema infinito dimensional para el cual la existencia de estos controles,

no se deduce a partir de métodos clásicos, pero es una consecuencia del PPD.

5.5. Propiedades de regularidad de la función valor

En esta sección analizaremos algunas propiedades de la función valor de los problemas

continuo y discreto. La función valor del problema continuo V : [0, T ]× Rn → R se define

como

V (s, x) := ı́nf
u∈Usad

Js,x(u) := E
[∫ T

s

`(t, ys,xu (t), u(t))dt+ g(ys,xu (T ))

]
, (5.101)

donde ys,xu es la solución de
dys,xu (t) = f(t, ys,xu (t), u(t))dt+ σ(t, ys,xu (t), u(t))dW (t), t ∈ [s, T ],

ys,xu (s) = x,

(5.102)

y el conjunto de controles admisibles es

U sad :=
{
u ∈ L2([s, T ]× Ω) : u(t) es Fs-adaptado y u(t, ω) ∈ Uad, p.c.t. (t, ω) ∈ [s, T ]× Ω

}
,

(5.103)
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donde Fs = {F st }t∈[s,T ] y F st es la completación de σ(W (r) − W (s) : s ≤ r ≤ t) para

t ∈ [s, T ].

En el siguiente teorema mostraremos que la función valor del problema continuo V ,

aśı como la del problema discreto {V k ; k = 0, . . . , N} definida en (5.45) son Hölder

localmente continuas con respecto al tiempo. Este resultado para V es clásico, ver por

ejemplo [82, Sección 3.4] y [89, Caṕıtulo 4, Proposición 3.1]). Sin embargo, por una cuestión

de completitud, probaremos este resultado adaptado a nuestras hipótesis, las cuales son

bastante generales.

De las definiciones de Jhk (x, ·) en (5.44) y Js,x(·) en (5.101), es claro que dichos fun-

cionales pueden extenderse a los conjuntos Uhad y Uad, respectivamente. En lo que sigue

estaremos considerando dichas extensiones, sin alterar la notación introducida.

Teorema 5.5.1. Bajo las hipótesis (H1) y (H2), existe C > 0 (independiente de h), tal

que para todo x ∈ Rn, u ∈ Uad y s, t ∈ [0, T ], se tiene

|Js,x(u)− J t,x(u)| ≤ C[1 + |x|2]|s− t|
1
2 , (5.104)

y para todo u ∈ Uhad y r, k = 0, . . . , N ,

|Jhr (x, u)− Jhk (x, u)| ≤ C[1 + |x|2]|k − r|
1
2h

1
2 . (5.105)

Como consecuencia,

|V (s, x)− V (t, x)| ≤ C[1 + |x|2]|s− t|
1
2 ∀ x ∈ Rn, s, t ∈ [0, T ], (5.106)

y

|V r(x)− V k(x)| ≤ C[1 + |x|2]|k − r|
1
2h

1
2 ∀ x ∈ Rn, r, k = 0, . . . , N. (5.107)

Demostración. Comencemos notando que para todo s ∈ [0, T ] y x ∈ Rn, tenemos

V (s, x) = ı́nf
u∈Uad

Js,x(u). (5.108)

En efecto, es claro que

V (s, x) ≥ ı́nf
u∈Uad

Js,x(u). (5.109)
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Rećıprocamente, si u ∈ Uad, entonces para todo s ≤ t ≤ T la función u(t) es Ft-medible,

y entonces existe una aplicación medible ut((ωr)0≤r≤s, (ωr − ωs)s≤r≤t) tal que u(t, ω) =

ut((Wr(ω))0≤r≤s, (Wr(ω) −Ws(ω))s≤r≤t), P-c.s. ([1]). Luego, si fijamos (ωr)0≤r≤s podemos

definir la función

ût((ωr)0≤r≤s) : ω ∈ Ω 7→ ut((ωr)0≤r≤s, (Wr(ω)−Ws(ω))s≤r≤t), (5.110)

la cual pertenece a F st . De nuevo, gracias a la independencia de los incrementos del mo-

vimiento browniano y utilizando los mismos argumentos expuestos en la Nota 5.4.6 y la

Nota 5.4.7 obtenemos la desigualdad inversa en (5.109) (ver [32, Remark 5.2]).

Ahora, sin pérdida de generalidad, asumimos que 0 ≤ s ≤ t ≤ T . Consideramos un

estado inicial fijo x y un control u ∈ Uad. Para simplificar la notación, denotamos ys := ys,xu ,

yt := yt,xu y para t ≤ r ≤ T y ϕ = f, σ,

∆y(r) := ys(r)− yt(r) y ∆ϕ(r) = ϕ(r, ys(r), u(r))− ϕ(r, yt(r), u(r)). (5.111)

Luego, obtenemos para t ≤ r ≤ T

∆y(r) =
∫ t
s
f(τ, ys(τ), u(τ))dτ +

∫ t
s
σ(τ, ys(τ), u(τ))dW (τ)

+
∫ r
t

∆f(τ)dτ +
∫ r
t

∆σ(τ)dW (τ).

(5.112)

De la hipótesis (H1), la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la isometŕıa de Itô tenemos

E [|∆y(r)|2] ≤ 4E
[
|s− t|

∫ t
s
|f(τ, ys(τ), u(τ))|2dτ +

∫ t
s
|σ(τ, ys(τ), u(τ))|2dτ

+|s− t|
∫ r
t
|∆f(τ)|2dτ +

∫ r
t
|∆σ(τ)|2dτ

]
≤ 4[|s− t|+ 1]

∫ t
s

3L2(1 + E[|ys(τ)|2] + E[|u(τ)|2])dτ

+4[|s− t|+ 1]
∫ r
t
L2E[|∆y(τ)|2]dτ.

(5.113)

Como el conjunto Uad es compacto, del Lema de Grönwall [40] y la Proposición 1.1.7 existe

C0 > 0 tal que

sup
t≤r≤T

E
[
|∆y(r)|2

]
≤ C0

[
1 + |x|2

]
|s− t|. (5.114)

Ahora, comparamos Js,x(u) y J t,x(u). Denotamos ∆`(r) := `(r, ys(r), u(r))−`(r, yt(r), u(r))

y ∆g = g(ys(T ))− g(yt(T )). Tenemos entonces

|Js,x(u)− J t,x(u)| ≤ E
∫ t
s
|`(r, ys(r), u(r))|dr + E

∫ T
t
|∆`(r)|dr + E|∆g|. (5.115)
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De la hipótesis (H2) se obtiene,

E
∫ t

s

|`(r, ys(r), u(r))|dr ≤ 3L

∫ t

s

[
E[|ys(r)|2] + E[|u(r)|2] + 1

]
dr, (5.116)

y como Uad es acotado, nuevamente de la Proposición 1.1.7 existe C1 > 0 tal que

E
∫ t

s

|`(r, ys(r), u(r))|dr ≤ C1[1 + |x|2]|s− t|. (5.117)

Por otro lado, para los últimos dos términos obtenemos

E [|∆`(r)|] ≤ E
[∫ 1

0
|`y(r, yt(r) + ξ∆y(r), u(r))∆y(r)|dξ

]
≤ E

[∫ 1

0
[L(1 + |yt(r)|+ ξ|∆y(r)|+ |u(r)|)|∆y(r)|]dξ

]
≤ LE [[1 + |ys(r)|+ |∆y(r)|+ |u(r)|]|∆y(r)|] .

(5.118)

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la Proposición 1.1.7, la compacidad de Uad y (5.114),

deducimos que existe C2 > 0 tal que

E [|∆`(r)|] ≤ C2

[
1 + |x|2

]
|s− t|

1
2 . (5.119)

Estimaciones análogas valen para ∆g y por lo tanto tenemos (5.104).

Ahora para la función valor asociada al problema discreto, de la Nota 5.4.6 tenemos

que para todo x ∈ Rn y k ∈ {0, . . . , N},

V k(x) = ı́nf
u∈Uhad

E

[
h
N−1∑
j=k

`(tj, y
k,x,u
j , uj) + g(yk,x,uN )

]
. (5.120)

Sea u = (uj)
N−1
j=0 ∈ Uhad un control dado y r, k ∈ {0, . . . , N − 1} tales que r < k. Denotamos

∆yj = yr,x,uj − yk,x,uj , ∆ϕj = ϕ(tj, y
r,x,u
j , uj)− ϕ(tj, y

k,x,u
j , uj) y ∆g = g(yr,x,uN )− g(yk,x,uN ),

(5.121)

para ϕ = f, σ, ` y j = k, . . . , N − 1. Luego

∆yj+1 = ∆yj + h∆fj + ∆σj∆Wj+1. (5.122)

Utilizando las mismas ideas que en la Sección 5.3, existe C3 > 0 tal que

E
[
|∆yj+1|2

]
≤ [1 + C3h]E

[
|∆yj|2

]
≤ eC3TE

[
|∆yk|2

]
. (5.123)
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De la definición sabemos que yk,x,uk = x, luego

∆yk = yr,x,uk − x = h
k−1∑
j=r

f(tj, y
r,x,u
j , uj) +

k−1∑
j=r

[σ(tj, y
r,x,u
j , uj)∆Wj+1]. (5.124)

Como Uad es compacto, de la hipótesis (H1) y la independencia de los incrementos del

movimiento browniano, existe C4 > 0 y C5 > 0 tales que

E [|∆yk|2] ≤ C4

[
h2(k − r)

∑k−1
j=r E[|f(tj, y

r,x,u
j , uj)|2] + h

∑k−1
j=r E[|σ(tj, y

r,x,u
j , uj)|2]

]
≤ C5h|k − r|

[
1 + máxj=r,...,k−1 E[|yr,x,uj |2]

]
≤ C6h|k − r| [1 + |x|2] ,

(5.125)

donde la última desigualdad vale gracias al Lema 5.3.1. Tenemos entonces

|Jhr (x, u)− Jhk (x, u)| =

∣∣∣∣∣h
k−1∑
j=r

E[`(tj, y
r,x,u
j , uj)] + h

N−1∑
j=k

E[∆`j] + E[∆g]

∣∣∣∣∣ , (5.126)

y también,

|V r(x)− V k(x)| ≤ sup
u∈Uhad

|Jhr (x, u)− Jhk (x, u)|. (5.127)

De (H2), el Lema 5.3.1 y la compacidad de Uad, existe C7 > 0 tal que

h

∣∣∣∣∣
k−1∑
j=r

E[`(tj, y
r,x,u
j , uj)]

∣∣∣∣∣ ≤ h
k−1∑
j=r

LE
[
1 + |yr,x,uj |+ |uj|

]2 ≤ h|k − r|C7

[
1 + |x|2

]
. (5.128)

Por otro lado, como en (5.118), del Lema 5.3.1 y (5.125), obtenemos la existencia de C8 > 0

tal que

E [∆`j] ≤ C8

[
1 + |x|2

]
h

1
2 |k − r|

1
2 , (5.129)

y una estimación similar se tiene para E[∆g]. Por lo tanto, combinando (5.126)-(5.129)

obtenemos el resultado deseado.

Nuestro objetivo ahora es estudiar la semiconcavidad de V y de su versión discreta

{V k ; k = 0, . . . , N}. Recordemos que ϕ : Rn → R es semicóncava con constante K > 0 si

para todo λ ∈ [0, 1],

λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y)− ϕ(λx+ (1− λ)y) ≤ Kλ(1− λ)|x− y|2, ∀ x, y ∈ Rn. (5.130)

Necesitaremos para lo que sigue considerar las siguientes hipótesis adicionales:



Propiedades de regularidad de la función valor 123

(H3) Existe K > 0 tal que g es semicóncava con constante K y ` es también semicóncava

con constante K, uniformemente en [0, T ] × Uad, i.e. para todo y, ȳ ∈ Rn y todo

λ ∈ [0, 1],
λ`(t, y, u) + (1− λ)`(t, ȳ, u)− `(t, λy + (1− λ)ȳ, u) ≤ Kλ(1− λ)|y − ȳ|2,

λg(y) + (1− λ)g(ȳ)− g(λy + (1− λ)ȳ) ≤ Kλ(1− λ)|y − ȳ|2.
(5.131)

(H4) Para ϕ = f, σ, y para casi todo t ∈ [0, T ], la aplicación (y, u) 7→ ϕ(t, y, u) es C2 y

existe una constante L tal que para todo y ∈ Rn y u ∈ Uad,

|ϕyy(t, y, u)|+ |ϕyu(t, y, u)|+ |ϕuu(t, y, u)| ≤ L. (5.132)

Bajo estas hipótesis adicionales probaremos una versión local de (5.130) para V y

{V k ; k = 0, . . . , N}. La siguiente prueba está basada en [89, Caṕıtulo 4, Proposición 4.5],

pero dado que nuestras hipótesis son más generales, presentamos una versión adaptada a

las mismas.

Teorema 5.5.2. Bajo las hipótesis (H1)-(H4), las funciones V y V k son localmente

semicóncavas, i.e. para todo x̄ ∈ Rn y δ > 0, existe una constante Kx̄,δ > 0 tal que, para

todo s ∈ [0, T ], k = 0, . . . , N y para todo λ ∈ [0, 1], se tiene

λV (s, x)+(1−λ)V (s, x̄)−V (s, λx+(1−λ)x̄) ≤ Kx̄,δλ(1−λ)|x−x̄|2, ∀x ∈ Bδ(x̄) (5.133)

y

λV k(x) + (1−λ)V k(x̄)−V k(λx+ (1−λ)x̄) ≤ Kx̄,δλ(1−λ)|x− x̄|2, ∀x ∈ Bδ(x̄) (5.134)

donde Bδ(x̄) := {x ∈ Rn : |x− x̄| < δ}.

Demostración. Sea x, x̄ ∈ Rn y λ ∈ [0, 1], definimos xλ := λx+ (1− λ)x̄. Para cada ε > 0,

existe uε ∈ U sad tal que

Js,x
λ

(uε)− ε < V (s, xλ). (5.135)
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Para simplificar la notación, denotamos yξ(t) = ys,ξuε (t), `(yξ(t)) = `(t, ys,ξuε (t), uε(t)) y

g(yξ) = g(ys,ξuε (T )) for ξ = x, x̄, xλ. Luego, obtenemos

λV (s, x) + (1− λ)V (s, x̄)− V (s, xλ) ≤ λJs,x(uε) + (1− λ)Js,x̄(uε)− Js,x
λ
(uε) + ε

≤ E
[∫ T

s
[λ`(yx) + (1− λ)`(yx̄)− `(yxλ)]dt

]
+E

[
λg(yx) + (1− λ)g(yx̄)− g(yx

λ
)
]

+ ε.

(5.136)

De la hipótesis de semiconcavidad (H3) tenemos,

E
[∫ T

s
[λ`(yx) + (1− λ)`(yx̄)− `(yxλ)]dt

]
= E

[∫ T
s

[λ`(yx) + (1− λ)`(yx̄)− `(λyx + (1− λ)yx̄)]dt
]

+E
[∫ T

s
[`(λyx + (1− λ)yx̄)− `(yxλ)]dt

]
≤ Kλ(1− λ)TE

[
supt∈[s,T ] |yx(t)− yx̄(t)|2

]
+E

[∫ T
s

[`(λyx + (1− λ)yx̄)− `(yxλ)]dt
]
.

(5.137)

De la Proposición 1.1.7, existe C0 tal que

E

[
sup
t∈[s,T ]

|yx(t)− yx̄(t)|2
]
≤ C0|x− x̄|2. (5.138)

Ahora definimos ∆y(t) := λyx(t) + (1− λ)yx̄(t)− yxλ(t) para todo t ∈ [s, T ]. De (H2) y la

compacidad de Uad, existe C1 > 0 tal que,

|`(λyx(t) + (1− λ)yx̄(t))− `(yxλ(t))| ≤
∫ 1

0
|`y(yx

λ
(t) + ξ∆y(t))||∆y(t)|dξ

≤ C1[1 + |yxλ(t)|+ |∆y(t)|]|∆y(t)|.
(5.139)

Podemos obtener estimaciones similares para g. De (H4), existe C2 > 0 tal que

E
[

sup
t∈s,T
|∆y(t)|2

]
≤ C2λ

2(1− λ)2|x− x̄|4. (5.140)

Ahora, volviendo a (5.139), de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, la Proposición 1.1.7 y

la ecuación previa, existe C3 > 0 tal que

E
[
|yxλ(t)||∆y(t)|

]
≤ (E|yxλ(t)|2)

1
2 (E|∆y(t)|2)

1
2

≤ C3

[
1 + |xλ|

]
λ(1− λ)|x− x̄|2

≤ C3 [1 + |x̄|+ |x− x̄|]λ(1− λ)|x− x̄|2.

(5.141)



Propiedades de regularidad de la función valor 125

Como |x− x̄|4 ≤ δ2|x− x̄|2, para todo x ∈ Bδ(x̄), combinando (5.137)-(5.141), se concluye

la prueba para (5.133).

Ahora para la función valor discreta, utilizamos argumentos similares. Sabemos que

existe uε ∈ Uhk tal que

Jhk (xλ, uε)− ε ≤ V k(xλ). (5.142)

Denotando yξj = yk,ξ,uεj y `(yξj ) = `(tj, y
ξ
j , uε,j) para ξ = x, x̄, xλ y j = k, . . . , N , tenemos

λV k(x) + (1− λ)V k(x̄)− V k(xλ) ≤ λJhk (x, uε) + (1− λ)Jhk (x̄, uε)− Jhk (xλ, uε) + ε

≤ E
[
h
∑N−1

j=k [λ`(yxj ) + (1− λ)`(yx̄j )− `(yxλj )]
]

+E
[
λg(yxN) + (1− λ)g(yx̄N)− g(yx

λ

N )
]

+ ε.

(5.143)

Como en (5.137), de la hipótesis de semiconcavidad (H3) obtenemos,

E
[
h
∑N−1

j=k [λ`(yxj ) + (1− λ)`(yx̄j )− `(yxλj )]
]
≤

Kλ(1− λ)T máxj=k,...,N E
[
|yxj − yx̄j |2

]
+ E

[
h
∑N−1

j=k [`(λyxj + (1− λ)yx̄j )− `(yxλj )]
]
.

(5.144)

Del Lema 5.4.1, existe C0 > 0 tal que

máx
j=k,...,N

E
[
|yxj − yx̄j |2

]
≤ C0|x− x̄|2. (5.145)

Para estimar el último término en (5.144) definimos ∆yj := λyxj + (1− λ)yx̄j − yx
λ

j . De

(H2) y la compacidad de Uad, existe C1 > 0 tal que

E
[
`(λyxj + (1− λ)yx̄j )− `(yxλj )

]
≤ E

[∫ 1

0
|`y(yx

λ

j + ξ∆yj)||∆yj|dξ
]

≤ C1E
[
[1 + |yxλj |+ |∆yj|]|∆yj|

]
.

(5.146)

Tenemos entonces,

∆yj+1 = ∆yj + h
[
f(λyxj + (1− λ)yx̄j )− f(yx

λ

j )
]

+
[
σ(λyxj + (1− λ)yx̄j )− σ(yx

λ

j )
]

∆Wj+1.

+h
[
λf(yxj ) + (1− λ)f(yx̄j )− f(λyxj + (1− λ)yx̄j )

]
+
[
λσ(yxj ) + (1− λ)σ(yx̄j )− σ(λyxj + (1− λ)yx̄j )

]
∆Wj+1.

(5.147)
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De la desigualdad de Young y la isometŕıa de Itô, existe C2 > 0 tal que,

E [|∆yj+1|2] ≤ [1 + C2h]E [|∆yj|2] + C2hE
[
|f(λyxj + (1− λ)yx̄j )− f(yx

λ

j )|2
]

+C2hE
[
|σ(λyxj + (1− λ)yx̄j )− σ(yx

λ

j )|2
]

+C2hE
[
|λf(yxj ) + (1− λ)f(yx̄j )− f(λyxj + (1− λ)yx̄j )|2

]
+C2hE

[
|λσ(yxj ) + (1− λ)σ(yx̄j )− σ(λyxj + (1− λ)yx̄j )|2

]
.

(5.148)

De (H1), obtenemos

E
[
|f(λyxj + (1− λ)yx̄j )− f(yx

λ

j )|2
]

+ E
[
|σ(λyxj + (1− λ)yx̄j )− σ(yx

λ

j )|2
]
≤ 2L2E

[
|∆yj|2

]
.

(5.149)

Ahora, para los últimos dos términos en (5.148) tenemos,

|λf(yxj ) + (1− λ)f(yx̄j )− f(λyxj + (1− λ)yx̄j )|

= |λ
∫ 1

0
fy(λy

x
j + (1− λ)yx̄j + ξ(1− λ)(yxj − yx̄j ))(1− λ)(yxj − yx̄j )dξ

+(1− λ)
∫ 1

0
fy(λy

x
j + (1− λ)yx̄j + ξλ(yx̄j − yxj ))λ(yx̄j − yxj )dξ|

≤ Lλ(1− λ)|yxj − yx̄j |2,
(5.150)

donde la última desigualdad se deduce de (H4). Estimaciones análogas se satisfacen para

σ. Del Lema 5.4.1, podemos concluir que existen C3 > 0 y C4 > 0 tales que,

E [|∆yj+1|2] ≤ [1 + C3h]E [|∆yj|2] + C4hλ
2(1− λ)2|x− x̄|4.

≤ eC3TC4λ
2(1− λ)2|x− x̄|4.

(5.151)

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la inecuación anterior, existe C5 > 0 tal que

sup
j=k,...,N

E [|∆yj|] ≤ C5λ(1− λ)|x− x̄|2. (5.152)

Ahora para estimar (5.146), de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el Lema 5.3.1 y las

acotaciones previas, existe C6 > 0 tal que,

E
[
|yxλj ||∆yj|

]
≤ (E[|yxλj |2])

1
2 (E|∆yj|2)

1
2

≤ C6[1 + |xλ|]λ(1− λ)|x− x̄|2

≤ C6[1 + |x̄|+ |x− x̄|]λ(1− λ)|x− x̄|2.

(5.153)
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Como |x − x̄|4 ≤ δ2|x − x̄|2, para todo x ∈ Bδ(x̄), combinando (5.146), (5.152) y (5.153),

deducimos que existe Cx̄,δ > 0, que depende de x̄ y δ, tal que

E

[
h

N−1∑
j=k

[λ`(yxj ) + (1− λ)`(yx̄j )− `(yxλj )]

]
≤ Cx̄,δλ(1− λ)|x− x̄|2. (5.154)

Estimaciones similares valen para los términos que involucran a la función g en (5.143), y

entonces de (5.144), (5.145) y (5.154) podemos concluir que vale (5.134).

Nota 5.5.3. Si además de las hipótesis que agregamos, suponemos que las funciones de

costo ` y g son Lipschitz continuas o que f y σ son afines, entonces argumentos similares a

los expuestos en la prueba anterior (ver [89, Caṕıtulo 4, Proposición 4.5]) muestran que V y

V k satisfacen (5.130) para alguna constante K independiente de x̄ (la cual es independiente

de h en el caso de la función valor discreta).

Ahora, podemos definir para cada h = T/N , la función valor discreta, V h : [0, T ]×Rn →

R como una interpolación lineal en tiempo de las funciones V k, i.e.

V h(t, x) := αV k(x) + (1− α)V k+1(x), (5.155)

para t = αtk + (1 − α)tk+1, α ∈ [0, 1). Combinando el Teorema 5.5.1 y el Teorema 5.5.2,

fácilmente se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 5.5.4. Bajo las hipótesis (H1) y (H2), para cada h = T/N la función valor

discreta V h es 1
2
-Hölder continua con respecto al tiempo. Si además asumimos que valen

(H3) y (H4), entonces V h es localmente semicóncava con respecto a la variable espacial.

Demostración. Sean s, t ∈ [0, T ] con s < t. Existen ks, kt ∈ {0, . . . , N − 1} tales que

s ∈ [tks , tks+1) y t ∈ [tkt , tkt+1). Luego, existen αi ∈ [0, 1), tales que i = αitki + (1−αi)tki+1,

para i = s, t.

Si ks = kt, de la definición de V h obtenemos para todo x ∈ Rn,

|V h(s, x)− V h(t, x)| ≤ |αsV ks(x) + (1− αs)V ks+1(x)− αtV ks(x)− (1− αt)V ks+1(x)|

≤ |αs − αt||V ks(x)− V ks+1(x)|

≤ C[1 + |x|2]|αs − αt|h
1
2 ,

(5.156)
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donde la última desigualdad se desprende del Teorema 5.5.1. Como |s− t| = |αs − αt|h y

|αs − αt| < 1, deducimos que

|V h(s, x)− V h(t, x)| ≤ C[1 + |x|2]|s− t|
1
2 . (5.157)

Ahora, asumimos que ks < kt. Entonces,

|s− t| = [αs + (kt − ks − 1) + (1− αt)]h. (5.158)

Y nuevamente del Teorema 5.5.1 obtenemos,

|V h(s, x)− V h(t, x)|2 ≤ 3
[
|αsV ks(x) + (1− αs)V ks+1(x)− V ks+1(x)|2 + |V ks+1(x)− V kt(s)|2

+|V kt(x)− αtV kt(x) + (1− αt)V kt+1(x)|2
]

≤ 3
[
|αs|2|V ks(x)− V ks+1(x)|2 + |V ks+1(x)− V kt(s)|2

+|1− αt|2|V kt(x)− V kt+1(s)|2
]

≤ 3C2
[
1 + |x|2

]2 [|αs|2h+ (kt − ks − 1)h+ |1− αt|2h
]

≤ 3C2
[
1 + |x|2

]2
[αs + (kt − ks − 1) + (1− αt)]h,

(5.159)

donde la última desigualdad vale ya que αs, (1 − αt) ∈ [0, 1]. Finalmente, de (5.157) y

(5.159), para todo x ∈ Rn y s, t ∈ [0, T ] tenemos

|V h(s, x)− V h(t, x)| ≤
√

3C[1 + |x|2]|s− t|
1
2 . (5.160)

Como la constante Kx̄,δ en el Teorema 5.5.2 es independiente de k = 0, . . . , N , para t =

αtk + (1− α)tk+1 y para todo λ ∈ [0, 1], tenemos

λV h(t, x) + (1− λ)V h(t, x̄)− V h(t, λx+ (1− λ)x̄)

= α
[
λV k(x) + (1− λ)V k(x̄)− V k(λx+ (1− λ)x̄)

]
+(1− α)

[
λV k+1(x) + (1− λ)V k+1(x̄)− V k+1(λx+ (1− λ)x̄)

]
≤ Kx̄,δλ(1− λ)|x− x̄|2,

(5.161)

para todo x ∈ Bδ(x̄). Queda entonces terminada la prueba.
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5.6. Convergencia

En esta sección analizamos la relación que existe entre las funciones valor de los pro-

blemas continuo y discretos. Mostraremos que cuando el paso de tiempo h tiende a cero,

V h converge a V y también que toda sucesión de soluciones de los problemas discretos,

extendiéndolas a funciones seccionalmente constantes en [0, T ], forman una sucesión mini-

mizante para el problema continuo. En particular, podemos tomar la sucesión de controles

óptimos discretos feedback, construidos en la Proposición 5.4.8 y la Nota 5.4.9. Finalmente,

bajo hipótesis de convexidad, podemos probar la convergencia débil de controles óptimos

discretos a una solución del problema continuo.

A lo largo de esta sección asumimos que valen (H1)-(H2), y como en la sección anterior,

suponemos que el conjunto Uad es compacto. Comenzamos probando una estimación para

la diferencia entre los funcionales de costo del problema discreto y del continuo. En lo que

sigue, para cada k = 0, . . . , N − 1 y x ∈ Rn, extendemos Jhk (x, ·) a ΠN−1
i=0 L

2
Fti

utilizando

como definición el mismo lado derecho que en (5.44).

Lema 5.6.1. Sea uh ∈ ΠN−1
i=0 L

2
Fti

y definamos el control en Uad, al cual seguimos denotando

con uh, como uh(t) := uhk para todo t ∈ [tk, tk+1). Luego, para todo k = 0, . . . , N − 1 existe

C > 0 independiente de uh y k tal que∣∣Jhk (x, uh)− J tk,x(uh)
∣∣ ≤ C

[
|x|2 + 1

]
h

1
2 + C

[
|x|2 + 1

] 1
2 ω(h). (5.162)

Demostración. Por conveniencia en la notación, asumimos que k = 0 y, como x es fijo,

denotamos Jh(uh) = Jh0 (x, uh) y J(uh) = J0,x(uh). Sea ỹh la solución continua a la ecuación

de estado con respecto al control uh, y sea yh = (yhk )Nk=0 el estado discreto asociado a uh.

Tenemos,∣∣J(uh)− Jh(uh)
∣∣ ≤ ∣∣∣E∑N−1

k=0

∫ tk+1

tk

[
`(t, ỹh(t), uhk)− `(tk, yhk , uhk)

]
dt
∣∣∣

+
∣∣E [g(ỹh(tN))− g(yhN)

]∣∣ , (5.163)

y ∣∣∣E ∫ tk+1

tk

[
`(t, ỹh(t), uhk)− `(tk, yhk , uhk)

]
dt
∣∣∣ ≤ E

∣∣∣∫ tk+1

tk

[
`(t, ỹh(t), uhk)− `(t, yhk , uhk)

]
dt
∣∣∣

+E
∫ tk+1

tk

∣∣`(t, yhk , uhk)− `(tk, yhk , uhk)∣∣ dt.
(5.164)
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De (H1), para el último término se obtiene,

E
∫ tk+1

tk

∣∣`(t, yhk , uhk)− `(tk, yhk , uhk)∣∣ dt ≤ hω(h), (5.165)

y para el primero, de (H2) tenemos

E
∣∣∣∫ tk+1

tk

[
`(t, ỹh(t), uhk)− `(t, yhk , uhk)

]
dt
∣∣∣

≤ E
∫ tk+1

tk

∫ 1

0

∣∣`y(t, ỹh(t) + s(yhk − ỹh(t)), uhk)
∣∣ ∣∣ỹh(t)− yhk ∣∣ dsdt

≤ E
∫ tk+1

tk
L
[[∣∣ỹh(t)∣∣+

∣∣uhk∣∣+ 1
] ∣∣ỹh(t)− yhk ∣∣+

∣∣ỹh(t)− yhk ∣∣2] dt.

(5.166)

Como Uad es compacto, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la Proposición 1.1.7 y el

Corolario 5.3.3, existe C0 > 0 tal que∫ tk+1

tk
E[|ỹh(t)||ỹh(t)− yhk |]dt ≤

∫ tk+1

tk
[E[|ỹh(t)|2]]

1
2 [E[|ỹh(t)− yhk |2]]

1
2 dt

≤ C0[|x|2 + 1]h
3
2 + C0 [|x|2 + 1]

1
2 hω(h),

(5.167)

y también∫ tk+1

tk
E[|uhk||ỹh(t)− yhk |]dt ≤

∫ tk+1

tk
[E[|uhk|2]]

1
2 [E[|ỹh(t)− yhk |2]]

1
2 dt

≤ C0[|x|2 + 1]
1
2h

3
2 + C0hω(h).

(5.168)

De (5.166)-(5.168) y el Corolario 5.3.3, existe C1 > 0 tal que∣∣∣∣E∫ tk+1

tk

[
`(t, ỹh(t), uhk)− `(t, yhk , uhk)

]
dt

∣∣∣∣ ≤ C1[|x|2 + 1]h
3
2 +C1

[
|x|2 + 1

] 1
2 hω(h). (5.169)

Argumentando del mismo modo se puede probar que

E
[
|g(ỹh(tN))− g(yhN)|

]
≤ C1

[
|x|2 + 1

]
h

1
2 + C1

[
|x|2 + 1

] 1
2 ω(h). (5.170)

Luego, concluimos que existe C > 0 tal que

∣∣J(uh)− Jh(uh)
∣∣ ≤ C

[
|x|2 + 1

]
h

1
2 + C

[
|x|2 + 1

] 1
2 ω(h). (5.171)

Ahora consideramos una sucesión (Nj)j∈N ⊂ N tal que Nj → ∞ cuando j → ∞ y

definimos hj = T/Nj y tk = khj (k = 0, . . . , Nj). Sea x ∈ Rn, t ∈ (0, T ] y (εj)j∈N tales que
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εj ≥ 0 y ĺımj→∞ εj = 0. Sea (ūhj)j una sucesión de controles εj-óptimos para los problemas

discretos asociados con V kj+1(x), donde kj ∈ {0, . . . , Nj − 1} es tal que t ∈ (tkj , tkj+1
].

Definimos ahora,

ũhj(s) =

 ū
hj
kj+1, s ∈ [t, tkj+1),

ū
hj
m , s ∈ [tm, tm+1), m = kj + 1, · · · , Nj − 1.

(5.172)

En el caso t = 0 definimos ũhj(s) = ū
hj
m , para todo s ∈ [tm, tm+1) y m = 0, · · · , Nj − 1,

donde ūhj es un control εj-óptimo para el problema discreto asociado a V 0(x). Notemos

que de la definición, se tiene ũhj ∈ U tad. Señalamos que si bien ũhj depende de t, para

simplificar la notación, omitimos esta dependencia. Ahora probamos el resultado principal

de esta sección.

Teorema 5.6.2. Utilizando las mismas notaciones que antes, tenemos

V (t, x) = ĺım
j→∞

V hj(t, x), ∀ (t, x) ∈ [0, T ]× Rn, (5.173)

donde V hj fue definido en (5.155), y

V (t, x) = ĺım
j→∞

J t,x(ũhj). (5.174)

Además, si K ⊂ Rn es un conjunto compacto, la sucesión (V hj)j converge uniformemente

a V en [0, T ]×K.

Demostración. Comenzamos probando la convergencia puntual en (5.173). Sea t ∈ [0, T ]

y x ∈ Rn fijos. Para cada hj, consideramos la partición de [0, T ] dada por {t0, t1 · · · , tNj}

donde tk = khj, para k = 0, · · · , Nj. Entonces, si t ∈ (0, T ] para todo j ∈ N existe kj

tal que t ∈ (tkj , tkj+1]. Si t = 0, denotamos tkj+1 = 0. Sea ε un número positivo, entonces

existe un control ε
2
-óptimo ūε ∈ U tad tal que

J t,x(ūε) ≤ V (t, x) +
ε

2
. (5.175)

Para todo j suficientemente grande, tenemos

J tkj+1,x(ūε) ≤ V (tkj+1, x) + ε. (5.176)
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En efecto, de (5.175) y el Teorema 5.5.1 existe C0 > 0, independiente de hj, tal que,

J tkj+1,x(ūε) = J tkj+1,x(ūε)− J t,x(ūε) + J t,x(ūε)

≤ C0 [1 + |x|2]h
1
2
j + V (t, x) + ε

2

≤ C0 [1 + |x|2] 2h
1
2
j + V (tkj+1, x) + ε

2
.

(5.177)

Sea (εj)j∈N una sucesión decreciente de números positivos que converge a 0. Luego, existe

un control εj-óptimo, ūhj ∈ Uhjkj+1 para cada V hj(tkj+1, x), i.e.

V hj(tkj+1, x) ≤ J
hj
kj+1(x, ūhj) ≤ V hj(tkj+1, x) + εj. (5.178)

Como Uad es compacto, gracias a un resultado de Krylov (ver [56, Sección 3.2, Lema 6]),

para cada ε′ > 0, existe Nε′ tal que para todo j ≥ Nε′ existe uhj ∈ H2
F constante en cada

intervalo de la partición {t, tkj+1, ..., tNj}, tal que

‖uhj − ūε‖H2
F
< ε′. (5.179)

Es claro que uhj = (u
hj
t , u

hj
kj+1, · · · , u

hj
Nj

) pertenece a L2
Ft × ΠN−1

i=kj+1L
2
Fti

. Podemos definir

ûhj = (u
hj
kj+1, · · · , u

hj
Nj

) ∈ ΠN−1
i=kj+1L

2
Fti

, luego

|J t,x(ūε)− J
hj
kj+1(x, ûhj)| ≤ |J t,x(ūε)− J t,x(uhj)|+ |J t,x(uhj)− J tkj+1,x(ûhj)|

+|J tkj+1,x(ûhj)− Jhjkj+1(x, ûhj)|.
(5.180)

De (5.179) y la continuidad de J t,x en Uad deducimos que el primer término del lado derecho

tiende a cero cuando j tiende a infinito. Del Teorema 5.5.1, y el Lema 5.6.1, existe C1 > 0

tal que,

|J t,x(uhj)− J tkj+1,x(ûhj)| ≤ C1[1 + |x|2]h
1
2
j , (5.181)

y

|J tkj+1,x(ûhj)− Jhjkj+1(x, ûhj)| ≤ C1

[
1 + |x|2

] [
h

1
2
j + ω(hj)

]
. (5.182)

Por lo tanto, para j suficientemente grande tenemos

|J t,x(ūε)− J
hj
kj+1(x, ûhj)| < ε. (5.183)
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Como vimos en la Nota 5.4.7, el valor V hj(tkj+1, x) es el mismo que si minimizamos sobre

el conjunto de controles Π
Nj−1
i=kj+1L

2
Fti

y como ûhj pertenece a ese conjunto, tenemos

V hj(tkj+1, x) ≤ J
hj
kj+1(x, ûhj) ≤ J t,x(ūε) + ε ≤ V (t, x) + 2ε, (5.184)

donde en las últimas dos desigualdades utilizamos (5.183) y (5.175). Por otro lado, el

Teorema 5.5.1 implica que existe C2 > 0 tal que

V (t, x) ≤ C2

[
1 + |x|2

]
h

1
2
j + V (tkj+1, x). (5.185)

Finalmente, del Lema 5.6.1 y (5.178) deducimos la existencia de C3 > 0 tal que

V (tkj+1, x) ≤ J tkj+1,x(ūhj) ≤ J
hj
kj+1(x, ūhj) + C3 [1 + |x|2]

[
h

1
2
j + ω(hj)

]
≤ V hj(tkj+1, x) + εj + C3 [1 + |x|2]

[
h

1
2
j + ω(hj)

]
.

(5.186)

Combinando las últimas tres desigualdades y usando el Teorema 5.5.4, obtenemos la exis-

tencia de C > 0 tal que para j suficientemente grande,

|V (t, x)− V hj(t, x)| ≤ |V (t, x)− V hj(tkj+1, x)|+ |V hj(tkj+1, x)− V hj(t, x)|

≤ εj + 2ε+ C [1 + |x|2]
[
h

1
2
j + ω(hj)

]
.

(5.187)

Tomando j ↑ ∞ y utilizando la arbitrariedad de ε > 0 obtenemos (5.173).

Ahora probaremos (5.174). Combinando el Teorema 5.5.1 y el Lema 5.6.1, tenemos que

existe C > 0 tal que

|J t,x(ũhj)− Jhjkj+1(x, ūhj)| ≤ |J t,x(ũhj)− J tkj+1,x(ũhj)|+ |J tkj+1,x(ūhj)− Jhjkj+1(x, ūhj)|

≤ C [1 + |x|2]
[
h

1
2
j + ω(hj)

]
.

(5.188)

De (5.186) y (5.173), concluimos

ĺım
j→∞

J t,x(ũhj) = ĺım
j→∞

J
hj
kj+1(x, ūhj) = V (t, x). (5.189)

Por último, sea K ⊂ Rn un conjunto compacto. Del Teorema 5.5.1 y el Lema 5.4.2, de-

ducimos que la sucesión (V hj)j es uniformemente acotada y uniformemente equicontinua

en [0, T ] × K. Luego, del Teorema de Ascoli-Arzelá y la convergencia puntual (5.173),

deducimos que la sucesión converge uniformemente a V en [0, T ]×K.
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Nota 5.6.3. La relación (5.174) muestra que (ũhj) es una sucesión minimizante para

el problema de control óptimo asociado a V (t, x). En particular, podemos tomar (ũhj) la

sucesión de controles óptimos discretos feedback construidos en la Nota 5.4.9.

El siguiente resultado muestra que bajo hipótesis de convexidad, tenemos la convergen-

cia de (ũhj) a una solución óptima del problema continuo.

Corolario 5.6.4. A las hipótesis anteriores, le sumamos la hipótesis adicional de que el

conjunto Uad es convexo y que J t,x es una función convexa. Luego, existe al menos un punto

ĺımite débil de (ũhj), y todo punto ĺımite u∗ ∈ U tad satisface,

J t,x(u∗) = V (t, x). (5.190)

Si además suponemos que J t,x es fuertemente convexa, entonces toda la sucesión (ũhj)j∈N

converge fuertemente al único control u ∈ U tad que verifica (5.190).

Demostración. Primero notemos que como Uad es compacto, el espacio U tad es acotado en

H2
F. Como la función J t,x es convexa y continua, deducimos que es débilmente semicontinua

inferiormente, y por lo tanto utilizando los mismos argumentos que los expuestos en los

caṕıtulos anteriores, deducimos la existencia de al menos un control óptimo ū para V (t, x).

Como ũhj es una sucesión acotada en H2
F, existe una subsucesión (la cual seguimos

denotando con ũhj) que converge débilmente a u∗ ∈ H2
F. De la semicontinuidad inferior

débil y la ecuación (5.174) deducimos

J t,x(u∗) ≤ ĺım inf
j→∞

J t,x(ũhj) = V (t, x). (5.191)

Finalmente, si J t,x es fuertemente convexa, la convergencia fuerte se deduce utilizando

argumentos clásicos de que toda sucesión minimizante de un problema fuertemente convexo

converge fuertemente al único minimizador del problema (ver [30]).



Caṕıtulo 6

El algoritmo de Sakawa-Shindo para

el caso discreto

En este caṕıtulo mostraremos que, combinando adecuadamente las hipótesis, es posible

extender el algoritmo presentado en el Caṕıtulo 4 al problema discreto estudiado en el

Caṕıtulo 5. Con este objetivo, definiremos el estado adjunto en este contexto y estudiaremos

expansiones de primer orden del estado cuando consideramos perturbaciones en el control.

Probaremos que valen condiciones de optimalidad análogas a las del caso continuo en

tiempo, las cuales nos permitirán definir el algoritmo para este caso.

6.1. Introducción

Como mencionamos anteriormente en este caṕıtulo estudiaremos condiciones de optima-

lidad para el problema (P h), introducido en el caṕıtulo anterior, las cuales nos permitirán

extender el algoritmo de Sakawa-Shindo para este caso. Por una cuestión de completitud,

recordamos brevemente el planteo de (P h).

6.1.1. Problema en tiempo discreto

Dado N ∈ N tomamos h := T/N . Definiendo ∆Wj+1 = W (tj+1) −W (tj), para j =

0, ..., N − 1 y ∆W0 = 0 P-c.s., consideramos la filtración en tiempo discreto Fh = (Fk)Nk=0

135



136 El algoritmo de Sakawa-Shindo para el caso discreto

donde F0 = {∅,Ω} y Fk = σ(∆Wk′ ; 0 ≤ k′ ≤ k). Denotamos L2
Fk := L2(Ω,Fk,P) y

definimos Uh := ΠN−1
k=0 L

2
Fk , al cual dotamos de la norma ‖u‖2

Uh := h
∑N−1

k=0 E|uk|2.

La ecuación de estado discreto que consideramos es:
yk = yk−1 + hf(tk−1, yk−1, uk−1) + σ(tk−1, yk−1, uk−1)∆Wk, k = 1, ..., N,

y0 = x ∈ Rn.

(6.1)

La función de costo discreta Jh : Uh → R se define como

Jh(u) := E

[
h
N−1∑
k=0

`(tk, yk, uk) + g(yN)

]
, (6.2)

donde y = (y0, . . . , yN) es la solución de (6.1). Finalmente, consideramos el conjunto de

controles admisibles como

Uhad := {u ∈ Uh; uk ∈ Uad P - c.s., ∀ k = 0, . . . , N − 1}, (6.3)

donde Uad es un subconjunto de Rr no vaćıo y cerrado. Entonces, el problema de control

óptimo (P h) que consideramos es

Min Jh(u) sujeto a u ∈ Uhad. (P h)

Ahora presentamos las hipótesis que consideraremos a lo largo de este caṕıtulo.

6.1.2. Hipótesis

(H1) Hipótesis sobre la dinámica:

a) Las funciones ϕ = f, σ son B ([0, T ]× Rn × Rr)-medibles.

b) Para casi todo t ∈ [0, T ] la aplicación (y, u) 7→ ϕ(t, y, u) es C2 y existe una

constante L > 0 tal que para casi todo t ∈ [0, T ] y todo y ∈ Rn y u ∈ Uad se

tiene 
|ϕ(t, y, u)| ≤ L [|y|+ |u|+ 1] ,

|ϕy(t, y, u)|+ |ϕu(t, y, u)| ≤ L,

|ϕyy(t, y, u)|+ |ϕyu(t, y, u)|+ |ϕuu(t, y, u)| ≤ L,

(6.4)
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(H2) Hipótesis sobre el costo:

a) Las funciones ` y g son respectivamente B ([0, T ]× Rn × Rr) y B (Rn) medibles.

b) Para casi todo t ∈ [0, T ] la aplicación (y, u) 7→ `(t, y, u) es C2, y existe L > 0

tal que para todo y ∈ Rn y u ∈ Uad,
|`(t, y, u)| ≤ L [|y|+ |u|+ 1]2 ,

|`y(t, y, u)|+ |`u(t, y, u)| ≤ L [|y|+ |u|+ 1] ,

|`yy(t, y, u)|+ |`yu(t, y, u)|+ |`uu(t, y, u)| ≤ L,

(6.5)

c) La aplicación y 7→ g(y) es C2 y existe L > 0 tal que para todo y ∈ Rn
|g(y)| ≤ L [|y|+ 1]2 ,

|gy(y)| ≤ L [|y|+ 1] ,

|gyy(y)| ≤ L,

(6.6)

Nota 6.1.1. Notemos que las hipótesis (H1) y (H2) combinan las dos primeras hipótesis

del Caṕıtulo 5 junto con la hipótesis (H4) del mismo caṕıtulo. Por lo tanto, el Lema 5.3.1,

que establece estimaciones para el estado discreto sigue siendo válido bajo las hipótesis de

este caṕıtulo.

6.2. Estado adjunto discreto

Comenzamos definiendo el Hamiltoniano para este problema. Sea H : [0, T ]×Rn×Rr×

Rn × Rn×m → R definido como

H(t, y, u, p, q) := `(t, y, u) + p · f(t, y, u) +
m∑
j=1

qj · σj(t, y, u), (6.7)

donde p · f(t, y, u) es el producto escalar en Rn y qj y σj denotan las columnas de las

matrices q y σ.

Sea u = (uk)
N−1
k=0 ∈ Uhad un control discreto dado y sea y = (yk)

N
k=0 el estado asociado

dado por (6.1). Definimos el estado adjunto discreto (p, q) = ((pk, qk))
N−1
k=0 , asociado a u,
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como la solución de la siguiente ecuación retrógrada discreta en tiempo:

pk = Ek[pk+1 + h∇yH(tk+1, yk+1, uk+1, pk+1, qk+1)], k = 0, . . . , N − 2,

qk = 1
h
Ek[(pk+1 + h∇yH(tk+1, yk+1, uk+1, pk+1, qk+1))∆W>

k+1], k = 0, . . . , N − 2,

pN−1 = EN−1[∇g(yN)],

qN−1 = 1
h
EN−1[∇g(yN)∆W>

N ].

(6.8)

Esta definición de estado adjunto discreto fue introducida en [61]. El siguiente resultado

nos permitirá demostrar en el Lema 6.2.2 estimaciones importantes para (p, q).

Sin pérdida de generalidad, en lo que sigue asumimos que m = 1.

Lema 6.2.1. Bajo las hipótesis (H1)-(H2), el estado adjunto discreto (p, q) = ((pk, qk))
N−1
k=0 ,

dado por (6.8) está bien definido y (pk, qk) ∈ (L2
Fk)

n×(L2
Fk)

n×m, para todo k = 0, . . . , N−1.

Además, para todo (zvN−1, z
2
N−1) ∈ (L2

FN−1
)n × (L2

FN−1
)n×m, tenemos

E[(pN−1 + qN−1∆WN) · (zvN−1 + z2
N−1∆WN)] = E[∇g(yN) · (zvN−1 + z2

N−1∆WN)], (6.9)

y para todo k = 0, . . . , N − 2, y para todo (zvk , z
2
k) ∈ (L2

Fk)
n × (L2

Fk)
n×m, se tiene

E [(pk + qk∆Wk+1) · (zvk + z2
k∆Wk+1)]

= E [(pk+1 + h∇yH(tk+1, yk+1, uk+1, pk+1, qk+1) · (zvk + z2
k∆Wk+1)] .

(6.10)

Como consecuencia,

E[|pN−1 + qN−1∆WN |2] ≤ ‖∇g(yN)‖2
L2
FN
, (6.11)

y

E[|pk + qk∆Wk+1|2] ≤ ‖pk+1 + h∇yH(tk+1, yk+1, uk+1, pk+1, qk+1)‖2
L2
Fk+1

. (6.12)

Demostración. De las hipótesis y el Lema 5.3.1 deducimos que ∇g(yN) ∈ (L2
FN )n y que

existe C0 > 0 tal que

E
(
|∇g(yN)∆WN |2

)
≤ C0E

(
|∆WN |2

)
+C0E

(
|yN−1 + hf(tN−1, yN−1, uN−1) + σ(tN−1, yN−1, uN−1)∆WN |2 |∆WN |2

)
.

(6.13)
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Expandiendo el lado derecho de la desigualdad, tomando EN−1 y utilizando el hecho de los

momentos de cualquier orden de ∆WN son finitos, tenemos que ∇g(yN)∆WN ∈ (L2
FN )n.

Luego, de la desigualdad de Jensen obtenemos que (pN−1, qN−1) ∈ (L2
FN−1

)n × (L2
FN−1

)n.

Además, para todo (zvN−1, z
2
N−1) ∈ (L2

FN−1
)n × (L2

FN−1
)n, tenemos

E
[
(pN−1 + qN−1∆WN) · (zvN−1 + z2

N−1∆WN)
]

= E
[
pN−1 · zvN−1

]
+ hE

[
qN−1 · z2

N−1

]
= E

[
∇g(yN) · zvN−1

]
+E

[
∇g(yN) · (z2

N−1∆WN)
]

= E
[
∇g(yN) · (zvN−1 + z2

N−1∆WN)
]
.

(6.14)

Por lo tanto vale (6.9) y utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz concluimos (6.11).

Ahora supongamos que para k ∈ {1, . . . , N−1} tenemos definido pk, qk ∈ (L2
Fk)

n. Dado

que,

∇yH(tk, yk, uk, pk, qk) = ∇y`(tk, yk, uk) + fy(tk, yk, uk)
>pk + σy(tk, yk, uk)

>qk, (6.15)

de (H1) y (H2) existe C1 > 0 tal que

E[|∇yH(tk, yk, uk, pk, qk)|2] ≤ C1

(
1 + E[|yk|2] + E[|uk|2] + E[|pk|2] + E[|qk|2]

)
. (6.16)

Luego, ∇yH(tk, yk, uk, pk, qk) pertenece a (L2
Fk)

n. Como ∆Wk también pertence al es-

pacio (L2
Fk)

n, podemos concluir que (pk−1, qk−1) está bien definido y pertence a (L1
Fk−1

)n×

(L1
Fk−1

)n. A su vez, de la definición es claro que pk−1 ∈ (L2
Fk−1

)n. Ahora, sea zvk−1 ∈ (L∞Fk−1
)n,

de la propiedad de la torre de la esperanza condicional, la desigualdad de Cauchy-Schwarz

y la isometŕıa de Itô tenemos

E
[
qk−1 · zvk−1

]
= E

[
1
h
Ek−1[(pk + h∇yH(tk, yk, uk, pq, qk))∆Wk] · zvk−1

]
= 1

h
E
[
(pk + h∇yH(tk, yk, uk, pq, qk)) · (∆Wkz

v
k−1)

]
≤ ‖pk + h∇yH(tk, yk, uk, pq, qk))‖L2

Fk
‖zvk−1‖L2

Fk−1
.

(6.17)

De la densidad de (L∞Fk−1
)n en (L2

Fk−1
)n y el Teorema de representación de Riesz podemos

deducir que qk−1 ∈ (L2
Fk−1

)n. Finalmente, argumentando del mismo modo que en (6.14),

obtenemos (6.10), a partir de la cual (6.12) sigue directamente.
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Lema 6.2.2. Supongamos que valen (H1) y (H2), entonces existe C > 0 tal que

máx
k=0,...,N−1

E|pk|2 + h

N−1∑
k=0

E|qk|2 ≤ C[|y0|2 + ‖u‖2
Uh + 1]. (6.18)

Demostración. Para k = 1, ..., N − 1 denotamos, ϕk := ϕ(tk, yk, uk) para ϕ = `y, fy, σy. De

(6.12) obtenemos

E[|pk−1|2] + hE[|qk−1|2] = E[|pk−1 + qk−1∆Wk|2]

≤ ‖pk + h∇yH(tk, yk, uk, pk, qk)‖2
L2
Fk

≤ E|pk|2 + 3h2E[|∇y`
k|2 + |(fky )>pk|2 + |(σky)>qk|2]

+2hE
[
pk · ∇y`

k + pk · (fky )>pk + (σkypk) · qk
]
.

(6.19)

De las hipótesis y la desigualdad de Young tenemos,

E|pk−1|2 + hE|qk−1|2 ≤ E|pk|2 + 3h2[E|∇y`
k|2 + L2E|pk|2 + L2E|qk|2]

+[hE|pk|2 + hE|∇y`
k|2] + hLE|pk|2 + [2hL2E|pk|2 + h

2
E|qk|2].

(6.20)

Luego, existe C0 > 0 tal que,

E|pk−1|2 + hE|qk−1|2 ≤ [1 + C0h][E|pk|2 + hE|qk|2] + 4hE|∇y`
k|2, (6.21)

de donde deducimos

máx
k=0,...,N−1

[E|pk|2+hE|qk|2] ≤ [1+C0h]N−1E|∇yg(yN)|2+4h
N−1∑
k=1

[1+C0h]k−1E|∇y`
k|2. (6.22)

De (H2), y el Lema 5.3.1, existe C1 > 0 tal que

máx
k=0,...,N−1

[E|pk|2 + hE|qk|2] ≤ eC0T2L2[E|yN |2 + 1] + 4eC0Th
N−1∑
k=1

3L2[E|yk|2 + |uk|2 + 1]

≤ eC0TC1[|y0|2 + ‖u‖2
Uh + 1].

(6.23)

Ahora, sumando en k en la segunda desigualdad de (6.21) obtenemos

h
2

∑N−1
k=1 E|qk|2 ≤ [1 + C0h]E|∇yg(yN)|2 − [E|p0|2 + hE|q0|2]

+Ch
∑N−2

k=1 [E|pk|2 + hE|qk|2] + 4h
∑N−1

k=1 E|∇y`
k|2.

(6.24)

De (H2), (6.23), (6.24), y el Lema 5.3.1 se deduce el resultado.



Expansiones de primer orden 141

6.3. Expansiones de primer orden

A lo largo de esta sección, para ū ∈ Uhad y v ∈ Uh dados, denotamos con ȳ al estado

asociado a ū y con ȳv al estado asociado al control ū+ v. También utilizaremos la notación

para todo k = 0, ..., N ,

ϕ̄(tk) := ϕ(tk, ȳk, ūk), ϕ̄vk := ϕ(tk, ȳ
v
k, ūk + vk), ∆yk := ȳvk − ȳk, (6.25)

y finalmente

∆ϕk := ϕ(tk, ȳ
v
k, ūk + vk)− ϕ(tk, ȳk, ūk), (6.26)

para ϕ = f, σ, ` y sus derivadas parciales.

Lema 6.3.1. Si vale (H1), para todo p ≥ 2 existe Cp > 0 tal que para cada ū ∈ Uhad y

v ∈ ΠN−1
k=0 L

p
Fk , definiendo ‖v‖pp := h

∑N−1
k=0 E [|vk|p], obtenemos

E
[

máx
k=0,...,N

|∆yk|p
]
≤ Cp‖v‖pp. (6.27)

Demostración. Como ∆y0 = 0, para todo k = 0, ..., N tenemos,

∆yk+1 = h
k∑
j=0

∆fj +
k∑
j=0

∆σj∆Wj+1, (6.28)

y entonces,

|∆yk+1|p ≤ 2p−1

[∣∣∣∣∣h
k∑
j=0

∆fj

∣∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∣
k∑
j=0

∆σj∆Wj+1

∣∣∣∣∣
p]
. (6.29)

De (H1) obtenemos,∣∣∣h∑k
j=0 ∆fj

∣∣∣p ≤ hpNp−1
∑k

j=0 |∆fj|p

≤ T p−12p−1Lph
∑k

j=0 [|∆yj|p + |vk|p] .
(6.30)

De (H1) y la desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy, existe Kp > 0 tal que

E
[
máx0≤i≤k

∣∣∣∑i
j=0 ∆σj∆Wj+1

∣∣∣p] ≤ KpE
[(
h
∑k

j=0 |∆σj|2
) p

2

]
≤ KpN

p
2
−1h

p
2

∑k
j=0 E [|∆σj|p]

≤ KpT
p
2
−12p−1Lph

∑k
j=0 E [|∆yj|p + |vj|p] .

(6.31)

Combinando (6.29), (6.30) y (6.31), del Lema de Grönwall’s discreto, deducimos (6.27).
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Con el objetivo de estudiar expansiones de primer orden para el estado y el funcional

de costo, para cada v ∈ ΠN−1
k=0 L

p
Fk , con p ≥ 2, definimos zv como la solución del siguiente

sistema linealizado:
zvk+1 = zvk + h[f̄y(tk)z

v
k + f̄u(tk)vk] + [σ̄y(tk)z

v
k + σ̄u(tk)vk]∆Wk+1, k = 0, . . . , N − 1,

zv0 = 0.

(6.32)

Con argumentos similares a los expuestos en el lema previo, obtenemos el siguiente resul-

tado.

Lema 6.3.2. Si vale (H1), para todo p ≥ 2 existe Cp > 0 tal que para cada ū ∈ Uhad y

v ∈ ΠN−1
k=0 L

p
Fk ,

E
[

máx
k=0,...,N

|zvk |
p

]
≤ Cp‖v‖pp. (6.33)

Lema 6.3.3. Supongamos que vale (H1). Sea ū ∈ Uhad un control fijo, para todo p ≥ 2 existe

Cp > 0 tal que para cada v ∈ ΠN−1
k=0 L

2p
Fk , definiendo dvk := ∆yk − zvk para todo k = 0, . . . , N ,

tenemos

E
[

máx
k=0,...,N

|dvk|p
]
≤ Cp‖v‖2p

2p. (6.34)

Demostración. De (H1) se tiene
∆yk+1 = ∆yk + h[f̃y(tk)∆yk + f̃u(tk)vk] + [σ̃y(tk)∆yk + σ̃u(tk)vk]∆Wk+1,

∆y0 = 0,

(6.35)

donde para ϕ = fy, fu, σy, σu definimos

ϕ̃(tk) :=

∫ 1

0

ϕ(tk, ȳk + θ∆yk, ūk + θvk)dθ. (6.36)

Para todo k = 0, . . . , N , obtenemos

dvk+1 = dvk + h[f̃y(tk)∆yk − f̄y(tk)zvk + (f̃u(tk)− f̄u(tk))vk]

+[σ̃y(tk)∆yk − σ̄y(tk)zvk + (σ̃u(tk)− σ̄u(tk))vk]∆Wk+1.

(6.37)
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Definimos para ϕ = f, σ,

Φk(ϕ) := ϕ̃y(tk)∆yk − ϕ̄y(tk)zvk + (ϕ̃u(tk)− ϕ̄u(tk))vk. (6.38)

Luego, tenemos

dvk+1 = h
k∑
j=0

Φj(f) +
k∑
j=0

Φj(σ)∆Wj+1. (6.39)

Siguiendo las idea de la prueba del Lema 6.3.1, de la desigualdad de Burkholder-Davis-

Gundy existe C̄p tal que

E
[

máx
j=0,...,k+1

|dvk|p
]
≤ C̄ph

[
k∑
j=0

E [|Φj(f)|p] +
k∑
j=0

E [|Φj(σ)|p]

]
. (6.40)

De (H1) tenemos,

|Φk(ϕ)| ≤ |ϕ̃y(tk)− ϕ̄y(tk)||∆yk|+ |ϕ̄y(tk)||∆yk − zvk |+ |ϕ̃u(tk)− ϕ̄u(tk)||vk|

≤ L [|∆yk|+ |vk|] |∆yk|+ L|dvk|+ L [|∆yk|+ |vk|] |vk|

≤ L [2|∆yk|2 + 2|vk|2 + |dvk|] ,

(6.41)

donde la última desigualdad se deduce de aplicar la desigualdad de Young. Luego, existe

C0 > 0 tal que

|Φk(ϕ)|p ≤ C0

[
|∆yk|2p + |vk|2p + |dvk|p

]
. (6.42)

Por lo tanto combinando (6.40), el Lema 6.3.1 y la última desigualdad, el resultado sigue

de aplicar el Lema de Grönwall’s discreto.

Ahora, antes de estudiar la expansión de primer orden para el costo Jh necesitamos el

siguiente resultado:

Lema 6.3.4. Bajo las hipótesis (H1) y (H2) tenemos

h

N−1∑
k=0

E[Hu(tk, ȳk, ūk, p̄k, q̄k)vk] = h

N−1∑
k=0

E[¯̀y(tk)z
v
k + ¯̀

u(tk)vk] + E[gy(ȳN)zvN ]. (6.43)

Demostración. De (6.9) en el Lema 6.2.1 tenemos

E[gy(ȳN)zvN ] = E[(p̄N−1 + q̄N−1∆WN) · zvN ]. (6.44)
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Además, de (6.10), para todo k = 1, ..., N − 2 deducimos

E[(p̄k + q̄k∆Wk+1) · zvk+1] = E[p̄k · (zvk + h[f̄y(tk)z
v
k + f̄u(tk)vk])]

+hE[q̄k · (σ̄y(tk)zvk + σ̄u(tk)vk)]

= E[(p̄k + h[(f̄y(tk))
>p̄k + (σ̄y(tk))

>q̄k]) · zvk ]

+hE[(f̄u(tk)
>p̄k + σ̄u(tk)

>q̄k) · vk]

= E[(p̄k−1 + q̄k−1∆Wk) · zvk ]− hE[¯̀y(tk)z
v
k ]

+hE[Hu(tk, ȳk, ūk, p̄k, q̄k, k)vk]− hE[¯̀u(tk)vk].

(6.45)

Sumando (6.44), (6.45) y utilizando el hecho que zv0 = 0, obtenemos (6.43).

Teorema 6.3.5. Supongamos que valen (H1) y (H2). Sea ū = (ūk)
N−1
k=0 ∈ Uhad un control

dado y sean (ȳk), (p̄k, q̄k) el estado y el estado adjunto asociados. Entonces, para todo

v ∈ ΠN−1
k=0 L

4
Fk tenemos

Jh(ū+ v) = Jh(ū) + h
N−1∑
k=0

E[Hu(tk, ȳk, ūk, p̄k, q̄k)vk] +O(‖v‖2
4). (6.46)

Demostración. Observemos que

Jh(ū+ v)− Jh(ū) = h

N−1∑
k=0

E [∆`k] + E [g(ȳvN)− g(ȳN)] . (6.47)

Además,

∆`k = ¯̀
y(tk)∆yk + ¯̀

u(tk)vk +

∫ 1

0

(1− θ)`(y,u)2(tk, ȳk + θ∆yk, ūk + θvk)(∆yk, vk)
2dθ. (6.48)

De (H2) y la desigualdad de Young,

|∆`k − ¯̀
y(tk)∆yk − ¯̀

u(tk)vk| ≤ 2L
[
|∆yk|2 + |vk|2

]
. (6.49)

Análogamente,

|g(ȳvN)− g(ȳN)− gy(ȳN)| ≤ L|∆yN |2. (6.50)
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Al igual que en la prueba anterior, denotamos dvk := ∆yk − zvk . Luego, tenemos

Jh(ū+ v)− Jh(ū)−
[
h
∑N−1

k=0 E[¯̀y(tk)z
v
k + ¯̀

u(tk)vk] + E[gy(ȳN)zvN ]
]

= h
∑N−1

k=0 E[¯̀y(tk)d
v
k] + h

∑N−1
k=0 E[O(|∆yk|2 + |vk|2)] + E[gy(ȳN)dvN +O(|∆yN |2)].

(6.51)

De (H2) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos∣∣∣h∑N−1
k=0 E[¯̀y(tk)d

v
k]
∣∣∣2 ≤ Nh2

∑N−1
k=0 (E[¯̀y(tk)d

v
k])

2

≤ Th
∑N−1

k=0 E[|¯̀y(tk)|2]E[|dvk|2]

≤ ThL3
∑N−1

k=0 [E|ȳk|2 + E|ūk|2 + 1]E[|dvk|2].

(6.52)

Del Lema 5.3.1 podemos concluir que existe C0 > 0 tal que∣∣∣∣∣h
N−1∑
k=0

E[¯̀y(tk)d
v
k]

∣∣∣∣∣
2

≤ C0

[
|y0|2 + ‖ū‖2

Uh + 1
]

máx
k=0,...,N

E[|dvk|2]. (6.53)

Análogamente tenemos,

|E[gy(ȳN)dN ]|2 ≤ C0

[
|y0|2 + ‖ū‖2

Uh + 1
]

máx
k=0,...,N

E[|dvk|2]. (6.54)

Como ‖v‖2
Uh ≤ ‖v‖

2
4, utilizando el Lema 6.3.1 y Lema 6.3.3, y combinando (6.51), (6.53) y

(6.54) obtenemos

Jh(ū+ v)− Jh(ū)−

[
h

N−1∑
k=0

E[¯̀y(tk)z
v
k + ¯̀

u(tk)vk] + E[gy(ȳN)zvN ]

]
= O(‖v‖2

4). (6.55)

Del lema previo podemos concluir el resultado.

6.4. Condición de optimalidad de primer orden

Ahora probaremos una condición de optimalidad de primer orden para el problema (P h).

Esta condición de optimalidad está relacionada con el PMP, pero no podemos llamarla

principio del mı́nimo ya que, en general, el Hamiltoniano no es minimizado. Esta condición

nos permitirá extender el algoritmo del Caṕıtulo 4 para el caso discreto.
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Teorema 6.4.1. Supongamos que valen (H1) y (H2) y que Uad es convexo. Sea ū ∈ Uhad
una solución local de (P h). Entonces, para todo k = 0, . . . N − 1, tenemos

Hu(tk, ȳk, ūk, p̄k, q̄k)v ≥ 0, ∀ v ∈ TUad(uk), P-c.s

o equivalentemente Hu(tk, ȳk, ūk, p̄k, q̄k)(u− ūk) ≥ 0, ∀ u ∈ Uad.
(6.56)

Demostración. De (6.46), si ū es una solución local, obtenemos

h

N−1∑
k=0

E[Hu(tk, ȳk, ūk, p̄k, q̄k)vk] ≥ 0, (6.57)

para todo v ∈ RUhad(ū) ∩ ΠN−1
k=0 L

4
Fk . Como el conjunto Uad es convexo, siguiendo las ideas

de [31, Lemma 4.5], se puede probar que

TUhad(ū) = clUh(RUhad(ū) ∩ ΠN−1
k=0 L

4
Fk) = clUh(RUhad(ū) ∩ ΠN−1

k=0 L
∞
Fk), (6.58)

y que

TUhad(ū) = {v ∈ Uh : vk(ω) ∈ TUad(ūk(ω)), P-c.s, ∀k = 0, . . . , N − 1}. (6.59)

De las hipótesis se tiene que Hu(tk, ȳk, ūk, p̄k, q̄k) ∈ L2
Fk , para todo k = 0, . . . , N − 1.

Pasando al ĺımite en (6.57) y teniendo en cuenta (6.58) y (6.59), podemos concluir que

h
N−1∑
k=0

E[Hu(tk, ȳk, ūk, p̄k, q̄k)vk] ≥ 0, ∀ v ∈ TUhad(ū). (6.60)

Como v ∈ TUhad(ū) es arbitrario, deducimos que vale (6.56).

Nota 6.4.2. El Teorema 6.4.1 extiende al Teorema 3.1 de [61], el cual es uno de los prin-

cipales resultados de ese trabajo. De hecho, contrariamente a [61, Sección III, Hipótesis 1]

no asumimos que las derivadas del funcional de las funciones de costo ` y g son acotadas,

lo cual nos permite, por ejemplo, considerar un costo cuadrático. Más aún, en nuestro en-

foque es posible considerar restricciones para el control, y por lo tanto las variaciones que

se consideran en el prueba de [61, Teorema 3.1] no son posibles de considerar en nuestro

caso. Es por ello que en la prueba del teorema anterior consideramos ciertas perturbaciones

radiales y luego concluimos utilizando un resultado de densidad.
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6.5. El algoritmo de Sakawa-Shindo para el caso dis-

creto

A lo largo de esta sección asumimos que Uad ⊂ Rr es convexo. Nuestro objetivo es

extender el algoritmo presentado en el Caṕıtulo 4 al problema en tiempo discreto. El

algoritmo está basado en la condición de optimalidad presentada en el Teorema 6.4.1.

Introducimos una hipótesis adicional que usaremos en algunos de los resultados de esta

sección.

(H3) Al menos alguna de las siguientes hipótesis se satisface:

(a) Para casi todo t ∈ [0, T ] la aplicación (y, u) 7→ σ(t, y, u) es af́ın y además la

siguiente condición de Lipschitz para el costo es satisfecha: existe L ≥ 0 tal que

para casi todo t ∈ [0, T ] y para todo y, ȳ ∈ Rn y u, ū ∈ Uad,
|`(t, y, u)− `(t, ȳ, ū)| ≤ L(|y − ȳ|+ |u− ū|),

|g(y)− g(ȳ)| ≤ L |y − ȳ| .
(6.61)

(b) Para ϕ = f, σ y para todo t ∈ [0, T ] la aplicación (y, u) 7→ ϕ(t, y, u) es af́ın.

Como consecuencia de esta hipótesis tenemos el siguiente resultado de diferenciabilidad

que será de suma importancia en esta sección.

Teorema 6.5.1. Supongamos que (H1) y (H2) valen y que o bien se satisface (6.61), i.e.

el costo es Lipschitz, o bien se satisface (H3)-(b). Entonces, la función Jh es Gâteaux

diferenciable en cada ū ∈ Uhad, y la derivada direccional está dada por

DJh(ū)v = h
N−1∑
k=0

E[Hu(tk, ȳk, ūk, p̄k, q̄k)vk], ∀ v ∈ Uh, (6.62)

donde ȳ y (p̄, q̄) son el estado y estado adjunto, respectivamente, asociados a ū.

Demostración. Antes que nada, si suponemos que (H3)-(b) vale, entonces ∆yk = zvk para

todo k y con los mismos argumentos que en la prueba del Teorema 6.3.5 (ver (6.51)), se

tiene que

Jh(ū+ v) = Jh(ū) + h

N−1∑
k=0

E[Hu(tk, ȳk, ūk, p̄k, q̄k)vk] +O(‖v‖2
Uh), ∀ v ∈ Uh. (6.63)
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Como Hu(tk, ȳk, ūk, p̄k, q̄k) ∈ L2
Fk para todo k = 0, . . . , N−1, deducimos que Jh es Gâteaux

diferenciable en ū y vale (6.62).

En el caso general, el Teorema 6.3.5 implica que para toda v ∈ ΠN−1
j=0 L

4
Fj se tiene

(Jh)′(ū)v := ĺım
s↓0

Jh(ū+ sv)− Jh(ū)

s
= h

N−1∑
k=0

E[Hu(tk, ȳk, ūk, p̄k, q̄k)vk]. (6.64)

Si se satisface (6.61), la igualdad anterior sigue siendo válida para todo v ∈ Uh. En efecto, la

hipótesis (6.61), la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el Lema 6.3.1, implican la existencia

de LJ > 0 tal que

|Jh(u)− Jh(u′)| ≤ LJ‖u− u′‖Uh , ∀ u, u′ ∈ Uh. (6.65)

Como para todo k = 0, . . . , N − 1, el espacio L4
Fk es denso en L2

Fk , para cada dirección

v ∈ Uh existe una sucesión (vj)j ⊂ ΠN−1
j=0 L

4
Fj tal que ‖vj − v‖Uh → 0. Sea ε > 0 un número

positivo cualquiera. Si notamos H̄u(k) = Hu(tk, ȳk, ūk, p̄k, q̄k) tenemos para todo s > 0,∣∣∣Jh(ū+sv)−Jh(ū)
s

− h
∑N−1

k=0 E[H̄u(k)vk]
∣∣∣ ≤ ∣∣∣Jh(ū+sv)−Jh(ū)

s
− Jh(ū+svj)−Jh(ū)

s

∣∣∣
+
∣∣∣Jh(ū+svj)−Jh(ū)

s
− h

∑N−1
k=0 E[H̄u(k)vjk]

∣∣∣
+
∣∣∣h∑N−1

k=0 E[H̄u(k)(vjk − vk)]
∣∣∣ .

(6.66)

De (6.65) y el hecho que (H̄u(k))N−1
k=0 ∈ ΠN−1

k=0 L
2
Fk podemos elegir j ∈ N suficientemente

grande para que el primero y último término del lado derecho de (6.66) sean inferiores

a ε/3. Luego, para ese j, sabemos que vale (6.64) para v = vj. Por lo tanto, si s es

lo suficientemente chico, el segundo término en (6.66) es también inferior a ε/3. De la

arbitrariedad de ε se concluye el resultado.

Nota 6.5.2. De [30, Proposición 2.49] deducimos que si se satisface (6.61), entonces Jh

es también Hadamard diferenciable (ver por ejemplo [30, Definición 2.45]).

6.5.1. Versión discreta del algoritmo de Sakawa-Shindo

En esta sección, basados en [25], [66] y el Caṕıtulo 4, proponemos un algoritmo para

resolver el problema discreto (P h). Nuevamente, para ε > 0 definimos el Hamiltoniano
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aumentado como

Kh
ε : [0, T ]× Rn × Rr × Rr × Rn × Rn×m → R,

(t, y, u, v, p, q) 7→ H(t, y, u, p, q) + 1
2ε
|u− v|2 .

(6.67)

Consideramos entonces el siguiente algoritmo:

Algoritmo 6.1.

Paso 1 Elegir u0 = (u0
k)
N−1
k=0 ∈ Uhad un control admisible y {εν}ν∈N una sucesión de núme-

ros positivos dados. Utilizando (6.1), calcular el estado y0 = (y0
k)
N
k=0 asociado a u0.

Definir ν := 0

Paso 2 Calcular el estado adjunto pν and qν, solución de (6.8), asociado al par (yν , uν).

Paso 3 Definir ν := ν + 1. Calcular uν y yν tal que yν es el estado correspondiente a uν y

uνk(ω) = argmin
{
Kεν (tk, y

ν
k(ω), u, uν−1

k (ω), pν−1
k (ω), qν−1

k (ω)) ; u ∈ Uad
}
, (6.68)

para todo k = 0, ..., N − 1 y para casi todo ω ∈ Ω.

Paso 4 Parar si algún test de convergencia es satisfecho. En otro caso, volver al Paso 2.

6.5.2. Buena definición del algoritmo

En esta sección analizamos la buena definición del método propuesto y veremos que casi

todos los resultados del Caṕıtulo 4 siguen siendo válidos para este marco discreto en tiem-

po. Algunas pruebas son similares a las presentadas anteriormente, pero por completitud

presentaremos al menos un esbozo de las mismas.

Lema 6.5.3. Supongamos que valen (H1), (H2) y (H3)-(a). Entonces existe C > 0 tal

que

|pk| ≤ C(h), P− c.s., ∀ k = 0, ..., N − 1. (6.69)
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Demostración. Sea u ∈ Uhad un control dado y sean y = (yk)
N
k=0, p = (pk)

N−1
k=0 y q = (qk)

N−1
k=0

el estado y estado adjunto asociados a u. De (H3)-(a) tenemos |∇g(yN)| ≤ L, P-c.s., luego

|pN−1| = EN−1[∇g(yN)] ≤ L, P− c.s. (6.70)

De la definición, la desigualdad de Jensen y la isometŕıa de Itô obtenemos,

h2|qN−1|2 = |EN−1[∇g(yN)∆WN ]|2

≤ EN−1[|∇g(yN)|2|∆WN |2]

≤ L2h.

(6.71)

Podemos entonces concluir que

|pN−1|2 + h|qN−1|2 ≤ CN−1 := 2L2, P− c.s. (6.72)

Ahora, asumimos que |pk|2 +h|qk|2 ≤ Ck, P-c.s. De las hipótesis (H1) y (H3)-(a), tenemos

|`y|, |fy| y |σy| acotados por L, luego de la desigualdad de Young se tiene,

|pk + h[`ky + fky · pk + σky · qk]|2 ≤ |pk|2 + 3h2[|`ky|2 + L2|pk|2 + L2|qk|2]

+[h|pk|2 + h|`ky|2] + hL|pk|2 + [hL2|pk|2 + h|qk|2]

= |pk|2[1 + 3h2L2 + h+ hL+ hL2] + h|qk|2[1 + 3hL2]

+|`ky|2[3h2 + h].

(6.73)

Por lo tanto, existe C0 > 0 y C1 > 0 tal que,

|pk + h[`ky + fky · pk + σky · qk]|2 ≤ [1 + C0h] [|pk|2 + h|qk|2] + C1h

≤ [1 + C0h]Ck + C1h, P− c.s.

(6.74)

Podemos concluir que

|pk−1|2 ≤ Ek−1[|pk + h[`ky + fky · pk + σky · qk]|2]

≤ [1 + C0h]Ck + C1h, P− c.s.

(6.75)

Análogamente de la isometŕıa de Itô tenemos,

h|qk1|2 ≤ 1
h
Ek−1[|pk + h[`ky + fky · pk + σky · qk|2|∆Wk|2]

≤ [1 + C0h]Ck + C1h, P− c.s.

(6.76)
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Luego, obtenemos

|pk−1|2 + h|qk−1|2 ≤ Ck−1 := 2[1 + C0h]Ck + 2C1h, P− c.s. (6.77)

y de (6.72) esto implica que

|pj|2 + h|qj|2 ≤ 2NeC0T2L2 + 2NTeC0TC1, P− c.s., (6.78)

para todo j = 0, . . . , N − 1.

Nota 6.5.4. Observemos que en el Lema 4.3.1 del Caṕıtulo 4, obtuvimos que el estado

adjunto p es acotado c.s. por una constante C la cual es independiente del control dado. En

el Lema 6.5.3, también obtuvimos que C(h) no depende del control u ∈ Uhad, pero claramente

depende de h. Como el objetivo del algoritmo es encontrar soluciones para (P h) con h fijo,

esta dependencia no será un problema para lo que sigue.

De nuestras hipótesis, el Lema 6.5.3 y el Lema 4.3.2 surge de inmediato el siguiente

resultado.

Lema 6.5.5. Asumimos que (H1)-(H3) se satisfacen. Definiendo la aplicación

uε : [0, T ]× Rn × P × Rn×m × Uad → Rr (6.79)

donde P := B(0, C) (bola en Rn) si vale (H3)-(a), y P = Rn si vale (H3)-(b), como

uε(t, y, p, q, v) := argmin{Kε(t, y, u, v, p, q) ; u ∈ Uad}. (6.80)

Entonces, existe ε0 > 0, α > 0 independientes de (t, ω), tal que si ε < ε0, uε está bien

definido y para casi todo (t, ω) ∈ [0, T ] × Ω y todo (yi, pi, qi, vi) ∈ Rn × P × Rn×m × Uad,

i = 1, 2 se tiene:∣∣uε(t, y2, p2, q2, v2)− uε(t, y1, p1, q1, v1)
∣∣ ≤ 2

∣∣v2 − v1
∣∣+α (∣∣y2 − y1

∣∣+
∣∣p2 − p1

∣∣+
∣∣q2 − q1

∣∣) .
(6.81)

Estamos ahora en condiciones de poder demostrar la buena definición de algoritmo

presentado.
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Teorema 6.5.6. Bajo las hipótesis anteriores, existe ε0 > 0 tal que, si εν < ε0 para todo

ν, entonces el algoritmo define una única sucesión {uν} de controles admisibles.

Demostración. Dado u0 = (u0
k)
N−1
k=0 ∈ Uhad, podemos calcular el estado discreto asociado

y0 = (y0
k). Ahora, supongamos que tenemos uν = (uνk) y yν = (yνk), de (6.8) podemos

obtener pν = (pνk) y qν = (qνk). Conocemos la condición inicial yν+1
0 = x, y si asumimos que

conocemos yν+1
k para k ∈ {0, ..., N − 1}, entonces podemos calcular

uν+1
k = uεν+1(tk, y

ν+1
k , pνk, q

ν
k , u

ν
k). (6.82)

Finalmente, de (6.1) obtenemos

yν+1
k+1 = yν+1

k + hf(tk, y
ν+1
k , uν+1

k ) + σ(tk, y
ν+1
k , uν+1

k )∆Wk+1. (6.83)

Podemos continuar con esta recurrencia hasta N , y luego calcular pν+1 y qν+1. Por lo tanto,

es claro que el algoritmo define una única sucesión {uν}.

6.5.3. Convergencia del algoritmo

En esta sección probaremos que el algoritmo propuesto es un método de descenso y

que, bajo hipótesis de convexidad, todo punto ĺımite débil de la sucesión generada por el

algoritmo es una control óptimo para (P h).

El siguiente resultado es la versión discreta análoga del Teorema 4.4.2.

Teorema 6.5.7. Bajo las hipótesis (H1)-(H3), existe α > 0 tal que para toda sucesión

generada por el algoritmo se satisface

Jh(uν)− Jh(uν−1) ≤ −
(

1

εν
− α

)
‖uν − uν−1‖2

Uh . (6.84)

Demostración. Para ν ∈ N, k = 0, . . . , N y ϕ = f, σ, `, denotamos ϕνk := ϕ(tk, y
ν
k , u

ν
k). De
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la definición surge que

Jh(uν)− Jh(uν−1) = E
[
h
∑N−1

k=0 [`νk − `ν−1
k ] + g(yνN)− g(yν−1

N )
]

= E
[∑N−1

k=0

[
hH(tk, y

ν
k , u

ν
k, p

ν−1
k , qν−1

k )

−hH(tk, y
ν−1
k , uν−1

k , pν−1
k , qν−1

k )

−h(pν−1
k , f νk − f ν−1

k )− h(qν−1
k , σνk − σν−1

k )
]

+g(yνN)− g(yν−1
N )

]
.

(6.85)

Podemos ver que para todo k = 0, ..., N − 2

E[h(pν−1
k , f νk − f ν−1

k ) + h(qν−1
k , σνk − σν−1

k )]

= E[(pν−1
k + qν−1

k ∆Wk+1) · (h[f νk − f ν−1
k ] + [σνk − σν−1

k ]∆Wk+1)]

= E[(pν−1
k + qν−1

k ∆Wk+1) · (yνk+1 − yν−1
k+1 − yνk + yν−1

k )]

= E[(pν−1
k+1 + hHy(tk+1, y

ν−1
k+1 , u

ν−1
k+1, p

ν−1
k+1, q

ν−1
k+1)) · (yνk+1 − yν−1

k+1)]

−E[(pν−1
k + qν−1

k ∆Wk+1) · (yνk − yν−1
k )]

= E[hHy(tk+1, y
ν−1
k+1 , u

ν−1
k+1, p

ν−1
k+1, q

ν−1
k+1) · (yνk+1 − yν−1

k+1)]

+E[pν−1
k+1 · (yνk+1 − yν−1

k+1)]− E[pν−1
k · (yνk − yν−1

k )],

(6.86)

donde en la última igualdad tomamos la esperanza condicional Ek dentro de la esperanza.

Reemplazando (6.86) en (6.85) obtenemos

Jh(uν)− Jh(uν−1) =
∑N−1

k=0 hE[H(tk, y
ν
k , u

ν
k, p

ν−1
k , qν−1

k )−H(tk, y
ν−1
k , uν−1

k , pν−1
k , qν−1

k )]

−
∑N−2

k=0 E[hHy(tk+1,y
ν−1
k+1 , u

ν−1
k+1, p

ν−1
k+1, q

ν−1
k+1) · (yνk+1 − yν−1

k+1)]

−
∑N−2

k=0 E[pν−1
k+1 · (yνk+1 − yν−1

k+1)]− E[pν−1
k · (yνk − yν−1

k )]

−E[(pν−1
N−1 + qν−1

N−1∆WN) · (yνN − yν−1
N − yνN−1 + yν−1

N−1)]

+E[g(yνN)− g(yν−1
N )]

(6.87)
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=
∑N−1

k=0 hE[H(tk, y
ν
k , u

ν
k, p

ν−1
k , qν−1

k )− hH(tk, y
ν−1
k , uν−1

k , pν−1
k , qν−1

k )]

−
∑N−2

k=0 E[hHy(tk+1, y
ν−1
k+1 , u

ν−1
k+1, p

ν−1
k+1, q

ν−1
k+1) · (yνk+1 − yν−1

k+1)]

+E[pν−1
0 · (yν0 − yν−1

0 )]− E[∇yg(yν−1
N ) · (yνN − yν−1

N )]

+E[g(yνN)− g(yν−1
N )].

(6.88)

Como yν0 − yν−1
0 = 0 podemos concluir que

Jh(uν)− Jh(uν−1) = h
∑N−1

k=0 E[H(tk, y
ν
k , u

ν
k, p

ν−1
k , qν−1

k )− hH(tk, y
ν−1
k , uν−1

k , pν−1
k , qν−1

k )]

−h
∑N−1

k=0 E[Hy(tk, y
ν−1
k , uν−1

k , pν−1
k , qν−1

k ) · (yνk − yν−1
k )]

−E[∇yg(yν−1
N ) · (yνN − yν−1

N ) + g(yνN)− g(yν−1
N )].

(6.89)

Luego podemos continuar con la prueba como en el Teorema 4.4.2.

El próximo resultado sigue del teorema previo, el Lema 6.3.1 y el Teorema 4.4.3.

Teorema 6.5.8. Supongamos que Jh es acotada inferiormente y que las hipótesis del

teorema previo se satisfacen. Entonces, existe ε0 > 0 tal que, si εν < ε0, toda sucesión

generada por el algoritmo satisface:

1. {Jh(uν)}ν∈N es una sucesión convergente monótona no creciente,

2. ‖uν − uν−1‖Uh → 0 cuando ν →∞,

3. ‖uν − PUh(uν − ενHu(y
ν , uν , pν , qν))‖Uh → 0 cuando ν →∞.

Combinando el Teorema 6.5.8, Teorema 6.5.1 y el Corolario 4.4.4 obtenemos el siguiente

resultado.

Corolario 6.5.9. Bajo las hipótesis anteriores, supongamos que la sucesión generada por

el algoritmo uν es acotada, εν < ε0 y ĺım inf εk ≥ ε > 0. Entonces, para toda sucesión

acotada vν ∈ Uh tenemos

ĺım inf
ν→∞

Jh
′
(uν , vν − uν) ≥ 0. (6.90)
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En particular

ĺım inf
ν→∞

Jh
′
(uν , v − uν) ≥ 0 ∀ v ∈ Uh. (6.91)

Finalmente sumando hipótesis de convexidad, combinando el Teorema 4.4.6 y el Co-

rolario 4.4.8 del Caṕıtulo 4 podemos obtener un resultado análogo de convergencia con

respecto a los controles generados por el algoritmo.

Teorema 6.5.10. Supongamos que Jh es convexo y acotado inferiormente. Además, εν <

ε0, donde ε0 está dado por el Teorema 6.5.8 y ĺım inf εν > 0. Entonces, todo ĺımite débil ū de

{uν} es un control óptimo para (P h). Como consecuencia, si {uν}ν∈N tiene subsucesiones

acotadas, entonces J(uν)→ mı́nu∈Uhad J
h(u).

Si además suponemos que Jh es fuertemente convexa, entonces toda la sucesión converge

fuertemente a la única solución óptima del problema.
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Conclusiones

A lo largo de esta tesis logramos proponer métodos numéricos para abordar diversos

problemas de control óptimo. Para ello, en todos los casos planteamos problemas discretos

en tiempo para los cuales fueron diseñados los algoritmos de resolución. Para cada problema

justificamos de qué modo los problemas discretos aproximan a los continuos. Además,

en cada caso estudiamos condiciones de optimalidad relacionadas tanto a los problemas

continuos como a los discretos.

En el Caṕıtulo 2 y el Caṕıtulo 3 trabajamos con problemas de control óptimo de tipo

minimax. Si bien en el primero de ellos consideramos un problema determinista y en el

segundo uno con incertezas, en ambos casos el problema discreto que utilizamos para

aproximarlo resultó ser un problema determinista. Este hecho fue el que nos permitió no

sólo plantear algoritmos conceptuales de resolución, sino que también obtuvimos algoritmos

implementables. Para los dos casos, presentamos pruebas numéricas que muestran el buen

comportamiento del método. Sin embargo los ejemplos numéricos que abordamos no son

problemas de gran tamaño. En particular, para el problema estudiado en el Caṕıtulo 3,

para obtener resultados significativos, no sólo el paso de tiempo debe ser pequeño, sino

que también es necesario que el tamaño de la muestra sea lo suficientemente grande, lo

cual obviamente deriva en problemas de gran escala. En esta ĺınea de trabajo, el desaf́ıo

radica en poder lidiar con problemas más complejos o de mayor dimensionalidad sin que

el tiempo computacional crezca en la misma medida.

En los últimos tres caṕıtulos de la tesis, trabajamos con un problema de control óptimo

estocástico con costo acumulativo y final. Comenzamos planteando un algoritmo teórico

de resolución en el Caṕıtulo 4, el cual obviamente no es implementable. Siguiendo con la

misma ĺınea que en los primeros caṕıtulos, planteamos un problema discreto en tiempo. En

157
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este caso fue necesario estudiar más en profundidad este problema para obtener resultados

de convergencia del discreto al continuo. A diferencia del enfoque que utilizamos para los

problemas minimax, en el caso estocástico, debido al funcional de costo que consideramos,

las condiciones de optimalidad con las que trabajamos son las que se derivan del enfoque

variacional, relacionadas con el PMP. Por lo tanto, aparece involucrado el estado adjunto,

el cual es solución de una EDER. Como es bien sabido, no es sencillo aproximar este tipo

de ecuaciones. Si bien existen métodos para aproximar sistemas de EDE-EDER, el hecho

de que en los coeficientes de las mismas esté involucrado el control, hace que no se cumplan

las hipótesis generales que se consideran en dichos métodos, ya que no es de esperar que

el control tenga suficiente regularidad. En esta dirección, con el objetivo de obtener un

algoritmo implementable, queda pendiente continuar con el estudio de aproximaciones de

este tipo de sistemas para el caso particular de problemas de control óptimo. Otro problema

que surgió para ser tratado en el futuro es el estudio de la convergencia de los estados

adjuntos discretos al continuo, en el cual una vez más la dificultad radica en la falta de

regularidad de las soluciones de las ecuaciones EDER.



Bibliograf́ıa

[1] C. Aliprantis and K. Border. Infinite dimensional analysis. A hitchhiker’s guide. Sprin-

ger, Berlin, third edition, 2006.

[2] L. S. Aragone, S. Di Marco, and R. L. V. González. Numerical analysis of a minimax
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[54] N. Krylov. Approximating value functions for controlled degenerate diffusion processes

by using piece-wise constant policies. Electron. J. Probab., 4:1–19, 1999.

[55] N. V. Krylov. Mean value theorems for stochastic integrals. Ann. Probab., 29(1):385–

410, 2001.

[56] N. V. Krylov. Controlled diffusion processes, volume 14. Springer Science & Business

Media, 2008.

[57] H. Kushner. Probability methods for approximations in stochastic control and for

elliptic equations. Academic Press, New York, 1977. Mathematics in Science and

Engineering, Vol. 129.

[58] H. J. Kushner. On the stochastic maximum principle: Fixed time of control. J. Math.

Anal. Appl., 11:78–92, 1965.

[59] H. J. Kushner. Necessary conditions for continuous parameter stochastic optimization

problems. SIAM J. Control, 10:550–565, 1972.

[60] H. J. Kushner and F. C. Schweppe. A maximum principle for stochastic control

systems. J. Math. Anal. Appl., 8:287–302, 1964.

[61] X. Lin and W. Zhang. A maximum principle for optimal control of discrete-time sto-

chastic systems with multiplicative noise. IEEE Transactions on Automatic Control,

60(4):1121–1126, April 2015.

[62] P.-L. Lions. Optimal control of diffusion processes and Hamilton-Jacobi-Bellman equa-

tions. I. The dynamic programming principle and applications. Comm. Partial Diffe-

rential Equations, 8(10):1101–1174, 1983.

[63] P.-L. Lions. Optimal control of diffusion processes and Hamilton-Jacobi-Bellman equa-

tions. II. Viscosity solutions and uniqueness. Comm. Partial Differential Equations,

8(11):1229–1276, 1983.



BIBLIOGRAFÍA 165

[64] P.-L. Lions. Optimal control of diffusion processes and Hamilton-Jacobi-Bellman

equations. III. Regularity of the optimal cost function. In Nonlinear partial diffe-

rential equations and their applications. Collège de France seminar, Vol. V (Paris,
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