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Resumen

El objetivo principal de esta tesis es proponer métodos numéricos para resolver cier-
tos problemas de control éptimo. En una primera etapa se analizan problemas de control
optimo determinista de tipo minimax y se presentan condiciones de optimalidad tanto ne-
cesarias como suficientes. Se plantea una discretizacién en tiempo de dicho problema vy,
a partir de las condiciones de optimalidad halladas, se propone un algoritmo de descenso
convergente. Siguiendo con esta misma linea, se estudia un problema de control 6ptimo
minimax con incertezas. Se plantean aproximaciones por promedios muestrales (sample
average approzimations) y se demuestra la epiconvergencia de las funciones de costo de
estos nuevos problemas cuando el tamano de la muestra tiende a infinito. Estos ultimos
se aproximan mediante problemas discretos en tiempo con controles seccionalmente cons-
tantes, para los cuales se estudian condiciones de optimalidad y se generaliza el algoritmo
propuesto para el caso determinista. Ademads, se estudia la convergencia de minimizadores
de los problemas discretos a minimizadores del problema continuo.

En una segunda etapa se estudia un problema de control éptimo estocéastico con costo
integral. Se generaliza el algoritmo de Sakawa-Shindo que habia sido propuesto para el
caso determinista, el cual estd basado en el Principio del Maximo de Pontryagin (PMP). El
estudio del algoritmo esta hecho en tiempo continuo, y esto es lo que motiva la iltima parte
de la tesis en la que se estudia un problema de control éptimo estocastico en tiempo discreto.
Se demuestra el Principio de la Programaciéon Dindmica (PPD) para este problema, se
estudia la convergencia de las funciones valor cuando el paso de tiempo tiende a cero y
también se analiza la convergencia de controles 6ptimos. Finalmente se dan condiciones de
optimalidad necesarias para el problema en tiempo discreto y se demuestra que el algoritmo

de Sakawa-Shindo estocastico puede adaptarse a este caso.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Control ()ptimo

El objetivo habitual de la teorfa de control es influir en el comportamiento de un sistema
dinamico, que evoluciona con el tiempo, para alcanzar ciertos objetivos deseados. La teoria
de control 6ptimo surge cuando ademas se busca que el control optimice un cierto criterio,
o funcién de costo. El control éptimo es una rama de la teoria de control estrictamente
relacionada con la optimizacién. Si bien este tipo de problemas aparecen en la préctica

desde hace cientos de anos, es en las décadas de 1950 y 1960 que cobran real importancia.

El estudio de problemas de control 6ptimo determinista fue un area de investigacion
muy activa a partir de los anos 1950, motivado fuertemente por el creciente interés en la
ingenieria aeroespacial. Por otro lado, el campo del control 6ptimo estocastico se desarrolld
desde los anos 1970 y una de sus mayores motivaciones fueron las aplicaciones relacionadas

con las finanzas.

En este primer capitulo daremos algunas nociones y resultados preliminares que seran
necesarios para los capitulos que siguen. Comenzamos por dar una breve introduccion al
control 6ptimo, asi como también algunos de los enfoques clasicos para atacar estos tipos

de problemas.



2 Introduccion

1.1.1. Control 6ptimo determinista

Es usual encontrar en la literatura clasica de problemas de control 6ptimo con horizonte

finito y condicion inicial fija, el siguiente planteo:
ifucr,, J(u) = fy f(ty(t),u(t))dt + h(y(T)),

y(t) = g(tvy(t)vu(t)>a te (O’T)a (P>

y(0) = zeR™

sujeto a (s.a.)

Es decir, el objetivo es minimizar el funcional de costo J sobre el conjunto de controles

admisibles, generalmente definido como
Upg :={u:[0,T] = Usg CR": u es medible}.

Con el objetivo de garantizar la integrabilidad de t — f (¢, y(t), u(t)), es usual considerar el
conjunto U,y acotado o, por ejemplo cuando la dindmica es lineal, pensar directamente al
conjunto U,y como subconjunto de L*([0, T]; R") (cuando sea claro el contexto, escribiremos
L?0,T] en lugar de L*([0,T];R")). La existencia de controles éptimos, es decir, controles
admisibles que minimicen el funcional J, no esta siempre garantizada. Sin embargo bajo
hipdtesis de convexidad, utilizando argumentos de minimizacion de funciones semicontinuas
inferiormente, en general se puede probar la existencia de los mismos.

Este area de investigacion tiene particular importancia a partir de 1950, década en
la cual se presentaron dos grandes avances, conocidos como el Principio del Maximo de
Pontryagin (PMP) [76] y el Principio de la Programacién Dindamica (PPD) [16]. EI PMP
presenta condiciones necesarias de optimalidad y el PPM permite transformar el proble-
ma de minimizaciéon en el problema de hallar la solucién de una ecuacion diferencial en
derivadas parciales, conocida como la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB).

Mas precisamente, el PMP dice que si (y,u) es una solucién éptima de (P), donde y(-)
es el estado asociado a u(-) € U,q, entonces existe un estado adjunto p(-), solucién de la

siguiente ecuacion diferencial

p(t) = —Hy(t,y(t), u(t),p(t)), te(0,T),

p(T) = hy(y(T)),
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tal que
H{(t,y(t),u(t), p(t)) = min H(t, y(t),u,p(t)),

u€Uqq

donde H es el Hamiltoniano del problema y se define como

H(t,y,u,p) = f(t,y,u) +p-g(t,y,u).

Este enunciado se corresponde con una de las versiones mas sencillas del problema de con-
trol 6ptimo y se verifica bajo hipdtesis clasicas de los coeficientes. Cuando se consideran
diferentes restricciones sobre el estado y el control, asi como también hipotesis més gene-
rales sobre las funciones involucradas en la dinamica o el costo, este principio va tomando
diferentes formas. Referimos al lector a la bibliografia clasica sobre el tema para ver las
diferentes variantes [76), [19, [84] 44], 111, 20].

Por otro lado, al problema (P) se lo puede considerar como un caso particular de
la familia de problemas parametrizados por (s,z), donde s es el tiempo inicial y x el
correspondiente estado inicial. Es decir, para (s,z) € [0,7] x R™ consideramos el estado

yo¥ solucién la siguiente ecuacion diferencial,
y(t) = g(t,y(t),ut), te(sT),
y(s) = =,
donde el conjunto de controles admisibles esta definido como
coi={u:[s,T] = Usq CR": u es medible},

y el funcional de costo es,

7= [ 5 O+ h )
Por ltimo definimos la funcion valor como,
Vis,z) = finfueys J**(u), V(s,z)€[0,T) xR",
V(T,z) = h(x), Vo € R™.

Luego el problema (P) que presentamos al comienzo se corresponde con V (0, ). Teniendo

en cuenta estas definiciones y bajo ciertas hipétesis, el PPD establece que

ueU?®

V@w—lﬁ{/f%y <»w+vaﬁﬂm},vmggsgr
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1.1.2. Control 6ptimo minimax determinista

A diferencia del problema que acabamos de describir, en la primera parte de esta tesis
trabajaremos con un problema de control éptimo de tipo minimax determinista, es decir

la funcién de costo que consideramos es

J(u) :=supes{f(yu(t)) : t € [0, T]},
donde la dindmica viene dada por

y(t) = g(t,y(t), u(t)) t€0,T],
y(0) =z € R",

la cual consideraremos lineal y el conjunto de controles admisibles es
Ung = {u € L?[0,T] : u(t) € Upg C R™ para casi todo (p.c.t.) t € [0,T]},

donde U,y es un conjunto compacto y convexo. Hipotesis mas precisas sobre las funciones
involucradas asi como también sobre los espacios de estados y controles seran dadas en el
proximo capitulo.

Este tipo de problema fue muy estudiado en las tltimas décadas por varias autores
([14), [13], [15], [65], [85], [5], [2], [3] v [41]). El hecho de considerar un costo en términos de
un supremo en lugar de un costo acumulado, resulta mas natural en muchas aplicaciones,
como por ejemplo cuando se busca minimizar la distancia a cierta trayectoria deseada ([34],
[35], [70]), o para problemas de control éptimo robusto de sistemas con incertezas ([72],
[83]).

Agregando una nueva variable de estado, al problema de control minimax se lo puede
escribir como un problema de control 6ptimo de tipo Mayer, es decir donde el costo sélo
estd compuesto por un costo final y para el cual tenemos restricciones mas complejas para
el estado. Siguiendo esta idea, gracias al PMP, algunos autores ([13], [65], [85]) obtuvie-
ron condiciones necesarias de optimalidad. Sin embargo, en este caso, debido a la nueva
restriccion para el estado, el estado adjunto que resulta involucra una medida de Radon,
lo cual es una dificultad a la hora de querer plantear métodos numeéricos que resuelvan el

nuevo problema.
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Como mencionamos al comienzo, otro enfoque posible, incluso para los problemas mini-
max, es el de la programacién dinamica y, en este sentido, varios autores realizaron avances
sobre el tema ([14], [5], [2], [3], [41]). Nuevamente la dificultad radica en plantear méto-
dos numéricos, ya que cuando se busca resolver la ecuacion HJB, usualmente se necesitan
discretizaciones no sélo del tiempo, sino también del espacio de estados, lo cual conduce a
problemas de gran escala.

Debido a que en este trabajo nos concentramos en problemas con estado inicial fijo, a
diferencia de los enfoques recién mencionados, abordaremos el problema como un problema
de optimizacion abstracto. De este modo, sélo necesitaremos plantear una discretizacién
temporal del problema, lo cual serda de gran utilidad para evitar problemas de dimensio-
nalidad cuando planteemos un algoritmo que resuelva al problema discreto en tiempo. El
principal inconveniente que surge en este planteo es que, debido a su definicion, el funcional
J no resulta diferenciable (entenderemos diferenciable siempre en el sentido de Fréchet, ver
[29]). Es por ello que estudiaremos la diferenciabilidad direccional del funcional de costo.

Uno de los resultados clasicos de optimizaciéon continua que utilizaremos para obtener
condiciones de optimalidad es la siguiente condicién de optimalidad de primer orden (ver

por ejemplo [29] o [260]),

Teorema 1.1.1. [26, Teorema 3.11] Si J es direccionalmente diferenciable y u es un éptimo
entonces

J (u,v) >0, WoeTy, (u),

donde J'(u,v) es la derivada direccional de J en u con respecto a la direccion v y Ty, ,(u)
denota el cono tangente de U,y en u. Ademds, si J es convera, entonces todo control

admisible que verifica la desigualdad anterior es una solucion optima del problema.

Recordamos que para todo espacio de Banach (X, || - ||x) v K C X el cono radial y el

cono tangente a K en el punto u estan definidos como

Rix(u) ={veX;3I7>0tal que u+7ve K, parat € [0,7]},
Tg(u) ={veX; Jult)=ut+tv+o(r) e K, 7>0, |lo(T)/7||x — 0, cuando 7 | 0}.

Se sabe que (ver por ejemplo [30, Proposicién 2.55]) si K es convexo, entonces T (u) =
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clx(Ri(u)), donde clx(A) denota la clausura en X de A C X. Cuando sea claro del

contexto el espacio X que estemos considerando escribiremos directamente cl(A).

1.1.3. Control 6ptimo minimax con incertezas

Existen muchas aplicaciones que se modelan mejor o de manera mas natural si incorpo-
ramos incertezas al sistema. Hay diversas fuentes de incertezas, como por ejemplo, errores
de medicién, condiciones iniciales inciertas, o parametros o coeficientes desconocidos. En
general, en la literatura existen dos enfoques posibles para este tipo de problemas de opti-
mizacion. El primero es considerar una funcién objetivo que involucre el costo promedio,
como por ejemplo en los trabajos [79, 53| [74]. El segundo enfoque cosiste en considerar
como criterio el peor escenario posible, como en [72], 83 [8§].

Cuando se tiene informacién sobre el comportamiento de las perturbaciones (por ejem-
plo si se tienen datos estadisticos), es decir, si asumimos que conocemos la distribucién de
probabilidad de los parametros estocasticos, entonces el primer enfoque resulta més natu-
ral. Si por el contrario, no tenemos informacién sobre las perturbaciones, entonces es mas
usado el criterio del peor escenario. Sin embargo, la elecciéon de criterio también depende
de las caracteristicas propias de cada problema. Esté fuera del alcance de este trabajo una
comparacion entre ellos o un analisis de ventajas y desventajas. En nuestro caso, cuando
consideremos el problema minimax con incertezas, asumimos que tenemos conocimiento
sobre la distribucién de probabilidad de las mismas y utilizaremos un costo promedio.

En este caso, el problema que consideramos es el siguiente. Sea (€2, .4, P) un espacio de
probabilidad completo. El conjunto de controles admisibles es el mismo que consideramos
para el caso determinista, es decir los controles sélo dependen del tiempo. Dado un control
u € Uyq, definido en la seccién anterior, el estado asociado a dicho control es la solucién

del siguiente sistema con incertezas

Sy(t,w) = glt,ylt,w),u(t),w), tel0,T)
(1.1)
yO,w) = z+¢(w), reR",

donde w € Qyg:[0,T]xR*"XR" xQ — R"y ¢ : Q — R"” son funciones dadas. El
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objetivo es minimizar el funcional J : L*[0,T] — R definido por

J(u)=E

sup f(yu(t,w),w)] : (1.2)

t€[0,T]
En esta seccion recordamos algunas nociones y resultados preliminares que serdn de
utilidad para estudiar este problema y para entender de qué manera podemos aproximar

al mismo.

Definicién 1.1.2 (Funciones Carathéodory). Sea (X2, .A) un espacio medible, X, Y espacios
métricos y consideramos una funcion f : X x Q — Y. La funcion f se dice funcion

Carathéodory si

» la aplicacion x — f(x,w) es continua para cada w € €2,

» [a aplicacion w — f(x,w) es medible para cada x € X.

En particular se tiene que las funciones Carathéodory son funciones conjuntamente
medibles, i.e. medibles con respecto a la o-adlgebra producto.

Con el objetivo de disenar esquemas numéricos que aproximen al problema original,
consideraremos una primera aproximacion por promedios muestrales (sample average ap-
prozimation en inglés). De la Ley de los Grandes Numeros, tenemos convergencia puntual
casi todo punto de las funciones objetivos que resultan de estas aproximaciones. Sin embar-
go, mostraremos que se verifica una convergencia més fuerte, que es la epi-convergencia.

La nocion de epi-convergencia fue estudiada por primera vez en la década de 1960, en
los trabajos iniciales [86], 87, [67]. Luego en la década de 1980, se utiliz6 para aproximar
problemas de programacién no lineal como por ejemplo [7], [§] y [9]. Para un andlisis mas
profundo asi como también para obtener detalles historicos sobre el tema, recomendamos
[78, Capitulo 7]. En particular, esta nocién de convergencia resulta fundamental en la teoria
de optimizacién y andlisis variacional, cuando se estudian sucesiones de funciones aleatorias
semicontinuas inferiormente. A continuacién damos definiciones mas precisas sobre estos

conceptos.

Definicién 1.1.3. Sea (X, d) un espacio métrico separable. Consideramos la sucesion fun-
ciones semicontinas inferiormente fy; : X — R, M € N. Decimos que fy; epi-converge a

f, y se denota fy o f, sty solo si
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w liminf fy () > f(z) para toda sucesion que verifica xpy — x,
w lim fo(xpr) = f(2) para al menos una sucesion que verifica xy — .

Definicién 1.1.4. Sea (X, d) un espacio métrico separable con o-dlgebra de Borel B. Sea
P una medida de probabilidad en el espacio medible (€2, A) tal que A es P-completa. Una

funcion f: X x Q — R es una funcion aleatoria semicontinua inferiormente si y solo si

» para todo w € Q, la funcion x — f(x,w) es semicontinua inferiormente,
v (z,w) = f(r,w) es B® A medible.

Para poder justificar que los problemas que resultan de plantear una aproximacion
por promedios muestrales, aproximan de hecho al problema original, sera fundamental el

siguiente resultado.

Teorema 1.1.5. [0, Teorema 2.3] Sea (2, A,P) un espacio de probabilidad tal que A es
P-completa. Sea (X,d) un espacio métrico completo y separable. Supongamos que la fun-
cion f: X xQ — R es una funcion aleatoria semicontinua inferiormente y que existe

una funcion integrable ag : Q@ — R tal que f(z,w) > ag(w) casi sequramente (c.s.). Sea

{wi,...,wrp} una muestra aleatoria, independientemente P-distribuida. Definimos
M
flwr, . wa) = M;f(-,wi). (1.3)
1=
Entonces, cuando M — oo, f(-,wl, ..., wyr) epi-converge casi sequramente a E[f(-,w)].

Por 1ultimo presentamos un resultado sobre la convergencia de minimizadores.

Teorema 1.1.6. [J, Teorema 2.5] Sea (X,d) un espacio métrico completo y separable.
Consideramos una sucesion de funciones semicontinuas inferiormente fyr : X — R tal que
fur epi-converge a f. Si {xptpen C X es una sucesion de minimizadores globales de fur
y T es algun punto de acumulacion de dicha sucesion (la cual indexamos con K C N),

entonces T es un minimizador global de f y limpyex infiex far(xa) = infrex f(2).

Un analisis més profundo sobre estos temas puede encontrarse en [52].
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1.1.4. Control 6ptimo estocastico

Los problemas de control 6ptimo estocastico fueron muy estudiados en las tltimas déca-
das. Su importancia radica en las multiples aplicaciones de los mismos, como por ejemplo
su aplicacion en economia, matematica financiera e ingenieria. Al igual que para el caso
determinista, en general existen dos enfoques posibles para este problema, el primero es
el enfoque variacional que se relaciona con el PMP y el segundo es el de la programacién
dindmica. Para un andlisis mas detallado recomendamos los libros [45] [73 89, 56]. Comen-
zamos dando algunas definiciones y resultados que utilizaremos en los ultimos capitulos de
esta tesis.

Recordamos que un espacio filtrado de probabilidad (€2, F,F,P) se dice que satisface
las condiciones usuales si (2, F,P) es completo, F = {F;}; es continua a derecha, y Fy
contiene todos los conjuntos de medida P-nula de F (ver [89, Capitulo 1]).

Consideramos entonces (2, F,IF,P) un espacio filtrado de probabilidad que satisface
las condiciones usuales, en el cual estd definido un movimiento browniano m-dimensional
estandar W. Suponemos que F = {F;}, g7 (I' > 0) es la filtracién natural, aumentada
por todos los conjuntos P-nulos en F, asociada a W (-). Consideramos la siguiente ecuacién

diferencial estocéstica (EDE):

dy(t) = f(t,y(t),u(t),w)dt + o(t,y(t),u(t),w)dW(t) te0,T],
y(0) = wo € R,

(1.4)

donde f: [0,T]xR*"xR"xQ - R"y o :[0,7] x R" x R" x Q — R™™ son funciones
dadas. Denotamos con y € R™ al estado y con u € R" al control. Definimos al funcional de

costo, como
30 =8| [ ttey(0) a0t + atu(r)|.

donde £ : [0, T] xR" xR" x Q - Ry g:R" x Q2 — R son funciones dadas.

El problema de control 6ptimo que consideramos es
min J(u); u € Uy, (P)

donde U,, es el conjunto de controles admisibles. En particular, a lo largo de esta tesis,
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trabajaremos con el siguiente conjunto
Upg = {u € (H*)" : u(t,w) € Uy, p.ct. (t,w)€[0,T] xQ},

donde U,y C R" un conjunto no vacio y cerrado, el cual en algunos casos lo supondremos

convexo y en otros compacto. Recordamos que
H? = {ve L2([0,T] x Q) : el proceso (t,w) € [0,T] x Q> v(t,w) es F-adaptado} ,

en el cual consideramos la norma dada por,

o] = E [ / ' w(t)ﬁdt] |

En general se define como conjunto de controles admisibles a un conjunto de controles
F-adaptados (i.e. progresivamente medibles, ver [89, Proposicién 2.8, Capitulo 1]), con
imagen en Uy, para los cuales existe una tinica solucién de . Al considerar el conjunto
de controles admisibles como un subconjunto de H? tenemos garantizado que bajo hipdtesis
clasicas sobre los coeficientes, para todo u € U,y existe una tunica solucion de , con la
suficiente regularidad como para que el funcional J esté bien definido y el problema bien

planteado. Méas precisamente, tenemos el siguiente resultado

Proposicién 1.1.7. [68, Proposicion 2.1] Para todo u € Uyg, la ecuacion (1.4) admite una

tinica solucién fuerte y € L*(Q; C[0,T];R™) y existe C' > 0 tal que

ot ([ 1.0

Ademds, sea u € Uyq y sea y el estado asociado al control uw y la condicion inicial T,

2

E| suwp [y(t)?| <C

t€[0,T]

+/0 o (t, 0,u(t))|2dt].

entonces para todo v > 1 se tiene
E [supieon ly(®) ~ 5P < € [le =2l + E[(f5 1F( y(@), u(t) - f(t.500), a@)lat) |
V| (1 ott,ut0), 0(0) — o, 50, at0)Par) ]

Ahora daremos una breve resenia sobre los posibles enfoques para abordar este tipo de

problema. Comenzamos con el PMP.
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Los primeros trabajos relacionados al principio del maximo en el marco estocastico
fueron los de Kushner y Schweppe [60], Kushner [58, 59], Bismut [22] 24], Haussmann [50]
y Bensoussan [I7, [I§]. Luego, una extensién més general fue presentada por Peng en [71]
y Cadenillas y Karatzas en [37]. El principio del maximo estocédstico usualmente involucra
dos pares de estados adjuntos (ver [71]). Sin embargo, el gradiente del funcional de costo
depende solamente de un par de estados adjuntos y si asumimos que U,y es convexo,
la condicién de optimalidad de primer orden en un minimo local depende solamente del
gradiente (ver [89], Capitulo 3, Seccién 3.2] para una discusién mas detallada). El primer par
de estados adjuntos, estd dado por la siguiente ecuacion diferencial estocastica retrégada
(EDER):

dp(t) = =V, H(t,y(t), u(t), p(t),q(t),w)dt + q(t)dW(t) ¢ € [0,T7],

p(T) = Vyg(y(T)).
Donde (y, u) es un par admisible de estado y control y H : [0, T]x R" xR" xR" x R"*™ x Q) —

(1.5)

R es el Hamiltoniano que en este caso se define como

H(t7y7u7paQ7w) = g(tayauaw) +p f(t,y,U,UJ) —{—q-a(t,y,u,w),

donde p- f(t,y,u,w) es el producto escalar en R" y ¢-o(t,y, u,w) := Z;”zl q;-o;(t,y, u,w),
donde g; y 0; denotan las columnas de las matrices ¢ y o.
Bajo hipdtesis clasicas, se tiene que existe una tnica solucién de la ecuacién ((1.5) que

verifica (p, q) € (H?)" x (H2)""™. M4s precisamente, tenemos

Proposicién 1.1.8. [68, Proposicion 3.1] Para todo u € U,q, siendo y el estado asociado

a u, existe una unica solucion F-adaptada (p,q) de (1.5)) y ademds existe C' > 0 tal que

+E UOT|q(t)|2dt] <C {1 +E UOT|u(t)|2dtH .

E | sup [p(t)’]

te[0,7

Por otro lado, al igual que en el caso determinista, podemos definir una familia de
problemas de optimizacién parametrizados por el tiempo y estado inicial. Para ello, dado

(s,z) € [0,T] x R™ consideramos la siguiente familia de controles admisibles

Uy = {ue L*([s,T] x Q) : u(t) es F*-adaptado y u(t,w) € Uy, p.c.t. (t,w) € [s,T] x Q},
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donde F* = {F ticism v Fi es la completacion de o(W(r) — W(s) : s < r < t) para
t € [s,T). Dado u € U7, definimos el estado y5* asociado a dicho control, como la solucién
de

dyp () = f{tyn”(8), u(®)dt + o,y (t), u(®)dW (t), ¢ € [s,T],

v =

La funcién valor del problema V : [0,7] x R®™ — R se define como

V(s,z):= inf J**(u):=E {/ Oty (), u(t)dt + gy " (1))

ueld?,
Se puede demostrar que V (s, z) = inf,ey,, J>*(u) (ver [73] y la demostracién del Teorema
5.5.1).
Para el caso estocastico también tenemos que esta funcion V' verifica el PPD, el cual

establece que

V(s,z) = inf E [/ Oty (t), u(t))dt + V(5,45%(5))|, V0<s<s5<T.

ueUs,
En particular el PPD permite caracterizar a la funcién valor V' como la tinica solucion de
viscosidad de la ecuacién HIB (ver [62] 63, 64]). Aunque en esta tesis nos orientaremos méas
bien con el enfoque variacional, demostraremos una versién discreta del PPD, la cual sera
de utilidad para estudiar el problema discreto que describimos brevemente en la siguiente

seccion.

1.1.5. Control 6ptimo estocastico en tiempo discreto

Como mencionamos anteriormente los problemas de control 6ptimo estocéstico en tiem-
po continuo tienen un gran campo de aplicacion, y es por ello que representan un area de
investigacion muy activa en la actualidad. Por otro lado, casi independientemente cobrd
gran interés en la ultimas décadas el campo de los problemas de control 6ptimo de procesos
de tiempo discreto y espacio general de estados. En este contexto, los controles en el tiem-
po k (también llamado politicas) son medidas de probabilidad en los espacios de acciones,
las cuales dependen de la historia de los estados hasta el tiempo k y las acciones elegidas
hasta el tiempo k£ — 1. Dado un control, una accién es elegida de acuerdo a la medida de

probabilidad asociada al control, lo cual fija la funciéon de probabilidad de transicién entre
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los estados en los tiempos k y k + 1. La literatura en este area es muy extensa y sobre
este tema referimos al lector a las monografias clasicas [42, 211, 47, [77, 90], y las referencias
que aparecen en ellas, en las cuales también se trata la cuestion histérica de este campo
de investigacion. Generalmente, las hipdtesis son bastante clasicas y un tema comun de in-
vestigacién es la existencia de politicas markovianas éptimas (o e-6ptimas), i.e., el control
elegido en el tiempo £ sélo depende del valor del estado en el tiempo k.

A diferencia de lo que mencionamos en el parrafo anterior, en este capitulo consi-
deraremos una formulacion mas especifica. En lugar de tomar controles como medidas de
probabilidad, consideraremos controles adaptados a la filtracion generada por los incremen-
tos del movimiento browniano, con respecto a la discretizacién en tiempo. Esta eleccion
se basa en el hecho de que para el caso continuo consideramos la formulacién fuerte de la
ecuacién de estado (ver [89, Capitulo 2, Section 4.1]), y por lo tanto es natural considerar
para el caso discreto una formulacién similar. Para ello, supondremos que los coeficientes
son deterministas y dada una discretizacion temporal uniforme, la ecuacién de estado esta
dada por un esquema explicito de Euler para el caso estocastico.

Mas precisamente, dado h := T'/N, tomamos t;, = kh (k= 0,..., N) y consideramos la
sucesion de variables aleatorias con valores en R™ independientes e idénticamente distri-
buidas (i.i.d.), definidas como AW, = W (tj11) — W (¢t;), paraj=0,...,N—1y AWy =0
c.s. Consideramos la filtracién en tiempo discreto F" = (F;)Y_ definida como Fy = {0, Q}
y Fr = 0(AWy ; 0 < K < k). Notamos L% := L*(Q, Fy,P) y definimos U" := ch\f:’olLfrk,
al cual dotamos de la norma ||ul|, == h oy Elug|?.

El conjunto de controles admisibles serd
Ut ={uecu"; up, €Uy P-cs, Yk=0,...,N—1}.
y dado u = (ug)h—g € U",, definimos el estado y = (yo, . ..,yn) de manera recursiva como,

U = Yr—1+ hf (1, Yo—1, Uk—1) + 0 (th1, Y1, Up—1 ) AWy, k=1, N,

Yo = x€R™

El objetivo serd minimizar sobre U”,; al funcional de costo discreto J" : Y" — R definido
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CcOo1mo
N-1

JMu) =B [h Y Aty ye,we) + 9(yn)
k=0

1.1.6. Algoritmo de Sakawa-Shindo

En el Capitulo [y [6] propondremos métodos numéricos que estéan basados en el Algorit-
mo de Sakawa-Shindo. Este algoritmo fue introducido por primera vez en [80] por Sakawa y
Shindo en 1980. Una breve descripcién del método podria ser la siguiente: dado un control
y su estado asociado, en la iteracion actual, se calcula el estado adjunto correspondiente y
luego se busca de manera simultanea un nuevo estado y control que verifiquen la ecuacién
de estado y al mismo tiempo el control minimice una funcion, la cual esta compuesta por
el Hamiltoniano del problema y un término cuadratico que penaliza la distancia entre el
nuevo control y el control actual. En [80] los autores muestran que la sucesién generada
por el algoritmo hace decrecer a la funcién objetivo en cada paso y que si una subsucesién
de la misma converge casi todo punto a un cierto control, entonces ese control satisface las
condiciones de optimalidad de primer orden, relacionadas al PMP.

Continuando con el estudio de este método, Bonnans presenta en el ano 1986 el trabajo
[25], en donde se prueba la buena definiciéon del método y ademés, que la norma de los
gradientes proyectados del funcional de costo evaluado sobre los controles generados por
el algoritmo tiende a cero. Bajo hipotesis de convexidad se obtiene que los limites débiles
de la sucesion de controles obtenida son soluciones éptimas del problema. Por tltimo, si
se tiene una dinamica lineal y un costo cuadratico con respecto al control, dotando de
una nueva métrica al espacio, se demuestra que el algoritmo es equivalente al método de

gradiente mas proyeccion.

1.2. Resultados obtenidos y estructura de la tesis

En el Capitulo [2] estudiamos un problema de control 6ptimo determinista de tipo mi-
nimax. Planteamos una aproximacion del mismo en tiempo discreto y desarrollamos con-
diciones de optimalidad para ambos problemas. Basados en una de ellas proponemos un

método de descenso para resolver el problema discreto. Demostramos que el algoritmo es
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convergente, i.e. que todo punto de acumulacién de la sucesién de controles generada por
el algoritmo es una soluciéon éptima para el problema discreto. Por ultimo mostramos re-
sultados numéricos para un ejemplo académico. Estos resultados fueron resumidos en la
publicacién [46).

En el Capitulo [3| estudiamos un problema de control 6ptimo minimax con incertezas.
Como un primer acercamiento al mismo planteamos una aproximacién por promedios mues-
trales. Demostramos que los funcionales de costo epi-convergen al costo original y también
mostramos que puntos de acumulacién de minimizadores de estos nuevos problemas, son
soluciones 6ptimas del problema original. Luego, definimos problemas discretos en tiempo
que aproximan a estos ultimos. Demostramos que cuando el tamano de la muestra crece y
el paso de tiempo decrece lo suficiente, la sucesion de controles 6ptimos de estos problemas
discretos verifica que todos sus puntos limites son controles 6ptimos para el problema origi-
nal. Estudiamos condiciones de optimalidad para los tres problemas y ampliando las ideas
del algoritmo propuesto en el Capitulo 2 definimos un método numérico para resolver el
problema discreto. Por 1ltimo probamos que el algoritmo es convergente y lo aplicamos
a algunos ejemplos obteniendo resultados numéricos muy alentadores. La publicacién [4]

engloba estos resultados.

En el Capitulo 4] estudiamos un problema de control éptimo estocéastico. El objetivo
principal es extender el algoritmo de Sakawa-Shindo [80] al caso estocastico. Comenzamos
demostrando que el algoritmo esta bien planteado en este marco. Luego vemos que se trata
de un método de descenso y, desarrollando condiciones de optimalidad débiles, vemos que
todo punto de acumulacion débil de la sucesion generada por el algoritmo es una solucion
optima del problema. Por ultimo analizamos un caso particular, en el cual el algoritmo es
equivalente al de gradiente més proyeccion y estudiamos la velocidad de convergencia para

este caso. Los resultados obtenidos fueron publicados en [27].

En el Capitulo 5| estudiamos un problema de control éptimo estocastico discreto. Co-
menzamos demostrando que el PPD es valido para este marco discreto y el mismo nos
permite probar que existen controles 6ptimos en retroalimentacién (a los cuales llamare-
mos feedback, por su traduccién en inglés) para los problemas discretos. Estudiamos varias

propiedades para la funcién valor discreta y mostramos que cuando el paso de la discre-
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tizacion tiende a cero, las funciones valor de los problemas discretos convergen a la del
continuo. Ademaés, toda sucesién de soluciones e-6ptimas para los problemas discretos for-
man una sucesiéon minimizante del problema original. Bajo ciertas hipdtesis, se tiene que
todo punto de acumulacién débil de la misma sera un control éptimo para el problema
continuo. Estos resultados pueden encontrarse en [28§].

Por 1ltimo, en el Capitulo[6] basados en los dos capitulos anteriores, los cuales justifican
que, combinando las hipotesis necesarias, se puede aproximar el problema descripto en el
Capitulo [4| mediante el problema discreto definido en el Capitulo 5 lo que haremos es
extender el algoritmo desarrollado en el Capitulo [4| para resolver este problema discreto.
Para ello desarrollamos una condicién de optimalidad de primer orden para el problema

discreto.
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Capitulo 2

Problema de control 6ptimo minimax

determinista

En este capitulo presentamos un algoritmo para resolver problemas de control éptimo
determinista de tipo minimax con dinamica lineal. Consideramos un intervalo de tiempo
finito y comenzamos estudiando el problema en tiempo continuo. Asumiendo hipétesis
de convexidad, mediante técnicas de optimizacion no diferenciable, damos condiciones de
optimalidad necesarias y suficientes. Luego planteamos un problema discreto en tiempo,
tomando controles seccionalmente constantes, que aproxima al anterior y para el cual
probamos condiciones de optimalidad andlogas a las del caso continuo. Basados en una
de dichas condiciones diseniamos un método de descenso, siguiendo la regla de Armijo.
Finalmente, demostramos que el algoritmo propuesto es convergente y mostramos algunos

resultados numéricos.
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2.1. Introduccion

En este capitulo centramos nuestro estudio en un problema de control éptimo, donde
la trayectoria estda dada por una ecuacion diferencial lineal con condicion inicial fija. El
objetivo es minimizar un funcional definido como el supremo esencial sobre el intervalo de

tiempo de una cierta funcién que depende de la trayectoria.

Como hemos mencionado en el capitulo anterior, a la hora de disenar algoritmos para
resolver el problema, los enfoques clasicos dados por el PMP o la ecuaciéon HJB presentan
dificultades. En el primer caso el problema surge cuando se quiere calcular el estado adjunto,
el cual involucra una medida de Radon. En el caso de HJB como es bien sabido, la dificultad
esta relacionada con la gran escala del problema que se obtiene de discretizar en tiempo y
en espacio. Es por ello que nosotros consideramos al problema de control 6ptimo minimax

como un problema abstracto de optimizacion.

Es claro que al estar involucrado el supremo en la definicion de la funcion objetivo,
no podemos esperar que la misma sea diferenciable. Por ello, bajo ciertas hipotesis de
convexidad, siguiendo resultados clasicos de optimizacién no diferenciable (ver [26] 29]),
demostramos que el funcional de costo es direccionalmente diferenciable, lo cual nos permite

plantear condiciones de optimalidad necesarias de primer orden.

Luego, aproximamos al problema original por un problema de control éptimo en tiempo
discreto. Estudiamos también para este problema condiciones de optimalidad, analogas a
las del caso continuo, algunas de las cuales eran sélo necesarias en el caso continuo y
resultan necesarias y suficientes para el caso discreto. Utilizando una de estas condiciones

de optimalidad proponemos un método de descenso para resolver el problema discreto.

La idea del algoritmo es mejorar en cada paso el valor de la funciéon objetivo, moviéndose
en direcciones que se obtienen a partir de las condiciones de optimalidad dadas. La ventaja
del método es que es de facil implementacion y demostramos que es convergente, en el
sentido que todo punto de acumulacién de la sucesion de controles generada por el algoritmo

es un control 6ptimo del problema discreto.

Ademas, se sabe que cuando el paso de discretizacién del tiempo tiende a cero, el valor

del problema discreto tiende al valor del problema continuo. Se puede ver entonces que los
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controles 6ptimos de los problemas discretos, obtenidos mediante nuestro algoritmo, dan

una buena aproximacién del valor del problema continuo.

2.2. Problema en tiempo continuo

En esta seccion presentamos el problema a abordar junto con todas las hipdtesis que

haremos a lo largo del capitulo.

2.2.1. Descripcién del problema

Consideramos en el intervalo de tiempo [0,7], con T" < oo, el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias,

y(t) = g(t,y(t),u(t)) tel0,T],

y(0) =z € R",

(2.1)

donde ¢ : [0,7] x R® x R" — R™ es una funcién dada. En este caso, denotamos por

u € L*([0,T];R") al control y con y, a la funcién de estado o trayectoria, asociada a dicho

control mediante (2.1]).

Definimos el funcional de costo, o funcién objetivo, J : L[0,T] — R como,

J(u) :==supes{f(y.(t)) : t €[0,T]}. (2.2)

donde f : R™ — R es una funcién dada. El conjunto de controles admisibles U4 esta dado
por,

Upg = {u € L?[0,T] : u(t) € Upg CR" p.ct. t €[0,T]}, (2.3)

donde U,y es un conjunto compacto y convexo.
Luego, el problema de control éptimo que consideraremos consiste en minimizar el

funcional de costo sobre el conjunto de controles admisibles, i.e.

Min J(u) sujeto a u € Uyg. (P)
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2.2.2. Hipotesis generales

Establecemos ahora las hipdtesis que haremos a lo largo del capitulo. En lo que sigue,
dado un espacio euclideo R!, denotamos con |- | a la norma euclidea y cuando consideremos
el espacio de Lebesgue L2([0, T]; R!) notamos con || - ||z2 o simplemente || - || a su norma.

(H1) Hipdtesis sobre la dindmica:
La funcién ¢ : [0, 7] x R™ x R" — R" es lineal y tiene la forma,
9(t,y,u) = Alt)y + B(t)u + C(1),
donde A : [0,7] — R™" B :[0,T] - R"™" y C:[0,7] — R" son funciones Lipschitz
continuas.
(H2) Hipdtesis sobre el costo:

La funcién f : R — R es convexa, continuamente diferenciable y existe C'y > 0 tal

que para todo y € R",
VW)l < Crllyl +1]. (2.4)

Nota 2.2.1. 1. La hipdtesis (H1) garantiza que para cada v € L?[0,T] el sistema (2.1)
admita una unica solucion continua vy, (ver [49]). Ademds, de la linealidad de la

dindmica y el Lema de Gronwall se desprende que existe C' > 0 tal que

sup |y, (1) < C' ] + [lullp2 + 1]. (2.5)
tel0,7

Dado que el conjunto U,q es compacto, el lado derecho de desigualdad previa estd

uniformemente acotado para todo u € U,q.

2. De la continuidad de f ey, surge que la funcion J estd bien definida y ademds el

supremo sobre [0,T] en (2.2) es en efecto un mdzimo.

3. Por altimo, de (H2) tenemos que sobre todo conjunto acotado K C R™, para x,y € K

se tiene

f@) = f@) < fy IV fly+ & —y)llx —y|de
< Cllyl+ |z =yl +1] |z —y] (2.6)
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donde C'f es una constante que depende del conjunto K acotado. En particular, da-
do que Uy es acotado en L?[0,T] y la condicion inicial x estd fija, de la primera

observacion de esta nota resulta que existe My > 0 tal que para todo u € Uyq se tiene

sup [V f(ya(t)] < M, (2.7)

te[0,7

y existe Ly > 0 tal que para todo u,v € U,q obtenemos

sup | f(yu(t)) = f(yo(t))] < Ly sup |yu(t) — yu(t)|. (2.8)

te[0,T] t€[0,T7]

Estas ultimas desigualdades nos seran de gran utilidad en las proximas secciones.

2.2.3. Condiciones de optimalidad

En esta seccién daremos condiciones de optimalidad necesarias y suficientes para el
problema en tiempo continuo. La idea principal es considerar el problema de control éptimo
como un problema de optimizacién no lineal en el espacio L?[0,T]. Notemos que como el
conjunto imagen U,4 es convexo y compacto, es claro que el conjunto de controles admisibles
U,q es un subconjunto convexo y cerrado de L?[0, 7.

Empezamos analizando algunas propiedades de la funciéon de costo J que se deducen

facilmente de las hipdtesis.

Lema 2.2.2. Bajo las hipdtesis (H1) y (H2), la funcion J es convexa y Lipschitz continua

sobre Uyq.

Demostracion. Si (H1) se verifica, es decir, si la dindmica es lineal, entonces la aplicacién
u +— y, es afin. Si ademds se verifica (H2), entonces la funcién f es convexa y por lo
tanto, la aplicacién u +— J(u) resultarda convexa, ya que el supremo de funciones convexas
es convexo (ver [33, Capitulo 1]). Por ultimo, de en la Nota [2.2.1] deducimos que J
es un funcional Lipschitz continuo sobre el conjunto U,q. En efecto, sean u,v € U,q4, de la

desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos,

yu(t) — v (t)]? < s)[u(s) —v(s)]ds

$) — (s )]ds]2+2 ‘2

2 ( I \A(s)]2d8> (U () )|2ds> (2.9)
+2 ( I |B(s)|2ds) ( I u(s) ]2d5>

IN
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Como las funciones A y B son continuas sobre el intervalo compacto [0, 7], deducimos que
son acotadas. Luego, aplicando el Lema de Gronwall a esta ultima desigualdad, podemos

deducir que existe C' > 0 tal que

t:{%g]wu(t) — ()] < Cllu— o[- (2.10)

De (2.8)), obtenemos
|J(u) = J(v)| < LyCllu —v] 2. (2.11)
O

Gracias al resultado anterior, podemos demostrar que el problema planteado tiene so-

lucién.
Lema 2.2.3. Bajo las hipdtesis (H1) y (H2), existe una solucion dptima para (P).

Demostracion. De la convexidad y compacidad del conjunto U,4 se deduce que U, es un
subconjunto convexo, cerrado y acotado del espacio reflexivo L?[0, T]. Luego, de [33, Teo-
rema 3.7] es un subconjunto débilmente cerrado de L?[0, T]. Del lema previo tenemos que
el funcional J es continuo y convexo en L?[0, T], por lo tanto es semicontinuo inferiormente
en la topologia débil. El resultado se desprende de [33, Corolario 3.23].

O

Dado que el problema admite al menos una solucién, queremos obtener condiciones que
nos ayuden a encontrarla. De la definicién de J, no es de esperar que dicha funcién sea
diferenciable. Sin embargo, gracias a la convexidad podremos demostrar que es direccio-
nalmente diferenciable, lo cual nos sera de gran utilidad a la hora de establecer condiciones

de optimalidad. Comenzamos por el siguiente resultado:

Proposicién 2.2.4. Bajo las hipdtesis (H1) y (H2), la funcion J es direccionalmente
derivable en todo u € Uyg y la derivada direccional en una direccion v € L*0,T) estd dada
por,

J'(u;v) = sup(Vf(yu(t), (1)), (2.12)

teCy
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donde C,, es el conjunto de los tiempos criticos, asociado a u, i.e.

C, := argmax f(y,(t)), (2.13)

te€[0,7
Y 2, es la solucion del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
2(t) = A(t)z(t) + B(t)v(t), te[0,T]
z2(0) = 0.

(2.14)

Demostracion. Como f es convexa y diferenciable, de [29, Teorema 4.16] sabemos que .J

es direccionalmente derivable y en cada direccién v la derivada direccional es

J' (u;v) = sup D, f(y.(t))v. (2.15)

teCy

Denotamos con ¢ a la aplicacion u +— y,, luego D, f(y.(t))v = (V f(yu(t)), ¢’ (u;v)), donde

"uv) = 1 Yutsv __y“. 2.16
¢'(u;v) = lfm == (2.16)

Como para todo s > 0, tenemos que Jutso 7 Yu o solucion de (2.14]), podemos concluir
s
que

¢'(u;v) = 2y, (2.17)

donde z, es la tnica solucién de ([2.14)). O]

Como es sabido de resultados clésicos de optimizacién continua (ver Teorema y
[20, Capitulo 3]), si la funcién que estamos minimizando es direccionalmente derivable, en
este caso J, entonces una condiciéon necesaria para que un punto u € U,y sea 6ptimo es la
siguiente:

J(u;v) >0, YoeTy,(u). (2.18)

Y si ademads la funcién es convexa, entonces (2.18) es una condicién suficiente de optima-

lidad. Gracias a la proposicién anterior, la condicion (2.18]) resulta equivalente a:

inf  sup(Vf(yu(t)), z,(t)) > 0. (2.19)

UETuad (u) teCy

Sin embargo, nos gustaria tener una condicién de optimalidad donde la dependencia con
respecto a v sea mas explicita. Para ello, analizamos la aplicacion v — z,. Por la formula

de variacién de las constantes, tenemos que la solucién de (2.14) esta dada por

2,(t) :/o SisB(s)v(s)ds, (2.20)
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donde la matriz S;, es la solucién del siguiente sistema:

%Sts = A(t)Sts, tG[S,T]
Sss = 1.

(2.21)

Luego, a la derivada direccional de J la podemos escribir como,

J' (u;v) = sup <Vf(yu(t)), /Ot StsB(s)v(s)ds> . (2.22)

teCy

Ahora, podemos definir para cada u € U,q y t € [0,7T], el funcional g, € L?[0,T], como
sigue

Gur(8) = T (s)BT (s)SLV f(yu(t)), Vs €[0,T], (2.23)

donde Iy es la funcién indicatriz del conjunto [0, ], es decir, es igual a 1si0 < s <ty 0
si no. Tenemos entonces,

J'(u;v) = sup (qup, v) (2.24)

teCy

donde el producto escalar es el usual de L?[0, T']. Teniendo en cuenta esta tltima expresion,

obtenemos facilmente el siguiente resultado:

Teorema 2.2.5. Asumimos que valen (H1) y (H2). Sea u € Uyq, luego u es optimo para
(P) si y sdlo si

inf  sup (qu,v) =0. 2.25
VEUGg—U tECIz <q ot > ( )

Demostracion. =) Si u es un minimizador de J entonces vale (2.18)), luego de (2.24)),

deducimos que

inf  sup (qu., v) > 0. (2.26)
v€ETY, , (u) teC,,

De (H1), tenemos que las funciones A, B y C son acotadas en [0,7], ademés de (H2)
sabemos que la funcién f es diferenciable con continuidad y de la Nota tenemos que
el gradiente de f evaluado en las trayectorias asociadas a controles de U,, es acotado. Por
lo tanto, de la definicién , surge que q,; es acotado en L?[0,7] uniformemente en
t € [0,T], para todo u € U,q. Entonces, como U, es convexo, tomar el infimo sobre el cono
tangente Tp, ,(u) en es equivalente a minimizar sobre el cono radial Ry, ,(u) = Uea—u,
ya que cl(Ry,,(u)) = Ty,,(u) (ver [29, Proposicién 2.55]).
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Finalmente, como v = 0 es una direccién admisible, tenemos que

inf  sup (qu,v) =0. 2.27
Lt s (a.0) 227

<) Como J es direccionalmente derivable y convexa, la condicién (2.18) es también
una condicién de optimalidad suficiente (ver Teorema [1.1.1]), luego u es éptimo. O

Si bien la condicién de optimalidad tiene la ventaja de caracterizar las soluciones
Optimas, tiene también la desventaja de involucrar al conjunto de los tiempos criticos
C., cuyo calculo podria ser complicado y el cual no es muy conveniente a la hora de
disenar algoritmos. Teniendo en cuenta esta ultima cuestién, presentamos dos condiciones
de optimalidad necesarias en las cuales no se involucra a este conjunto.

De ahora en adelante notamos U, := U,q — u, y cualquier elemento de este conjunto

diremos que es una direcciéon admisible.

Teorema 2.2.6. Bajo las hipdtesis anteriores, asumimos que se verifica (2.25)). Entonces

vale
inf su wt, V) =0, 2.28
ot sup (Gt V) (2.28)
Yy
inf sup {F(gu(t) — J(0) + (gus,v)} = 0. (2:29)

v€Uu 4e[0,T)

Ademds, la condicion (2.29) implica

inf sup {F(yu(t)) = J(u) + (qus, )} + 5 ol* = 0, (2.30)

vE€Uu 1e0,T)

para todo p > 0.
Demostracion. Primero, como asumimos que vale (2.25)), tenemos

0 = inf sup (qus,v) < inf sup (qus,v), 2.31
vEUy, tGCu< & > VEUY, tE[O,T]< X > ( )

y como v = ( es una direccién admisible, obtenemos

inf sup (qus v) = 0. (2.32)
€U ¢0,T]
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Por otro lado, de la definicién, tenemos que f(y,(t)) < J(u) para todo t € [0, 7], luego

inf sup {f(yu(t)) — J(u) + (quev)} < Inf sup (gus,v). (2.33)
veUu e(0,T] v&Uu 4c0,7]

De las ecuaciones ([2.32)) y (2.33)), se deduce
inf sup {F(gult)) — J(1) + (G 0)} <0, (2.34)

€U 4e[0,7]

Ahora, de la definicién de C,, se tiene

Sup (qus;v) = sup {f(yu(t)) — J(uw) + (qus, v)}

teCh, teCh
< sup {f(yu(t) = J(w) + {que )}
te[0,7)
y por lo tanto,
0= inf sup (qus,v) < Inf sup {f(yu(t)) — J(u) + (Gus, v)}- (2.35)
vEUu e, vEUy te[0,T]

Combinando (2.34) y (2.35)), concluimos que vale (2.29)).

Ademads, dado que para todo t € [0,T] y v € U, se tiene

f(yu(t)) - J(U) + <q%tav> < f(yu(t)) - J(“’) + <QU,t7,U> + g ||U||2 ) (236)

podemos concluir que si vale ([2.29)), entonces

0< inf sup f(yu(t)) — J(u) + (quav) + 2 o] (2.37)
vEUy 1[0,T) 2
y como v = 0 pertenece al conjunto U, deducimos que vale (2.30]). [

2.3. Problema en tiempo discreto

En la seccion anterior presentamos el problema de control 6ptimo en tiempo continuo
que nos interesa resolver. Como el objetivo central de este capitulo es proponer métodos
numéricos para obtener soluciones aproximadas a dicho problema, lo que haremos es definir
un problema discreto en tiempo que aproxime en algin sentido al problema continuo.
Propondremos condiciones de optimalidad para este nuevo problema, que sean de utilidad

para disenar un algoritmo que nos ayude a resolver el problema discreto.
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2.3.1. Descripcion del problema en tiempo discreto

Dividimos al intervalo de tiempo [0,7] en N € N subintervalos de longitud h := T'/N.

Consideraremos controles que sean seccionalmente constantes, es decir,
U" = {u € L*0,T] : u es constante p.c.t.p en [kh, (k +1)h), k=0,..., N —1}. (2.38)
Y en este caso el conjunto de controles admisibles seréd

Uy ={uecud" ut) € Uy p.ct.tel0,T]}. (2.39)

N-1

A cada elemento de este conjunto lo podemos identificar con el elemento (u™), 7,

con
u" € Uug, para todo n = 0,..., N — 1. Luego, podemos identificar al conjunto U", con
UM, Cc RN,

Como dijimos anteriormente, la idea no sera sélo reemplazar el conjunto de controles,
sino que plantearemos un nuevo problema discreto en tiempo. Para ello, dado un control

u € U" definimos el estado ¥, asociado a dicho control de manera recursiva, mediante un

esquema de Euler discreto,

yTZL+1 = yﬁ_‘_hg(tnaygaun)a nZO?""N_17

(2.40)
) = reR™
Definimos el funcional de costo discreto J" : " — R, como
J'"u) = méx {f(y") :n=0,..,N}. (2.41)
Luego, el problema de control éptimo en tiempo discreto que consideraremos es
Min J"(u) sujeto a u € U, (Ph)

Nota 2.3.1. De las hipétesis (H1) y (H2) y de la definicién, resulta J" continuo, luego
como el conjunto UY, es compacto en R™*N | es claro que el problema (P") tiene al menos

una solucion.

2.3.2. Condiciones de optimalidad para el problema discreto

Siguiendo los argumentos presentados en la Proposicién [2.2.4] obtenemos el siguiente

resultado analogo, para el caso discreto.
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Proposicién 2.3.2. Asumimos que valen (H1) y (H2). Dado un control discreto u =
(u”)N__1 el funcional J" es direccionalmente diferenciable en u vy la derivada direccional

n=0 "’

en una direccién v € UM estd dada por

T (;0) = méx (V£ (1), 20) (2.42)

nEC’u

donde C, es el conjunto de los tiempos criticos, definido como

C, = argmax f(yy), (2.43)

0<n<N

Y 2, es la solucion del siguiente sistema de ecuaciones en diferencia,

Z”+1 = Zn+h[A<tn)Zn+B<tn)vn]7 n:O,...,N— 17

(2.44)
2= 0,

con v" = v(ty).

Ahora veamos que a z,, definida por m la podemos escribir como funcién de v =

(vj) ! de una manera més explicita. En efecto,
n—1
Z;l = Sn,Lj'Uj (245)
=0

donde S estd definida por

Sn—i—l,j = [I + hA(tn+1)] S’I’L,j7 O < ] < n,

o (2.46)
Sjj = hB(j), Vj > 0.
Luego, como hicimos en el caso continuo, definimos para cadaw € U, yn=0,..., N—1
la matriz ., € R™" de columnas ¢}, dadas por
| 0 n<j<N-1,
Gun = (2.47)
Sa-1;VIys) 0<j<n
Podemos concluir entonces,
n—1
W i
J" (u;v) max 0 (@) 0"y = %%XZ (@ 0" flnax (Qun,v) (2.48)
J:

donde el tltimo producto escalar estd definido como (g, v) := tr(q, ,v). Teniendo esto en
cuenta, podemos enunciar el siguiente teorema que nos da una condicién de optimalidad

necesaria y suficiente.
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Teorema 2.3.3. Bajo las hipdtesis (H1) y (H2), un control u € UM, es un control éptimo

para el problema (P") si y sélo si

min max (qy,,v) =0, (2.49)

UEM,[Z neCy

donde U" :=U", — u.

Esta condiciéon también tiene la desventaja de involucrar al conjunto de puntos criticos,
es por eso, que planteamos la condicién andloga a la del caso continuo ([2.29)). La diferencia
es que en el caso discreto esta condicion no solo es necesaria, sino que también resulta

suficiente.

Teorema 2.3.4. Bajo las hipdtesis anteriores, la condicion (2.49)) es equivalente a

min  max_{f(y}) — J"(u) + (qun,v)} = 0. (2.50)

UEUJ} n=0,..,N

Demostracion. De la misma manera en que lo hicimos para el caso continuo en el Teorema

m, podemos ver que (2.49)) implica (2.50)).
Por otro lado, supongamos que vale (2.50)). Si suponemos que (2.49) no es cierta, en-

tonces

n max (qun,v) <0, 2.51
mfy s () 20

pues v = 0 es una direccién admisible. Luego, existe una direccién w € U" para la cual

{ : 2.52
mAX (gyn, w) < 0 (2.52)

Tenemos entonces que para todo A € (0, 1),

Max (Gu,n, Aw) < 0. (2.53)

’nECu

Como U", es convexo, Mw es una direccién admisible para todo A € (0, 1).

De ([2.50)), tenemos,
E%éXN {Fyk(tn)) — J"(u) + (qun, Aw)} >0, VA€ (0,1). (2.54)
Como méx,ecc, (Gun, Mw) < 0, necesariamente tiene que valer

};‘;{é’j {f(y) = J"(w) + (qum, Aw) } >0, VA€ (0,1), (2.55)
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y tomando A | 0 obtenemos

i {F() — I (1)} > 0. (2.56)
lo cual contradice la definicién de C,. Concluimos entonces que vale ([2.49)). O

Nuevamente, como hicimos en el caso continuo, presentamos una condicién de optima-
lidad mas regular, teniendo siempre presente que el objetivo es plantear un algoritmo para
resolver el problema. Es por ello que sumamos un término cuadratico, que convierte a la
funciéon que estamos minimizando en un funcién fuertemente convexa, y por lo tanto tiene

un unico minimizador.

Teorema 2.3.5. Sea u € U, la condicion (2.49) es equivalente a

ilélzl/ﬁnmax {f(y) = J"(w) + (qup, v }+ lv]|* =0, (2.57)
para todo p > 0.
Demostracion. Empecemos suponiendo que vale (2.49). Como v = 0 es una direccién

admisible, tenemos

mzlﬁ max {f yr) = J"M(w) + (Gun,v) } + 5 ||v|| <0. (2.58)
veE n=
Por otro lado,

m%x <Qu ny, U > = méx {f(yg) - ‘]h<u> + <Qu,n7 U>}

netu (2.59)

< Erolax {f y?) — J"(u) + (qun, v }JFPHUH

luego, combinando (2.49)), (2.58)) y (2.59) deducimos que vale ([2.57)).
Ahora, asumamos que (2.57)) es cierta. Si suponemos que ([2.49)) no vale, es decir

umns V) <0, 2.60
i méx {Gun, v) (2.60)
entonces, existe w € U" tal que
uns W) < 0. 2.61
MAX {qun, W) (2.61)

Sea A € (0,1) lo suficientemente chico de manera que para todo A € (0, \) se obtenga

mz’éx (Qun, W) + g/\ |wl|]* < 0. (2.62)

ne
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Entonces, para todo A € (0, \) tenemos,

A (méx (Qun, W) + g/\ ||w||2) = mz’éx (Qun, M) + g [ Awl* < 0. (2.63)
u nely

neC
Como U", es un conjunto convexo, Aw € U para todo A € (0, A). De (2:57), concluimos
ng&ﬁv{ﬂy@——JWu)+<%““Awﬂw+gHAwH2z(L YA € (0, V). (2.64)
Luego, de , tenemos necesariamente que
mix { F(4) = 7" () 4 {gu M)} + G [ Auwl* > 0, VA€ (0,5). (2.65)

Tomando A | 0 deducimos

max f(yu) = J"(u) >0, (2.66)
que contradice la definicién de C,,. Por lo tanto (2.49) debe valer. O

2.4. Convergencia

Hasta aqui no hemos dicho de qué manera podemos garantizar que el problema discreto
aproxima al problema continuo. Para analizar la relacién que existe y dado que en este

problema tanto el tiempo inicial como la condicién inicial estan fijas, definimos

V= inf J(u), (2.67)

uEULq
y para el problema discreto

V= inf J"(u).

ueufd

Es decir, consideramos la funcién valor para el problema continuo y discreto evaluada en
nuestro tiempo y condicién inicial fija (0,2). A V y V" los llamamos valor del problema
continuo y discreto, respectivamente.
En [41] se prueba que
[V — V" < MVh, (2.68)
para cierta constante M > 0, independiente de la condicién inicial x. Ademas de la prueba
de dicho resultado en [41], se puede ver que para todo minimizador del problema discreto

u" € UM, se obtiene

vV —J@"| < Mvh. (2.69)
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Lo cual implica que las soluciones 6ptimas del problema discreto dan buenas aproximacio-
nes del valor 6ptimo del problema continuo. Més atin, de deducimos que la sucesién
de soluciones éptimas de los problemas discretos {u"}, es una sucesién minimizante para
el problema (P), cuando A — 0. Luego, como el funcional J es convexo y continuo, resulta
débilmente semicontinuo inferiormente. Podemos deducir entonces que todo limite débil de
dicha sucesion es un control 6ptimo para el problema original.

En particular, si J es fuertemente convexo, entonces se tiene que toda la sucesiéon {u"}
converge fuertemente al iinico control éptimo del problema (P) (ver por ejemplo [30, Lema

2.33)).

2.5. Algoritmo

En esta seccién, basados en la condicion de optimalidad , presentaremos un algo-
ritmo para resolver el problema discreto. Sabemos que si un control es 6ptimo entonces se
verifica , y si no es 6ptimo, entonces la direccion que realiza el minimo en es
una direccién de descenso. En efecto, definimos 6 : UY, — Ry n: UY, — R™¥ (mediante

las identificaciones U", = UN, UN = UN — u) como

o) = min mix {F(y) = T (w) + (qun, v }+ lv]l?, (2.70)
n(u) := argmin P&éXN{f(yZ)_Jh(“) (Qun,v }—i——HUH (2.71)
veuy =0
Luego
T (win(u)) = dx (g, n(u))
< mis (P00~ )+ o))+ Sl (272)
= 0O(u) <0.

Teniendo en cuenta esto 1ltimo, proponemos un método de descenso. Primero presen-
tamos el algoritmo conceptual, es decir, donde asumimos que todos los calculos se pueden
realizar de manera exacta y probamos la convergencia del mismo. Luego damos un algorit-
mo implementable teniendo en cuenta los errores cometidos y probamos que un criterio de
parada adecuado, puede ser alcanzado en tiempo finito si los subproblemas involucrados

pueden resolverse con suficiente precision.
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Para disenar el algoritmo decidimos utilizar la condicién de optimalidad , ya que
resulta la mas adecuada entre las que presentamos. Por un lado, no involucra al conjunto
de tiempos criticos, lo cual es una ventaja a la hora de obtener resultados de convergencia,
ya que la aplicacion multivaluada v — C), no es en general continua. Por otro lado, agregar
el término cuadratico nos garantiza que la funcién a minimizar es fuertemente convexa y
por lo tanto sabemos que existe una unica solucion. Finalmente, bajo nuestras hipdtesis,
se puede ver que 6 y 7 son funciones continuas, (ver [75, Seccién 5.4]).

La idea principal del algoritmo es en cada paso calcular la direcciéon de descenso dada
por el minimizador de y luego seguir un paso de Armijo. Comenzamos presentando

el algoritmo de manera conceptual.
Algoritmo 2.1. (Algoritmo conceptual)

Paso 1: FElegir los parametros o, 3 € (0,1) y p > 0. Definir k := 1 y elegir un control

inicial uy € UR,.

Paso 2: Calcular:
yskv f(y;lk)> n= 07 "'7N7
h _ < n
JHu) = méx  f(yy,)-

— Ve

Paso 3: Calcular 6(uy) y n(u) dados por (2.70) y (2.71)), respectivamente.

Paso 4: Si O(uy) = 0, Parar (uy satisface la condicion de optimalidad). Si no, encontrar

el mdzimo N\, = 37, j € Ny, tal que

Jh(uk + A\ n(uk)) < Jh(uk) + Mg Q(Uk)

Paso 5: Definir ugy1 := up + \pen(ug), k:= k + 1 y volver al Paso 2.

En la practica, el Paso 3 en el que se calculan (2.70)) y (2.71]), no se puede hacer
de manera exacta. Por lo tanto un criterio de parada como el que aparece en el Paso 4
carece de sentido. Es por eso que resulta natural, reemplazarlo por el criterio [0(uy)| < e,

con alguna tolerancia positiva €. No obstante, gracias a la naturaleza de los problemas

(2.70) y (2.71) se pueden obtener soluciones muy precisas de los mismos. Notemos que,
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si introducimos una variable auxiliar £ € R, obtenemos el siguiente programa cuadratico
equivalente,

min & [lu]]® +¢

sa. veUN EeR, (2.73)

€> f(y2) + (qun,v), n=0,..,N,
el cual puede resolverse de manera eficiente con algoritmos conocidos (por ejemplo [38]).
Teniendo esto en mente, presentamos ahora un algoritmo implementable, desde el punto

de vista computacional. El Algoritmo es una versién inexacta del Algoritmo [2.1], pero

con un criterio de parada alcanzable.
Algoritmo 2.2. (Algoritmo implementable)

Paso 1: Elegir los pardametros o, 5 € (0,1), p > 0 y la tolerancia € > 0. Definir k :=1 y

elegir un control inicial uy € UN,.

Paso 2: Calcular:

ka’ f(y;lk)7 n= O? "'7N7
J(uk) = max f(y,)-

—Ysey

Paso 3: Obtener aprozimaciones 0(uy) y H(ug) de @2.70) y (2.71), respectivamente, i.e.,

~

) = mix {F(2,) = I () + s )} + & o)),

con

é(uk) = 0(ug) + e, n(ur) = n(ug) + ef}? (2.74)

donde e € R y 67]; € RY son errores desconocidos.
Paso 4: Si |é(uk)| < g, Parar. Si no, encontrar el mdzimo A\, = 37, j € Ny, tal que

T (g, + Mo (ug)) < J"(ug) + ad, O(ug).

Paso 5: Definir ugy1 := up + M\ (ug), k := k + 1 y volver al Paso 2.
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2.5.1. Convergencia del algoritmo

Teorema 2.5.1. Sea {uy}, .y la sucesion de controles generada por el Algoritmo . En-
tonces, o bien {u} es finita y termina en un minimizador de (P"), o bien es infinita y

todo punto de acumulacion de {uy} es un control dptimo.

Demostracion. Supongamos que la sucesién {u}, .y es infinita, luego como UN es com-

pacto, existe una subsucesién {ug, } que converge a algin elemento @ € UY,. Como el

neN

funcional J" es continuo, tenemos que

lim J"(ug,) = J"(a). (2.75)

n—oo
Como supusimos que {ux} es infinita, entonces debemos tener 6(uy) < 0 para todo k € N

y
T (upyr) < J"(ug) + ae 0(uy), Yk € N. (2.76)

Por lo tanto, la sucesion {J h(uk)} ey €5 monotona decreciente y en consecuencia toda la

sucesion resulta convergente,

JM(u) — J"(w). (2.77)
De (2.76)), (2.77) y el hecho que A\¢f(uy) < 0 para todo k € N, obtenemos

fm M\f(uy) = 0. (2.78)

k—o0

Gracias al Teorema [2.3.5] para probar que @ es éptimo alcanza con probar que 6(u) = 0.

Si suponemos que (i) < 0, entonces existe A, el maximo de la forma (7 tal que
JMa+ M(a)) < J"(a@) + ar(a). (2.79)
Como J", ny 0 con continuas, existe N € N tal que
JM (g, + M(ug,)) — J"(ug,) — aXd(ug,) <0, ¥n>N. (2.80)
Concluimos entonces que )\, > A para todo n > N. Luego, de tenemos
nh_{](f)lo 0(ug, ) = 0. (2.81)

Pero, de la continuidad de 6 se deduce #(u) = 0, lo cual contradice nuestra suposicién. Por

lo tanto, debemos tener () = 0, i.e. @ es 6ptimo para (P"). O
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Nota 2.5.2. Denotamos S al conjunto de soluciones de (P"), i.e.

S = {u cul,: J"(u) = uieriffh Jh(u)} : (2.82)

Luego, como el conjunto U, es compacto, del teorema anterior deducimos que si {uy} es

la sucesion generada por el Algoritmo |2.1| entonces,
d(ug,S) — 0, (2.83)

donde d es la distancia euclidea en R™N. En particular, si el conjunto S es un singulete,
como por ejemplo en el caso de un funcional de costo estrictamente convexo, entonces toda

la sucesion {uy} converge a la inica solucion dptima.
Ahora veremos un resultado de convergencia para el Algoritmo

Teorema 2.5.3. Sea {uy} la sucesion generada por el Algoritmo Y supongamos que en
cada iteracion los subproblemas (2.70) y (2.71) se pueden resolver con suficiente precision,
de manera que los errores cometidos verifican,

(1—a)e
4 )

(1—a)e

k
<

lef] < (2.84)

donde L es la constante de Lipschitz de J". Luego, {uy} es finita, i.e., eviste K € N tal

que |0(ug)| < & y por lo tanto el algoritmo termina.

Demostracion. Supongamos que {uy} es infinita. Luego,

A

fuy) < —2 < 0 (2.85)

y entonces 7)(uy) es una direccién de descenso para todo k € N, y el paso de Armijo en el
Paso 4 del Algoritmo [2.2] estd bien definido.
Usando los mismos argumentos que en la demostracion del Teorema [2.5.1} existe una

subsucesion {uy, } que converge a algin 4 y ademds, toda la sucesién verifica
" (ug) = J*(@) y Mef(ug) — 0. (2.86)

De ([2.85)) se deduce
Ao — 0. (2.87)
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Ademéds, de (2.84) y (2.85) deducimos que para todo k& € N,

3

O(uy) < —1c (2.88)

De la continuidad de 6 resulta,

3
6(u) < € <0, (2.89)
y entonces 7(u) es una direccién de descenso. Luego, para a = HTO‘ € (0,1), existe A =
57 > 0 tal que

JMa+ dn(a) < J"(a) + axd(a), (2.90)

De la continuidad de J", n y 0, existe N € N tal que

J"(ug, + M(ug,)) — J"(ug,) — aXd(ug,) <0, Vn > N. (2.91)

De (2.74)), (2.84)), (2.91)) y como J" es Lipschitz continua, obtenemos

T (g, + Mi(ug,)) — T (ug,) — aXO(ug,) < X (Llel| + alef]) <

y de la definicién de @ y (2.85)), podemos deducir

(1—a)le

5 + (@ — a)M(up,) <0. (2.93)

T (ug, + Mi(ug,)) — J"(ug,) — aXO(uy,) <

Por lo tanto, Az, > X para todo n > N, lo cual contradice (2.87). Concluimos que la

sucesion {u} debe ser finita. O

2.6. Resultados Numéricos

En esta secciéon mostraremos una implementacién del Algoritmo [2.1] en un ejemplo
académico sencillo. Es un caso particular del problema minimax estudiado en [65]. Més
precisamente el problema que consideramos es,

i s () + (0} .
u t€[0,6]

sujeto a

) 0 2
n _ Yo ’ yl() _ ’ |u|§1_

U2 u y2(0)
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Como fue probado en [65], existen infinitos controles éptimos para este problema, pero
todos satisfacen u(t) = —1 para t € [0,1). Ademads, el valor éptimo se obtiene para t = 1
con f(1)=4,5.

Nuestro esquema reprodujo estos resultados en los ensayos numéricos realizados. El
Algoritmo fue programado utilizando Scilab 5.4.1 (INRIA-ENPC, ver www.scilab.org)
y se ejecutd en una Intel i7 2.67GHz con 8Gb de RAM. Cada iteracion comprende la
resolucién de un programa cuadratico (el cual se resuelve con la caja de herramientas

quapro) y una busqueda lineal de Armijo.

Cuadro 2.1: Funcion valor discreta, errores e iteraciones

N h Vh VP —V| | 10(uz)| | Iter. | Tiempo (s)
60 | 0.100000 | 4.550010 | 0.050010 | 9.85e-06 | 136 3.73
120 | 0.050000 | 4.525000 | 0.025000 | 3.42e-07 1 0.10
240 | 0.025000 | 4.512500 | 0.012500 | 1.71e-07 1 0.48
480 | 0.012500 | 4.506250 | 0.006250 | 8.56e-08 1 2.37
960 | 0.006250 | 4.503125 | 0.003125 | 4.28e-08 1 24.13
1920 | 0.003125 | 4.501563 | 0.001563 | 2.14e-08 1 235.25

El Cuadro muestra los resultados obtenidos para 6 particiones sucesivas del intervalo
[0,6], comenzando con N = 60 (i.e. h = 0,1) y duplicando esta cantidad en los ensayos
siguientes. El test de parada utilizado fue |0(uz)| < en, con ey = 21075

En cada caso exponemos el valor 6ptimo, el error y el valor de |6(uy)|, asi como también
la cantidad de iteraciones necesarias y el tiempo computacional requerido. En el primer
ensayo (/N = 60) utilizando un control constante arbitrario y para las particiones sucesivas
tomamos como control inicial a la interpolacion lineal del control obtenido en el ensayo
anterior. Esta eleccién de controles iniciales reduce notablemente el tiempo computacional
requerido, para los ensayos que siguen al primero.

La figura[2. I muestra las graficas de la funcién f evaluada en algunas iteraciones de s, .



Resultados Numéricos 41

Se puede observar como el maximo desciende en las sucesivas iteraciones y esto se debe a

que el Algoritmo [2.1] es un método de descenso.

Figura 2.1: Iteraciones de f

La figura[2.2 muestra el control u obtenido por el Algoritmo[2.1]y la grafica de la funcién
f evaluada en el estado asociado a u. Obtenemos que u(t) = —1 para t € [0,1), y f asume

su méximo en ¢ = 1 con un valor cercano a 4,5, como era esperado de lo expuesto en [65].
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Figura 2.2: Control éptimo u y funcién f evaluada en la trayectoria éptima

Remarcamos que en [65] el algoritmo estd basado en una condicién de optimalidad que
se deriva del PMP y cuya implementacion requiere asumir que la funcion objetivo tiene un

maximo aislado. La ventaja de nuestro enfoque es que no necesitamos hacer esa suposicién.
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Capitulo 3

Problema de control 6ptimo minimax

con incerteza

En este capitulo estudiaremos un problema de control 6ptimo minimax con incertezas.
El objetivo es minimizar la esperanza del supremo de una cierta funciéon de costo, la cual
depende de la trayectoria controlada y del parametro estocastico. El estado viene dado por
una ecuacion diferencial lineal, donde los coeficientes involucrados también dependen del
parametro estocastico.

Lo primero que haremos serd aproximar al problema mediante aproximaciones por
promedios muestrales (SAA, por sus siglas en inglés, sample average approzimations). Es
decir, se toma una muestra aleatoria fija y se plantea un nuevo problema de control éptimo,
el cual ahora resulta determinista. Estudiaremos la epi-convergencia de las funciones de
costo, asociadas a estos nuevos problemas, a medida que el tamano de la muestra tiende a
infinito. También analizaremos la convergencia de minimizadores.

Con el objetivo de obtener soluciones numeéricas para estos nuevos problemas, plan-
teamos un esquema de Euler en tiempo discreto, con el cual obtenemos nuevos problemas
de control éptimo. Veremos que cuando el paso de tiempo tiene a cero, los valores de los
problemas discretos tienden al valor del problema que se obtiene mediante SAA. También
demostraremos que existe una sucesiéon de problemas en tiempo discreto, para la cual,
cualquier punto de acumulacién de toda sucesiéon de minimizadores es una solucién del

problema original.

43
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Por ltimo, estudiaremos condiciones de optimalidad para los tres tipos de problemas
definidos, las cuales nos seran de utilidad para plantear métodos numéricos de resolucién.
En particular, adaptaremos el algoritmo presentado en el Capitulo [2] para este nuevo
problema discreto y veremos que siguen valiendo los mismos resultados de convergencia

que tenfamos. Al final del capitulo mostraremos algunos ejemplos numéricos.

3.1. Introducciéon

En este capitulo combinaremos algunos de los resultados presentados en el capitulo
anterior, que se resumen en [46], con los recientemente publicados en [74]. Consideramos un
problema de control éptimo, donde el estado estda dado por una dinamica lineal, donde los
coeficientes involucrados en la ecuacion de estado dependen de cierto parametro estocastico,
pero los controles admisibles son funciones que dependen sélo del tiempo. El objetivo es
minimizar un funcional que esta dado por la esperanza del supremo sobre un intervalo de
tiempo finito, de una funcién que depende tanto del estado como del parametro estocastico.

Recientemente en [74], los autores presentan un enfoque numérico para resolver un
problema de control 6ptimo con incertezas, con costo de tipo Mayer. La idea principal es
aproximar al valor esperado por una aproximacién de tipo SAA (ver [52] [79]). Bajo ciertas
hipotesis de diferenciabilidad demuestran la epi-convergencia de los funcionales de costo
y también que todos los puntos de acumulacién de la sucesién de minimizadores de los
problemas aproximados son controles 6ptimos para el problema original.

A diferencia de dicho trabajo, en este capitulo consideraremos un funcional de costo que
involucra un supremo, lo cual nos permite debilitar ciertas hipotesis de diferenciabilidad,
ya que no es de esperar que la funcién objetivo sea diferenciable. Justamente, para lidiar
con este inconveniente es que sumaremos hipotesis de convexidad como lo hicimos en el
capitulo anterior. Consideraremos que la funcién involucrada en el costo depende del estado
y del parametro estocastico. Utilizando ciertas nociones y resultados previos sobre epi-
convergencia y funciones aleatorias semicontinuas inferiormente, analizaremos la relacién
entre el problema original y los que se obtienen como resultado de SAA.

Con el objetivo de encontrar aproximaciones numéricas de dichos problemas, planteare-
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mos problemas discretos en tiempo, para los cuales también estudiaremos la convergencia
de los valores. Ademas probaremos que existe una sucesion de problemas de tiempo dis-
creto para los cuales, todo punto de acumulacién de la sucesiéon de minimizadores es una
solucién del problema original. Daremos condiciones de optimalidad para los tres tipos de
problemas, y modificando adecuadamente el método desarrollado en el capitulo anterior,

propondremos un algoritmo de descenso para resolver el problema en tiempo discreto.

3.2. Problemas de control 6ptimo minimax

En esta seccién presentaremos los tres tipos de problemas con los que trabajaremos a lo
largo de la misma. Comenzamos introduciendo el problema de control minimax con incer-
tezas que queremos resolver, al cual denotamos con (P). Luego presentamos una primera
aproximacién del mismo via SAA, que notaremos (Py;), donde M es el tamano de la mues-
tra, y por iltimo un problema discreto en tiempo (Py;) que aproxima a (Py), donde h es el
tamano de la discretizacion temporal. Establecemos las hipdtesis con las que trabajaremos
a lo largo del capitulo y por tltimo, veremos que los problemas estan bien planteados y

que poseen solucion.

3.2.1. Problema de control 6ptimo minimax con incertezas

Sea (€2, A,P) un espacio de probabilidad completo. Consideramos en el intervalo [0, 77,
con T' < oo, el siguiente sistema con incertezas

Lyt,w) = glt,ylt,w),ult),w), tel0,T]
(3.1)

y(0,w) = x4 p(w), xR

donde w € Q, yg:[0,T]xR" xR " xQ - R"y ¢ : Q — R” son funciones dadas.
Notamos con y,(t,w) € R™ al estado asociado al control u(t) € R". Definimos el conjunto

de controles admisibles como,

Upg = {u € L*[0,T) : u(t) € Uy CR", pct. t €[0,T]}, (3.2)
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donde U,4 es un conjunto compacto y convexo. El objetivo es minimizar el funcional J :

L?[0,T] — R definido por

J(u)=E

te[0,7

sup f(yu(t,w), w)] , (3.3)

con f: R"” x Q — R. Luego, el problema de control éptimo minimax con incertezas que

consideramos es

minJ(u);  u € Ug. (P)
Con el objetivo de obtener un problema bien planteado, realizamos las siguientes hipéte-
sis a lo largo de este capitulo.
(H1) Hipdtesis sobre la dindmica:
a) La funcién ¢ es una funcién afin de y y u, i.e. tiene la forma
g(t,y,u,w) = A(t,w)y + B(t,w)u + C(t,w), (3.4)

donde A : [0,T] x Q@ - R B :[0,7] x Q — R y C:[0,T] x Q2 — R"
son funciones Carathéodory y estan acotadas en [0,7] x 2. Para ¥ = A, B, C

denotamos con My una cota de dichas funciones.

b) Existen funciones medibles Ly :  — R, tales que para todo t,s € [0,T] y para
cada w € 1,
(U (t,w) — V(s,w)| < Lg(w)|t — s|. (3.5)

¢) La funcién ¢ es medible y acotada en €2 y denotamos con M, a una cota.
(H2) Hipdtesis sobre el costo:

a) La funcién f es Carathéodory y la aplicacién y — f(y,w) es convexa y conti-

nuamente diferenciable para cada w € €.

b) Existe una funcién C : @ — R que pertence a L'(2), tal que para todo y € R",
y w € €,
IVyf(y,w)| < Cp(w) |yl + 1]. (3.6)

c¢) Existe z € R" tal que f(z,-) pertenece a L'().
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Empezamos mostrando que el estado estd acotado y luego analizamos la sensibilidad

del estado con respecto al control.

Lema 3.2.1. Bajo la hipdtesis (H1), para cada v € L*[0,T] y w € Q existe una tinica
solucion y, del sistema (3.1), y la aplicacion (t,w) — y,(t,w) es una funcion Carathéodory.
Ademds, existe C' > 0 tal que para cada w € €,

sup |y, (t,w)| < Cflz] + ||ullz2 + 1. (3.7)
t€[0,T]

Demostracion. Para cada w € €2, la ecuacion de estado es un sistema determinista
lineal, por lo tanto es claro que existe una tnica solucién y,(-,w), la cual es continua con
respecto a su primera variable. Ademéds de la hip6tesis (H1) se desprende que la funcién
de estado y, es Carathéodory. En efecto, del Teorema de Picard ([49]), sabemos que para

cada w € Q,

yu(t,w) = lim y,(t,w), (3.8)

n—o0
donde yo(t,w) = z + ¢(w) y para todo n > 0, yn41(t,w) = yo(t,w) + fot Yn(s,w)ds. Es claro
que para cada n € Ny t € [0,7T], la funcién y,(t,-) es medible en . Podemos concluir
entonces que la funcién limite también es medible, y con ello concluimos que la aplicacion
(t,w) — yu(t,w) es una funcién Carathéodory.

Ahora, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

u(t.w)] < Jo [A(s,w)]lya(s,w)|ds + [i | B(s,w)]|u(s)|ds
+ [y 1C(s,w)[ds + || + [p(w)] (3.9)
< 7 JAGs,w)|lyu(s, w)|ds + T2 Mp|ul| g2 + TMc + |2| + [$(w)].

Luego, del Lema de Gronwall obtenemos

sup |y (t,w)| < M(u,w), (3.10)
t€[0,T]

donde M (u,w) := [Tz Mp||ul| > + T Mc + || + |¢(w)|]e™4. Como la funcién ¢ es acotada,
deducimos ((3.7)). O



48 Problema de control éptimo minimax con incerteza

Nota 3.2.2. Sea K C R"™ un conjunto acotado, luego para todo y,x € K, de la hipdtesis
(H2) tenemos

f(z,w) = fy, )] < [ IV fy+ &l —y),w)lle — ylde
< Cpw) [yl + e —y| + 1]z —y] (3.11)

< Cpw)le —yl,

donde C'f € LY(Q) ya que K es acotado. En particular, del lema previo, existe Ly € L'(2)

tal que para todo u,v € Uyq y w € 2 obtenemos

sup [ f(yu(t, w),w) = f(y(t,w), w)| < Ly(w) sup |yu(t,w) — yu(t, w)]. (3.12)
t€[0,7) t€[0,T

Esta ultima desigualdad serd de gran utilidad en lo que sigue.

Lema 3.2.3. Si vale (H1), entonces existe una constante C' > 0 tal que para todo u,v €

L20,T] y w € Q se tiene

sup |yu(t,w) — yu(t,w)| < Cllu — v|| 2. (3.13)
te[0,T

Demostracion. De la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos,

‘yu(tWJ) - yv(t7w>’ < f(f ’A(Saw)HyU(S:w> - yv(s,w)]ds

+ Jo 1B(s,w)l[u(s) — v(s)|ds
(3.14)

S f()t |A<S7w)||yU(S7w> - yv(87w)|d5
+T2 Mp|lu — vl|z2.
Luego, el resultado se obtiene al aplicar el Lema de Gronwall, definiendo C := Tz MpeTMa,

O

Para demostrar que el funcional J esta bien definido, necesitamos el siguiente resultado.

Para facilitar la notacién definimos F': L?[0,T] x Q — R, como

F(u,w) == tg%éi}c] flyu(t,w),w). (3.15)
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Proposicién 3.2.4. Supongamos que valen (H1) y (H2). Entonces, la funcion F estd
bien definida, es Carathéodory y existe una funcion integrable Lr : 2 — R tal que para
todo u,v € Uyg,

|F(u,w) — F(v,w)| < Lp(w)||lu— ||z (3.16)

Demostracion. Primero, del Lema sabemos que la aplicacién t — y,(f,w) es continua,
y de (H2) también lo es la funcién f con respecto a su primera variable. Luego, en realidad
suPefo,r] f (Yu(t, w),w) es un méximo, por lo tanto F' estd bien definida.

Ahora, de la Nota |3.2.2 para cada w € () tenemos,

|F(U/7 W) - F(U,CU)| S méXte[O’T] |f(yu(t;w)) — f(yv(t7w))|
< Ly(w) méxsepon |Yu(t, w) — yo(t, w) (3.17)
< Li(w)Cllu = v| 20,1y

donde C' esta dada por el Lema . Luego, la aplicacién u — F(u,w) es continua para
todo w € § y entonces vale con Lp(w) := L¢(w)C. De (H2) deducimos que Lp
pertenece a L'(£2).

Ahora nos falta demostrar que para cada u € Uy,q la aplicacién w — F(u,w) es medible.
Para ello, fijamos u € U,y. Del Lema sabemos que para todo t € [0,7T] la aplicacién
w +— Yy (t,w) es medible. Como f es Caratheddory, y por lo tanto es conjuntamente medible,

deducimos que w — f(y.(t,w),w) es medible. Luego la funcién ¢ : 2 — R definida como

Yw)= sup f(y(t,w),w) (3.18)

te[0,7)NQ
es medible. Como f es continua con respecto a su primera variable y la aplicacion t —

yu(t,w) es continua para cada w € 2, de la densidad de los niimeros racionales obtenemos

P(w) = F(u,w). (3.19)
Concluimos que F'(u,-) es medible. O
Nota 3.2.5. Es claro entonces que bajo las hipdtesis (H1) y (H2), se tiene

J(u) = E[F(u,w)]. (3.20)
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Corolario 3.2.6. Si suponemos que (H1) y (H2) wvalen, entonces el funcional J estd bien

definido y el problema (P) tiene solucion.

Demostracion. Como la funcién F(u,-) es medible, es claro que J estd bien definido. Ahora
para demostrar la existencia de minimizadores, empezamos probando que J es una funcién

propia. Para cada u € U4, tenemos

F(u,w) = trg%é%] flyu(t,w),w) > f(x + ¢p(w),w). (3.21)

Ademas de (H2) se obtiene que w — f(x + ¢(w),w) es integrable, en efecto, de la Nota

@7
[f (@ + d(w), )| < |f(z,w)| + Lp(w)|z + ¢(w) — 2], (3.22)

y el lado derecho de la ecuacién anterior pertenece a L'(Q), pues f(7,:) € LY(Q), ¢ es
acotada y Ly € L'(Q). Podemos concluir que J(u) > —oo para todo u € U,q. Ahora, para
ver que J no es identicamente +oo, del Lemam para cada u € U,q y para todo t € [0, 7

y w € (2, tenemos

[F(yu(t,w),w)| < [f(z+ o(w),w)| + Ly (w)]yu(t, w) = u(0,w)|

< f(@+ o), w)| + Ly(w)2C [Jo] + [Jul| 2 + 1] -

(3.23)

Nuevamente, de (H2) el lado derecho resulta integrable, y por lo tanto .J(u) es finito.

De la proposicién anterior, para u,v € U,y se obtiene
|J(u) = J(v)| < E[LF][lu = vllz2p0. (3.24)

Luego, J es una funcion Lipschitz continua en U, 4. Como para cada w € 2, la funcién f(-,w)
es convexa, y la ecuacién de estado es lineal, podemos concluir que la funcién F(-,w) es
convexa en U,y. De la linealidad de la esperanza, resulta J convexa en U,4. Por lo tanto, J
es débilmente semicontinua inferiormente en U,q4, ya que es convexa y continua. Como el
conjunto imagen de los controles U,4 es compacto, el conjunto de controles U,4 es cerrado y
acotado en L?[0,T]. Usando los mismo argumentos que en el Lema m, podemos deducir

que existe un minimizador de J en U,q. O
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3.2.2. Aproximaciones por promedios muestrales (SAA)

Con el objetivo de aproximar al problema presentado en la seccién anterior definire-
mos un problema de control éptimo determinista, donde el costo es un promedio muestral
con respecto a la funciéon de costo del problema original. Bajo las mismas hipdtesis, fi-
jado M € N, sea {wy,...,wy} una muestra aleatoria, independientemente P-distribuida.
Consideramos en el intervalo [0, 7], el estado dado por el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias,

%y(t7wi) = g(t7y(t7wi)7u(t),wi), tE[O,T]

Vi=1,..., M. (3.25)
y(O,wi) = x4 d(wi),
El funcional de costo Jys : L?[0,T] — R, estd definido como
M
Tar(u) o= 7= Zl F(u,w;). (3.26)
Luego, el problema de control éptimo que consideramos es
min Jy(u);  u € Uyg. (Par)

Como mencionamos anteriormente, el problema (Py) es un problema de control éptimo
determinista, y bajo las hipétesis (H1) y (H2), es claro que esté bien definido. Veamos

ahora que también tenemos la existencia de minimizadores para este problema.

Proposicién 3.2.7. Supongamos que (H1) y (H2) son ciertas, luego para todo M € N y

toda muestra aleatoria {wy,...,wy}, existe una solucion de (Pyy).

Demostracion. Para cada w;, con i = 1,..., M, la funcién v — F(u,w;) es continua y
convexa, por serlo la funcién f y por considerar una dinamica lineal. Por lo tanto también
resulta continuo y convexo el funcional Jjs, lo cual implica que es débilmente semicontinuo
inferiormente en U,y. Como el conjunto U,y es cerrado y acotado en el espacio reflexivo

L?[0,T], podemos concluir que existe un minimizador de Jy; en dicho conjunto. ]

3.2.3. Aproximacion discreta en tiempo

En la préxima seccién detallaremos en qué sentido (Pys) aproxima a (P). Sin embargo

(Pyr) si bien es un problema de control 6ptimo determinista, sigue estando planteado en
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tiempo continuo sobre el intervalo [0,7]. Es por esto que con el objetivo de encontrar
soluciones numéricas, definimos un problema aproximado en tiempo discreto, el cual sera
facil de resolver con el algoritmo que presentaremos mas adelante.

A lo largo de esta seccion, fijamos M € Ny {wy,...,wy} una muestra aleatoria inde-
pendientemente P-distribuida. Dividimos al intervalo [0, 7] en N subintervalos de longitud
h = T/N y restringimos el conjunto de controles al de los controles seccionalmente cons-

tantes, i.e.,
"= {u € L?[0,T] : u es constante en [kh, (k + 1)h), k=0,...,N —1}. (3.27)
Luego el conjunto de controles admisibles sera,
U ={uecl" :u(t) € Uy CR" pet.tc[0,T]}. (3.28)

Un control discreto u € U" se puede identificar con el vector (u”)g 01 € RN, donde
u" € Uyg para todon =0,..., N —1, luego al conjunto U", se lo identifica con UY, € R™H,
Introducimos un sistema aproximado en tiempo discreto. Para cada u € U" definimos

al estado y, de manera recursiva como sigue,

Yot (wi) = yp(wi) + hg(tn, yo(ws), u" w;), n=0,...,N -1,

(3.29)
Yolwi) = -+ d(wi),
para i = 1,..., M. Definimos al funcional J¥, : 4" — R como
Z méx f(yy(wi), wi).
Luego, el problema de control éptimo en tiempo discreto que consideramos es
min JY, (u); uwe Ul (P)

En este caso, es claro que existe solucién del problema dado que estamos minimizando el

funcional continuo J%, sobre el conjunto compacto U",

3.3. Convergencia

En esta seccion analizamos la relacion que existe entre los tres problemas descriptos

anteriormente. Comenzamos demostrando que las funciones objetivo de (Py;) epi-convergen
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a la funcion objetivo de (P) cuando M tiende a infinito. También mostramos que los puntos
de acumulacién de una sucesiéon de minimizadores de (Pps) son minimizadores de (P) y
que los valores asociados a (Pys) convergen al valor del problema (P). Luego, estudiamos
la discretizacién en tiempo y probamos que la sucesién de valores de (Pl,) converge al
valor de (Py) cuando h tiende a cero. Finalizaremos la seccién mostrando que existe una
sucesion de problemas discretos (PA}}M ) para la cual todos los puntos de acumulacién de la

sucesién de minimizadores son soluciones ptimas para (P).

Como primer resultado de convergencia, de la Ley de los Grandes Numeros, sabemos
que cuando M — oo, Jy(u) — J(u) para casi todo u € U,y. Ahora presentamos un

resultado de convergencia mas fuerte.

Teorema 3.3.1. Bajo las hipdtesis (H1) y (H2), sea {wy,...,wn} una muestra aleatoria

. . . . . epi .
independientemente P-distribuida, entonces Jyy — J cuando M — oo, cast sequramente.

Demostracion. Del Lema la funciéon F' es Carathéodory, lo cual implica que F' es
B ® A-medible y continua con respecto a u para cada w € . Por lo tanto, podemos

concluir que F' es una funcién aleatoria semicontinua inferiormente. Ademas tenemos que

Flu,w) = mix f(yu(t,w),w) 2 f(ya(0,w),w) = f(z + ¢(w),w). (3.30)

te[0,7

Luego, como en la prueba del Corolario m podemos ver que la aplicacion w — f(x +

$(w),w) pertenece a L'(€2). Por lo tanto, del Teorema [1.1.5 podemos concluir que Jy, T

casi seguramente.

Bajo las mismas hipdtesis, tenemos el siguiente resultado sobre la convergencia de mi-

nimizadores y de los valores de (Py) al de (P).

Teorema 3.3.2. Sea {uy}pen una sucesion de controles dptimos para (Pyr) y sea 4 un
punto de acumulacion de dicha sucesion, i.e. u = limy;cx upr donde K es un subconjunto
infinito de N. Entonces, u es un minimizador de (P) y ademds se tiene limpex Jpr(upr) =

J(a).

Demostracion. Como las funciones Jy; y J son convexas, todos los minimizadores locales

son globales. Podemos entonces aplicar el Teorema [1.1.6| pues J,; es continua para todo

M € N y del Teorema |3.3.1} Jys W T casi seguramente en Uy,,. O
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Con el objetivo de estudiar la relacién entre (P) y (P), comenzamos comparando los
estados continuo y discreto asociados a un control dado u € U",. Notemos que U", C U,q.

En lo que sigue, asumimos que M € N y la muestra aleatoria {wy,...,wy} estén fijos.

Lema 3.3.3. Sea u € U, un control dado. Sea vy, la unica solucién de (3.1) y (y*) la
unica solucion de (3.29)), ambas asociadas a u. Entonces, para todo w;, i = 1,..., M existe
C(w;) tal que

MAX |y (tn, wi) =y (wi)| < C(wi)h. (3.31)

n=0,...,N

Demostracion. Primero, para cada u € U,y y para todo ¢, <t < t,41 tenemos
t t t

Yu(t,w) = yultn, W) < [ [A(s,w)yu(s,w)lds + [ |B(s,w)uls)|ds + [ [C(s,w)|ds.  (3.32)

tn tn tn

Denotamos M;; a una cota del conjunto compacto U,4. Luego si definimos L, := MM, +

MpMy + Mc, donde M, estd dado por el Lema |3.2.1, obtenemos

sup ‘yu(t7w) - yu(tnaw)‘ S Lyh (333)

tn §t<tn+l

Ahora, en lo que sigue, para simplificar la notacién omitimos el argumento w;. Para todo

n=20,...,N —1, tenemos

W (tos) — 42 < [ya(ta) — g2+ [0 JA(S)yu(s) — A(ta)yelds

+ftn+1 |B(S)Un . B(tn)u”|d5 + fti”"'l |C(S) — C(tn>|d5

ln

< Jyalta) = yil + [ [A(s) = A(t)]yu(s)|ds
+ A [y(s) — vl ds (3.34)
+ [7H[B(s) = Blta)]utlds + [ |C(s) — C(t,)|ds

< yalta) =yl + [ Lablyu(s)] + Malya(s) — yzlds

+ fj:“ Lgh|u"|ds + ft’jj“ Lchds

Por otro lado, para todo t, <t <,

Y (t) =yl < yu(t) = yu(ta)] + [Yutn) — | < Lyh + |yu(tn) — vil. (3.35)
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Podemos deducir,
’yu(tn-‘rl) - y3+1| < |yu(tn) - yg’ + hZMyLA + hMA[Lyh + ‘yu(tn) - yLLH
+h?LgMy + h’Le

= (1+hMa)|yu(tn) — yi| + h*Cy

(3.36)
< (1 hMa)"|yu(to) — o + 4Zo (1 + hMa)*h2Cy
S NehMANh202
= hT6TMA02,

donde Cy(w;) := MyLa(w;) + MaL,+ Lg(w;)My + Lo (w;). Por lo tanto, podemos concluir
el resultado definiendo C(w;) := Te™ACy(w;). O

Ahora probaremos uno de los principales resultados de esta seccién, mostraremos que
el valor del problema discreto en tiempo (P%,) converge al valor del problema continuo en

tiempo (Pyy).

Teorema 3.3.4. Sea 4" un control éptimo para (Pl,) y @ una solucion dptima para (Pyy),
entonces

lim J3, (2") = Jur (3). (3.37)

Demostracion. Sea N € N tal que h = Nlh Como U", C Uyg, cualquier u* € UM, es un

control admisible para (Py/), luego

) = T € 3 | e Flun o)) = i 75 ). )
S Z ’ max ( (t7wl)7wl) - maXN f(yu (tnvwz)awzﬂ

tGOT] n=0,..., (338)

+ Z\ pomax f(Yun (b, wi)ywi) = max o f (Y (wi), wi)l

< :ZlLf(wi)Lyh + ; L (w;)C(wi)h.

Donde la tltima desigualdad vale gracias a (3.31)), (3.33]) y la Nota Como los puntos

{wi,...,wn} estén fijos, podemos concluir que existe Cy; > 0, tal que

| Tar(u) — J(uh)] < Carh. (3.39)
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Ahora, de la optimalidad de u tenemos,
J(@) < Jy(ah) < Ty (@) — T8 (@) + Jh @ty < Jkah) + Cyh. (3.40)

Por otro lado, para todo € > 0, de la densidad de la funciones uniformemente continuas
en L?[0,T], las cuales pueden ser aproximadas por funciones seccionalmente continuas,

deducimos que existe N, tal que para todo Nj, > N. existe 4" € U", tal que
@ — 0" < e. (3.41)

Como F'(-,w;) es Lipschitz continua para todo ¢ = 1,..., M, entonces Jy; también resulta

Lipschitz continua y denotamos con Lj,, a la constante de Lipschitz asociada. Como @" es

6ptimo para (PY), de ( - ) v - obtenemos

Tyla) < Tyt
< JR (A — Ty () + Ty (ah
< _M( ) = Ju(@") + Ju (") (3.42)
< Cyh+ Jy(a") — Jy(a) + Ju (@)
S CMh+LJM€+JM(ﬂ).
Luego, de (3.40) y (3.42]), como e es arbitrario podemos concluir que
l}gglJM( My = Ju(a). (3.43)
O]

Teorema 3.3.5. Para cada M € N existe hyy > 0 con hyy — 0 cuando M — oo tal que
st u}ﬁ” € Z/th es un control optimo para (P]]\}M), entonces todo punto de acumulacion de la

sucesion {@2M} es un control dptimo para (P).

Demostracion. Del teorema anterior sabemos que para cada M € N,

1}%1 Ty (@hy) = (@), (3.44)

donde %, es una solucién éptima de (P};) y iy es un control éptimo para (Py). Luego,

podemos elegir hy; > 0 tal que

JI @y < (@) + (3.45)

1
U
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Es claro también que podemos elegir hy; — 0 de manera que Cyrha; — 0 cuando M — oo.

_ ., _h . . ., _h
Ahora, sea @ un punto de acumulacién de {u,}'}, i.e. existe una subsucesién de {u;}' },

que seguiremos denotando {a}ﬁ”} tal que ﬂﬁ}f — u. Entonces, de la epi-convergencia de

Jur a J dada por el Teorema y de (3.39)) obtenemos,
J(@) < liminf Jy (@)

< Mminf{ Ty (ahd) — Jh @) + Jh (@)}
(3.46)
< Mminf{Corhar + Jar(ang) + 4}

= inf,qy,, J(u)

donde la tdltima desigualdad vale gracias al Teorema [3.3.2l Podemos concluir que « es un
control éptimo para (P). O

3.4. Condiciones de Optimalidad

En esta seccion, siguiendo las ideas del capitulo anterior, presentamos condiciones de
optimalidad para los tres problemas que describimos anteriormente. En particular, una
de ellas nos serd de utilidad para disenar el algoritmo que presentaremos en la proxima

seccion.

3.4.1. Problema de control 6ptimo minimax con incertezas

Comenzamos estudiando la diferenciabilidad direccional del funcional J. Recordamos

que con 1y, ,(u) denotamos al cono tangente a Uy,q en u.

Proposicién 3.4.1. Bajo las hipdtesis (H1) y (H2), el funcional J es direccionalmente
diferenciable para cualquier u € U y la derivada direccional en una direccion v € Ty, ,(u)

estd dada por

J(u;0) =E | sup (Vf(yu(t,w),w), z,(t,w)) |, (3.47)

teCh

donde C.,,, es el conjunto de tiempo criticos

Chw = argmax f(y,(t, w),w), (3.48)
te[0,7)
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Y 2z, es la unica solucion de la ecuacion diferencial

da(t,w) = Alt,w)z(t,w) + B(t,wh(t), te0,T] (3.49)

para todo w € 1.

Demostracion. Fijamos w € €2, de la Proposicion del capitulo anterior, sabemos que
F(-,w) es direccionalmente diferenciable en cada u € Uy,q y la derivada direccional en una
direccién v € Ty, ,(u) estda dada por

F'(u,w;v) = sup (Vf(yu(t,w),w), z,(t,w)), (3.50)

teC’LL,LL)

donde C,,, esta definido en (3.48) y z,(-,w) resuelve (3.49).
Para todo h > 0, del Lema tenemos

< el

F(u+ hv,w) — F(u,w)
s

(3.51)

Como Lr € L'(€) podemos aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada y concluir

que

J (u;v) =E

sup (Vf(yu(t,w),w),zv(t,w»] ) (3.52)

teCu,w

]

Utilizando los mismos argumentos que presentamos en la Seccién [2.2.3] podemos ver

que para cada w € € la soluciéon de (3.49) esta dada por

t
2p(t,w) = / Sts(w)B(s,w)v(s)ds, (3.53)
0
donde la matriz Sy, es la solucién del sistema

1S(w) = At,w)Sw(w), t€s,T],
SSS(UJ): 1.

(3.54)

Luego, la derivada direccional se puede escribir como

J (u;v) =E

sup <Vf(yu(t,w)), /0 t Sts(w)B(s,w)v(s)ds>] | (3.55)

teCh
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Definiendo para cada u € Uyq, t € [0,T] y w € Q, el elemento de L?[0,T],
Gui(8,w) = I(s) BT (5,w)Sys(w) "V f(yu(t,w),w), Vsel0,T], (3.56)
donde I;(s) esigual a 1 si s <ty 0 en otro caso, podemos reescribir (3.55) como

J' (u;v) =E

sup (Gut(w), v>] ) (3.57)

teCu,w

Por lo tanto, tenemos una condicién de optimalidad de primer orden, basada en el hecho
de que si u es un optimizador entonces toda derivada direccional es no negativa para toda
direccién en Ty, ,(u), y como la funcién es convexa, entonces también es una condicién de
optimalidad suficiente (ver Teorema. El siguiente resultado es el andlogo al Teorema
2.2.5

Teorema 3.4.2. Supongamos que valen (H1) y (H2). Sea u € Uyq, entonces u es dptimo
sty solo si

min E

v€Ty, ,(u) teCy,w

sup <qu,t<w>,v>] = 0. (3.58)

De manera analoga a lo visto en el Teorema [2.2.6] para este caso también tenemos
condiciones de optimalidad necesarias, que no involucran el calculo del conjunto de tiempos

criticos.

Teorema 3.4.3. La condicion (3.58)) implica

inf E | sup (qu:(w),v)| =0, (3.59)
vETYy, 4 (u) te[0,7)
nf B | sup {nlt,w).w) — P+ ga@).0)}] =0, (360)
v€Ty, ,(u) te[0,T]

y para todo p > 0,

mf E

v€Ty, ,(u)

sup {f(yu(t, w),w) = F(u,w) + (qus(w), v)}

p 2
+5 lol* =o. (3.61)
te[0,7)
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Utilizando los mismos argumentos que los expuestos en la Seccién [2.2.3] se puede ver que
minimizar sobre las direcciones en 7y, ,(u) equivale a minimizar sobre el conjunto U, — .
Este hecho serd importante a la hora de disenar el algoritmo para resolver el problema

discreto.

3.4.2. Aproximaciones por promedios muestrales (SAA)

A lo largo de esta seccién asumimos que estén fijos M € N y la muestra {wy,...,wy}
independientemente P-distribuida. Siguiendo las mismas lineas que en la secciéon anterior,
presentamos una condicién de optimalidad para el problema (Pyy).

De la linealidad de la derivada direccional, argumentando como en el Teorema [2.2.5] el
siguiente resultado sigue de en la prueba de la Proposicién m

Teorema 3.4.4. Bajo las hipdtesis (H1) y (H2), u € Uyq es un control dptimo para (Pyy)

sty solo si
M

1
inf — su wi(w;),v) =0. 3.62
veTy(u) M ;te&}li (Gunlis)s ¥} (862

Tenemos también condiciones de optimalidad necesarias, que no involucran al conjunto

de tiempos criticos, analogas a las presentadas en el Teorema [3.4.3]

Teorema 3.4.5. Siu € U es un control dptimo para (Py) entonces,

M
1
inf — sup (qu.t(wi),v) =0, 3.63
A7 20 2 () ) (3.63)
M
inf 1ZSup (F (gt i), i) — F(t05) + (qus(wi), v)} = 0 (3.64)
u\ly Wi ), Wi ) — y Wi w,t\W1 )y — Y .
veTy, , (u) M — t€[0,7)
y para todo p > 0,
1 < p
inf — Z sup {f (yu(t, wi),wi) — F(u,wi) + (que(wi), v)} + 5 ||U||2 = 0. (3.65)
V€T, (u) M = 4efo,1] 2

Demostracion. Sea u € U,q un control éptimo, del teorema previo y como v = 0 es una

direccion admisible, se tiene

1
0= inf su u, (wi < inf — su wi(wi), ) < 0. 366
veTy,, (u) M Ztecupwz Gu.t(wi), v) < veTiyr(w) M ;te[og} (Gu,t(wi); v) (3.66)
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Luego, la condicién (3.62)) implica la condicién (3.63). Ahora, de la definicién de C,,,

obtenemos para todo i =1,..., M,

SUPieCy, 0, (Qui(wi),v) < SUP¢e(o,17 {f(u(t,wi), wi) = F(u, wi) + (qui(wi), v) }
(3.67)

< SUPgefo,7) (Gui(wi), v) -

De (3.62) y (3.63]), obtenemos ([3.64)). Andlogamente se obtiene ([3.65). O

3.4.3. Aproximacion discreta en tiempo

Por una cuestién de completitud, adaptamos y presentamos algunas de las definiciones
y resultados presentados en la Seccion del capitulo anterior.

N-1

neo » €l funcional Jr, es direccio-

Proposicién 3.4.6. Dado un control discreto u = (u™)

nalmente diferenciable en u y para cada v € U" tenemos

M

/ 1 7 n n
Ty lnw) = 237 i (9 F(300), 00, ) (3.68
—1 u,w;

donde C, ., = argmax {f(yl(w;),w;) : 0 <n < N} es el conjunto de tiempos criticos y z,

es solucion del siguiente sistema de ecuaciones en diferencias,

2" w) = 2™(w;) + h[Atn, w;)2"(w;) + B(ty,w)v"] n=0,...,N—1,

(3.69)
ZO(wZ) = Oa
parat1=1,..., M.
La solucién de ([3.69) puede ser escrita como,
n—1
2y (wi) = Z Sn1,4(wi)v?, (3.70)
§=0
donde S satisface
Sn—l—l,j(CUi) = [I + hA(th,wi)]Sn,j, 0<j57<n (3 71)
Sjj(wi) = hB(t;,wi), Vi>0, i=1,...,M. '
Analogamente al caso en tiempo continuo, si definimos para todoi=1,..., M
, 0 Vj =,
T (wi) == (3.72)
Sn-1,; W)V f(yi(wi),wi) Vi <mn,
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podemos concluir

M
J]I\lil(u;v> = %anéx <qun wz Uj> = M Z max Qun W@) U>7

nEC’u Wi

donde gy n(w;) es la matriz de columnas ¢}, (w;), v estd identificada con la matriz de
columnas v/ y el dltimo producto escalar estd definido como (qun(w;), v) == tr(q,,,(w:)v).
De lo anterior, se deduce facilmente la siguiente condiciéon de optimalidad de primer

orden para el problema discreto.

Teorema 3.4.7. Sea u € U, y definamos U := U", —u. Entonces, u es un control éptimo

para (P} si y sdlo si

1 M

il 37 2, {aenl) ) =0 @73

Notemos que tomar el minimo en sobre el conjunto U” es equivalente a tomar
el minimo sobre el conjunto 7; un, (u). En efecto, el conjunto de controles U", es convexo y
como la muestra {wy, ..., wy} estd fija, el funcional g, ,(w;) es acotado en L?[0,T].

Con el objetivo de desarrollar un método numérico que resuelva el problema discreto,
proponemos una condicién de optimalidad anédloga a , la cual era necesaria en el caso
en tiempo continuo. Sin embargo, en el caso discreto en tiempo, la condicién resulta

necesaria y suficiente.

Teorema 3.4.8. La condicion (3.73) es equivalente a

M

, 1 , n h 2
min 57 > max {F(y(w)wi) = F"(u,01) + {qun(wi),0) } + —||v|| (3.74)

para todo p > 0 donde F" : U" x Q — R estd definida como

F'"u,w) == méx f(y"(w),w). (3.75)

n=0,...,N

Demostracion. Al igual que en el Teorema m podemos ver que (3.73)) implica (3.74)).
Ahora, asumimos que vale (3.74)), y supongamos que (3.73)) no vale. Entonces, existe v € U"

tal que
M
i nre%%)il (Qun(wi),v) <0. (3.76)

=1
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Sea ) € (0,1) lo suficientemente chico de manera que

S8 mix (gualw;), v) + ngvH? <0. (3.77)

1 , P
M 22, (Gun(wi), Av) + S xo]* < 0. (3.78)
Ahora, para todo i = 1,..., M definimos las siguientes funciones a;, b; : " — R como

a;(v) = mixnec, o, (qun(wi),v) + §[v]

(3.79)
bi(v) == mix,¢c, ., {F(yp(ws), wi) = F™"(u,w) 4 (qun(wi), v) } + 5v]>.

El hecho de que el conjunto de tiempos sea finito, junto con las hipdtesis realizadas, implican

que las funciones a; y b; son continuas para todo ¢ = 1,..., M. En particular tenemos,
lim a;(Av) =0 3.80
im a;(Av) =0, (3.80)

y de la definicién del conjunto de tiempos criticos,

{ . — 1 n . L) — h . — —.
IAI?OI bi(Av) nglc%}i {flyim(w:),wi) — F"(u,w;) } 9; < 0. (3.81)
Definimos § := min{dy,...,dy} > 0. Entonces existe A\* tal que para todo 0 < A < X\’ se
tiene
)
bi( M) < ~3 (3.82)

para todo i =1,..., M. De (3.80]), existe \* tal que para todo 0 < A < A\ se tiene
) o
para todo i = 1,..., M. Por lo tanto, para 0 < A < min{\?, A\’, \} se obtiene
bi( ) < a;(\v), Yi=1,..., M, (3.84)

y entonces

max {f(yfj(w,-),wi) — F™u, w;) + {Gun(wi), >\U>} + g”)\vH2 = a;(\v), (3.85)

n=0,..,N



64 Problema de control éptimo minimax con incerteza

para todo i = 1,..., M. De la definicién de a; y de (3.78]) podemos deducir que

M
B2 i {Fh).0) = P, + (gua(), 30)} + §ol?

(3.86)
= % sz\il ai()‘v) < 07
lo cual contradice ([3.74]). Concluimos entonces que (3.73)) es cierta. O

Nota 3.4.9. Del teorema anterior es facil ver que la condicion (3.73) es también equiva-

lente a u
1
min anr(ljax {Flyi(wi),wi) — F™(u,w;) + {qun(wi),v) } = 0. (3.87)
w i=1

De hecho, para todo v € UM y w;, i =1,..., M tenemos

meix {f(y(wi),ws) = F(,w) + (qun(wi),0)} <
R (3.88)

E%éxjv {Flym(ws),w;) — F™M(w,w;) 4 {qun(wi),v) } + £]|Av||? < 0.
Luego, la condicion (3.87) implica la condicion (3.74) la cual es equivalente a (3.73).
Finalmente, como en el Teorema se puede probar que (3.73) implica (3.87)).

3.5. Algoritmo

En esta seccién, basados en el algoritmo presentado en el Capitulo [2] presentamos
un método numérico para resolver el problema en tiempo discreto (Pf,). El algoritmo se
desprende de la condicién de optimalidad (3.74). Definimos 6 : UY, — Ry n: UY, — R™N

(donde identificamos U", = UN, y U! = UN, — u) como

M

o) = mUMZ: e { P ) w) = FM(u,) + (qun(w).0) |+ o] (3.89)
M

n(u) = argmind max { F(y (@), w) = P @) + (qun(w),v) |+ 2ol (3.90)

’UGU{iV i=1 =,

Un control admisible u que satisface (3.74)) es 6ptimo. Si esto no ocurre, el minimizador

en (3.74) da una direccién de descenso del funcional J,, en efecto

1 M

/ ,
J]}\L/[ (UJ?(U)) = M nénCaX. <QU,n(Wi)777(u)>

— O(u) < 0. (3.91)
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Al igual que el Algoritmo [2.1I] presentado en el Capitulo [2] el Algoritmo [3.1] calcula en
cada paso una direccion de descenso resolviendo y realiza un paso de Armijo. A
su vez, la condicién (3.74]) presenta las mismas ventajas que la condicién utilizada en el
Algoritmo 2.1} La primera es no involucrar al conjunto de tiempos criticos y la segunda es
que gracias al término cuadratico en , el operador a ser minimizado resulta ser una

funcién fuertemente convexa.

Algoritmo 3.1.

Paso 1: Elegir los pardmetros o, € (0,1) y p > 0. Definir k := 1 y elegir el control

micial uyp € Uéfl.
Paso 2: Calcular:

ygk(wi), f(ygk(wi),wi), n=0,...,N, i=1,....,.M

Fh(uk7wi) = max f<y3k(wz)7wz)7 L= ]-a s 7M'

n=0,..,N
Paso 3: Calcular 0(uy) y n(ug) dados por (3.89) y (3.90), respectivamente.

Step 4: Si 0(ug) = 0, Parar (uy satisface la condicion de optimalidad). Si no, encontrar

el mdzimo N\, = 37, j € Ny, tal que
J]}\}(uk + A\ n(uk)) < J]}\Z(Uk) + a\ Q(Uk)

Paso 5: Definir ugs1 := up + \pen(ug), k := k + 1 y volver al Paso 2.

En la préctica, los problemas (3.89)) y (3.90) se resuleven introduciendo variables auxi-
liares & € R, 1 =1,..., M, y considerando el programa cuadratico equivalente,
2 1 M
min £ [|v]|” + 47 ;&
st & 2 ), ws) = FM,0) + {gun(wi), v), (3.92)
veUN &eR, n=0,.,N, i=1,....M
el cual se puede resolver de manera eficiente con algoritmos estandar.

Usando los mismos argumentos que en el Teorema se puede probar el siguiente

resultado de convergencia.
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Teorema 3.5.1. Sea {uy} la sucesion generada por el Algoritmo . Entonces, o bien
{uy} es finita y termina en un minimizador de (PL,), o bien es infinita y todo punto de

acumulacion de {uy} es dptimo.

Notemos que el Algoritmo [3.1] no es un algoritmo implementable ya que supone que
todos los céalculos se realizan de manera exacta. De manera andloga a lo expuesto en la
Seccién 2.5 se puede plantear un algoritmo implementable y obtener resultados como los

presentados en el Teorema [2.5.3|

3.6. Resultados numéricos

En esta seccion mostramos algunas implementaciones del Algoritmo en dos simples
ejemplos. El primero es un ejemplo bastante artificial, en el sentido en que es sencillo
calcular las soluciones 6ptimas de manera analitica, pero sirve para remarcar la importancia
del tamano de la muestra. El segundo ejemplo consiste en controlar la amplitud de un

oscilador armonico en un intervalo de tiempo dado.

El Algoritmo fue programado en Scilab 5.5.2 (ver www.scilab.org). El test de parada
que utilizamos fue |0(uy)| < 107% y los programas cuadraticos fueron resueltos con
la herramienta quapro de Scilab. Los parametros de Armijo que tomamos fueron a = 0,1
y 8 =10,9. Los ensayos fueron realizados en un procesador de 3.40 GHz, 8GB RAM, Intel
Core i7. Aunque los resultados preliminares que expondremos son alentadores, no dejan de
ser ejemplos académicos que no son de gran tamano. Si bien nuestro enfoque solo requiere
una discretizacién en tiempo, para obtener aproximaciones aceptables necesitamos que el
tamano de la muestra sea grande y el paso de tiempo pequeno, por lo tanto también
tendremos que lidiar con problemas de gran escala, mas ain si las dimensiones de los
problema son grandes. Este inconveniente ya fue mencionado en la literatura del tema
(ver [79, 53, [74]) v es necesario un anélisis mas profundo para atacar este problema. Sin

embargo, esto esta fuera del alcance de este trabajo.
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3.6.1. Un ejemplo simple con solucién analitica

Consideramos el problema (P), donde el parametro estocéstico estd distribuido unifor-

memente en 2 = [0, 1]. La trayectoria evoluciona en R verificando
y(t,w) = B(w)u(t), te(0,1)
y(O,w) = 0,
donde B(w) = 1si w € [0,a] y B(w) = —1 si w € (a,1], para algin a € (0,1) fijo. El
conjunto imagen de los controles es U,q = [0, 1] y la funcién de costo que consideramos es
fly,w) =y.
Luego, como u > 0, tenemos

mAax fot u(s)ds = fl u(s)ds, if we|0,al,

te[0,1] 0

— - :
— nin, Jou(s)ds = 0, if we (a,1].

F(u,w) =

Entonces, J(u) = a fol u(s)ds y alcanza su minimo tinicamente en u = 0. Sea {wy, wa, ..., ws }
una muestra tomada del intervalo [0, 1]. Si w; € [0, a| para al menos algin ¢ € {1, ..., M}, el
problema (Py/) tiene un tinico minimizador u = 0. Sino, si w; € (a, 1] para todo i, entonces
J = 0 y cualquier control en U,4 es éptimo. Por lo tanto, si a es pequeno, se puede espe-
rar que necesitemos tomar un tamano de muestra M grande para obtener aproximaciones
significativas, en el sentido de que el funcional J evaluado en un control éptimo de (Pyy)
esté cerca del valor éptimo de (P). Més precisamente, la probabilidad de que w; € [0, a]
para al menos un i € {1,..., M} es 1 — (1 — a)™, luego para obtener una aproximacién sig-

nificativa (Py;) con probabilidad mayor que p € (0, 1), es necesario tomar M que verifique

In(1—p)
In(1—a)

< M. Este comportamiento queda ilustrado en el Cuadro 3.1, donde mostramos los
resultados obtenidos cuando el valor de a decrece y el de M aumenta.

Para todos los ensayos, el tamano del paso de tiempo fue de h = 0,05 y el control inicial
fue u; = (1,...,1) € U? para el cual |u;| =~ 4,47. Mostramos el ntiimero de elementos de
la muestra w; pertenecientes a [0, a], el valor de la funcién objetivo obtenido y la norma
del control 6ptimo, asi como también el nimero de iteraciones requeridas. Notemos que,
cuando ningin elemento de la muestra pertenece a [0,al, s6lo se requiere una iteracién

porque cualquier control es éptimo (en particular el control inicial u;). De lo contrario,
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el algoritmo obtiene el control éptimo u = 0 y tiende a ser mas eficiente cuando mas
elementos de la muestra pertenecen a [0,a]. Para el problema més grande con sélo un
elemento de la muestra en [0, a], fueron necesarias 11 iteraciones para lograr la tolerancia,

pero sin embargo tardé menos de 10 segundos.

Cuadro 3.1: Resultados numéricos para diferentes valores de M. Si ningin w; pertence a

[0, a], el control inicial es dptimo, en caso contrario, se obtiene el control éptimo u = 0.

a=.1 a=.05
M|lw <a J lu| it jwi<a J lu| it.
10 0 0.00 447 1 0 0.00 447 1
15 3 0.00 0.00 2 0 0.00 447 1
20 1 0.00 0.00 5 3 0.00 0.00 4
30 4 0.00 0.00 3 ) 0.00 0.00 3
35 3 0.00 0.00 4 1 0.00 0.00 8
40 8 0.00 0.00 2 2 0.00 0.00 5
45 6 0.00 0.00 3 4 0.00 0.00 4
20 3 0.00 0.00 5 4 0.00 0.00 4
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a=.025 a=.0125
Mlw<a J Ju it |w<a J |Ju it
) 0 0.00 447 1 0 0.00 447 1
10 0 0.00 447 1 0 0.00 447 1
15 0 0.00 447 1 0 0.00 447 1
20 3 0.00 0.00 3 1 0.00 0.00 5
25 0 0.00 447 1 1 0.00 0.00 6
30 0 0.00 447 1 0 0.00 447 1
35 0 0.00 447 1 1 0.00 0.00 8
40 1 0.00 0.00 9 0 0.00 447 1
45 1 0.00 0.00 10 2 0.00 0.00 6
20 2 0.00 0.00 6 1 0.00 0.00 11

3.6.2. Oscilador armodnico

69

Consideramos un oscilador armoénico con frecuencia natural w distribuida uniformemen-

te en [0, 1], empezando en un punto con velocidad no nula. El objetivo es disenar un control

que minimice la amplitud en el intervalo de tiempo [0, 2]. Este problema es una variacién

del problema estudiado en [74, Seccién 7.1], en el cual el sistema empieza en punto extremo

de velocidad nula y el objetivo es estabilizar el oscilador en el tiempo final.

En particular, el sistema dindmico que consideramos es
y(t) = Awy(t) +u(t), te€(0,2)
y(0) = (0,1)".

donde u(t) = (u1(t),u2(t)) " : 0,2] = [=3,3]* , y(t) = (1a(t). (1)) : [0,2] = R?, y

En este caso el funcional de costo que queremos minimizar esta definido como

J(u) =E [méx yf(t)] .

t€[0,2]
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Analizaremos el comportamiento del sistema en tres casos diferentes: el sistema no
controlado (i.e. u = 0), el sistema con un control disenado para un pardmetro especifico w
y el sistema con el control obtenido con el enfoque SAA, (i.e. con el Algoritmo . Mas
especificamente, tomando un tamano de muestra M, tomamos una muestra {wl, ...,wM}
la cual define un problema (Py/) y calculamos para pasos de tiempo h, los valores de la
funcién objetivo J¥, (u) para los controles u = 0, u = 4 y u = u*, donde @ es solucién de
(P;) cuando tomamos como muestra el pardmetro fijo @ y u* es solucién de (Pf).

Comenzamos estudiando el caso para un pardmetro fijo, i.e. el problema (P;) definido
para un parametro fijo & € [0,1]. Es claro que el valor éptimo del problema es J(i) = 0
el cual es alcanzado para el control 6ptimo @ = (&, 0). Ahora, tomando este control en el

problema (P), obtenemos la siguiente trayectoria, para cada w # 0
You(t,w) = (‘*5’ — 1) sin(wt),
Yoo(t,w) = (1—2)cos(wt)+ 2.

Luego,
. 2
91 sin®(2w), w € (0,7/4),
sup (Yo (t,w))” = ( ) 2
te[0,2] (f o 1) ’ w € [m/4,1],

1 ~ 2
J(w) = < 1) sin?(2w) dw—i—/ (E — 1) dw,
/4 w

el cual alcanza su minimo en @, donde

y por lo tanto

EIE>

/4 sin? (2w
fo/ 0729 4y — In(rr /4)

f07r/4 sini(fw) dw—1+ 4/7'('

W= ~ ,394139.

Concluimos que, u = (w,0) es el “mejor” control que se puede obtener al considerar una
muestra de un sélo elemento y éste sera el control que utilizaremos en los ensayos numéricos.

En el Cuadro 3.2, mostramos los resultados obtenidos para muestras de tamanos M €
{10, 20,40, 80}. En cada caso, fijando el problema (Py), consideramos las aproximaciones
(Pl) para h = 2/N y N € {10, 20, 40,80, 160}. Para cada M, cuando N = 10 el algoritmo
fue inicializado en el control v = u y para las aproximaciones sucesivas, el control inicial

que consideramos es el que resulta de interpolar linealmente la solucién del caso anterior.
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Para cada problema (P},), reportamos el niimero de iteraciones, el promedio de iteraciones
requeridas para resolver los programas cuadraticos (2.73]) en cada iteracién del algoritmo,

el tiempo computacional total y el valor éptimo obtenido J¥ (u*), asi como también los

valores de Ji en u =0y u = 1.

Cuadro 3.2: Tabla de convegencia para Py, cuando h tiende a cero. Camparacién entre los

valores del funcional de costo J%, para los tres controles distintos 0,1 y u*.

M =10
N| it. QPit. time(s) Jh(w)  [0(u)] Jh0) | Jh(a)
10 | 244 16 14.44 0.007788 8.401005e-07 | 0.800874 | 0.215130
20 | 125 17 23.01 0.005969 6.543774e-07 | 0.725481 | 0.195252
40 | 99 15 161.55 0.005190 9.733017e-07 | 0.690280 | 0.186078
80 | 42 14 176.20 0.005024 7.751443e-07 | 0.673507 | 0.181744
160 13 14 206.21 0.005068 1.039236e-07 | 0.665313 | 0.179636
=20
10 | 468 15 53.00 0.006660 8.285572e-08 | 0.766726 | 0.215746
20| 25 16 8.95 0.005152 2.079706e-07 | 0.696047 | 0.197660
40 | 30 15 66.89 0.004592 8.617495e-07 | 0.663169 | 0.189361
80 | 31 16 246.04 0.004378 9.072021e-07 | 0.647514 | 0.185447
160 | 22 15 729.86 0.004338 1.866180e-07 | 0.639851 | 0.183539
M =40
10 | 400 17 90.54 0.014411 9.826213e-07 | 0.749512 | 0.216604
20| 53 17 39.07 0.009176 8.677528¢-07 | 0.681199 | 0.199407
40 | 25 20 88.54 0.007388 4.323203e-07 | 0.649630 | 0.191585
80 9 22 168.57 0.006662 9.191242¢-07 | 0.634515 | 0.187871
160 | 14 20 1171.86 0.006308 3.047304e-07 | 0.627107 | 0.186059
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M =80
10 | 221 19  110.51 0.009605 7.934991e-07 | 0.740930 | 0.217189
20| 57 18 97.71 0.006882 1.144276e-07 | 0.673885 | 0.200459
40 | 17 17 175.53 0.006152 6.315244e-07 | 0.642891 | 0.192849
80| 22 19 984.30 0.005836 8.265107e-07 | 0.628013 | 0.189226
160 | 15 17 3284.38 0.005746 2.460912e-07 | 0.620732 | 0.187460

Como era de esperar, el valor éptimo decrece a medida que el paso de tiempo h tiende
a cero. Sin embargo, observamos que los valores obtenidos para M = 10 y M = 20 son un
poco més pequenos que para M = 40 y M = 80, con el mismo comportamiento cuando
tomamos el control disenado para un parametro fijo. Esto no implica ninguna contradiccién
con lo probado en las secciones anteriores, ya que al no conocer el valor éptimo de este
problema, no podemos determinar qué tan cerca o lejos estamos del mismo. También
queda en evidencia que para diferentes valores de M, el nimero de iteraciones es grande
para N = 10 y es menor a medida que N crece, esto se debe a la eleccion que hicimos
sobre los controles iniciales. El haber elegido como control inicial a la interpolacién lineal
del control obtenido para el N anterior, reduce notablemente la cantidad de iteraciones.
Esta reduccién es de suma importancia ya que el tiempo computacional tiene crecimiento

significativo cuando se incrementan M y N.

Vemos también que nuestro enfoque mejora notablemente los resultados obtenidos si
comparamos con el caso sin controlar o con el mejor control obtenido a partir de un sélo
parametro. Este comportamiento se ilustra también en las graficas que presentamos debajo
para el caso de M =80y N = 160. La Figura muestra las dos componentes (la primera
en linea continua y la segunda en linea discontinua), a la izquierda del control @ obtenido

para el parametro @ y a la derecha del control u* obtenido con el Algoritmo [3.1]
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Figura 3.1: Control obtenido para un solo pardmetro y control obtenido con el Algoritmo

(21

En las Figura[3.2] Figura[3.3]y Figura [3.4], para los tres casos descriptos anteriormente,
mostramos a la izquierda la primera componente de las trayectorias, i.e. y;(-,w;) para
todoi =1,..., M,y ala derecha la segunda componente ys(-,w;). Podemos observar que
nuestro enfoque, mediante SAA, mejora significativamente los resultados obtenidos, no
solo haciendo decrecer el rango de las amplitudes sino también el rango de las velocidades

finales.

Figura 3.2: Trayectorias obtenidas para el caso sin controlar.
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Figura 3.3: Trayectorias obtenidas para el caso de una muestra con un solo pardmetro @.

0.5+ e 0.5r

-0.50 -0.5¢

Figura 3.4: Trayectorias obtenidas para el caso de SAA.



Capitulo 4

El algoritmo de Sakawa-Shindo para

el caso de control estocastico

El objetivo principal de esta seccién es extender al caso estocastico el algoritmo de
Sakawa-Shindo, presentado en [80] para el caso de control 6ptimo determinista, el cual esté
basado en el PMP. Este método fue estudiado en mas detalle por Bonnans en [25] y una
primera extensién del mismo al caso estocéstico fue realizada por Mazliak en [66]. Bajo
hipdtesis mas generales que las presentadas en este tltimo trabajo, mostraremos que se
trata de un método de descenso. Ademas bajo hipdtesis de convexidad, veremos que la
sucesion de controles obtenida por el algoritmo es una sucesiéon minimizante y que todos
sus puntos de acumulacion débiles son soluciones éptimas.

En un caso en particular, mostraremos que el método puede interpretarse como el

algoritmo de gradiente mas proyeccion, el cual converge linealmente a la solucién.

4.1. Introduccion

A diferencia de los capitulos anteriores, en este consideraremos un problema de control
optimo estocastico, donde el funcional de costo esta compuesto por un costo acumulativo
mas un costo final. En este capitulo el objetivo serd presentar un método que resuelva este
problema, el cual estd basado en el algoritmo de Sakawa-Shindo.

Como mencionamos anteriormente, una primera extensién de este algoritmo al caso
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estocdstico fue presentada en [66], bajo hipGtesis bastante restrictivas. En este capitulo,
trabajaremos principalmente con dos hipétesis, la primera es que la dindmica es una funcién
afin del estado y del control, y la segunda es que la volatilidad (o difusién) es una funcién
afin del estado y del control y que los coeficientes del funcional de costo son Lipschitz
continuos. Con estas hipétesis, este trabajo extiende a [66], en varios sentidos. Primero,
el autor en dicho trabajo considera que la volatilidad es independiente del estado y del
control y bajo hipétesis de convexidad demuestra que la sucesion de controles generada
por el algoritmo es débilmente convergente a una solucion del problema. Luego, considera
que la difusién depende sélo del estado y modificando adecuadamente el algoritmo, prueba
que la sucesién de controles converge débilmente a un control e- 6ptimo. Aqui veremos que
dicha modificacion no es necesaria y probaremos que todos los puntos de acumulacién de

la sucesion obtenida con el algoritmo son soluciones éptimas.

Gracias a ciertas condiciones de optimalidad débiles que mostraremos, podremos ver
que la sucesion de controles generada por el algoritmo es una sucesion minimizante. Este
resultado no sélo que no figura en [66], sino que también estaba ausente para el caso
determinista en [25]. Una vez probado esto, se desprende facilmente que en particular para
el caso fuertemente convexo tendremos convergencia fuerte al tinico control éptimo del

problema.

Por otro lado, cabe destacar que a diferencia del los algoritmos presentados en los
capitulos anteriores, este es s6lo un algoritmo conceptual, es decir tal como esta planteado
no es implementable. En el capitulo que sigue estudiaremos un problema en tiempo discreto
que aproxima al presentado en este capitulo y para el cual veremos que es posible extender
este método. Sin embargo, éste es sélo el primer paso para obtener un método numérico que
aproxime al problema, ya que ademés de una discretizacion en tiempo, necesitariamos para
aproximar al estado y al estado adjunto, o bien una discretizacién en el espacio de estados
o bien utilizar otros métodos de aproximacion, como por ejemplo los de tipo Monte Carlo.
Dado que la ecuacién del estado adjunto es una ecuacién diferencial estocastica retrogada,
no es sencillo aproximarla con métodos clasicos y sigue siendo un tema de investigacién

actual la aproximacion de este tipo de ecuaciones.
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4.1.1. Descripcion del problema

Sea (€2, F,F,P) un espacio filtrado de probabilidad, que satisface las condiciones usuales,
en el cual esta definido un movimiento browniano m-dimensional estandar W. Suponemos
que F = {Fi},coq (T' > 0) es la filtracién natural, aumentada por todos los conjuntos

P-nulos en F, asociada a W. Consideramos la siguiente EDE:

dy(t) = [f(t,yt),u(t),w)dt + o(t,y(t),u(t),w)dW(t) te0,T],
y(0) = xR

(4.1)

donde f: [0,T]xR"XR"xQ = R"yo:[0,7] x R" x R" x 2 — R™™ son funciones
dadas. Denotamos con y € R™ al estado y con u € R" al control. Definimos al funcional de

costo, como
J(u)zE{ | a0, uopat + gty (1.2)

donde £: [0,T] x R" xR"x Q2 - Ry g:R"x Q — R son funciones dadas. En la préxima
seccion daremos hipdtesis mas precisas sobre los espacios de estados y controles y sobre las
funciones involucradas en la dindmica y el costo.

Sea U,y C R” un conjunto no vacio, cerrado y convexo y sea
Upa = {u € )" : u(t,w) € Uss, pct. (f,w) €[0,T] x Q}, (4.3)
el conjunto de controles admisibles. El problema de control éptimo que consideramos es

min J(u); u € Uyg. (P)

4.1.2. Descripcion del algoritmo
Definimos al Hamiltoniano del problema como,

H:[0,T]xR*"xR"xR*"x R"™™ x Q — R,
(t7y7u7p7Q7w) = g(ta yﬂhw) +p f(tvyvuaw) (44)
+q . U(ta Y, u, W),
donde p- f(t,y,u,w) es el producto escalar en R" y q-o(t,y, u,w) := Z;”Zl g;-oi(t,y, u,w),

donde g; y 0; denotan las columnas de las matrices ¢ y o.
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Ahora, dados (y,u) que satisfacen (4.1]) definimos al estado adjunto (p,q) € (H?)" x

(H2)"*™ como la tinica solucién de la siguiente EDER:

dp(t) = =Vy,H(t,y(t),u(t),p(t), q(t), w)dt + q(t)dW (t) ¢ € [0,T], (45)
p(T) = Vyg(y(T)).
Finalmente dado € > 0, definimos al Hamiltoniano aumentado como
K. [0,T]xR"XR"xR"xR" x R™™ x Q — R,
(t,y,u,v,p,q,w) +— H(t,y,u,p,qw)~+ % lu—vf*.
(4.6)

Ahora presentamos el algoritmo que consideraremos para resolver (P).

Algoritmo 4.1.

Paso 1: FElegir u® € U,q un control admisible v {&?k}keN una sucesion de numeros positivos

dados. Definir k := 0. Utilizando (4.1)), calcular el estado y° asociado a u®.

Paso 2: Calcular el estado adjunto (p*,q"), solucion de , asociado a (y*,u").

Paso 3: Definir k := k + 1. Calcular u* e y* tal que y* es el estado correspondiente a u*

Yy
uF (t,w) = argmin, ey, Ke, (t, Yt w), u, uF Tt w), pR T W), T W), w), (4.7)
para casi todo (t,w) € [0,T] x Q.

Paso 4: Parar si algun test de convergencia es satisfecho. En otro caso, volver al Paso

2.

En la Seccién |4.3| veremos que u” estd bien definido en el Paso 3 si g es lo suficiente-
mente chico. La idea principal del algoritmo es calcular en cada paso un nuevo control que
minimiza al Hamiltoniano aumentado K. que depende de H y de un término cuadratico
que penaliza la distancia al control actual. Probaremos que se trata de un método de des-
censo y en el caso convexo veremos que es globalmente convergente en la topologia débil

de (H?)". En el Paso 3 queda en evidencia la relacién con el PMP para el caso estocdstico.
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4.2. Hipédtesis generales

Comenzamos introduciendo algunas notaciones. El espacio H? dotado con el producto
escalar natural de L?([0, 7] x ) es un espacio de Hilbert. Denotamos con || - || la norma de
L2([0,T] x Q) en (H?)!, para todo | € N. Como es usual, si el contexto es claro, omitimos
la dependencia de w de los procesos estocédsticos. Notamos con S? al subespacio de H? de
los procesos continuos x que satisfacen E (supte[oﬂ z()|*) < oo. Finalmente, al igual que
en los capitulos anteriores, dado un espacio euclideo R!, denotamos con | - | a la norma
euclidea y con B(R!) a la o-algebra de Borel.

Ahora presentaremos las hipotesis que consideraremos a lo largo de este capitulo.
(H1) Hipdtesis sobre la dindmica:

a) Las funciones ¢ = f, o son B([0,7] x R” x R") ® Fr-medibles.

b) Para todo (y,u) € R™ x R" el proceso [0,T] x Q > (t,w) — ¢(y,u,t,w) es
F-adaptado.

¢) Para casi todo (t,w) € [0,7] x Q la aplicacién (y,u) — o(y,u,t,w) es C*
y existe una constante L > 0 y un proceso p, € H? tal que para casi todo
(t,w) €0, T] x Qy para todo y,y € R" y u,u € U,q tenemos

[ 1(ty0,0)] < Lllyl + Jul + polt,)],

oy (t,y, u, )| + eu(t, y, u,w)| < L

A\

(4.8)
|90yy<t7y7uyw> - Spyy(t7g7ﬂ7w)| S L (|y - g| + |U - ﬂ|) )

L Loy (g w,w) + [@yult, y, w,w)| + |puu(t, y, u,w)| < L.
(H2) Hipdtesis sobre el costo:
a) Las funciones £ y g son respectivamente B ([0, 7] x R" x R")@ Fr y B (R")® Fr
medibles.
b) Para todo (y,u) € R™ x R" el proceso [0,T] x Q > (t,w) — L(t,y,u,w) es
F-adaptado.
¢) Para casi todo (t,w) € [0,T] x Q la aplicacién (y,u) — £(y,u,t,w) es C? y

existe L > 0 y un proceso py(+) € H? tal que para casi todo (t,w) € [0,T] x Qy
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para todo v,y € R" y u € U,q tenemos

p
[0(t,y, u,w)| < Llyl + |ul + pe(t,w)]*
\fy(t,y,u,w)] + Mu(@ijw)‘ < L Hy’ + ’u‘ + pg(t,td)] )

(4.9)
| Ly (t, 9, w,w) | 4 [ byt g5 w, w)] + [ (t, y, u,w) | < L

L |€yy(t, y,U,W) - gy?J(t??L u7w>| <L |y - g| :
d) Para casi todo w € Q la aplicacién y — g(y,w) es C? y existe L > 0 tal que
para todo y,y € R™ y casi todo w € (2,

4
l9(y,w)| < Ly + 1%,
19y (y,w)| < Lily| +1],
|gyy(y>w)| <L,

L |gyy(yaw) - gyy(gaw)| <L |y - gl .

(4.10)

(H3) Al menos una de las siguientes hipdtesis es verdadera:

a) Para casi todo (t,w) € [0,7] x Q la aplicacién (y,u) — o(t,y,u,w) es afin y
ademas la siguiente condicion de Lipschitz para el costo es satisfecha: existe
L > 0 tal que para casi todo (t,w) € [0,T] x Q, y para todo y,y € R" y

u, u € Uyq, tenemos

Ut y,u,w) — Ut y,u,w)| < Llly —y|+ |u—1ul],

|6ty u,w) = £t g,u,0)| < Lly = g] + |u =l (4.11)
l9(y,w) —g(7,w)| < Ly —gl.

b) Para ¢ = f,0 y para casi todo (t,w) € [0,7] x Q la aplicacién (y,u)

o(t,y,u,w) es afin.

Nota 4.2.1. Bajo la hipdtesis (H1), para todo u € Uyq la ecuacion de estado admite
una unica solucion fuerte en (S*)", gracias a la Proposicidn . Ademas, de las estima-
ciones de la Proposicz’dn y las hipdtesis sobre el costo (H2) podemos concluir que el

funcional J estd bien definido. Por tltimo, la ecuacion puede ser escrita como

dp(t)= - Vyf(t,y(tm(t))+fy(t,y(t),U(t))Tp(t)+iDij(t,y(t),U(t))qu(t) dt
+q(t)dW (1),
| p(T) = Vyug(y(T))

(4.12)
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y bajo las hipdtesis (H1)-(H2), tiene una tunica solucion (p,q) € (S?)" x (H?)™*™ (ver
[23], Proposicion|[1.1.8 y [89, Capitulo 7, Teorema 2.2)).

4.3. Buena definicion del algoritmo

El objetivo de esta seccion es probar que las iteraciones del Algoritmo estdn bien

definidas. Comenzamos con el siguiente lema que sera de utilidad en todo lo que sigue.

Lema 4.3.1. Bajo las hipdtesis (H1)-(H2) y (H3)-(a), existe una constante C' > 0 tal
que la solucion (p,q) de satisface

p(t)| < C, Vtel0,T], P—c.s. (4.13)

Demostracion. De la férmula de It6 y la ecuacion (4.12), tenemos que para todo ¢ € [0, T,
P-c.s.,

POF = 2f7p(s) - [V,00s,y(s). uls)) + fils,y(s). u(s)) Tp(s))ds
42006 12 Dyos(o,(s),w(o) Tai(o)ds — [ X lay(s) s (414)
2. p(s) - ()W (s) + [p(T) .

Teniendo en cuenta que p(T') = V,g(y(T)) y que las funciones de costo son Lipschitz por
la hipétesis (H3)-(a), se obtiene

wm2s2ﬁ@m@u¢m@F+imemwwm
- (4.15)
-J; Z|qg s)|Pds — 2 [ p(s) - q(s)dW (s) + L.

Ahora, de la desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Young concluimos que para todo € > 0

tenemos
p)* < LT+ [ (1+2L) [p(s)* + f)[L— p(s)]” + e ]a;(s)[*)ds
- Z lg;(s)* ds — 2 [T p(s) - q(s)dW (s) + L
fﬁﬁ $)*ds
+(E—-1) ZL lq;(s))> ds — 2 [ p(s) - q(s)dW (s).

(4.16)

_ 2 (T+1)+(
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Eligiendo € < 1, obtenemos

p(t)]* < Cy + Cz/t [p(s)[* ds — Q/t p(s) - q(s)dW (s). (4.17)

para ciertas constantes C, Cy > 0. Ahora fijamos ¢ € [0,T] y definimos () :=E (|p(1§)|2 | F5) >
0 para todo t > t. De [10, Lema 3.1] se obtiene que

T
B ([ a1z <o (419
t
Combinando este resultado con (4.17)), se deduce
T
r(t) < Ci + Cg/ r(s)ds. (4.19)
t

Luego, del Lema de Gronwall, existe C' > 0 independiente de (¢,w) y t tal que r(t) < C
para todo ¢ < t < T y en particular |p (#)]> = r(f) < C para casi todo w. Como 1 es

arbitrario y p admite una versién continua, se obtiene el resultado deseado. O
Lema 4.3.2. Bajo las hipdtesis (H1)-(H3), consideramos la aplicacion

Ue : [0, T] x R* x P X R™™ x Upg x 2 — R" (4.20)

donde P := B(0,C) (bola en R™) si vale (H3)-(a) y P = R" si vale (H3)-(b), definido por

us(t,y,p,q,v,w) := argmin{ K (¢, y,u,v,p,q,w) ; u € Uyq}. (4.21)

Entonces, existe eg > 0 y a > 0 independientes de (t,w), tal que si € < g, u. estd bien
definido y para casi todo (t,w) € [0,T] x Q y todo (y',p",¢",v") € R" x P x R™™ x Uy,

1 =1,2 se tiene:

ue(t, y%, p%, ¢%, v%) — ety p' g o) < 2|0 = ot [+a (| — ' + [P = 0|+ |* — d]) -
(4.22)

Demostracion. Siguiendo las ideas de [25] [66], definimos z := (y, p,q, v), un elemento de
E =R"x P xR"™" x U,y. En lo que sigue de la prueba omitiremos la dependencia en
(t,w). Podemos reescribir a K. como K. (u, z). Ahora veamos que para e suficiente chico,

tenemos

1 1
D2 K. (u,2)(u,u') > <g — 26’0> u')? > 2—6|u/|2 Vze Eyu e R™ (4.23)
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En efecto,

D3 Ko (u, 2)(u', ) = by, ) (0, u') +p " fuuly, w) (W, 0) + ¢ oy, w) (W', o) + §|U’\2-
(4.24)
Si se verifica (H3)-(a) entonces tenemos £y, y fuu acotados por hipétesis, p € P donde P
es acotado si se verifica (H3)-(a) y 0y, = 0. Si en lugar se verifica (H3)-(b), como f y o
son afines, sus derivadas segundas se anulan y tenemos ¢, acotado por (H2). Por lo tanto
se verifica (4.23]).
Luego, K. resulta ser una funcion fuertemente convexa con respecto a v y de modulo

1/(2¢) . Tenemos entonces que u. estd bien definida. Ademaés se verifica (ver [26]),

2

(DuK-(v*,2) — D K. (u',2)) (v’ —u') > 2% jw* —u']”, Vu', w® € U (4.25)

Por otro lado, si para i = 1,2, tomamos 2 = (v',p',¢",v') € E y notamos u' :=
u: (v, p', ¢',v%), de la definicién de u. y la condicién de optimalidad clésica de primer

orden, se obtiene

D, K.(u',2") (v*~" —u') > 0. (4.26)

Sumando estas dos desigualdades para i = 1,2 junto con ([4.25)) tomando z = z', obtenemos

2_15 |u2 — u1’2 < (Dqu(uz, ') — Dy K. (u?, 22)) (u2 — ul) , (4.27)
< |DuK.(u?, 2") = D K. (u*, 2%)| [u* — u'].
Como D, K. (u,z) = (1/e)(u —v) + Hy(y, u, p, q), tenemos
‘u2 — ul} <2 ‘02 — v1| + 2¢ ‘VUH(yl,UQ,pl,ql) — VUH(y2,u2,p2,q2)‘ . (4.28)

Observemos que
\VuH (y'u?,pt q') — Vo H (v, 42,07, ¢ < [Vul(y' u?) — Vul(y? — u?)|
+[Vuf @yt u?)] |p' - |
+[Vuf(yhou?) = Vuf (g2 u?)| [p?] - (4.29)
+|Vuo(y',u?)] |g" = ¢?|

+ }Vua(yl,zﬂ) — Vua(y2,u2)‘ ‘q2} )
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Entonces (4.22)) sigue de nuestras hipétesis, ya que de (H2) las derivadas segundas de ¢ son
acotadas y si vale (H3)-(a), entonces el gradiente de o con respecto al control es constante
y p? estd acotado, si por el contrario vale (H3)(b), entonces f y o son afines y por lo tanto

sus derivadas primeras son constantes. O

Teorema 4.3.3. Bajo las hipdtesis (H1)-(H3), existe £g > 0 tal que, siey < € para todo

k, entonces el algoritmo define de manera unica una sucesion {uk} de controles admisibles.

Demostracién. Dado u® € Uy,g, sean (pY,¢°) el estado adjunto asociado a u’. Definimos

f:0,T]xR"xQ—=R"ya:[0,T] xR" x Q— R"™™ como
f(y) = f(ya u€1 (y7p07 q07 UO))’

a(y) = o(y,ue(y, 0", ¢, u’)).

(4.30)

La hipétesis (H1) y el Lema implican que las funciones f y & son Lipschitz continuas

con respecto a y, luego la siguiente EDE:
dy(t) = fly)dt+a(y)dw(t) telo,T],

y(0) = =,

tiene una tnica solucién (ver [89, Capitulo 1, Teorema 6.16]). Por lo tanto, u' :=

(4.31)

ue, (v, %, ¢°,u°) queda determinado de manera tnica. Si procedemos por induccién, obte-

nemos que u* estd bien definido para todo k € N. n

4.4. Convergencia

En esta seccién mostraremos los resultados mas importantes del capitulo. Veremos que
si sup, er < €9 para ¢g suficientemente chico, entonces la funcién de costo no crece con
las iteraciones (ver Teorema y Teorema . Ademas, si el problema es convexo,
entonces todo limite débil de la sucesién {u"*} resuelve el problema (P) (ver Teorema[d.4.6).

Comenzamos por el siguiente resultado sencillo, pero fundamental en todo lo que sigue.

Lema 4.4.1. Bajo la hipdtesis (H1), existe C > 0 tal que para todos u,u’ € (H?)"

E | sup |y(t) —y'(t)°| < Cllu—u|, (4.32)

0<t<T



Convergencia 85

donde y ey son respectivamente los estados asociados a u y u'.

Demostracion. De la Proposicién existe C' > 0 tal que

E [ sup |y<t>—y’<t>|2} < ¢ E( / |f<t,y'<t>,u<t>>—f<t,y'<t>,u'<t>>|dt) (4.33)

0<t<T

+E/O |a(t,y'(t),u(t))—a(t,y’(t),u’(t))|2dt}. (4.34)

De la hipétesis (H1)-(c) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene directamente
@32). 0

Teorema 4.4.2. Bajo las hipdtesis (H1)-(H3), existe a > 0 tal que toda sucesion generada

por el algoritmo satisface

Ty — ) < — (é - a) = w2 (4.35)

Demostracion. Omitiremos la variable ¢ siempre que no haya ambigiiedad. De la definicién

del Hamiltoniano surge que

J(uF) — J(u 1) = E[foT [H(y", ub, pb ¢" 1) — H(yF =1 uh=t pht bt

_pk_l ’ (f(ykvuk) - f(yk_17uk_1))

(4.36)

="t (o(yh uf) — oyt W) dt
+g(y*(T)) — g(y*~(T))]

Definimos Ay* = 3% — ¥t v Au* = u* — v*~1. De la férmula de Ito se tiene casi

seguramente que

PHT) AT = pN0) AR O) + g [P (PR ) — F b))

—Hy(y’“‘l,uk‘l,p’“‘l,q’“‘l)Ay’“
" (o (Y uf) —o(yt W) dt (4.37)
+f0 L (o(y®, ub) — o(y" 1w 1)) dW (1)

—I—fo " AyRdW ().
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Luego, reemplazando en (4.36)) y utilizando el hecho que Ay*(0) = 0 se obtiene
JW) — Ju) = E UOT [H<yk’uk,pk—1’qk—1) — H(yF L uk phl g
—H,(y* a1 P g ) AR () ] de (4.38)

—p" YT - Ay¥(T) + g(y*(T)) — g(y* 1(T))] .

Ademas, tenemos

A = H(y"uhpth gt ) = Hy" et ph ¢t
= H(y" b p"h ") — H(y' uf — Auf, ptt gt
(4.39)
FH (Y 4 Ay, b gt gE ) — H (R b pR e
- Ay - AU + Hy(yk_17 uk_lvpk_l7 qk_l)Ayk + Hu(yk7 uk7pk_17 qk_l)Auka
donde
Ay = H(ykub — Aub,pb= 1) — H(y*, ok, pt, ¢+ 1)
(4.40)
HH, (", uf, pt o ) Ak,
y
A, = H(yF '+ AyF b=l pht gh ) — H(yE ub et pht g
(4.41)
—Hy(y" 1 ut P g Ay,
Reemplazando en (4.38)) deducimos
J(uF) — J(uF1) = [fo [ (y*, uk, pF=1, k*I)Auk—Au—kAy] dt (4.42)
=" HT) - AyH(T) + g(y*(T) — g(y"H(T))] -
Como en ambos casos de (H3) se tiene o, = 0, obtenemos
A, = fo (1 — 8)Hyo (yF, uf + sAuF, pt=1, 1) (Auk, AuF)ds
= [ (1= 8)lu(yF, u + sAuF)(Au¥, Au*)ds (4.43)
+ fo (1— s)p"f_1 < (Y uF + sAUR) (AuF AuF)ds.
Luego, si vale (H3)-(a) del Lema y las hipétesis (H1)-(H2) se tiene
L L
I (4.44)

Si por el contrario vale (H3)-(b), entonces f,, =0y de (H2) se obtiene

A, > —g |Auk|” (4.45)



Convergencia 87

Ahora, de ambos casos en (H3) deducimos o,, = 0. Por lo tanto,

Ay = [0 = 8)Hy(yF ' + sAyF, w1 pEl g (AyF, AyF)ds
= fo €y (VF 1 + sAyF, 1) (AR, AyF) (4.46)
P Sy (' sAYE WP (AyR, Ay)ds.
Si se satisface (H3)-(a), el Lema y las hipétesis (H1)-(H2) implican

A, \A d e |A e (4.47)

Si se satisface (H3)-(b), entonces f,, = 0y de (H2) se tiene A, < £ ‘Aykf. En conclusién,

existe Cy > 0 tal que
A, > —ColAd|? v A, < ColAyt (4.48)

Luego, combinando (4.42)), y (4.48)), deducimos

J(uF) — J(uF1) < E(fo [ (y*, uF, p* 1,qk*1)Auk+Co‘Auk|2+Co‘Aykﬂ dt

(4.49)
—p*H(T) - AyM(T) + g(y*(T)) — 9(y" 1 (D)) -
Como u* minimiza K., tenemos,
D, K., (y*,uf ot pF AR <0, pet.t€[0,T], P-cs. (4.50)
luego,
Ho (" b, po = g ) A = DK, (y ub, o1 pht gt Ak — L | Aut]? (451)
< —i {Auk & p.c.t. t € [0,T], P-c.s. '
De la hipétesis (H2)-(d) y la definicién de p*~1(T), existe C; > 0 tal que
_ _ 2
—p"HT) - AYH(T) + g(y*(T) — g(y" (D)) < C1 |AYH(D)] (4.52)

Por lo tanto, de (4.51) y (4.52) concluimos
T 2 2
J(W*) = JwF 1) <E [/ [(00— ) ‘Au ‘ +Co‘Ayk(t)‘ }dt+01 ‘Ayk(T)‘ } . (4.53)
0

El resultado sigue del Lema [£.4.1] O
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Ahora consideramos la funcién proyeccion By, : (H?)" — U,q C (H?)", i.e. para cada
u € (H?),
Py ,(u) == argmin{||ju —v| ; v € Upa} - (4.54)

De [31] Lema 6.2], sabemos que
Py, (u)(t,w) = Py, ,(u(t,w)), pct.te€l0,T], P—cs., (4.55)

donde Py, : R" — U,q C R" es la funcién proyeccién en R”. Tenemos entonces el siguiente

resultado.

Teorema 4.4.3. Suponemos que J es acotada inferiormente y que valen las hipdtesis
(H1)-(H3). Entonces existe g > 0 tal que, si ey < g9 para todo k € N, cualquier sucesion

generada por el Algoritmo satisface:

1. {J(u*)}ren es una sucesion convergente mondtona no creciente,

2. Huk — uk_lH — 0 cuando k — oo,

3. ||u* — Py, (uF — ex VI (uF))|| = 0 cuando k — oo.
Demostracion. Del Teorema surge que la sucesion {J(u*)}reny es mondtona no cre-
ciente y como estd acotada inferiormente, podemos concluir que es convergente. Lo que

prueba el primer item. El hecho de que sea una sucesién convergente junto con (4.35))

demuestran el segundo item.

k

Ahora, como «” minimiza a K., tenemos

D K., (y*,u* 7 pP 7 " (v —uF) >0, Yo € Uy, pet.t€[0,T], P—cs. (4.56)
luego, para todo v € Uyg, y p.c.t. t € [0,T], P —c.s.
(uk — " 4 g VL H (YR b pP T g 0 — uk) >0, (4.57)
y por lo tanto de

uk = Py, (uk_l — e, Vo H(y" ub p qk_l)) ) (4.58)
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En [31], Proposicién 3.8] se prueba que, bajo nuestras hipétesis,
VI ™) =V, Hy " pM g ) en (HP) (4.59)

luego, de (4.58)),

uk—1 — Puad(uk*1 —epVJ(uF 1)) = wFl -k
+Py,, (uFt — e Vo H (yF, u®, pF L gF ) (4.60)

_Puad (uk—l _ €kVuH(yk_1, uk—l’pk’—l’ qk—l)) .

Como Py, es no expansiva en (H?)", obtenemos

[t = Py (u*! = e VI () | < [Juf =t
(4.61)

tew ||V H (yF, uf, ph =t bt — VG H (Y uF e ph e )|
Ahora estimaremos el tiltimo término de la desigualdad anterior. En ambos casos de (H3),
tenemos o,y = 0,, = 0. Por lo tanto p.c.t. t € [0,7] existe (7,1) € R" x U,q tal que
‘VUH(yka uka pk_l7 qk_1> - qu(yk_17 uk_l7pk_17 qk_l)’
= |Huy (9,0, 0" ¢ (% — %71 + Huu (9, 6, 9", 5 1) (Wb — w57
o T L .
= | (@ @)+ P a3 ) (6 — 5+ (4.62)
(Lo @) + P Fun(5,)) (=)

donde la tltima desigualdad sigue si vale (H3)-(a), del Lema y las hipétesis (H1)-
(H2), y si vale (H3)-(b) del hecho que fyuy = fuuw =0y (H2). Podemos concluir entonces

<C Hyk _ ykq{ 4 |uk S

Hqu(yk’ uk, pF=1. qk71> . qu(ykq’ ub=1 ph=1, qk71)||2

(4.63)
<202 [l — 1+ ot -]
De —, el Lema nos da la existencia de C' > 0 tal que
Huk_l — By (W7 — g, VI(WF)) |<C Huk_l — ukH : (4.64)

lo que junto con el segundo item prueban el ultimo item del teorema. O
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Corolario 4.4.4. Si la sucesién generada por el algoritmo {u*} es acotada, e, < &g y

liminfe, = > 0, entonces para toda sucesion acotada {v"“} C U,y se tiene

liminf (V.J(u"), 0" — ") > 0. (4.65)
k—o00
En particular
lim inf (VJ(uk), v — uk) >0, Vovely (4.66)
k—ro0
y para el caso irrestricto U,g = (H?)", se tiene
lim ||V.J(u")]| = 0. (4.67)
k—o0

Demostracion. Definimos para cada k,
wy = Py, (uF — e, VI (")), (4.68)

luego tenemos

0< (W —u"+&,VJW), v —w*), V" el (4.69)
Del Teorema m (3), sabemos que |[u¥ —wk|| — 0. Ademds, de las hipStesis {u*"} es
una sucesion acotada, lo cual implica que la sucesion de los estados adjuntos asociados
{(p*, ")} es acotada en (S?)" x (H?)"*™ (ver Proposicién o [89) Capitulo 7]). Como
VJ(u*) =V, H(y* u* p* ¢*) (ver [31, Proposicién 3.8]), de (H1)-(H2) podemos deducir
que {VJ(u¥)} es una sucesién acotada en (H?)". Finalmente, como la sucesién {v¥} es

acotada por hipétesis, podemos concluir que

0 < liminf (w* — u* + &, VJ(u*), 0" — w*) = eliminf (VJ(u*), 0" — u"), (4.70)

k—00 k—o00

lo que prueba (4.65)).
La desigualdad ([4.66) sigue de (4.65)) tomando v* = v, para cada v € Uyg, ¥ la ecuacién
([4.67) se deduce tomando v* = u* — V.J(u¥), que es acotada en (H?)". ]

Nota 4.4.5. En el caso irrestricto, de (4.68)) tenemos wy, = u* — e, VJ(u¥), y del Teorema
(3) sabemos que |[u* —w*|| — 0. Sigue entonces que ([4.67) vale incluso si {u*} es no

acotada.

Bajo hipétesis de convexidad, obtenemos el siguiente resultado de convergencia.
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Teorema 4.4.6. Supongamos que J es convexa y acotada inferiormente. Ademds supon-
gamos que €, < €y, donde g9 viene dado por el Teorema[{.4.3, y liminfe, > 0. Entonces

todo limite débil u de {u*} es un control dptimo para (P) y J(u*) — J().

Demostracion. Consideremos una subsucesion {u’“ }Z oy due converge débilmente a @, luego

{ukl} es acotada. Gracias a la convexidad de J y (4.66)), para todo v € Uy, tenemos

J(v) > lminf {J(u*) + (VJ(u*), v — u*)} > liminf J(u*). (4.71)

1—00 1—00

Del Teorema m (1), la sucesién {J(u*)} es convergente, y entonces

J(v) > lim J(u*) > J(a), (4.72)

T k—oo

donde la ultima desigualdad vale gracias a la semicontinuidad inferior débil de J, la cual se
deduce de la continuidad y convexidad de J. Como (4.72)) vale para todo v € U4, podemos

concluir que @ es un control éptimo y que J(u*) — J (). ]

Nota 4.4.7. Notamos que el resultado anterior es una de la principales diferencia con
respecto a [66], donde sélo se prueba que los puntos limites débiles son soluciones dptimas

e-aprorimadas.

Si J es fuertemente convexa en (H?)" obtenemos convergencia fuerte de las iteraciones

que se obtienen del algoritmo.

Corolario 4.4.8. Si a las hipdtesis anteriores le sumamos el hecho de que J sea fuertemen-

te convera, entonces toda la sucesién {u*} converge fuertemente al tinico control éptimo

de (P).

Demostracion. Como J es fuertemente convexa, existe un tinico control u* € U,y tal que
J(u*) = min,ey,, J(u) (ver [26, Teorema 1.31]). Mds ain, como el primer item del Teorema
implica que J(u*) < J(u®), para todo k € N, la convexidad fuerte de J implica que
toda la sucesién {u*} es acotada. Del teorema anterior se deduce J(u*) — J(u*). De la

convexidad fuerte de J y la optimalidad de u*, existe 8 > 0 tal que

J(ub) > J(U*)JrgHuk—U* Y VkeN. (4.73)
Como J(u*) — J(u*) esto implica que ||u* — u*|| — 0. O
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4.5. Velocidad de convergencia

En esta seccién, tal como aparece en [25], presentamos un caso particular donde, dotan-
do de una nueva métrica al espacio de controles, el Algoritmo [4.1] es quivalente al método
de gradiente més proyeccién [48] y esto significa que las iteraciones del método, para la

minimizacion de J sobre el conjunto U,y, se pueden escribir como
Wt = Py (0F — e, V(). (4.74)

Lo que haremos es considerar el interesante caso de una funcién de costo cuadratico

con respecto al control, més precisamente, agregamos la siguiente hipotesis:

(H4) La funcién /¢ tiene la forma
1
0t y,u,w) = 0 (t,y,w) + §uTN(t, w)u, (4.75)

donde ¢! y el proceso con valores matriciales N son tales que (H2) se verifica. En
particular, N es esencialmente acotada. Ademds, asumimos que N (¢,w) es simétrica

p.c.t. (t,w).

En lo que sigue, asumimos que (H1) y (H2) se satisfacen, y como el costo es cuadrético
en u, suponemos que se verifica (H3)-(b). De todos modos queremos notar que en lugar de
(H3)-(b), podriamos asumir que ¢ y g satisfacen (H3)-(a) si hacemos la hipétesis adicional
de que U,q es acotado, pero por simplicidad, asumimos directamente que vale (H3)-(b),

i.e. la ecuacién de estado puede escribirse como

dy(t) = [A@®)y(t) + B(t)u(t) + C(t)]dt
+ 2T [A; (Oy(t) + B;(t)u(t) + C(6))dW(t), t € [0,T], (4.76)
| v(0) = =

donde A, B,C, Aj, Bj y C;, para j = 1, ...,m son procesos con valores matriciales tales que
(H1) se satisface.
También asumimos que la sucesién {e;} es constante e igual a cierto £ > 0. Para este

valor € definimos

M. (t,w) =1+ eN(t,w). (4.77)
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Notemos que si € es lo suficientemente chico, entonces como N es esencialmente acotada,
existen 4,8 > 0 tales que &'|v|?> > v M. (t,w)v > §|v|? p.c.t. (t,w) y todo v € R". Entonces,

definiendo

(u,v). :=E [/0 u(t)" Mo(o)dt|,  |ull. == (u,u)., Yu,ve (H), (4.78)

la norma ||-||. es equivalente a la norma de L? en (H?)" y por lo tanto ((H?)", | - ||-) es un

espacio de Hilbert.

Nota 4.5.1. Si denotamos por V¢J al gradiente del funcional J en ((H?)", ||-]|.), obtenemos
la siguiente relacion

VeI (u) = MMV J(u) (4.79)
donde VJ es el gradiente de J en (H?)" dotado de la norma de L*.

Teorema 4.5.2. El Algoritmo coincide con el método de gradiente mds proyeccion
para resolver el problema (P) en ((H*)", || - ||c)-

Demostracion. Sea {uk} la sucesion generada por el algoritmo. De (4.57)) y las hipétesis,

omitiendo los argumentos, obtenemos

<uk —uf e (Nuk + BTptt + Z B]»Tq;“_1> U — uk> >0, (4.80)

j=1

para todo v € Uy, p.c.t. t € [0,T], P — c.s. Por lo tanto,
((1 +eN)(uF — w1 +e(Nubt + BTpH 1 + 32" Bl gh ™), v — uk) =0, (4.81)
y esto es equivalente a
(M. (u* ="'+ eMITVI(@W ) v —u¥) > 0. (4.82)

De la nota previa y (4.78)), la desigualdad (4.82)) implica que u* es el punto que se obtiene

del método de gradiente més proyeccién cuando consideramos (H?)” dotado de la métrica

definida por (4.78]). O

Bajo hipétesis adicionales, el método de gradiente mas proyeccion tiene una velocidad

de convergencia lineal. En este contexto, necesitamos el siguiente resultado.



94 El algoritmo de Sakawa-Shindo para el caso de control estocastico

Lema 4.5.3. Bajo las hipdtesis (H1), (H2), (H3)-(b) y (H4), la aplicacién u € (H?)" >
VJ(u) € (H?)" es Lipschitz, cuando (H?)" estd dotado con la norma de L?.

Demostracion. De [31, Proposicién 3.8], (H4) y (4.76]) tenemos

VJ(u) = Hy(y,u,p,q) = Nu+B'p+ Y _ B]q;, (4.83)

j=1
en (H?)", donde u € U,q € y es el estado asociado a u, dado por ([4.1), y (p,q) es el estado
adjunto asociado a (y, ), dado por (4.5]). Ahora sean uy u' en Uuq, y, (p,q) e ¥/, (¢, ¢') los
estados y estados adjuntos asociados, respectivamente. Definimos p:=p—p'y ¢ :=q¢— ¢/,

entonces (p, ) es solucién de la siguiente EDER,

[(ap(t) = — [9,0(00) = V() + AW TR + 5, AT (0)] e
+qt)dW (t), te 0,7, (4.84)
p(T) = Vyg(T)) — Vygly'(T)).

\

De [89, Capitulo 7, Teorema 2.2], existe una constante C' > 0 tal que

E [supycn [p0) + Jy la®) d&t] < CB[lg,(T)) — g,y (T)I*

) (4.85)
 Jy |8 ey a

De (H2)(c)-(d) y el Lema podemos concluir que existe una constante positiva, la cual

seguimos denotando con C, tal que

T
B | sup [pO0 + [ la0F dt] < lu—u|” (4.8
0

t€[0,T]

Ahora, de las hipétesis (H1)-(c) y (H2)-(c), las funciones N, B y B; son acotadas p.c.t.
(t,w). Luego, el resultado se obtiene se combinar (4.86)) con (4.83)). ]

Podemos entonces demostrar el resultado més importante de esta seccion:

Teorema 4.5.4 (Convergencia lineal). Supongamos que existe v > 0 tal que p.c.t. (t,w)
tenemos v’ N(t,w)v > v|v|? para todo v € R". Ademds, supongamos que valen las hipdtesis
del Lema y que 0'(t,-,w) y g(-,w) son converas p.c.t. (t,w). Entonces, J es fuerte-

mente convexa (con respecto a ambas normas), (P) tiene una unica solucion u* y para €
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suficientemente chico, eziste a € (0,1) y C > 0 tales que

. VkeN, (4.87)

< Ca¥ Huo —u*

H u* — ot
donde {uk} es la sucesion generada por el algoritmo.

Demostracién. De nuestras hipétesis se deduce que J es fuertemente convexa en ((H?)", || -
), v facilmente se verifica que J es también fuertemente convexa en ((H?)",|| - ||.) con
constante de convexidad 3 = /4" > 0, independiente de e. Por lo tanto, existe una dnica
solucién u* del problema (P).

Como las normas ||-||, v ||-|| son equivalentes, de y el Lema[4.5.3|podemos deducir
que V¢.J es Lipschitz en (H?)" dotado de la norma ||-||. y que la constante de Lipschitz L
es independiente de €. Es conocido el hecho de que la velocidad de convergencia para el
método de gradiente més proyeccion es lineal cuando el gradiente es una funcién Lipschitz,

pero por una cuestion de completitud esbozamos la prueba en las siguientes lineas. Del

Teorema sabemos que
Wt = Py (uh = eVET(uF)) (4.88)

donde Py  es la funcién proyeccién en ((H?)", || - ||-). De la optimalidad de u* tenemos

u* = P (u* —eVeJ(u*)), luego para todo k obtenemos

2
€

2
€

k+1 u*

= ||Pg, (k= eVEI(ub)) — Bg (u* — VeI (u))|

lu

2
5

< [t e [~ T

k j — 2 (uk —u*, VeJ(ub) — VEJ(u”‘))8 (4.89)

-

‘ 2

+e? || VeI (ub) — VeI (ur) |2

< (1-2eB+e2L?) |juf —u* :

Si e < 28/L* tenemos 1 — 2¢3 + £2L? < 1. Nuevamente, de la equivalencia de las normas

Il v II-Il se deduce (4.87). O
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Capitulo 5

Discretizacion en tiempo de un
problema de control 6ptimo

estocastico

En este capitulo estudiaremos la discretizacion en tiempo de un problema de control
optimo estocastico el cual es similar, o un caso particular, del que presentamos en el Capitu-
lo[dl El objetivo serd demostrar, bajo hipitesis generales, la convergencia de las funciones
valor, asociadas a los problemas en tiempo discreto, a la funcién valor del problema origi-
nal. Ademads, demostraremos que cualquier sucesion de soluciones éptimas de los problemas
discretos es una sucesién minimizante del problema continuo. Probaremos que el PPD es
valido en este contexto y como consecuencia, la sucesiéon minimizante puede ser tomada co-
mo una sucesién de controles en retroalimentacion (o feedback) en tiempo discreto. Ademaés,
bajo hipdtesis de convexidad veremos que los puntos de acumulacién de dicha sucesion son

controles 6ptimos para el problema continuo.

5.1. Introduccion

Tal como mencionamos en el Capitulo[l], el estudio del caso discreto en tiempo proviene
de diferentes objetivos. Alguno de ellos son, por ejemplo, demostrar la existencia de con-

troles éptimos para el caso continuo, como limite de controles 6ptimos discretos (ver [39] y

97
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[57]) o la obtencién del PPD para el problema continuo como consecuencia de esta propie-
dad para el caso discreto (ver [56] y [69]). Notamos que, a diferencia de nuestro enfoque, en
[56, 54] y [69], dado un control discreto en tiempo (extendiéndolo a todo el intervalo como
una funcién seccionalmente constante) el estado asociado se lo obtiene como solucién de la
EDE en tiempo continuo, es decir, no se considera al estado discretizado. Finalmente, los
problemas discretos en tiempo aparecen naturalmente como un primer paso para obtener
aproximaciones numeéricas de los problemas de control éptimo continuos, el segundo paso
serfa considerar una discretizacion en el espacio de estados (ver [57]) o utilizar métodos de

resolucion de tipo Monte Carlo.

Esta iltima motivacién es la que inspird este capitulo. Como dijimos en el capitulo an-
terior, el algoritmo presentado no resulta implementable, es por eso que como una primera
instancia, estudiaremos problemas discretos en tiempo que aproximen de cierto modo al
problema continuo y veremos que podemos extender dicho algoritmo para estos problemas
discretos. En particular en este capitulo nos focalizamos en estudiar la relacién entre los

problemas continuo y discreto.

En este capitulo mostraremos que vale el PPD para el caso discreto. Gracias a las
hipdtesis que realizamos sobre los coeficientes involucrados y el espacio de controles ad-
misibles, podremos proceder como en [32], evitando cuestiones delicadas de medibilidad
como las que aparecen en [21]. Aunque consideraremos controles adaptados a la filtraciéon
generada por el movimiento browniano, como consecuencia del PPD veremos que exis-
ten controles éptimos feedback. Esta importante propiedad para el caso discreto, esta en
contraste con lo que ocurre en el caso continuo, donde sélo en casos especiales se puede
asegurar la existencia de controles 6ptimos feedback (ver [89, Capitulo 5, Seccién 6] y Nota

5.4.9)).

Estudiamos ademds varias propiedades de las funciones valor discretas V", que son
analogas a las del caso continuo, como por ejemplo continuidad Lipschitz y semiconcavidad
con respecto a la variable de estado en conjuntos acotados. Si a las funciones V" las
extendemos por interpolacién lineal a todo el intervalo [0, 7], resultan Holder continuas
en tiempo, en conjuntos acotados de la variable de estado. Utilizando un resultado de

aproximacién de Krylov (ver [56]), probaremos de manera directa la convergencia local
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uniforme de V" a V| la funcién valor del problema continuo. Como nuestras hipétesis son
bastante generales, este resultado de convergencia es més general que lo probado en [45]
Capitulo 9] o [39)].

Probablemente, la convergencia de las funciones valor se pueda probar por métodos
analiticos basados en la teorfa de soluciones de viscosidad (ver [12] y [45, Capitulo 9]), sin
embargo nuestro enfoque directo nos permite probar que los controles éptimos (o e- 6pti-
mos) discretos forman una sucesién minimizante para el problema continuo. En particular,
siempre existe una sucesion minimizante de controles éptimos discretos feedback. Ademas
bajo hipétesis de convexidad (fuerte) demostramos la convergencia débil (fuerte) de las
soluciones Optimas discretas a soluciones éptimas del problema continuo. Finalmente, en
este marco general no estudiamos errores de estimacién para la funcién valor y referimos

a los trabajos [54] y [55] en donde, bajo hipdtesis adicionales, se trata este problema.

5.2. Preliminares

Comenzamos presentando el problema en tiempo continuo que nos interesa aproximar.

5.2.1. Problema en tiempo continuo

Similar a lo expuesto en el capitulo anterior, consideramos (€2, F,F,P) un espacio de
probabilidad filtrado donde un movimiento browniano estandar m-dimensional W(-) esta
definido. Suponemos que F = {Fi},c(o 7 (T > 0) es la filtracién natural, aumentada por
todos los conjuntos P-nulos en F, asociada a W(-).

Consideramos la siguiente EDE:
dy(t) = [f(t,y(t),u®))dt +o(t,y(t),u(t))dW(t) te[0,T],

y(0) = xeR"

(5.1)

donde f:[0,T]xR"xR" — R" y 0 : [0,T] x R* x R" — R™™ son funciones dadas. En la
notacién anterior, y(t) € R™ denota la funcién de estado y u(t) € R" el control. Definimos

el funcional de costo

J(u)—E[ |ttt uopae + gty (5.2)
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donde £ : [0,T]xR"xR" — Ry g : R" — R son funciones dadas. Definiciones mas precisas
sobre las mismas y los espacios de estados y controles se daran en las proximas secciones.

Sea U,y un subconjunto de R", no vacio y cerrado. El conjunto de controles admisibles
sera

Upg == {u € (H*)"; u(t,w) € Unq, p.ct. (t,w) € (0,T) x Q}. (5.3)

El problema de control 6ptimo que consideraremos es
Min J(u) sujeto a u € Uyg. (P)

Notemos que, la diferencia con respecto al problema abordado en el capitulo anterior es
que las funciones involucradas en el costo y la dindmica son deterministas y el conjunto

U,q N0 es necesariamente convexo.

5.2.2. Problema en tiempo discreto

Introducimos ahora una discretizacién en tiempo de (P). Dado N € N definimos h :=
T/N. Tomamos t, = kh (k=0,...,N) y consideramos la sucesién de variables aleatorias
i.i.d. con valores en R™, definidas como AW, = W (t;11) — W(t;), para j =0,....N —1
y AWy = 0 c.s. Entonces resulta E(AW,) = 0 y E(AW;AW]) = hé;; (donde 6;; = 1 si
i =7y d; =0 en otro caso). Consideramos la filtracién en tiempo discreto F" = (F)N_,

definida por
]:0:{@,9} y .Fk:O'(AWk/,OSk/Sk)7 ]{3:1,,N (54)

Por simplicidad, notamos Ey(-) := E(-|F%). Escribimos L% := L*(€, F,P) y definimos
Uh =TI ' L% |, al cual dotamos de la norma [[ul|?, := A3 0 Elu|.
Consideramos la siguiente discretizacion de la ecuacién de estado, dada por un esquema

explicito de Euler:

U = Yoo+ A (1, Y1, Uk—1) + 0 (o1, Yo—1, Up—1) AWg, kE=1,...,N,

(5.5)
yo = x € R™
La funcién de costo discreta J" : U — R se define como
N—-1
JHu) :=E |h Z Ot Yo, we) + 9(yn) | (5.6)

k=0
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donde y = (yo,-..,yn) es la solucién de (5.5). Finalmente, consideramos el conjunto de

controles admisibles como
U ={uecud"; u, €Uy P-cs, Yk=0,...,N —1}. (5.7)
Entonces, el problema de control 6ptimo en tiempo discreto que consideramos es

Min J"(u) sujeto a u € UM, (P")

5.2.3. Hipoétesis generales
Presentamos las hipotesis que consideraremos a lo largo del capitulo.

(H1) Hipdétesis sobre la dindmica:

a) Las funciones ¢ = f,o son B ([0,7] x R" x R")-medibles.
b) Para casi todo t € [0,T] la aplicacién (y,u) — ¢(t,y,u) es C y existe una
constante L > 0 tal que para casi todo t € [0,T] y todo y € R" y u € Uy se

tiene
lo(t, y,w)| < Lyl + |u] + 1],

loy(t,y,u)| + |ou(t,y,u)| < L,
donde o, (t,y,u) == Dyp(t,y,u) y @u(t,y,u) := Dyo(t,y,u).

(5.8)

c¢) Existe un médulo de continuidad creciente @ : [0, +oo[— [0, +oo[ tal que para

¢ = f,o0,y para todo y € R", u € U, s,t € [0,T] se tiene

|05, y,u) — ot y, u)| <w(|s — ). (5.9)

(H2) Hipdtesis sobre el costo:

a) Las funciones £ y g son respectivamente B ([0, 7] x R" x R") y B (R™) medibles.
b) Para casi todo t € [0,T] la aplicacién (y,u) — £(t,y,u) es C', y existe L > 0
tal que para todo y € R"y u € Uy,
[ty w) < LIyl + Jul + 1],
[y (8 y, w)| + [Cu(t, y, w)| < Lly[ + [u] + 1],

(5.10)

donde ¢,(t,y,u) := Dyl(t,y,u) y L,(t,y,u) = D, L(t,y,u).



102 Discretizacion en tiempo de un problema de control 6ptimo estocastico

¢) Existe un médulo de continuidad creciente @ : [0, +oo[— [0, +o0[ tal que para

todo y € R™, u € Uy, s,t € [0,T] se tiene

d) La aplicacién y — g(y) es C' y existe L > 0 tal que para todo y € R",

lg()| < Lyl +1]%,
Vg(y)| < L{ly| +1].

(5.12)

Nota 5.2.1. De (H1) y de la Proposicio’n se deduce que para cadau € Uyg la ecuacion
de estado (5.1)) admite una inica solucion fuerte.

Observemos que a diferencia del capitulo anterior, en esta formulacion los coeficientes
involucrados en la ecuacion de estado no son aleatorios. Es necesario considerar coeficientes

deterministas para que el estado discreto sea adaptado a la filtracion discreta F".

5.3. Estimaciones del estado para el caso continuo y
discreto

Como hicimos en los capitulos anteriores, fijado h = T//N con N € N, a todo control
discreto u" = (uk) e 0 € U", lo podemos pensar como un control admisible para el caso
continuo, si lo definimos seccionalmente constante sobre cada intervalo [ty, tx.1). Teniendo

" es adaptado a la filtra-

en cuenta la definicién de la filtracién discreta, es claro que si u
cién F"* también serd adaptado a la filtracién F. En esta seccién estudiaremos la relacién
que existe entre el estado discreto y el estado continuo asociados a un mismo control u”.
Comenzaremos presentando algunas estimaciones sobre los estados discretos. Definimos

y" = (yr)r_p, como el estado discreto asociado a u”, mediante (5.5).

Lema 5.3.1. Supongamos que vale (H1). Entonces, existe C > 0 tal que para todo u" €

U", siendo y" = (yx)i_, el estado discreto asociado, se tiene

B | s ] < Jaf + 1l +1] (5.13)
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Demostracion. Para todo k =1, ..., N tenemos

k—1 k—1
o= +hYy fltypu) + ) oltyyu) AW (5.14)
7=0 7=0

Luego, de (H1)-(b) deducimos que existe Cy > 0 tal que,
’yk|2 < 3 [|ZE’2 + Nh? Zf;é |f(tj>yj7uj>’2 + (Zf é O(t],y],U])AW]+1) :|

< Co[lal? + RSl + gl + 10+ (S 0t 5, w) AW )]

De la linealidad de la esperanza y la desigualdad del maximo de Doob (ver [51, Capitulo

(5.15)

2, Teorema 6.10]), se tiene que

i1 2 k—1
E | max (ZOU tj, Yi» AW]'H) < 4ZOE [lo(t, ys,u) AW 7] (5.16)
]: =
y de la isometria de Ito se deduce
k-1 k—1
> E(lo(t), yj, u) AW ] = B E [lo(t;, yj,ui)[*] - (5.17)
j=0 =0

Finalmente de (H1)-(b) existe C; > 0 tal que

k—1
E [&1&%@ \yz|2} <Oy ||z + hZ [ max |lyi|?] + E[|u,|*] + 1] (5.18)
El resultado entonces se deduce de aplicar el Lema de Gronwall’s discreto [40]. [

Dado u" € U", sea u!* € (H2)" definido como u”(t) := uy, para todo t € [t;,tr1) y sea

y el estado continuo asociado, i.e., la 1inica solucién de la siguiente EDE
dy(t) = ft,y(t),ul(t))dt + o(t, y(t),ul(t))dW(t), t€[0,T],
y(0) = .

Ahora analizamos la relacién que existe entre los estados continuo y discreto y(-) e y =

(5.19)

(yk)ivzo asociados a u? y u", respectivamente. Antes de enunciar el préximo resultado

notemos que
ltliZs = E[fy ub(e)Pae]
th.V:_OlEHukP] (5.20)

= [lu"[IZ-
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Lema 5.3.2. Supongamos que vale (H1). Entonces, ezxiste C > 0 tal que

nm;NEUy@@ yrl’] < Ch [|2|* + [[u")|Zn + 1] + CT*(R), (5.21)

.....

para todo k =0,..., N.

Demostracion. Para todo k=0, ..., N — 1 definimos Ay, := y(tx) — yk,

Afe(t) = f(t,y(t), ur) — f(te, yr,ur) v Aoy(t) :=o(t,y(t), ur) — o(tr, yr, ur).  (5.22)

Tenemos,

tri1 tkt+1
Awﬂzwmk+/ Aﬁ@ﬁt+/ Aoy (£)dIV (1), (5.23)

tx tg
Por lo tanto, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la isometria de Ito6 obtenemos

EllAyi] < EJApP]+E || [ Afi(t)dt?] + B [| S Ay (tyaw (1)
2 Elan)? (B ARod)’ (5.24)

w2 (Bl [ AR (B [ Aanaw (o)’

Aplicando la desigualdad de Young en los tltimos dos términos, se tiene
2
Jira fk(t)dt‘ ]
2
jgﬂA%@mwwﬂ].

E[Avenl] < [1+AE[Ag] + [+ 2E [

(5.25)
+u+mE[

Ahora estudiamos por separado los términos cuadraticos de (5.25)). De la desigualdad de

Cauchy-Schwarz y la hipdtesis (H1), tenemos

?|

Sl Afk(t)dtﬂ < RE[ [ AR
< 2B [ f(ty(E), we) — F(E yn, wi) P
+2RE [ F(t yes ) — (b, e, un)[Pdt (5.26)
< 2h[L%+1L2E|y@)-yuzdt+-ﬁj+leQt—tdet
< 2RL2 [[*Ey(t) — yel® dt + 20253 (h).

Para poder estimar el ultimo término en ((5.26)), notemos que para todo ¢, < t < 41

obtenemos

Mﬂ—yszwﬂllf@w@%w@ﬂs+1uﬂﬁw$w®»ﬂV®) (5.27)
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Luego, de (H1), la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la isometria de It6 podemos deducir

que existe Cy > 0 tal que para todo t, <t < gy,
E[ly(®) =] < CoE [|Agl"] + CohE | [ L2{ly(®) + fun]? + 1)t
+COR [ [0 L2y + el + 1] (5.28)
< CoE [|Aysl*] + Coh [Jo* + [[u" (|7 + Elux* + 1],

donde la tltima desigualdad sigue de la Proposicién [1.1.7] Por lo tanto, de (5.26) y (5.28),

existen constantes positivas C; y O, tales que,

?|

De la isometria de 1t6 y (5.28) tenemos que

2
o Afk(t)dt‘ ] < OPPE [|Ayl?] + Coh® [Ja? + [u)12n + Elug]? + 1] + 2022 (h).
(5.29)

2
E |:./:€ik+l Aak(t)dW(t)} = ELZW | Aoy, (t)]? dt
< 2 [P L2 y(t) — el + @2 (|t — ti])dt

< CshE [|Ayl’] + Cuh? [ + |[u|| 20 + Elug|? + 1] + 2h%2(h),
(5.30)

para ciertas constantes positivas C5 y Cy.

Combinando ((5.25)), (5.29) y (5.30) podemos concluir que existen C5 > 0, Cs > 0y

C7 > 0 tales que
E [|Ayeril’] < [1+C5hE [|Aysl*] +Csh? [|2)? + [[u” |2 + Elug|* + 1] + Crhw?(h). (5.31)

Finalmente, deducimos que

E [|Ayerl’] < (14 Csh*E [|Ayol*] + 305 [1 + Csh)?Coh? [|af? + |[ut |2 + Elug|? + 1]

+ 300 [1+ Csh) Crhw? (h)

IN

eSTCoh [T)z|? + 2||u||2, + T + %57 C7Tw?(h)

IN

h [l + [[u(Zn + 1] + C@?(h),
(5.32)

para una adecuada constante C' > 0. O
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Corolario 5.3.3. Supongamos que se verifica (H1) y al menos una de las siguientes hipdte-
sis se satisface: (a) para todo (y,u) € R™ X R" y casi todo t € [0,T] tenemos o,(t,y,u) = 0;

(b) el conjunto U,q es compacto. Entonces, existe C' > 0 tal que para todo k =0, ..., N — 1,

E

T <t<lpt1

sup |y(t) — yk|2] < Ch []13\2 + Huth{h + 1} + Cw?(h). (5.33)

Demostracion. Para todo tp <t < tgy1, tenemos

y(t) = ye = ly(tr) — vl +/t f(s,y(S),uk)der/ a(s,y(s), ux)dW (s). (5.34)

tx

Luego, de la desigualdad del méaximo de Doob y la isometria de Ito, existe K > 0 tal que

E [supy <ocn, . [9(0) = wl*] < 2B [ly(tn) = pul] + 4RE [ [ | £ (5, y(s), we) [ ds

+4KE [ft):““ |0(3,y(s),uk)|2ds} :

(5.35)
De (H1) y la Proposicién deducimos que existe Cy > 0 tal que
E [y |f(s,5(), u)*ds < BL2RE [supy, <oy, [y(s)? + s + 1] (5.36)
5.36
< Co [h [l + |G + 1] + llu* g + 1] -
Por un lado, si vale (a), existe C; > 0 tal que
trt1
E [ o, us), w)ds < Cub [l + B+ 1)+ 1], (5.37)
173
luego del lema anterior, tenemos
E| sup [y(t) —yel’| < Ch [l + [[u" |7 + 1] + C&*(h), (5.38)
tp <t<tpi1

para cierta constante C' > 0. Por otro lado, si se satisface (b), entonces existe My > 0 tal

que |u| < My para todo u € U,q. Luego, existe Cy > 0 tal que,

tot1
E/ o (s, y(s), we)|[* ds < Coh [[le]? + [[u” |75 + 1] + Mg +1]. (5.39)

tr

Entonces, del lema previo obtenemos la existencia de C' > 0 de modo que

E| sup |y(t) —wl*| < Ch [+ [[u")|Zn + 1] + CT* (D). (5.40)

L <t<tp+1

O
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5.4. Principio de la Programacion Dinamica para el
problema en tiempo discreto

El objetivo de esta seccién es demostrar el PPD para el problema (P") parametrizado
por el tiempo discreto inicial y el estado inicial. Mas alla de la importancia intrinseca del
mismo, el PPD nos permite demostrar la existencia de controles 6ptimos feedback y ademas
nos ayudara a demostrar la convergencia de las funciones valor discretas a la continua, como
veremos en la Seccién 5.6

A lo largo de esta seccién consideramos h = T'/N fijo y asumimos que el conjunto Uy
es compacto. Como el problema (P") estard parametrizado por el tiempo inicial y el estado
inicial, serd necesario definir nuevas filtraciones y espacios de controles admisibles. Para

cada k =0, ..., N consideramos la filtracion compuesta por las siguientes o-algebras.
Fr={0,Q v Fi=oc(AWp; k+1<K <j), Vjie{k+1,. N} (5.41)
Para k =0,..., N — 1, el conjunto de controles admisibles es

U = {u=(up, ...;uy_1) €M L% 0 uj(w) €Uy P—cs., j=k,..,N—1}. (5.42)

Dadou € U, z € R" y k= 0,..., N — 1, definimos de manera recursiva el estado yf’z’“,

j=k,...,N, asociado a u, x y k como

k,x,u k,xz,u k,x,u k,z,u .
yj-',—l = yj +hf(t]7y] 7uj)+0-(tj7y‘ 7uj)AVVj+1) ]:k)-"aN_]-a

kaxu
Yy = .
(5.43)

. k . , .

En particular, tenemos que y;""* € L?%,, para todo j = k,...,N. Se puede probar fécil-
J

mente que las estimaciones que presentamos para el estado en la seccién anterior, siguen
siendo validas si consideramos el estado comenzando en el tiempo .

Finalmente, a cada u € U asociamos el funcional de costo que se define como,
N-1
k,z,u k,x,u
i u) =B By, 47" w) + g(yy™) | - (5.44)
j=k

La funcion valor esta definida sobre R™ como

VN(z) = g(x), y V*):= inf J'(2,u) parak=0,...,N —1. (5.45)

UEZ/{]?
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Nuestro objetivo es demostrar el PPD para V¥, i.e.,

Vi) = if {hl(ty,z,u) +E [V (@ + hf(ty,z,u) + oty z,u) AWii)] },  (5.46)

u€Uqq

para todo k =0,....,. N — 1.

5.4.1. Estimaciones preliminares

Para alcanzar nuestro objetivo, seran necesarios algunos resultados preliminares sobre

el estado y el funcional de costo.

Lema 5.4.1. Asumimos que vale (H1). Entonces, para todo p > 2, eziste C,, > 0, tal que

para todo z,y € R", k=0,...N —1 yu € U", se tiene

k,z,u k,y,u

Y; —Y;

p] <Oyl -yl (5.47)

Demostracion. Para que la notacion resulte mas clara, omitiremos los supraindices k y u
en los estados. Denotamos Ay; = y7 —yy, v Ap; = o(t;, y5, u;) —@(t;, v, u;) parap = f, 0.
Luego, obtenemos para i =k,... N — 1,
Ayi—i—l =T —Y —f- Z hAf] + Z AO']‘AW]‘_H. (548)
j=k j=k

De la convexidad de la aplicacion s — sP para p > 1, tenemos

i p i p
|Ayi+1‘p S 3p—1 [|1’ - y|p + Z hAfj + Z AO’jAVVj_H ] . (549)
=k =k
De (H1) deducimos
i p i i
S ORAL| S NPT DAL < TPTTRLPY | Ayl (5.50)
=k =k j=Fk

Ahora, de (H1) y la desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy [36], existe K, tal que
E [mixpcmsi | 27 A AW P < KE (105, 10, ?)2]
< K,NPREYY L E[|Agyl] (5.51)

< K,TEhIP Y (| Ay,
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Combinando ((5.49)), (5.50) y (5.51), existe ¢, tal que

4 p _ P 5 p
B | mix |85l | < ol o + oS E i 8] (5.52)
]:
Luego, el resultado sigue de aplicar el Lema de Gronwall’s discreto. O]

Ahora probaremos que la funcién valor discreta es Lipschitz continua con respecto a la

variable de estado, sobre conjuntos acotados.

Lema 5.4.2. Supongamos que (H1) y (H2) son ciertas. Entonces, existe una constante

C > 0 (independiente de h), tal que para todo z,y € R", y para todo u € U}, se tiene
T (2, u) = T (y,w)| < Clle| + y[ + 1] [ —yl, VE=0,...,N -1 (5.53)
Como consecuencia,

VE@) = V()| < Cllal+ |y + 1] Jo —y| YVE=0,...,N. (5.54)

Demostracion. Utilizando la misma notacién que en el lema previo, para k fijo y u € U}

tenemos
N—1
j=k

De (H2), para todo k < j < N — 1 obtenemos

E [[0(t;, yf,u;) — U(t5,y5,u)]] < E [fol 10y (L5, y5 + (v — 7)), ui) (Y — yf)\ds}

1 X €T X
< E[JIE0+ 1571+ sly? — ]+ sl — v 1

IA

LE [ly! —y2| + e llyY — yf |+ 1y — y2]?

+ Juilly? — vt -
(5.56)

Como el conjunto U,y es compacto, el mismo estd acotado por cierta constante positiva

My, luego, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el Lema [5.3.1] y el Lema [5.4.1] existe
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Cy > 0 tal que

E[ly! — 2] < (Elly? — 71%))* < Colz — |
E [lyzlly? — v21] < (Ellye] ]ﬁ( [ly? — y22))? < Co [|af? + TME + 1]]F |z — |

1 (5.57)
E [Ju;lly? — v2l] < (Bllu;|2))? (Blly? — y2]2])? < CoMulz —y|

E [lyf — yf*] < Colz —yl* < Collz| + |yl] |z —yl.
Podemos concluir que existe C; > 0 tal que,
E [[0(t;, y5,u) — €(t5, 93, u)|] < Collz| + lyl + 1] |z — . (5.58)
Anélogamente deducimos que
Ellgtyn) —gyn)ll < Crllz] + [yl + 1] |z — ], (5.59)

Como Cf en (5.58) no depende de j, concluimos que
[ Je (@, u) = Ji(y,w)l < (T +1)C[la] + Jy| + 1] 2 =y, (5.60)

y por lo tanto se verifica (5.53]).

Como el conjunto U} es acotado, y la constante obtenida C} es independiente de u € U,

la relacién ((5.54)) se deduce fécilmente de la desigualdad

[VF(@) = VE)] < sup | (2, u) — T (y, u)]. (5.61)

uEZ/I,?

5.4.2. Principio de la Programacién Dinamica

Presentamos finalmente la demostraciéon del PPD para este caso discreto. Para ello,
comenzamos introduciendo la siguiente funcién auxiliar. Sea x € R™, definimos
S(z) = fnf ey, {he(tk, v,u) +E [vkﬂ(y’gﬁ“)} } Vk=0,...,N—1,

SV(z) = g(),
donde,

(5.62)

yzflu =z + hf(tg, x,u) + ot x,u) AWy, (5.63)

para k=0,...,N —1.
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Lema 5.4.3. Bajo las hipdtesis (H1) y (H2), existe C > 0 (independiente de h), tal que
para todo x,y € R y k=0,...,N — 1, se tiene

|S* (@) = S"(y)| < Cllal + [yl + 1] |2 —yl. (5.64)

Demostracion. De la definicién de S* y el lema previo, existe Cy > 0 tal que

[S5@) = S* (W) < subuer,, {hlO(tk 7, W) — Oty w)] + B [[VER () - VER @] )

k k k k
< hColla| + Iyl + 1] = — yl + B | Collyfi"| + ki + Ul ykﬁf}
(5.6

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos

kvxzu k, U k,:):u k u
E i+ i) + ks — veil]
1 1 (5.66)
k,x,u k,y,u k,x,u k,y,u
< (Bl + ki + 1) (Bl — k1)

Del Lema y el Lema concluimos que existe C; > 0 independiente de u € U",, ya

que U,y es acotado, tal que

1 1
(Bl + ks + 12) (Bl — okt ®)" < Cullel+ vl + e =yl (5:67)
Combinando (5.65)) y (5.67)), deducimos que vale (5.64]). O

Lema 5.4.4. Para todo x € R™ y todo k =0, ..., N, la aplicacion u € R™ — E[VkJrl(nyl“)]

es Lipschitz continua. Como consecuencia, S*(x) € R, para todo x € R™,

Demostracion. Sean u,v € R", de (H1) y la isometria de It6, tenemos

k,x,u k,x,v|2

E |ykiH yk+1 | S E Hh(f(tk,l',U) - f(tk,CE,U)) + (U(tk7$’u) - U(tkaxvv))AWk+1|2]
< 20| f(tr, z,u) — f(te, z,0)[}] + 2hE (o (tg, z,u) — o(ty, x,v)]?]

< 2R2L2|u — v|? + 2hLPu — v|*
(5.68)
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Luego, utilizando los mismos argumentos de la prueba del lema anterior, del Lema [5.3.1}

Lema y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, existe Cy > 0y C' > 0 tales que,

k,x,u k,x,v k,x,u k,x,v k,x,u k,x,v
BV = VR i) < E [IGIEE) + i)+ Ul - ve]
1

k,x,u k,xv k,x,u k,xv 2
< (EICOllgk) | + i)l + 107 Bl — v )
< Clla| + 1] |u—v|.

(5.69)
De (5.69)) vy (H2), concluimos que la aplicacién u — E[Vk“(ylljfi“)] es Lipschitz continua,

y por lo tanto S*(z) es finito. O

Ahora probaremos el PPD. Como la funcién V* es continua, podemos probar el re-
sultado de manera directa, siguiendo las ideas de [32], sin necesidad de enmarcar nuestro

problema en el caso general de [21].

Teorema 5.4.5 (PPD). Bajo las hipédtesis (H1) y (H2), para todo x € R™ tenemos

VF@)=S*=x) YEk=0,.. N. (5.70)

Demostracion. Empezamos probando que V¥(z) > S*(x). Sea u = (uy, ..., uy_1) un ele-
mento de UJ'. De la definicién del conjunto U}, podemos escribir a u; para j € {k +
1, ...
ie. uwj(AWiiq,...,AW;). Para Awpyy € R™ fijoy j = k+1,...,N — 1, definimos las

,N — 1}, como una funcién medible de los incrementos del movimiento browniano,

aplicaciones
aj(Awk+1) Q0 - R
(5.71)
w = Ui (Awgrr, AW io(w), ..., AW;(w)).
Definiendo 4(Awgi1) = (Upr1(Awgsr), .-, Un—1(Awgr1)), obtenemos u(Awyiq) € Z/l,?ﬂ.
Luego, podemos definir
@)k+1<Awk+1) =T+ hf(tk, xZ, Uk) + O'(tk, xZ, uk)AwkH, (572)
de manera determinista y para j =k + 2,..., N, definimos
Qj(AwkH) Q0 - R"
(5.73)

w y;c—l—Lz?kH(Awwl)ﬁ(AwkH)(w) (w)
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De la independencia de los incrementos del movimiento browniano, obtenemos

B [h 005k ™ ws) + 9™ =

Jorn B [h Yo Lt 05 Awpir), 5 (Awp 1)) + glin (Awpsr)) | dPaw, ,, (Awiya),
(5.74)

donde Paw,,, es la medida inducida por Py AWy, en R™ (ver [1l, Seccién 4.13]). Por lo

tanto, obtenemos

[hZ] w5y ) +g(yfv”)]
= Jam (Wl(trpr, Ger (Awpsn), s (Awgy))
B [h 5 €ty 55 Bensn), 5 (Bwsn) + 9 (Bwi))| ) dPaw, (Awisn)
> Jm VE U1 (Awii1))dPaw,., , (Awii)

=K [VkJrl(l’ + hf(tk, x, Uk> + O'(tk, Z, Uk)AWk+1)] .
(5.75)

Luego para todo u = (ug, ..., uy—1) € Uy, como uy € L2, y F§ = {0,Q}, se tiene
k

U(ty, z,u) + E [h Z] k1 (tmyf’x’ua J) + guN" u)]
> f(tk, x, Uk) +E [Vk+1 (33 + hf<tk> z, uk) + 0<tk> €, uk)AW’H‘l)] <5'76)

> Sk(z).

Minimizando con respecto a u € U] en el lado izquierdo de la desigualdad anterior, dedu-

clmos

VF(z) > S*(2). (5.77)

Ahora probamos la otra desigualdad utilizando un argumento inductivo. Es claro de las

definiciones que
VN(x)=SN@) v VN Ha) =89V (z), VzeR" (5.78)
Ahora, sea £ un nimero positivo. Para cada x € R" sea 9, > 0 tal que

&
Cllz| + |y + ]|z —y| < 3 Yy |z —y| < s, (5.79)
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donde C es el mdximo de las constantes dadas en el Lema y Lema [5.4.3] Luego, para
todo k =0,...,N y u e U},

méx {]Jg (2, u) = Jg (y, w)|, [VF(2) = VE)L, 18" () = S*(y)|} < % Vy:lr—y| <da
(5.80)
Como R"™ es un espacio de Lindelof, i.e. todo cubrimiento por abiertos del mismo tiene un
subcubrimiento numerable, existe una sucesion (§;);ey C R” tal que R™ = |J;2, B(&;, d¢,).

Con el objetivo de obtener una unién disjunta, consideramos los siguientes conjuntos
By :=B(&,0,), v DBri=DB(&.0,) \ (UZ1B;), YEk> 1 (5.81)

Ahora, sea k < N —1 y supongamos que V" = S" paratodon =k+1,..., N. Sea u; € Uug

una solucién £-6ptima de S7(¢;) para j = k,...,N — 1, i.e.
) . ) ) . €
he(ty, &, us) + B [VITHE + hf(ts, & uf) + oty &, uj) AWja)] < S7(&) + 3 (5.82)

Definimos la funcién medible u; como u;(x) = Y%, ubx s (). Sea z € R" e i € N tal que
z € B; (ver (5.81))). Entonces, de (5.80) y (5.82) tenemos
he(ty, o, uj(x) + B VI (@ + hf(ty, 2,u5(2)) + o (t, 2, u(2)) AWj11)]
= hg(t], €, u;) +E [Vj+1<l’ + hf(tj, Z, U;) + U(tj, Z, U;)AWJ_Fl)}
<S4 hl(ty, & ul) + B [VITHE + hf(ty, &, ul) + o(ts, &, uh) AW (5.83)
<5+ &)+
< S(z) +e.

Ahora, fijamos € R" y tomamos u;, = ug(r) € Uyq. Definimos recursivamente u; : @ —

R", para todo k < 7 < N — 1, como

N AE | o
k7$=(uk ----- u]) J s s s 4 = = k7l‘7(uk 7777 uj) _
donde (yr satisface la primera ecuacién en (5.5)) para g, ..., 4, y Y. =

r=k
% . . k., (tg,..., Uj .
z. Como la funcién w1 es medible y acotada, y la funcion y; +1( k%) s medible con res-

pecto a Fj,,, obtenemos que @ = (i, ..., ix—1) € U} Utilizando las mismas ideas que en
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(5.74)-(5.79), v la hipStesis de induccién V7 = S’ para todo k < j < N — 1, obtenemos
) = htw 1) + B [N s () + gl
= hlt @) + B [R5 0y ) + VY )]
S h€<tk7'r7ﬂk) +E hzj =k+1 ( iy kaﬁauj(ykxu)) + SN 1(3/?\/]6?) + €i|

:fmemw+Ehzjﬂlu&?% SO + VLR + o]

< S¥(z)+ Ne.
(5.85)
Donde la desigualdad en la tercera linea se obtiene de (5.83)). Concluimos que,
VE(x) < J(x, ) < S*(x) + Ne. (5.86)
De la arbitrariedad de € > 0 obtenemos
VF(x) < S*(z). (5.87)
O

Nota 5.4.6. Observemos que si en la definicién (5.45) de V¥, en lugar de minimizar sobre

el conjunto UL, minimizamos sobre el conjunto U} = {u € ij:_legrj s € Ugg €.5. V] =

k,...,N — 1}, obtenemos la misma funcion. En efecto, si definimos
N-1
VE(w) = inf B \h Y 0ty ) + 9(y™) | (5.88)
ueU] =k

Es claro que V*(z) < V¥(x), para todo x y k. Para probar la otra desigualdad, sea u =
(ug, ..., un_1) un control cualquiera de U}, entonces cada u; puede escribirse como una
funcidn medible de (AW,)!_,. Luego, para (Aw,)*_, € R™ D fijo. podemos definir las
funciones

5((Awr)i—p) : w € Q> w5 ((Awr)y_g, (AW (@))] _pir)s (5.89)

para k < j < N — 1 y entonces definiendo

a((Awr)i—g) = (@e((Awp)izy), - - tv-1((Awy)i—o)) (5.90)
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se tiene G € U, De la definicion de i

J
k,:c,?l((Aw,«)fzo)
J

se deduce que para (Aw,)k_, fijo, se tiene que
es .?-j’?—medible, y por lo tanto

— x,U U — k,z,0((Awr ff: N
E (A5 Uty ) + 9™ = famecwsn BIS)G €ty ™™= iy (Aw)ho)

k,x,0((Awy ’j:
+g(uy" O (@) AP p e (Bwr)g)

> fgmxosn Vk(m)dP(AWT)’;:O((Awr)f:o) = V¥(z).
(5.91)

Ahora, minimizando en el lado izquierdo de la desigualdad anterior se obtiene,

VF(x) > V(). (5.92)

Nota 5.4.7. Ahora analizamos el caso en el que en lugar de considerar las filtraciones
compuestas por F; y ]-"f, para j = k,...,N, consideramos F;, o .7-";;“, las cuales resultan
de completar las o-dlgebras (W (t) : 0 < t < t;) y o(W(t) — W(te) : tx < t < tj),

respectivamente. Argumentando del mismo modo que en la nota previa, definiendo

Ut = {ue H;E;L%_-t cu; € Ugg, P—cs.Vj=k,...,N—1},
) ’ (5.93)
U = {ue H;VZ_,CIL;% cu; € Uggy, P—cs.Vj=k,...,N—1},
obtenemos
inf J(x,u) = inf J}(x,u). (5.94)
uell} u€ll}

Ademas, todos los resultados presentados hasta ahora en esta seccion, inclusive el PPD,
son wvdlidos si consideramos U} en lugar de U}. En efecto, las pruebas estdn basadas en
el hecho de que los procesos son adaptados a la filtracion definida por los incrementos del
movimientos browniano y que dichos incrementos son independientes. Lo cual sigue siendo

cierto si consideramos UE. Denotamos

Vi) = inf JMx, u). (5.95)
ueld?
Como VN(z) = VN(z) = g(x), y (V¥) y (V*) satisfacen (5.70) del Teoremals.4.5, podemos

concluir que

Vi) =V*x), YE=0,..,N. (5.96)
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5.4.3. Control 6ptimo feedback

El objetivo de esta seccién es probar que existen controles 6ptimos feedback para el
problema (P"). Para simplificar la notacién en lo que sigue, definimos para todo 0 < k <

N —1, la funcién F* : R" x U,q — R como
F¥(z,u) i= hl(ty, z,u) + E [V¥ @ + hf (te, 2, 0) + o (tg, z,0) AWjiq)] (5.97)
Luego, del PPD, para todo x € R" y k=0,...,N — 1, tenemos

V)= mf FFa,u) v VV(z)=g(2). (5.98)

u€Ugyq

Ahora, gracias a un resultado de seleccién medible de Schél [81) Teorema 5.3.1], podemos

probar el siguiente resultado.

Proposicion 5.4.8. Bajo las hipdtesis anteriores, para todo k = 0,...,N — 1 existe una

funcion medible @* : R® — Uy,q tal que
Fk(x, ak(:v)) = Vk(a:), (5.99)
para todo x € R™.

Demostracion. Siguiendo las ideas de la demostracion del Lema [5.4.3] es facil ver que
(v,u) = F*(z,u) es una funcién continua. Como el conjunto U,y es compacto, podemos

aplicar [81], Teorema 5.3.1], de donde se deduce el resultado. [

Nota 5.4.9. Podemos observar que el resultado previo junto con el PPD, en el marco dis-
creto, asequran la existencia de un control optimo feedback (a veces llamado markoviano).
En efecto, la sucesion de funciones medibles g, . .., un_1 dadas en la proposicion anterior,
definen el control éptimo i = (@ (yo), u*(y1), ..., u" Hyn_1)), donde (yo,...,yn) se define

de manera recursiva como

Yk+1 = Yk + hf(tka Yk, ak(yk)) + U<tk7yk7@k(yk))AWk+1 Vk= 07 ceey N — 17 ( 00)
5.1

Yo = .

Este hecho demuestra la importancia del PPD. Cabe destacar que en el caso continuo,

es sabido (ver por ejemplo [43, Capitulo VI] y [44, Capitulos 3 y 4]) que si la ecuacion
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de Hamilton-Jacobi-Bellman asociada al problema de control dptimo estocdstico, la cual
es una consecuencia del PPD en el caso continuo, admite una solucion v suficientemente
reqular, entonces se puede construir un control optimo feedback. Este resultado es conocido
como resultado de verificacion y usualemente es cierto bajo hipotesis clasicas, generalmente

T

cuando o no depende de u y si a = oo, se tiene que

> a(@ &g > ¢ VEER™
1<i, j<n
para algin ¢ > 0. En particular, si fijamos (t,z) € [0,T] x R™, se tiene que existe una
politica dptima feedback para el problema asociado a V(t,x) (definida mds adelante en
(5.101))). La caracteristica principal de este andlisis es que la existencia de un dptimo se
obtiene sin hipdtesis habituales de convexidad requeridas en la formulacion fuerte (ver [89,
Capitulo 2, Seccién 5.2]). Por otro lado, como acabamos de ver, en el caso del problema
discreto en tiempo, siempre podemos obtener la existencia de un control optimo feedback,
sin ninguna de estas hipotesis adicionales. Aunque hayamos discretizado en tiempo, éste
sigue siendo un problema infinito dimensional para el cual la existencia de estos controles,

no se deduce a partir de métodos cldsicos, pero es una consecuencia del PPD.

5.5. Propiedades de regularidad de la funcién valor

En esta seccion analizaremos algunas propiedades de la funcién valor de los problemas
continuo y discreto. La funcién valor del problema continuo V' : [0,7] x R® — R se define

CcOo1mo

V(s,x):= inf J%(u):=E {/ Oty (1), w(t)dt + gy (1)) | , (5.101)

u€Uy,

donde y* es la solucién de

dyy=(t) = f(ye (0 u(®)dt + o6,y (1), w(e)AW (), 1€ [, T,
(5.102)

vt(s) = =,

y el conjunto de controles admisibles es

soi={ue L*([s,T) x Q) : u(t) es F*-adaptado y u(t,w) € Usq, p.c.t. (t,w) € [s,T] x Q},
(5.103)
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donde F* = {F ticism v Fi es la completacion de o(W(r) — W(s) : s < r < t) para
telsT].

En el siguiente teorema mostraremos que la funcién valor del problema continuo V,
asi como la del problema discreto {V* ; k = 0,..., N} definida en son Holder
localmente continuas con respecto al tiempo. Este resultado para V es clasico, ver por
ejemplo [82] Seccién 3.4] y [89, Capitulo 4, Proposicién 3.1]). Sin embargo, por una cuestion
de completitud, probaremos este resultado adaptado a nuestras hipotesis, las cuales son
bastante generales.

De las definiciones de J}(z,-) en y J**(-) en (5.101)), es claro que dichos fun-
cionales pueden extenderse a los conjuntos U", v U,q, respectivamente. En lo que sigue

estaremos considerando dichas extensiones, sin alterar la notacién introducida.

Teorema 5.5.1. Bajo las hipdtesis (H1) y (H2), existe C > 0 (independiente de h), tal

que para todo © € R", uw € Uyq y s,t € [0,T], se tiene
[ () = J2 (u)] < CL+ [2]|s — ¢]2, (5.104)

y para todow €U, yrk =0,..., N,

[ (1) — (2 u)| < CIL+ [af?])k — r|2h3. (5.105)
Como consecuencia,
V(s,2) = V(t,2)| <C[L+|z|}]|s—t]z VaeR", stel0,T] (5.106)
)
V' (z) — Vi) < C[1 + 22|k — r|2h* Yz eR", rk=0,... N. (5.107)

Demostracion. Comencemos notando que para todo s € [0,7] y x € R™, tenemos

V(s,z) = inf J**(u). (5.108)
uEU,q
En efecto, es claro que
V(s,z) > inf J*%(u). (5.109)

uEUyq



120 Discretizacion en tiempo de un problema de control 6ptimo estocastico

Reciprocamente, si u € U,q, entonces para todo s < ¢t < T' la funcién u(t) es Fi-medible,
y entonces existe una aplicacién medible u;((wy)o<r<s, (Wr — Ws)s<r<t) tal que u(t,w) =
u(Wr(w))ozr<s, (Wi(w) = Wi(w))s<r<t), P-c.s. ([1]). Luego, si fijamos (w,)o<r<s podemos

definir la funcion
e ((wrosrs) - w € Q@ = wy((wr)ocr<s, (Wr(w) = Wilw))s<r<t), (5.110)

la cual pertenece a F;. De nuevo, gracias a la independencia de los incrementos del mo-
vimiento browniano y utilizando los mismos argumentos expuestos en la Nota [5.4.6| y la
Nota obtenemos la desigualdad inversa en ((5.109) (ver [32, Remark 5.2]).

Ahora, sin pérdida de generalidad, asumimos que 0 < s < ¢t < T. Consideramos un
estado inicial fijo z y un control u € U,4. Para simplificar la notacién, denotamos y* := y;*,

y =yt yparat <r <Ty¢p=fo,
Ay(r) =y (r) =y (r) v Dep(r) = o(r,y*(r),ulr)) — o(r,y'(r), u(r)). (5.111)
Luego, obtenemos para t < < T
Ay(r) = [i (g (n) u(m)dr + [Jo(ry* (), u(r)dW ()

+ ftr Af(r)dr + ftr Ao (1)dW (T).

(5.112)

De la hipétesis (H1), la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la isometria de It6 tenemos
E[JAy(r)P’] < 4E [\8 —t] [ f(r,y2(7), u(r) AT + [ |o(7,y%(7), u(r))2d7

+|s —t| [/ |Af(7)[Pdr + [ |Ac(T)[*d7]
(5.113)
< Afls —t] + 1] [{3L(L+ Efly*(r) ] + Eflu(r)P))dr
+4[|s — t| + 1] [ L*E[|Ay(7)|?*]dr.
Como el conjunto U, es compacto, del Lema de Gronwall [40] y la Proposicién existe
Cy > 0 tal que
sup E [|Ay(r)]’] < Co [1+ [=]*] |s — ¢ (5.114)

t<r<T

Ahora, comparamos J5*(u) y J"*(u). Denotamos AL(r) := £(r, y*(r), u(r))—L(r, y* (r), u(r))

v Ag = g(y*(T)) — g(y'(T)). Tenemos entonces

T () — T ()| < B [0,y (r), u(r)|dr + B [T |ALr)|dr + E[Agl.  (5.115)
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De la hipétesis (H2) se obtiene,
/ 10(r, (), u(r))ldr < 3L /t [y ()[2] + Elu() ] + 1] dr, (5.116)
y como Uy es acotado, nuevamente de la Proposicion existe C7 > 0 tal que
/ 0r, (), u(r))|dr < Cu[L + aPls — ¢]. (5.117)

Por otro lado, para los tltimos dos términos obtenemos

RIA] < B [f 160 5:0) +EAy(r), u(r) Ay(r)|de]
< B [[ILO+ 0] + 80y + u)Dldy(r)lde]  (G.118)
< LR ([U+ ]y ()] + 18y()] + ()| Ay(r)]).

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la Proposicién [1.1.7] la compacidad de U, y (5.114)),

deducimos que existe Cy > 0 tal que
E[|ALF)]] < Co [1+ |2[*] |s — ]2 (5.119)

Estimaciones analogas valen para Ag y por lo tanto tenemos .
Ahora para la funcién valor asociada al problema discreto, de la Nota tenemos
que para todo z € R" y k € {0,..., N},
N-1

VE@) = inf E (b 0t y0™" w) + g(uy™) | - (5.120)

ueuj;d =k

Sea u = (uj)év;ol € U", un control dado y r, k € {0,..., N — 1} tales que r < k. Denotamos

Ayj = yi™ — g Nps = ol y7 ™ uy) — ot ¥ u) y Ag = g(yn™™) — a(yn™),
(5.121)
para p = f,o,ly j=k,...,N — 1. Luego
ij+1 = Ay] + hAfj + AO']‘AM/]‘_H. (5122)

Utilizando las mismas ideas que en la Seccién existe C'5 > 0 tal que

E [|Ay;41]°] < [1+ Csh]E [|Ay;|?] < e“TE [|Aygl?] - (5.123)
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U

De la definicién sabemos que yk U =z, luego

-1

T

e

<.
Il

Como U,y es compacto, de la hipétesis (H1) y la independencia de los incrementos del

movimiento browniano, existe Cy > 0y C5 > 0 tales que

EfJAyl?] < Cy [hQ( k=) S5 BIS (o™ wp) P+ h 2, Ello(t, 55 wy) P
< Cshlk —r| [1+méx;— _p—1 E[|y;""]]

.....

< Cehlk —r|[1+ |z,

(5.125)
donde la ultima desigualdad vale gracias al Lema [5.3.1] Tenemos entonces
N-1
I w) = )] = hZE oy )+ h Y EIAG]+E[AG], (5.120)
j=k
y también,
V™ (z) = VF(2)| < sup |JM(z,u) — J (2, u)|. (5.127)
uelxlgd
De (H2), el Lema y la compacidad de Uy, existe C7 > 0 tal que
k—1 k—1
T2, U rxu 2
WD E, yp™ u)l| < B DY LE[L+ [yp™] + u|]” < hlk —r|Cy [1+ |2?] . (5.128)
j=r j=r

Por otro lado, como en ((5.118)), del Lema y (5.125)), obtenemos la existencia de Cs > 0

tal que
E[A4] < Cg [1+ |2*] h2 |k — 7|2, (5.129)

y una estimacion similar se tiene para E[Ag]|. Por lo tanto, combinando (5.126)-(5.129))

obtenemos el resultado deseado. O

Nuestro objetivo ahora es estudiar la semiconcavidad de V' y de su versién discreta
{V¥: k=0,...,N}. Recordemos que ¢ : R" — R es semicéncava con constante K > 0 si

para todo A € [0, 1],
Xo(z) + (1= Ne(y) — ez + (1= Ny) < KA1 = N]z -y, Vz,yeR" (5.130)

Necesitaremos para lo que sigue considerar las siguientes hipétesis adicionales:
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(H3) Existe K > 0 tal que g es semicéncava con constante K y £ es también semicéncava
con constante K, uniformemente en [0,7] x U,q, i.e. para todo y,y € R" y todo

A€ [0,1],

Ag(y) + (1= N)g(y) — g(hy + (1 = N)g) < KA1 = M|y — y[*
(5.131)

(H4) Para ¢ = f,0, y para casi todo t € [0,T], la aplicacién (y,u) — o(t,y,u) es C* y

existe una constante L tal que para todo y € R" y u € U,g,

Bajo estas hipotesis adicionales probaremos una versién local de (5.130) para V' y
{V¥: k=0,...,N}. La siguiente prueba estd basada en [89, Capitulo 4, Proposicién 4.5],
pero dado que nuestras hipotesis son mas generales, presentamos una versién adaptada a

las mismas.

Teorema 5.5.2. Bajo las hipétesis (H1)-(H4), las funciones V y V¥ son localmente
semiconcavas, i.e. para todo T € R™ y 6 > 0, existe una constante Kz 5 > 0 tal que, para

todo s € [0,T], k=0,...,N y para todo X € [0, 1], se tiene

MV (s,2)+(1=NV(s,7) =V (s, \e+(1-N)T) < KzsA(1-\)|z—7|*, Va € Bs(z) (5.133)

AVF@)+ (1= NVFE) = Ve + (1= N)7F) < KegA(1 =Nz —3|?, Vo € Bs(z) (5.134)
donde Bs(z) :={x € R" : |x — Z| < J}.

Demostracion. Sea z,7 € R" y X € [0, 1], definimos 2* := Az + (1 — \)Z. Para cada & > 0,
existe u. € U3, tal que

I (u) — e < Vs, 2). (5.135)
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Para simplificar la notacién, denotamos y(t) = y5(t), L(y*(t)) = L(t,y55(t), u-(t)) y

9(¥*) = g(y35(T)) for £ = z,z,2*. Luego, obtenemos
AV (s,z)+ (1 =NV (s,2) = V(s,2) < A (u.) + (1= N)J (ue) — J*% (u.) + ¢
< E [T + (1= 0T — et

+E [Ag(zﬂ) + (1= Ng(y*) - g(y“)] +e.

(5.136)
De la hipétesis de semiconcavidad (H3) tenemos,
E ST + (0= Vi) — Ly )dt]
= E[f M) + (1= M) = (0P + (1= A)y)Ja]
TE | [T 10w + (1= N)y?) = dy )t (5.137)
< KA1 = NTE [supye( 71 |y* (1) — 47 (1)]]
TE [ [1 160w + (1= Ny") =y )lae]
De la Proposicién [1.1.7], existe Cy tal que
E | sup |y*(t) — y“(t)P] < Cola — z|*. (5.138)
te(s,T)

Ahora definimos Ay(t) := Ay*(t) + (1 — Ny (t) — y* (t) para todo t € [s,T]. De (H2) y la

compacidad de U,q, existe C7 > 0 tal que,

[EOW () + (1= Ny™(0) = Ly (D) < fy 16,y (1) + Q)| Ay (1)l

(5.139)
A
< Gilt+Jy™ (O] + Ay (@) Ay(t)].
Podemos obtener estimaciones similares para g. De (H4), existe Cy > 0 tal que
E [sup |Ay(t)|2] < O N1 — A3z — 2. (5.140)
tes, T

Ahora, volviendo a (5.139)), de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, la Proposicién y

la ecuacién previa, existe C3 > 0 tal que
E |l 0llag@)l] < (Ely™ O ElAy0P):
< Gy [1+ 2] A1 = )|z — z]? (5.141)

< C3[1+z)+ |z — 2] A1 = Nz — 2|
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Como |z — z|* < §?|x — z|?, para todo = € Bs(Z), combinando ([5.137)-(5.141]), se concluye
la prueba para (5.133)).

Ahora para la funcion valor discreta, utilizamos argumentos similares. Sabemos que
existe u. € U} tal que
Tt ) —e < V), (5.142)

Denotando y§ = yj’?’é’% y E(yf») = ((t;, y§,u5,j) para { = x,%,2) y j =k,..., N, tenemos

AVE(z) + (1= NVEE) = VE@EY) < AP (2, ue) + (1= M), ue) — T e u) + ¢
< B[R + (- V) - ()]

+E [Ag(yfv) + (1= Ng(yx) — 9(%‘?)} +e.
(5.143)

Como en (5.137)), de la hipétesis de semiconcavidad (H3) obtenemos,

E [h SN + (1= NeyE) — E(yfﬂ} =

.....

(5.144)
Del Lema [5.4.1] existe Cy > 0 tal que

’ T T2 =2
j:r%aXNIE ly? =y lP] < Colz — 2. (5.145)

-----

Para estimar el tltimo término en (5.144) definimos Ay; := Ayf + (1 — A)yf — y;?A. De
(H2) y la compacidad de U,q, existe C; > 0 tal que

E[e0ws + (1= Ny) — )] < B[S 16l + eau)llaglag]

(5.146)
< GE|[[1+ 5[+ |Ayl)|Ay]
Tenemos GIltOIlCGS7
Ny = Dyt [0+ (1= M)~ £
+[o0wg + (1= D) = olu)] AWy .

FRAF(E) + (1= N FyE) — FOwE + (1= N)y?)]

+[Ao(yp) + (1= No(yf) — o(hyf + (1= Ny)] AWy
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De la desigualdad de Young y la isometria de Ito, existe C'y > 0 tal que,
EJAy;al’] < [14 CohE [|Ay;[?] + C:hE [If(Ay}” + (1 =Ny5) - f(y;"”x)lz]
FCE [[o(Ags + (1= A)yi) — oy )]
+ChE [IMf(y7) + (1= N f(7) — fOwf + (1= N)yf)]

+CLRE [[Aa(yf) + (1= Na(y?) — o(Myf + (1= Nyd)I?] .

(5.148)

De (H1), obtenemos

E 170w + (1= ) = Fu )] +E [lo0ws + (1= 0g) = o ] < 2028 [|ag 7] .
(5.149)

Ahora, para los tltimos dos términos en (5.148) tenemos,
IAf(y5) + (L= X)) = f(Ayf + (1= A)y5)
=\ Jo L O + (1= N)y? +£(1 = Ny —yD)) (1 = M) (g — y?)de
(1= A) fo L2 + (1= N2 + EMT — D))y — y7)d¢]

< LA = Nlyy = yil%,
(5.150)

donde la tltima desigualdad se deduce de (H4). Estimaciones anélogas se satisfacen para

0. Del Lema [5.4.1] podemos concluir que existen C3 > 0y Cy > 0 tales que,

E[|Ay;12] < [1+ C3h|E[|Ay; 2] + CihA2 (1 — N)? |z — z|*.
(5.151)
< eSTON (1 — N2 e — 2|

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la inecuacién anterior, existe C5 > 0 tal que

sup E[|Ay;]] < CsA(1— M|z — z)*. (5.152)
—k,...,.N

.]_k """
Ahora para estimar ([5.146)), de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el Lema y las
acotaciones previas, existe Cg > 0 tal que,
Q?A Q?A 1 1
E|lys 1ag]] < (Elyy PD*EIAy)?
< Gs[1+|2MA1 = N)|z — z? (5.153)

< Co[l+ |z + |z — Z[]A(1 — N)|z — z]*.
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Como |z — z|* < §*|x — z|?, para todo = € Bs(Z), combinando (5.146)), (5.152)) y (5.153)),

deducimos que existe Cz 5 > 0, que depende de Z y 4, tal que
N-1
z T A —
E h S M) + (1 - V) — ]| < Corah1 = Wl — af? (5.154)
j=k

Estimaciones similares valen para los términos que involucran a la funcién g en ((5.143), y

entonces de ([5.144])), (5.145) y (5.154) podemos concluir que vale ((5.134)). O

Nota 5.5.3. Si ademds de las hipotesis que agregamos, suponemos que las funciones de
costo { y g son Lipschitz continuas o que f y o son afines, entonces argumentos similares a
los expuestos en la prueba anterior (ver [89, Capitulo 4, Proposicion 4.5]) muestran que V' y
V® satisfacen (5.130) para alguna constante K independiente de T (la cual es independiente

de h en el caso de la funcién valor discreta).

Ahora, podemos definir para cada h = T/N, la funcion valor discreta, V" : [0, T]x R" —

R como una interpolacién lineal en tiempo de las funciones V¥, i.e.
Vit ) = aV*(@) + (1 — o)V (2), (5.155)

para t = oty + (1 — a)tgy1, a € [0,1). Combinando el Teorema [5.5.1] y el Teorema [5.5.2)]

facilmente se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 5.5.4. Bajo las hipdtesis (H1) y (H2), para cada h = T/N la funcion valor
discreta V" es %—Hé'lder continua con respecto al tiempo. Si ademds asumimos que valen

(H3) y (H4), entonces V" es localmente semicéncava con respecto a la variable espacial.

Demostracion. Sean s,t € [0,T] con s < t. Existen kg, k € {0,...,N — 1} tales que
S € [tk thos1) Y t € [tr,, tk,+1). Luego, existen oy € [0, 1), tales que i = ayty, + (1 — a;)ty, 11,
para ¢ = s,t.

Si k, = ky, de la definicién de V" obtenemos para todo z € R™,

Vs, 2) = Vit x)| < |aVE(x)+ (1 —a,)VFBH(z) — aVF(z) — (1 — o) VFH(2)]

< o — [V (r) = VEFi(2)]

IN

C1+ [2*]]as — cul B2,
(5.156)
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donde la ultima desigualdad se desprende del Teorema Como |s —t| = |as —aylh y

las — ay| < 1, deducimos que

V(s 2) = V'(t,0)] < OL+ [af]|s — 1], (5.157)
Ahora, asumimos que k; < k;. Entonces,

|s —t| = Jas + (ke — ks — 1) + (1 — )] (5.158)

Y nuevamente del Teorema obtenemos,
Vi(s,2) = Vit o) < 3[lasVF (@) + (1 — as)VET(z) = VEH ()P + [VEH (2) — Vi (s)]?

HVE (@) — o VE () + (1 — o)V () ]

IN

3 [los |V (@) = VEH (@) 2 + [VEH (2) — Vi (s)

HL = P [VR () — VR ()]

IN

302 [1+ |2]2]” [|as|2h + (kt — ks — 1) + |1 — o |2R]

IN

3C2 [1+ |22 [as + (ks — ks — 1) + (1 — ay)] b,
(5.159)

donde la ultima desigualdad vale ya que ag, (1 — ;) € [0,1]. Finalmente, de (5.157) y
(5.159), para todo z € R™ y s,t € [0,T] tenemos

Vi(s,2) — V(t,2)| < V3O[1 + [2]*]|s — t]2. (5.160)

Como la constante Kz s en el Teorema es independiente de k = 0,..., N, parat =
aty, + (1 — a)tgy1 y para todo A € [0, 1], tenemos
AVRE )+ (1= N VR(,2) — Vit e+ (1 — \)Z)
=a [AVF(z) + (1 = NVHZ) — VF(Az + (1 — \)z)]
+(1 = a) [AVF I (z) + (1 = \)VF(Z) = VI Az + (1 = \)z)]

< KisA(1 =Nz — z)?,
(5.161)

para todo x € Bs(Z). Queda entonces terminada la prueba. O
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5.6. Convergencia

En esta seccion analizamos la relacién que existe entre las funciones valor de los pro-
blemas continuo y discretos. Mostraremos que cuando el paso de tiempo h tiende a cero,
V" converge a V' y también que toda sucesién de soluciones de los problemas discretos,
extendiéndolas a funciones seccionalmente constantes en [0, 77, forman una sucesién mini-
mizante para el problema continuo. En particular, podemos tomar la sucesion de controles
6ptimos discretos feedback, construidos en la Proposicién [5.4.8)y la Nota[5.4.9] Finalmente,
bajo hipdtesis de convexidad, podemos probar la convergencia débil de controles 6ptimos
discretos a una solucion del problema continuo.

A lo largo de esta seccién asumimos que valen (H1)-(H2), y como en la seccién anterior,
suponemos que el conjunto U,y es compacto. Comenzamos probando una estimacion para
la diferencia entre los funcionales de costo del problema discreto y del continuo. En lo que
sigue, para cada k = 0,...,N — 1y z € R", extendemos J!'(x,-) a HﬁBIL%Z_ utilizando
como definicion el mismo lado derecho que en ([5.44).

Lema 5.6.1. Sea u” € HN 1L2 Y definamos el control en U,q, al cual seqguimos denotando
con u", como u"(t) :== u} para todo t € [tk,tksr1). Luego, para todo k =0,..., N — 1 existe

C > 0 independiente de u" y k tal que

T, ut) — T ()] < C [Jof2 +1] h* + C |2 + 1] 2 @(h). (5.162)

Demostracion. Por conveniencia en la notacion, asumimos que k = 0 y, como z es fijo,

denotamos J"(u") = J(z,u") y J(u") = J%*(u"). Sea §" la solucién continua a la ecuacién

de estado con respecto al control u”, y sea y" = (y?)N_ el estado discreto asociado a u”.
Tenemos,
[Ty = Tt < (B o [ 5 ) — Oyl )] dt]
(5.163)
+E (97" (tw) — (k)] ]
y

tk+l [4(257 ,gh(t)7 UZ) — g(t7 y’}cﬂ uZ)} dt‘

+E ft:““ ‘ﬁ(t,y,’g,uz) — Uty y,’j,uﬁ)} dt.
(5.164)
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De (H1), para el dltimo término se obtiene,
Tt
E/ (¢, yrul) — f(tk,y,}j,u@} dt < hw(h), (5.165)
tk
y para el primero, de (H2) tenemos

E

le+1 V(t7 gh(t), UZ) — E(t7 yl};? uZ)} dt‘

123
1 . . -
<E [ fo 60650 + s — 3" (0),u) | [5(8) -y | dsdt
. - - 2
<E[ML [[th(t)! + [ug| + 1] 5" (@) =y | + 5" (1) — vk } dt.
(5.166)
Como U,; es compacto, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la Proposicion y el

Corolario [5.3.3] existe Cy > 0 tal que

SR ONF(@) — ypllde < [ EGE)P)2 B]5"(0) — i) 2de

173 173

: (5.167)
< Gollz2 + 1]h3 + Cy [|=] + 1]? ho(h),
y también
S B 1) — hlde < [ Elluf P2 Bl (1) — o )2 (5.168)

< Collz|? + 1]2h2 + Cohw(h).
De (5.166])-(5.168)) y el Corolario [5.3.3, existe C; > 0 tal que
tkt+1
‘E/ [0(t, g™ (1), ult) — £(t, yp ul)] dt| < Cuf|z> + 1]z + Cy [Jof? +1] : hw(h). (5.169)
173

Argumentando del mismo modo se puede probar que
1 1
E [lg(5" (tn)) = g(y)l] < Cu [|o + 1] h2 + Cy [|2* + 1] @(R). (5.170)
Luego, concluimos que existe C' > 0 tal que

1
2

|J (") — T (W) < C (|22 +1] h2 + C [Jaf* + 1] D(h). (5.171)

]

Ahora consideramos una sucesion (N;);en C N tal que N; — oo cuando j — ooy

definimos h; =T/N; y ty = kh; (k=0,...,N;). Seaxz € R", t € (0,T] y (¢;)en tales que
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z . —h. <7 ’ .
g; > 0ylim; ,e; =0. Sea (@), una sucesién de controles €;-6ptimos para los problemas

discretos asociados con VT (z), donde k; € {0,...,N; — 1} es tal que t € (ty,, b

sl

Definimos ahora,

_h;
Uy, se ([t tk+1),
(s =4 i tin) (5.172)
ﬂmj, SE[tm,tm+1), m:kj—|-1,~~,Nj—1.
En el caso t = 0 definimos 4" (s) = ﬂﬁ{, para todo s € [ti, tmi1) y m = 0,--- ,N; — 1,

donde 4" es un control &;-6ptimo para el problema discreto asociado a V(). Notemos
que de la definicién, se tiene @ € U!,. Senalamos que si bien @" depende de t, para
simplificar la notacién, omitimos esta dependencia. Ahora probamos el resultado principal

de esta seccidn.

Teorema 5.6.2. Utilizando las mismas notaciones que antes, tenemos

V(t,z) = lim VPi(t,z), ¥V (t,x) € [0,T] x R", (5.173)

J]—00

donde V" fue definido en (5.155)), ¥y
V(t,z) = lim J¥(a"). (5.174)

Jj—o0

Ademds, si K C R"™ es un conjunto compacto, la sucesion (Vhi); converge uniformemente

aVen[0,T] x K.

Demostracidn. Comenzamos probando la convergencia puntual en (5.173)). Sea ¢ € [0, 7]
y x € R” fijos. Para cada h;, consideramos la particién de [0, 7] dada por {to,t;--- ,tn,}
donde t;, = khj, para k = 0,--- , N;. Entonces, si t € (0,7] para todo j € N existe k;
tal que t € (g, ty;41]. Sit = 0, denotamos t,,1 = 0. Sea € un niimero positivo, entonces

existe un control 5-6ptimo . € U, tal que

JH(u.) < V(t,x) + =. (5.175)

DO ™

Para todo j suficientemente grande, tenemos

JHEH() <V (e, T) + € (5.176)
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En efecto, de y el Teorema existe Cp > 0, independiente de h;, tal que,
JRT () = TR (a) — J4E () + J5(ae)
< Coll+[aP]h? +Vit,z) + 5 (5.177)
< Coll+[aff]2h? + V(ty, 41, 2) + £
Sea (g;);en una sucesién decreciente de nimeros positivos que converge a 0. Luego, existe
un control ;-6ptimo, u" € L{:jﬂ para cada V' (te,41,7), i.e.

VP (b1, 0) < Ty (,0) <V (11, 2) + 65, (5.178)

Como U,q es compacto, gracias a un resultado de Krylov (ver [56, Seccién 3.2, Lema 6)),
para cada & > 0, existe N, tal que para todo j > N, existe u"s € H2 constante en cada

intervalo de la particién {t,tx,11,...,tn,}, tal que

[u" — ]l < €. (5.179)
hi — (g i h; 2 N-1 72 :
Es claro que u™ = (u;”, u .-+ uy) pertenece a Lz x ILL " L, . Podemos definir
N h; h; N-1 2
W = (uy) g, uy,) € IG5 L, | luego

T (5 hj ~hs x (5 T i x ; 1,T (S hg
[ T8 (@) = Sy (@) < [T () — 5 (h)| 4 T () — T ()|
N (5.180)
TR (A = T ().

De (5.179)) y la continuidad de J“* en U,4 deducimos que el primer término del lado derecho
tiende a cero cuando j tiende a infinito. Del Teorema [5.5.1} y el Lema [5.6.1} existe C; > 0
tal que,

|Jt,ac(uhj) _ thj+1:$(ahj)| < 01[1 + |;L=|2]h]§7 (5.181)

i) = I i) <y [1+ (o] B 4+ m(h)] (5.182)

Por lo tanto, para j suficientemente grande tenemos

|[J5 (1) — Ty (2, 0)] < e (5.183)
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Como vimos en la Nota m el valor Vi (tk;+1,7) es el mismo que si minimizamos sobre

el conjunto de controles II, Nt g2 y como 4/ pertenece a ese conjunto, tenemos
1= k +1 ]'—t

VI (b, 41,2 )<ka+1( ahi) < JH () +e < V(¢ x) + 2e, (5.184)

donde en las tultimas dos desigualdades utilizamos ((5.183)) y (5.175)). Por otro lado, el

Teorema implica que existe Cy > 0 tal que
V(t,x) < Co [1+ [zP] h? 4+ V(tg,41,2). (5.185)
Finalmente, del Lema y ((5.178]) deducimos la existencia de C5 > 0 tal que

Vito,2) < T (@) < T (0, @4) + Gy [+ o] [ + ()
B (5.186)
< V(b 1,2) + 25+ Gy [+ Jaf?] [ +(hy)]
Combinando las iltimas tres desigualdades y usando el Teorema obtenemos la exis-
tencia de C' > 0 tal que para j suficientemente grande,
|V(t’ :L‘) —Vhi (t’ :L‘)| < |V(t’ $) —Vh (tkj+17 >| + |V (tk +1, T ) Vhi (t,ZL‘)|
N (5.187)
< g +2+C[1+]z) [h; + w(hj)] .
Tomando j T oo y utilizando la arbitrariedad de € > 0 obtenemos ({5.173]).

Ahora probaremos ([5.174). Combinando el Teorema y el Lemal5.6.1} tenemos que
existe C' > 0 tal que

x(5h; hj —h; T 1, 1,T hj —h;
| J0 () — T (wyala)| <T@ = e (ah )| | (@) — Sy ()|

< O+ o) [bF +@(hy)] .
(5.188)

De (5.186) v (5.173), concluimos

lim J(@") = lim J,c o (z, ) = V(). (5.189)

]*)OO j*)OO

Por tltimo, sea K C R™ un conjunto compacto. Del Teorema y el Lema [5.4.2] de-
ducimos que la sucesién (V"); es uniformemente acotada y uniformemente equicontinua
en [0,7] x K. Luego, del Teorema de Ascoli-Arzeld y la convergencia puntual ((5.173)),

deducimos que la sucesién converge uniformemente a V' en [0,7] x K. O



134 Discretizacion en tiempo de un problema de control 6ptimo estocastico

Nota 5.6.3. La relacion (5.174) muestra que (@) es una sucesion minimizante para
el problema de control éptimo asociado a V (t,z). En particular, podemos tomar (@) la

sucesion de controles optimos discretos feedback construidos en la Nota|5.4.9

El siguiente resultado muestra que bajo hipétesis de convexidad, tenemos la convergen-

cia de (@) a una solucién 6ptima del problema continuo.

Corolario 5.6.4. A las hipdtesis anteriores, le sumamos la hipdtesis adicional de que el
conjunto U,q es convexo y que J4* es una funcion convexa. Luego, existe al menos un punto

limite débil de ("), y todo punto limite u* € UL, satisface,
JH(u*) =V (t, x). (5.190)

Si ademds suponemos que J'° es fuertemente conveza, entonces toda la sucesion (ﬂhﬂ')jGN

converge fuertemente al inico control u € U, que verifica (5.190)).

Demostracién. Primero notemos que como U,y es compacto, el espacio U, es acotado en
HZ. Como la funcién J** es convexa y continua, deducimos que es débilmente semicontinua
inferiormente, y por lo tanto utilizando los mismos argumentos que los expuestos en los
capitulos anteriores, deducimos la existencia de al menos un control 6ptimo u para V' (¢, z).

h

Como @ es una sucesién acotada en HZ2, existe una subsucesién (la cual seguimos

denotando con @") que converge débilmente a u* € H2. De la semicontinuidad inferior

débil y la ecuacion ((5.174) deducimos

J5 (u*) < liminf JY* (@) = V(t, x). (5.191)

J—00

Finalmente, si J%* es fuertemente convexa, la convergencia fuerte se deduce utilizando
argumentos clésicos de que toda sucesién minimizante de un problema fuertemente convexo

converge fuertemente al inico minimizador del problema (ver [30]). O



Capitulo 6

El algoritmo de Sakawa-Shindo para

el caso discreto

En este capitulo mostraremos que, combinando adecuadamente las hipdtesis, es posible
extender el algoritmo presentado en el Capitulo (4] al problema discreto estudiado en el
Capitulo[5l Con este objetivo, definiremos el estado adjunto en este contexto y estudiaremos
expansiones de primer orden del estado cuando consideramos perturbaciones en el control.
Probaremos que valen condiciones de optimalidad andlogas a las del caso continuo en

tiempo, las cuales nos permitiran definir el algoritmo para este caso.

6.1. Introduccion

Como mencionamos anteriormente en este capitulo estudiaremos condiciones de optima-
lidad para el problema (P"), introducido en el capitulo anterior, las cuales nos permitiran
extender el algoritmo de Sakawa-Shindo para este caso. Por una cuestiéon de completitud,

recordamos brevemente el planteo de (P").

6.1.1. Problema en tiempo discreto

Dado N € N tomamos h := T'/N. Definiendo AW,y = W (t;11) — W(t;), para j =

0,..., N —1y AW, = 0 P-c.s., consideramos la filtracién en tiempo discreto F" = (F)N_,

135
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donde Fo = {0,Q} y Fir = o(AWp ; 0 < K < k). Denotamos L%, = L*(Q, Fi,P) y
definimos Y" ;=TI ' L% | al cual dotamos de la norma |[u||?, := h SOV B ug .

La ecuacion de estado discreto que consideramos es:

U = Yk—1+ hf (o1, Yp—1,Up—1) + 0(tp—1, Yr—1, up—1) AWy, k=1,...,N,

(6.1)
Y = T & R™.
La funcién de costo discreta J" : U" — R se define como
N—-1
k=0

donde y = (yo,.-.,yn) es la solucién de (6.1). Finalmente, consideramos el conjunto de

controles admisibles como
U ={uecu"; uy €Uy P-cs., Yk=0,...,N—1}, (6.3)

donde U,4 es un subconjunto de R" no vacio y cerrado. Entonces, el problema de control

6ptimo (P") que consideramos es
Min J"(u) sujeto a u € UM, (P")

Ahora presentamos las hipétesis que consideraremos a lo largo de este capitulo.

6.1.2. Hipotesis

(H1) Hipdtesis sobre la dindmica:

a) Las funciones ¢ = f,o son B ([0, 7] x R" x R")-medibles.

b) Para casi todo ¢t € [0,T] la aplicacién (y,u) — o(t,y,u) es C? y existe una
constante L > 0 tal que para casi todo ¢t € [0,T] y todo y € R" y u € Uy se

tiene
lp(t, y,u)| < Lyl + |u] + 1],

|90yy(t7yau)| + |90yu(tay7u)| + |90uu(t7y7u)| S L;

\
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(H2) Hipdtesis sobre el costo:

a) Las funciones ¢ y g son respectivamente B ([0,7] x R™ x R") y B (R™) medibles.

b) Para casi todo t € [0,T] la aplicacién (y,u) — £(t,y,u) es C?, y existe L > 0

tal que para todo y € R" y u € Uy,
(g, )| < Lyl + Jul + 117,
14yt y, w)| + [Cu(t, y, w)| < Llyl + |ul + 1], (6.5)

wyy(t»yauﬂ + |€yu(t7y7u>| + |€uu(t, y,U)| S L?

\

¢) La aplicacién y — g(y) es C? y existe L > 0 tal que para todo y € R”

(

l9(y)| < L{ly| + 1],

l9y(y)] < Lyl +1], (6.6)

’9yy(3/>’ <L,

\

Nota 6.1.1. Notemos que las hipdtesis (H1) y (H2) combinan las dos primeras hipdtesis
del Capitulo E]junto con la hipotesis (H4) del mismo capitulo. Por lo tanto, el Lemam
que establece estimaciones para el estado discreto sigue siendo vdlido bajo las hipotesis de

este capitulo.

6.2. Estado adjunto discreto

Comenzamos definiendo el Hamiltoniano para este problema. Sea H : [0, 7] x R™ x R" x

R" x R"*™ — R definido como

H(t,y,u,p,q) ==t y,u) +p- f(ty,u) + > ¢ o (ty,u), (6.7)
j=1

donde p - f(t,y,u) es el producto escalar en R" y ¢ y ¢/ denotan las columnas de las
matrices q y 0.
Sea u = (ug)p_, € U", un control discreto dado y sea y = (yx)~_, el estado asociado

dado por (6.1)). Definimos el estado adjunto discreto (p,q) = ((pk,qk))fg\:Ol, asociado a u,
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como la solucion de la siguiente ecuacién retrograda discreta en tiempo:
(
Pe = Eglprer + WV H (Gt Yot Ukrts Prtts Qi) k=0,...,N =2
k. = %Ek[(pk—ﬂ + AV H (te1s Yo, Uk 1s Prtts Qk+1))AW,L_1], k=0,...,N —2,

pv—1 = Enx_1[Vg(yn)],

L av—1 = $EN[Velyn) AWR].
(6.8)

Esta definicién de estado adjunto discreto fue introducida en [61]. El siguiente resultado
nos permitird demostrar en el Lema estimaciones importantes para (p, q).

Sin pérdida de generalidad, en lo que sigue asumimos que m = 1.

Lema 6.2.1. Bajo las hipotesis (H1)-(H2), el estado adjunto discreto (p,q) = ((pg, qk))]kV;Ol,
dado por estd bien definido y (pr, qr) € (L%, )" % (L%, )™, para todo k =0,..., N—1.

Ademds, para todo (z3_y,2%_1) € (L%, )" x (L%, _,)™™, tenemos
E[(pn-1 + av1AWK) - (21 + 25 AWN)] = E[Vg(yn) - (2x-y + 251 AW, (6.9)
y para todo k =0,..., N —2, y para todo (2}, 23) € (L%_—k)" X (L%_—k)"xm, se tiene

E [(pr + @eAWig) - (2 + 2 AWppa))]

(6.10)
=K [(pk—H + hvyH(tlﬁ-la Yk+1, Uk+15 Pk+1, Qk+1) : (2}; + Z}%AWkH)] .
Como consecuencia,
Ellpn_1 + QNflAWNP] < HVg(yN)Hisz, (6.11)
Y
EHpk + QkAWk+1|2] < Hpk+1 + thH(tkH, Yk4+1, Uk41, P+1, (Jk+1)||%§rk . (6-12)
+1

Demostracién. De las hipdtesis y el Lema deducimos que Vg(yn) € (L%,)" v que

existe Cy > 0 tal que
E (|Vg(yn)AWn|?) < CoE (|AWN|?)

+CoE (’yNA +hf(tn-1,yn—1,un—1) + 0(tn_1,YN-1, UNA)AVVN\2 |AWN\2) .
(6.13)
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Expandiendo el lado derecho de la desigualdad, tomando Ey_; y utilizando el hecho de los
momentos de cualquier orden de AWy son finitos, tenemos que Vg(yn)AWy € (L%, )™
Luego, de la desigualdad de Jensen obtenemos que (py-_1,qn-1) € (L%, )" % (L%, )™

Ademds, para todo (2%_y, 28_1) € (L%, )" % (L%, )", tenemos
E [(pv-1+ av-1AWN) - (2R + 22 1 AWN)] = E [py-1- 28 1] + PE [gyv-1 - 23]
= E[Vglyn) 23]
+E [Va(yn) - (% 1 AWy)]

— E[Vglun) - (5, + 2, AWN)].
(6.14)

Por lo tanto vale y utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz concluimos ((6.11)).
Ahora supongamos que para k € {1,..., N —1} tenemos definido py, g € (L%Ek)” Dado

que,

Vo H (t, Y, Wi, iy @) = Vil Yis ur) + fy (b Yoo ue) o1 + 0y (b Yo wr) ', (6.15)

de (H1) y (H2) existe C; > 0 tal que
B[V H (t, Y, ur, o, a)[°] < C1 (1 + Ellyal*] + Elluxl*] + Ellpe|*] + Ellgx[?]) . (6.16)

Luego, V,H (tx, Y, uk, Pk, qr) pPertenece a (L}k)" Como AW, también pertence al es-
pacio (L%, )", podemos concluir que (pp—1, e—1) esta bien definido y pertence a (L, )" X
(LY, )" Asuvez, dela definicién es claro que pp_y € (L%, )" Ahora,sea zy_, € (LE_ )",
de la propiedad de la torre de la esperanza condicional, la desigualdad de Cauchy-Schwarz

y la isometria de [to6 tenemos
E[gi-1-20_1] = E[+Ei_1[(pr + hVyH (e, Y, Uk, Dy, @) AW] - 28]
= E [(px + WV H (ti, ye, u, Dg, @) - (AWizp_y)] (6.17)
< |lpk + AV H (t, Yk, Uk, Dy, Qk))HL’ka HZIZ—1HL2F]€71-

De la densidad de (L¥,_ )™ en (L% _ )"y el Teorema de representacién de Riesz podemos

deducir que q,_; € (L%_-k_l)". Finalmente, argumentando del mismo modo que en (|6.14]),

obtenemos ((6.10)), a partir de la cual (6.12)) sigue directamente. O
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Lema 6.2.2. Supongamos que valen (H1) y (H2), entonces existe C > 0 tal que

N-1
G kZ_O Elgil* < Cllyol? + lullfy + 1]. (6.18)

Demostracion. Para k = 1,..., N — 1 denotamos, ©* := ¢(t, yr, us) para ¢ = by, fy,04. De

(6.12) obtenemos

Ellpk—1*] + hE[lgs-1I*] = E[lpe-1 + qu_1AWL|?]

< lpk + AV H (t, Yk, uk, Pk, %)Higk (6.19)

< Elpl? + 3R2E[ V5 + [(fy) Tul* + |(03) T i)
+2hE [pr. - Vyl* +pr - (fF) "oe + (0hpe) - @] -

De las hipédtesis y la desigualdad de Young tenemos,

E|pk_1|2 + hE|qk_1|2 < E|pk|2 + 3h2[E|Vy€k|2 + L2E|pk|2 + L2]E|qk|2]

+[RE|pi|? + hE|V ¥ |?] + hLE|pi|* + 2hL*E|pk|* + LE|qi]?-

(6.20)
Luego, existe Cy > 0 tal que,
Elpr_1)? + hE|gr_1|* < [1 4+ Coh][E|pr|> + hE|qi|?] + 4RE|V 52, (6.21)
de donde deducimos
N-1
i [ElpHHE|a?] < [1+CohlNEIV,g(yn)*+4h 3 [1+Col B[V, 4. (6.22)
T - k=1

De (H2), y el Lema existe C7 > 0 tal que
N-1
mix (Bl + MBIl < cOT2L2Blynf? + 1] +4e%Th Y SLAEIS + fuif? + 1
- k=1

< T lyol* + Nullzn + 1.

(6.23)
Ahora, sumando en k en la segunda desigualdad de (6.21]) obtenemos
5350 Elal* < [1+ GohlE[Vyg(yn)I* — [Elpol* + hE|go|] 6.2

+Ch S [Elprl? + hE|qu|?] + 4k 30 B[V, 652,
De (H2), (6.23), (6.24), y el Lema se deduce el resultado. O
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6.3. Expansiones de primer orden

A lo largo de esta seccién, para @ € U v v € U" dados, denotamos con 7 al estado
asociado a u y con g al estado asociado al control u + v. También utilizaremos la notaciéon
para todo k=0, ..., NV,

P(te) = p(tr, Ur, Uk),  @p = Otk Up> Uk + V),  AYr = G — Yr, (6.25)
y finalmente
Ay = @(te, Uy, U + v) — ©(tr, Y, Ur), (6.26)
para ¢ = f,0,( y sus derivadas parciales.
Lema 6.3.1. Si vale (H1), para todo p > 2 existe C, > 0 tal que para cada @ € U, y

vE Hfsvz_olLI;-‘k: definiendo ||v||} := hZ]kV;Ol E [|ug|P], obtenemos

E Lir&éXN |Ayk|p} < Gyllv|p. (6.27)

.....

Demostracion. Como Ay = 0, para todo k =0, ..., N tenemos,

k k
Ayk—l—l =h Z Af] + Z AO’jAWj_H, (628)
§=0 j=0
y entonces,
k p k p
‘Ayk+1’p < 2p—l [ hZAfJ + ZAUJ'AVV]?Fl ] . (629)
§=0 §=0

De (H1) obtenemos,

p
Wb AL < Nl AL
(6.30)
< TP PR Y (AP + okl
De (H1) y la desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy, existe K, > 0 tal que
. P %
E [méXogigk Z;’:O AUjAWj+1 :| S Kp]E |:<h Z?:O ’AO']‘Q) 1
< K,NE Y (E[| Aoy (6.31)

< KR PR Y Y (R (| Ay, P o]

Combinando (6.29)), (6.30) y (6.31]), del Lema de Grénwall’s discreto, deducimos (6.27). [
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Con el objetivo de estudiar expansiones de primer orden para el estado y el funcional
de costo, para cada v € Hff:’Ole}k, con p > 2, definimos 2" como la solucién del siguiente

sistema linealizado:
2 = b+ hf ()20 + fult)oe] + [0y (6)2) + ou(ti) o] AWiyr, k=0,...,N —1,
zg = 0.
(6.32)

Con argumentos similares a los expuestos en el lema previo, obtenemos el siguiente resul-

tado.

Lema 6.3.2. Si vale (H1), para todo p > 2 existe C, > 0 tal que para cada i € U, y
N—
v E szolLl}k,

E ngaxNyz,g@ < Gyl (6.33)

.....

Lema 6.3.3. Supongamos que vale (H1). Sea @ € U", un control fijo, para todo p > 2 existe
C, > 0 tal que para cada v € Hg:_olL%c, definiendo dj, == Ay, — 2}, para todo k =0,..., N,
tenemos

, " 2
E [kngaXN|dk|p} < Cp||v||2§. (6.34)

-----

Demostracion. De (H1) se tiene

Ayprr = Ay + blf, () Ay + Fulti)vr] + (6, () Ayr + Fu(te) o] AW,

(6.35)
Ayo = 0,
donde para ¢ = f,, fu, 0y, 0, definimos
P(ty) = /01 O(tg, Ui + 0Ayg, g, + Ovg)do. (6.36)
Para todo £ =0,..., N, obtenemos
diy = &+ h[f, () Ay — Fy(t)2 + (fulte) = Fults))osl (637

+[0y (te) Ay — 0y (te) 2 + (Gultr) — Tultn)) vkl AWis1.
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Definimos para ¢ = f, o,

Dr(p) := @y(tr) Ayr — @y(tr) 2y + (Pulte) — Pultr))vr- (6.38)
Luego, tenemos
k k
iy =0y (f)+ > (o) AW,y (6.39)
§=0 5=0

Siguiendo las idea de la prueba del Lema [6.3.1] de la desigualdad de Burkholder-Davis-
Gundy existe C,, tal que

,,,,,

Y ENR;(N)IFT+ Y Ees(0)]] - (6.40)
De (H1) tenemos,
[Dr(P)] < [@y(te) — @y ()| Ayl + |2y () [[Aye — 25| + |Pu(te) — Pulte)] vl
< L{|Ayk| + [oxl] [Aye| + Lldi| + L{| Ayx| + o] [ox] (6.41)
< L[2Agxl* + 2foxl* + [dil]

donde la ultima desigualdad se deduce de aplicar la desigualdad de Young. Luego, existe
Ch > 0 tal que
@ ()|" < Co [|AYxl™ + Jog[* + |dg["] (6.42)

Por lo tanto combinando ([6.40)), el Lema y la ultima desigualdad, el resultado sigue

de aplicar el Lema de Gronwall’s discreto. O

Ahora, antes de estudiar la expansién de primer orden para el costo J" necesitamos el

siguiente resultado:

Lema 6.3.4. Bajo las hipdtesis (H1) y (H2) tenemos

N-1 N-1
Y E[H(t, G, e ey G)os] = h Y B, (t:) 2 + Lu(te)or] + Elgy (un)23]. (6.43)
k=0 k=0

Demostracion. De en el Lema tenemos

Elgy(yn)zn] = E[(Pv-1 + dv—1AWY) - 23] (6.44)
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Ademsds, de (6.10)), para todo k = 1,..., N — 2 deducimos
E[(pr + @xAWii1) - 201) = Elbe - (2 + hlfy (te) 2 + Fulte)ve])]
+hE[(jk . (5y(tk)2}€) + 5u(tk)vk)]

= E[(pr + h[(fy(tx) " Br + (7, (te)) " @]) - 27]

) (6.45)
+HRE[(fulte) "Dr + ou(te) ") - vi]
= E[(Pr-1 + @1 AWY) - 2] — RE[C, (1) 27]
+RE[H, (L, Tk, Wk Prr Gy k)Vk]) — RE[C, (t)0r].
Sumando , y utilizando el hecho que z§ = 0, obtenemos . O

Teorema 6.3.5. Supongamos que valen (H1) y (H2). Sea @ = ()5 € UM, un control
dado y sean (yr), (P, qr) €l estado y el estado adjunto asociados. Entonces, para todo

N-174
v el Zy Ly, tenemos

N-1
T+ v) = J"(@) +h > E[Hu(tk, Gr, Tk, B, G)or] + O([v]17). (6.46)
k=0
Demostracion. Observemos que
N—
T (u + Z [AL] 4+ Eg(gy) — 9(un)] - (6.47)
k=0

Ademas,
B B 1
Al = Ly (te) Ayy + Lo (te) vk + / (1= 0)l(y w2 (e, U + OAYg, Uy, + Ovg) (Ayg, vg)*dl. (6.48)
0
De (H2) y la desigualdad de Young,

Anélogamente,

l9(3) — 9(Un) — 94(Fn)| < LI Ayn . (6.50)
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Al igual que en la prueba anterior, denotamos dj := Ay — 2. Luego, tenemos

T+ v) = JhE) = [h Y p Ty B, (tk) 2 + Cult)ve] + E[Qy@N)Z})v]]

= h 3y BIG ()] + h Y35 BIO(|Aysl* + [ug|*)] + Elg, (5iv)d3 + O(|Ayn ).

(6.51)
De (H2) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos
_ 2 B _
B30y Bl < NR2 320 (B (1) dy])?
< ThYCg B (4)PIE]dy ] (6.52)
< ThL3Y 35, [Elgel* + Elawl* + 1JE[|dg ).
Del Lema podemos concluir que existe Cy > 0 tal que
N-1 2
h ;0 Ell,(tn)d;]| < Co [lyol” + 1allzm +1] kggé?fNEHdZ\Q]- (6.53)
Anélogamente tenemos,
[Elgy (gn)dN]I* < Co [lyol® + l|allfs + 1] méx E[|d;[] (6.54)

k=0,...,N

Como ||v]|7, < |Jv]|3, utilizando el Lema y Lema6.3.3 y combinando (6.51)), (6.53) v
(6.54) obtenemos

N-1

Tt ) = J"@) = |h Y B[ (t)2) + Lu(te)os] + Elgy(gn)2R]| = O(lv]D). (6.55)
k=0

Del lema previo podemos concluir el resultado. O]

6.4. Condicion de optimalidad de primer orden

Ahora probaremos una condicién de optimalidad de primer orden para el problema (P").
Esta condicion de optimalidad esta relacionada con el PMP, pero no podemos llamarla
principio del minimo ya que, en general, el Hamiltoniano no es minimizado. Esta condicion

nos permitird extender el algoritmo del Capitulo [4] para el caso discreto.
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Teorema 6.4.1. Supongamos que valen (H1) y (H2) y que U,q es convexo. Sea i € U,

una solucion local de (P"). Entonces, para todo k =0,... N — 1, tenemos

Hu@ka@kvﬂkaﬁka Cjk)v Z 07 Vove TUad(uk>7 P-c.s

(6.56)
o equivalentemente  H,(tg, Uk, Uk, Pr, Gr)(u — Ug) > 0, YV u € Uyg.
Demostracion. De ([6.46)), si @ es una solucién local, obtenemos
N-1
k=0

para todo v € Ry (@) N Hff:’OlL‘}k. Como el conjunto U, es convexo, siguiendo las ideas

de [31, Lemma 4.5], se puede probar que
Tyn (@) = clyn (Ryp (@) VTSN ) = clyn (Ryp (@) N TR LE), (6.58)
Yy que
T (@) = {v e U" : v(w) € Ty, (w(w)), P-cs, Yk=0,...,N —1}. (6.59)

De las hipdtesis se tiene que H,(tg, Uk, Uk, Pk, k) € Lfrk, para todo k = 0,...,N — 1.
Pasando al limite en ((6.57)) y teniendo en cuenta ([6.58) y (6.59)), podemos concluir que

N-1
WY E[Hu(te, e, Uk, iy @) vk) > 0,V 0 € Ty (7). (6.60)

k=0
Como v € Ty (u) es arbitrario, deducimos que vale (6.56). O

Nota 6.4.2. El Teoremal[6.4.1] extiende al Teorema 3.1 de [61)], el cual es uno de los prin-
cipales resultados de ese trabajo. De hecho, contrariamente a [61), Seccion 111, Hipdtesis 1]
no asumimos que las derivadas del funcional de las funciones de costo £ y g son acotadas,
lo cual nos permite, por ejemplo, considerar un costo cuadrdtico. Mds atun, en nuestro en-
foque es posible considerar restricciones para el control, y por lo tanto las variaciones que
se consideran en el prueba de [61), Teorema 3.1] no son posibles de considerar en nuestro
caso. Es por ello que en la prueba del teorema anterior consideramos ciertas perturbaciones

radiales y luego concluimos utilizando un resultado de densidad.
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6.5. El algoritmo de Sakawa-Shindo para el caso dis-
creto

A lo largo de esta seccion asumimos que U,y C R" es convexo. Nuestro objetivo es
extender el algoritmo presentado en el Capitulo 4] al problema en tiempo discreto. El
algoritmo esta basado en la condiciéon de optimalidad presentada en el Teorema [6.4.1]

Introducimos una hipdtesis adicional que usaremos en algunos de los resultados de esta

seccion.
(H3) Al menos alguna de las siguientes hipétesis se satisface:

(a) Para casi todo t € [0,7] la aplicacién (y,u) — o(t,y,u) es afin y ademads la
siguiente condicién de Lipschitz para el costo es satisfecha: existe L > 0 tal que

para casi todo t € [0,T] y para todo v,y € R" y w,u € Uyg,

|£<t7y7u> - E<t7g7a>| < L<|y - g| + |U’ - ﬂ|),
(6.61)

l9(y) —9(i)| < Ly —yl.
(b) Para ¢ = f,o y para todo t € [0,7T] la aplicacién (y,u) — p(t,y,u) es afin.

Como consecuencia de esta hipotesis tenemos el siguiente resultado de diferenciabilidad

que sera de suma importancia en esta seccion.

Teorema 6.5.1. Supongamos que (H1) y (H2) valen y que o bien se satisface (6.61)), i.e.
el costo es Lipschitz, o bien se satisface (H3)-(b). Entonces, la funcién J" es Gateaux

diferenciable en cada u € de, y la derwada direccional estd dada por
N-1
DJ"(w)v = h Z E[Hu(t, Ys s i, @e)vi), Vo €U, (6.62)
k=0

donde §y y (p,q) son el estado y estado adjunto, respectivamente, asociados a u.

Demostracion. Antes que nada, si suponemos que (H3)-(b) vale, entonces Ay, = z} para
todo k y con los mismos argumentos que en la prueba del Teorema [6.3.5] (ver (6.51])), se

tiene que
N-1
Jha+v) = J"@) +h > E[Hy(te, Gk, Gk, i @)ok] + O(0]70), Yo eU".  (6.63)

k=0
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Como H,(ty, Y, Uk, Dr, Gr) € Lfrk paratodo k =0, ..., N —1, deducimos que J" es Gateaux
diferenciable en @ y vale ((6.62]).
En el caso general, el Teorema implica que para toda v € ij:_OlL‘}_-j se tiene

Jh(a+ sv) —
M@ =i
(J%) (@) := lim .

Jhm) =
= 0> E[H,(t, o Tk, e G V8. (6.64)
k=0

Si se satisface (6.61]), la igualdad anterior sigue siendo vélida para todo v € U". En efecto, la
hipétesis (6.61)), la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el Lema [6.3.1] implican la existencia
de L; > 0 tal que

|J"(w) — J"(W)| < Lyllu —|jyn, Y u,u’ €U (6.65)
Como para todo k = 0,..., N — 1, el espacio L‘}k es denso en L%k, para cada direccion

v € U" existe una sucesién (v/); C T L% tal que [[v/ — v]lyn — 0. Sea & > 0 un niimero

positivo cualquiera. Si notamos H, (k) = H,(t, U, tr, Dk, @x) tenemos para todo s > 0,

Jh(atsv)=JM (@) Jh(atsvd)—J"(a)

Hata) =@ SNLRI (k)]

s

S

Sarso) @) N E[Hu(’@“k]‘ =

_|_

+ [0 o B (0] - ).
(6.66)
De (6.65) y el hecho que (H, (k)= € chvz_ongrk podemos elegir j € N suficientemente
grande para que el primero y ultimo término del lado derecho de sean inferiores
a €/3. Luego, para ese j, sabemos que vale para v = v’/. Por lo tanto, si s es
lo suficientemente chico, el segundo término en es también inferior a £/3. De la

arbitrariedad de ¢ se concluye el resultado. O

Nota 6.5.2. De [30, Proposicién 2.49] deducimos que si se satisface (6.61]), entonces J"

es también Hadamard diferenciable (ver por ejemplo [30), Definicién 2.45)).

6.5.1. Version discreta del algoritmo de Sakawa-Shindo

En esta seccién, basados en [25], [66] y el Capitulo 4 proponemos un algoritmo para

resolver el problema discreto (P"). Nuevamente, para ¢ > 0 definimos el Hamiltoniano
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aumentado como

KMoJ0,T] x R x R" x R” x R* x R™™ — R,
(6.67)

(t,y,u,v,p,q) — Ht,y,u,p q) + o u—v]*.

Consideramos entonces el siguiente algoritmo:

Algoritmo 6.1.

Paso 1 Elegir u® = (u))N=3' € UM, un control admisible y {ev},en una sucesion de niime-

ros positivos dados. Utilizando (6.1)), calcular el estado y° = (y2)&_, asociado a u°.
Definir v :=0

Paso 2 Calcular el estado adjunto p” and q”, solucion de , asociado al par (y”,u”).
Paso 3 Definir v:=v+1. Calcular u” y y” tal que y¥ es el estado correspondiente a u” y
up(w) = argmm{Keu(tk,y};(w),u,uz_l(w),pz_l(w),qz_l(w)) D€ Uad} ,  (6.68)
para todo k =0,...,N — 1 y para casi todo w € ().

Paso 4 Parar si algun test de convergencia es satisfecho. En otro caso, volver al Paso 2.

6.5.2. Buena definicién del algoritmo

En esta seccién analizamos la buena definicion del método propuesto y veremos que casi
todos los resultados del Capitulo 4| siguen siendo validos para este marco discreto en tiem-
po. Algunas pruebas son similares a las presentadas anteriormente, pero por completitud

presentaremos al menos un esbozo de las mismas.

Lema 6.5.3. Supongamos que valen (H1), (H2) y (H3)-(a). Entonces existe C' > 0 tal
que

lpe| < C(h), P—cs, YVkE=0,..,N—1. (6.69)
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Demostracion. Sea u € U, un control dado y sean y = (yx)~_g, p = (1) po ¥ ¢ = (@)oo

el estado y estado adjunto asociados a u. De (H3)-(a) tenemos |Vg(yn)| < L, P-c.s., luego
|pN_1| = EN_I[Vg(yN)] S L, P—c.s. (670)
De la definicién, la desigualdad de Jensen y la isometria de I1t6 obtenemos,

h2’QN71’2 = ‘ENfl[Vg(yN)AWNHQ

< En-1[[Valyn) P AWy |?] (6.71)
< L?h.
Podemos entonces concluir que
lpn_12 + hlgy1 | <OV =212 P —cs. (6.72)

Ahora, asumimos que |py|?+h|ge|* < C*, P-c.s. De las hipétesis (H1) y (H3)-(a), tenemos

[0y, | fyl ¥ |loy| acotados por L, luego de la desigualdad de Young se tiene,
e + R+ [ pe+ oy - all? < pel? + 3R2[G1 + LP|pi|* + L?|gx|?]
+[lpl? + A1) + R L|pk|? + [RL?|pe|* + gy ]
= |pr|*[1 + 3h*L? + h+ hL + hL?*| + h|q|?[1 + 3hL?]

+|C52[3h* + h].

(6.73)
Por lo tanto, existe Cy > 0 y C7 > 0 tal que,
e+ By + fy - oe+ oy @l P < [1+ Coh] [Ipel® + hlai|*] + Cih (6.74)
6.74
< [1—|—Coh]ck+01h, P —c.s.
Podemos concluir que
pe—1> < Epoallpe + h[ﬂ; + f; "Dkt Ul; g |”]
(6.75)
< [1+Coh]C* +Cih, P—cs.
Anélogamente de la isometria de It6 tenemos,
Mae, P < 3Exallpr + b6y + fy - pe + o) - ae*[AWR]] 6.76)
6.76

S [1 + Cgh]ok + Clh, P —c.s.
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Luego, obtenemos
Ipe—1]® + hlge_1|* < O 1 :=2[1 + Coh]C* +2C1h, P —cs. (6.77)
y de esto implica que
Ipj|? + hlg;|? < 2VeT2L? + 2NTeDT Oy P —cis, (6.78)

para todo 5 =0,...,N — 1.
O

Nota 6.5.4. Observemos que en el Lema del Capitulo [{], obtuvimos que el estado
adjunto p es acotado c.s. por una constante C' la cual es independiente del control dado. En
el Lema también obtuvimos que C(h) no depende del controlu € U™, pero claramente
depende de h. Como el objetivo del algoritmo es encontrar soluciones para (P") con h fijo,

esta dependencia no serd un problema para lo que sigue.

De nuestras hipotesis, el Lema [6.5.3] v el Lema {4.3.2 surge de inmediato el siguiente

resultado.
Lema 6.5.5. Asumimos que (H1)-(H3) se satisfacen. Definiendo la aplicacion
e : [0, T] X R* x P x R™™ x Uyy — R" (6.79)
donde P := B(0,C) (bola en R™) si vale (H3)-(a), y P = R" si vale (H3)-(b), como
ue(t,y,p,q,v) := argmin{ K. (¢, y,u,v,p,q) ; u € Uyq}. (6.80)

Entonces, existe g > 0, o > 0 independientes de (t,w), tal que si € < €y, u. estd bien
definido y para casi todo (t,w) € [0,T] x Q y todo (y',p%,¢",v') € R" x P x R™™ x Uy,

1=1,2 se tiene:

lu-(t, y2, 0%, 4%, 0%) —u(t,y', pt gt o) < 20 =o' |+a (|v* — v |+ [P — 0|+ | — ¢']) -
(6.81)

Estamos ahora en condiciones de poder demostrar la buena definicién de algoritmo

presentado.
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Teorema 6.5.6. Bajo las hipdtesis anteriores, existe eg > 0 tal que, si €, < g9 para todo

v, entonces el algoritmo define una tunica sucesion {u’} de controles admisibles.

Demostracion. Dado u® = (ul)y-) € U",, podemos calcular el estado discreto asociado

y® = (y?). Ahora, supongamos que tenemos u’ = (u}) y y* = (y¥), de podemos

obtener p = (p¥) v ¢" = (q¥). Conocemos la condicién inicial y5 ™ = z, y si asumimos que

conocemos yZH para k € {0, ..., N — 1}, entonces podemos calcular
up™ =g, (b yl L pE g ). (6.82)
Finalmente, de obtenemos
Yt = U R e v ) o (e yl T ul T AW (6.83)

Podemos continuar con esta recurrencia hasta N, y luego calcular p*™! y ¢“*. Por lo tanto,

es claro que el algoritmo define una tnica sucesién {u”}. O

6.5.3. Convergencia del algoritmo

En esta seccion probaremos que el algoritmo propuesto es un método de descenso y
que, bajo hipétesis de convexidad, todo punto limite débil de la sucesién generada por el
algoritmo es una control éptimo para (P").

El siguiente resultado es la versién discreta andloga del Teorema

Teorema 6.5.7. Bajo las hipotesis (H1)-(H3), existe o > 0 tal que para toda sucesion

generada por el algoritmo se satisface

Jhu”) — JM(w ) < — (i - a) |w” — w3 (6.84)

v

Demostracion. Parav € N, k=0,...,N y ¢ = f,0,{, denotamos ¢} := ¢(t, yy,uy). De
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la definicién surge que

Ty = M) = B[RS — 67 + 9k — 9]
= E[ w0 [RH (t gt uf oy a0 )
—hH (ty,yy ul ol g (6.85)
—h(pf ™ fE = R = g o — o7

+9(y%) — 9y )] -

Podemos ver que para todo kK =0,..., N — 2

Eh(py = f ) + b of — a7 Y]
= E(py " + @ AWiga) - (ALY = [+ [or — o AWy
=E[(py " + @ AWis) - (W80 — vk — vk )]
= E[(py 71 + hHy (e, Y win Pion 6)) - (W — vi)] (6.86)
—E[(py '+ @ AWera) - (yr — i)
= B[R H,(tr1, yp 1wkt it dh) - Wk — vk

v—1

FEPIT - W — v = B (- w )

donde en la iltima igualdad tomamos la esperanza condicional E; dentro de la esperanza.

Reemplazando ([6.86)) en (6.85]) obtenemos

Jh(u) = Tt = S BERH (e yy s uy pr g — H by ug o )]
= Yo BIRH, (b yi 1 w1 P 461D - (W — K1)
— > By - Wk — v Dl — Bl (k= v
—E[(p5 ) + ¢ S AWN) - (% — vk — vk T ykh)]

+E[g(y%) — 9% )]
(6.87)
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= Sl RE[H (te,yy ul,py al ) — hH (b, gy ul o )]
N-2 v— v— v— v— v v—
- Zk:o E[th<tk+17yk-&-%?uk—f—i?pk—f—%? qk;—i—%) : (3/k+1 - yk-i—%)]
+Eps " - (w5 — o )] — E[Vyg(ui ) - (i —ui )]

+E[g(y%) — gy ).
(6.88)

Como y§ — y¢~' = 0 podemos concluir que
v v— N— v v o v— v— v— v— v— v—
JHur) — MY = by EH (t vl uy oy g ) — hH (b u T p g h)
N— v— v— v— v— v v—
_hz:k:[)1 E[Hy(tk’ﬂyk 17uk 1apk 17Qk 1) ' (yk — Y 1)]

—E[Vyg(yi ) - (wk —yi ) +9(uk) — gy -
(6.89)

Luego podemos continuar con la prueba como en el Teorema |4.4.2] O
El préximo resultado sigue del teorema previo, el Lema y el Teorema [4.4.3]

Teorema 6.5.8. Supongamos que J" es acotada inferiormente y que las hipdtesis del
teorema previo se satisfacen. Entonces, existe g > 0 tal que, si €, < g9, toda sucesion

generada por el algoritmo satisface:

1. {J"(u")}oen es una sucesion convergente mondtona no creciente,
2. ||u” —u "M — 0 cuando v — oo,

3. |Ju¥ — Byn(u” — e, Hy(y”, v”, p”,q"))||yn = 0 cuando v — oo.

Combinando el Teorema [6.5.8, Teoremal6.5.1]y el Corolario [4.4.4] obtenemos el siguiente

resultado.

Corolario 6.5.9. Bajo las hipdtesis anteriores, supongamos que la sucesion generada por
el algoritmo u” es acotada, €, < €y y liminfe, > ¢ > 0. Entonces, para toda sucesion

acotada v € UM tenemos

lim inf J" (u”, v — u”) > 0. (6.90)

V—00
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En particular

lim inf J" (u”, v —u’) >0 YveU” (6.91)

v—00

Finalmente sumando hipdtesis de convexidad, combinando el Teorema y el Co-
rolario del Capitulo {4 podemos obtener un resultado andlogo de convergencia con

respecto a los controles generados por el algoritmo.

Teorema 6.5.10. Supongamos que J" es convexo y acotado inferiormente. Ademds, €, <
g0, donde g¢ estd dado por el Teoremal6.5.8§ y liminfe, > 0. Entonces, todo limite débil u de
{u"} es un control éptimo para (P"). Como consecuencia, si {u”},en tiene subsucesiones
v 3 h
acotadas, entonces J(u”) — min,gpn J"(u).
Si ademds suponemos que J" es fuertemente convexa, entonces toda la sucesion converge

fuertemente a la unica solucion optima del problema.



156 El algoritmo de Sakawa-Shindo para el caso discreto



Conclusiones

A lo largo de esta tesis logramos proponer métodos numéricos para abordar diversos
problemas de control éptimo. Para ello, en todos los casos planteamos problemas discretos
en tiempo para los cuales fueron disenados los algoritmos de resolucion. Para cada problema
justificamos de qué modo los problemas discretos aproximan a los continuos. Ademaés,
en cada caso estudiamos condiciones de optimalidad relacionadas tanto a los problemas
continuos como a los discretos.

En el Capitulo 2] y el Capitulo [3] trabajamos con problemas de control 6ptimo de tipo
minimax. Si bien en el primero de ellos consideramos un problema determinista y en el
segundo uno con incertezas, en ambos casos el problema discreto que utilizamos para
aproximarlo resulté ser un problema determinista. Este hecho fue el que nos permitié no
solo plantear algoritmos conceptuales de resolucion, sino que también obtuvimos algoritmos
implementables. Para los dos casos, presentamos pruebas numéricas que muestran el buen
comportamiento del método. Sin embargo los ejemplos numéricos que abordamos no son
problemas de gran tamano. En particular, para el problema estudiado en el Capitulo
para obtener resultados significativos, no sélo el paso de tiempo debe ser pequenio, sino
que también es necesario que el tamano de la muestra sea lo suficientemente grande, lo
cual obviamente deriva en problemas de gran escala. En esta linea de trabajo, el desafio
radica en poder lidiar con problemas mas complejos o de mayor dimensionalidad sin que
el tiempo computacional crezca en la misma medida.

En los ultimos tres capitulos de la tesis, trabajamos con un problema de control éptimo
estocastico con costo acumulativo y final. Comenzamos planteando un algoritmo tedrico
de resolucién en el Capitulo [4] el cual obviamente no es implementable. Siguiendo con la

misma linea que en los primeros capitulos, planteamos un problema discreto en tiempo. En

157
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este caso fue necesario estudiar mas en profundidad este problema para obtener resultados
de convergencia del discreto al continuo. A diferencia del enfoque que utilizamos para los
problemas minimax, en el caso estocastico, debido al funcional de costo que consideramos,
las condiciones de optimalidad con las que trabajamos son las que se derivan del enfoque
variacional, relacionadas con el PMP. Por lo tanto, aparece involucrado el estado adjunto,
el cual es solucién de una EDER. Como es bien sabido, no es sencillo aproximar este tipo
de ecuaciones. Si bien existen métodos para aproximar sistemas de EDE-EDER, el hecho
de que en los coeficientes de las mismas esté involucrado el control, hace que no se cumplan
las hipdtesis generales que se consideran en dichos métodos, ya que no es de esperar que
el control tenga suficiente regularidad. En esta direccion, con el objetivo de obtener un
algoritmo implementable, queda pendiente continuar con el estudio de aproximaciones de
este tipo de sistemas para el caso particular de problemas de control éptimo. Otro problema
que surgio para ser tratado en el futuro es el estudio de la convergencia de los estados
adjuntos discretos al continuo, en el cual una vez mas la dificultad radica en la falta de

regularidad de las soluciones de las ecuaciones EDER.
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