Estructuras de Modelos para Sistemas
Lineales Estacionarios en Tiempo Discreto

ISIS J. C. GOmez 1



Como los datos de entrada/salida a usar en la Identificacion
se obtienen por muestreo, es mas natural asumir que los
datos provienen de un modelo en Tiempo Discreto (TD),
aunque las variables del sistema sean inherentemente de
naturaleza continua.

Un sistema es estacionario si la respuesta del sistema a
una misma entrada es la misma independientemente del
Instante en que se aplica la entrada.

Un sistema es lineal si verifica el Principio de Superpo-
sicion, es decir si su respuesta a una combinacion lineal de
entradas es la misma combinacion lineal de las respuestas
a las entradas individuales.

Un sistema es causal si la salida en un instante depende
de las entradas pasadas hasta ese instante (no depende de
valores futuros). Para un sistema en TD una condicion
necesariay suficiente para causalidad es:
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Causalidad < h(n):O para n<0

o0 . .
donde {h(n)}n:_oo es la respuesta al impulso del sistema.

d Un Sistema Lineal y Estacionario puede ser completa-
mente descripto por su respuesta al impulso, ya que la
respuesta del sistema a una entrada arbitraria puede
calcularse como la convolucion entre la entrada y la
respuesta al impulso del sistema:

e Sistemas en Tiempo Continuo

y(t)= [h(eu(t-7)ds (1)
« Sistemas en Tiempo Discreto

y(n)= Ehlko(n—K) @)
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d La relacion (2) permite computar la respuesta del SLE a
una entrada arbitraria. En la practica, existen senales de
perturbacion que también afectan la respuesta del
sistema. El efecto de estas perturbaciones se suele
concentrar en un término  {N) aditivo a la salida, i.e.

y(n)= gh(k)u(n—k)+v(n)

Perturbacion

y(n)=> (k) *u(n)+v(n) @)

Funcion Transferencia
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v(n) perturbacion

entrada u(n) i y(n) salida
iy B

Sistema LTI
Modelo Lineal General

O La perturbacion (n) es la parte de la salida que no
puede ser explicada por las entradas pasadas. Puede
atribuirse a distintas causas:

Ruido de medicion: los sensores que miden las sefales
estan afectados por ruido.

Entradas no controlables: senales que ingresan al
sistema pero que no son controlables por el usuario, y

generalmente tampoco son medibles.
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O Una caracteristica importante de las perturbaciones es que su
valor no se conoce de antemano. Existen basicamente dos
enfoques respecto a la caracterizacion de las pertubaciones:

 Enfoque Probabilistico: Se asignan probabilidades a las
diferentes secuencias {v(n)}. Es decir {v(n)} es un proceso
aleatorio con una distribucion de probabilidad conocida
(por ejemplo a traves de la funcidon de densidad de
probabilidad (pdf) P, (-,6’) ). Esta caracterizacion da
lugar a modelos estocasticos y los correspondientes
metodos de identificacion resultan métodos estocasticos.

 Enfoque Deterministico: Se restringe el conjunto de
posibles senales de alguna manera, por ejemplo
asumiendo que son desconocidas pero gue estan

acotadas, I.e.
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v(n] <C \vag

Este enfoque da lugar a los Métodos de Identificacion
Deterministicos, e.g. Bounded Error Estimation, o Set
Membership ldentification.

O Enfoque Probabilistico: Se asume que {{n)} es un
proceso aleatorio. Una completa caracterizacion
implicaria conocer la funcion de densidad de probabilidad
condicional conjunta para  (/(n+¢),/>1}  dado
{V(S), S < n} , 10 que no es realistico. Se adopta en general
un enfoque mas simple asumiendo que {{n)} es la salida
de un SLE cuando su entrada es ruido blanco, I.e.
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e(n) ruido blanco

h,(n)] modelo de perturbacion

entrada u(n) + g V() y(n) salida
4>-—’$—' >

sistema LTI

ihv =H(qk(n) (4) Modelo de perturbacion
2 : (ruido blanco filtrado)

4

H(q)

y(n)=G(q)u(n)+H (q)e(n)l (5)
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{e(n)} es ruido blanco, i.e., es una secuencia de variables
aleatorias independientes e identicamente distribuidas (iid)
con una cierta funcion de densidad de probabilidad. Esta
descripcion, si bien bastante general, no puede caracterizar
completamente todas las perturbaciones aleatorias.
Usualmente solo se especifican las estadisticas de segundo
orden de {e(n3} , €s decir la media y la varianza.

d Valor Medio y Covarianza de {v(n)}

Asumiremos que {e(k)} es ruido blanco con media cero y
varianza A . A partir de la descripcion (5) calcularemos la
media y la varianza de {v(n)} .

Ef(n)} =3, (k)Efe(n—k)}=0 (6)

La media resulta
k=

w O
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L a covarianza resulta

E(npv(n—0)}

Ms LD

> 1 (K (S)Efe(n—k)e(n—¢ )}

S

ihv Pk —0-s)A

0 s=0

zﬁ;m(@»(w) 9

donde h,(r)=0 para r <0 . Podemos notar que la cova-
rianza es independiente de n. La denotaremos

R,(¢)=E(np(n-2);
y la designaremos como funcidon covarianza del proceso

vn)f
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Como la media en (6) y la covarianza en (7) no dependen
de n , se dice que el proceso es estacionario (hasta
momentos de segundo orden).

y(n)=G(q,0)u(n)+H(q,0)e)] @

{e(n)} ruido blanco con media cero y varianza A

f: funcion de densidad de probabilidad de {e(n)}

0 vector de parametros
v(n)=H(q,0)e(n) modelo de la perturbacion
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L Modelos Polinomiales Generalizados

A@0)y(n)=2 % yn_n )+ @D iy ()

 F(q,6) D(q,6)

1 . -1
A(q,6),B(q,6),C(q,6),D(q,0),F(q,0) Polinomios en Y
parametrizados por &

A)=1+aq™+--+a, q™ | e

B(a)=b, +b,g ™t +--+b, g™ c(q)

C(a)=1+c,q™ +---+c, g™ D(0)

D(g)=1+d,q*+---+d, g™ u(n) [pg) ., é 1] v
plC L o > >

F(q):].-l— flq_1+"'+ fnfq_nf F(C]) A(C])

ISIS J. C. GOmez 12



 Moldelo ARX (AutoRegressive with eXogeneous input)
F(a,0)=C(q,0) = D(q,0) =1
« Modelo ARMAX (AutoRegressive Moving Average with eXogeneous
Input)
F(a,6) = D(q,0) =1
« Modelo ARMA (AutoRegressive Moving Average)
D(q,0) =F(q,0) =1
B(q,0) =0

* Modelo BJ (Box-Jenkins)
A(g,0) =1

 Modelo OE (Ouput Error)

A(Q,0) =C(q,0) = D(q,0) =1
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) Modelos en Espacio de Estados

X(n+1) = Ax(n)+ Bu(n)+w(n)| Ecuacion de Estado
y(n) = Cx(n) + Du(n) +v(n) Ecuacién de Salida
x(n): vector de estados @(n): ruido de proceso o de planta
u(n): vector de entradas n): ruido de medicion o de salida

y(n): vector de salidas C: matriz de salida

A: matriz de evolucién D: matriz de transmision directa

B: matriz de entrada

X(n +1) = Ax(n) T Bu(n) T Ke(n) Forma de Innovacion
y(n) = Cx(n) + Du(n) +e(n) K: matriz de Kalman

e(n): ruido blanco

ISIS J. C. GOmez

14



