Proyecto: Problemas asociados a ecuaciones diferenciales parciales
fraccionarias en el tiempo.

Integrantes: Dra. Isolda E. Cardoso, Dr. Nahuel D. Caruso, Dra. Sabrina D. Roscani
Este proyecto fue presentado en el ano 2020 proponiendo las siguientes I'ineas de trabajo:

(i) Problemas de valores iniciales y de contorno: Estudiar el problema parabdlico fraccionario
en el tiempo D%u = L[u] con L un operador eliptico y con condiciones de Robin que involucran
la constante de transferencia del calor (también denominada constante de Newton) £, en un
dominio acotado del espacio euclideo R™.

(i) Problemas de cambio de fase: Bisqueda de soluciones autosimilares explicitas a partir de
la utilizacién de funciones especiales de Wright y busqueda de soluciones aproximadas.

Durante los anos 2020-2022, dio lugar a las siguientes publicaciones:

e . Cardos, S. Roscani and D. Tarzia, “About the convergence of a family of initial boundary
value problems for a fractional diffusion equation of Robin type”, Applied Mathematics and
Computation, Vol. 433 (2022), ID 127375.

e S. Roscani, N. D. Caruso, D. A. Tarzia, “Explicit solutions to fractional Stefan-like problems for
Caputo and Riemann-Liouville derivatives”, Communications in Nonlinear Science and Numer-

ical Simulation, Vol. 90 (2020), 105361.
Y a las siguientes presentaciones en congresos:

e “Sobre las soluciones de una familia de problemas de valores iniciales y de contorno de tipo
Robin para la ecuacién de difusiéon fraccionaria en el tiempo”. VIII Congreso de Matematica
Aplicada , Computacional e Industrial, Universidad Nacional de La Plata, virtual, 3 al 7 de
Mayo de 2021.

e “About Explicit Solutions to Different One-dimensional Fractional Stefan-Like Problems”, Non-
local diffusion problems, nonlocal interface evolution (Online), Institute of Mathematics, Polish
Academic of Science, 1-3 de Octubre de 2020.

e “Soluciones explicitas a problemas de tipo Stefan para derivadas de Caputo y RiemannLiou-
ville”, LXIX Reunién de Comunicaciones Cientificas de la Reunién Anual Virtual de la Unién
Matemadtica Argentina (virtUMA 2020), del 14 al 25 de Septiembre de 2020.

El proyecto se encuentra en etapa de finalizacién, pero se pretende continuar con la investigacién.
En particular, del trabajo previo previo realizdo, han surgido nuevos objetivos que seran plasmados
en la continuacén del proyecto presentado. Se presenta a continuacién uno de ellos en el marco de una
propuesta para realizar una tesina.

Propuesta para Tesina de Lic. en Matematica - Dra. Isolda Cardoso y Dra. Sabrina
Roscani

La presente propuesta esta dirigida a alumnxs avanzadxs de Licenciatura en Matemadtica que estén
interesadxs en realizar una tesina y/o solicitar una beca CIN en la convocatoria préxima, asi como
unirse en calidad de becarix al proyecto. El tema propuesto es en el area de las ecuaciones diferenciales
parciales, mas especificamente en calculo fraccionario.

La idea de considerar derivadas o integrales de érdenes arbitrarios data de los propios inicios del
calculo diferencial. De hecho el antecedente estrella viene de la mano del mismisimo Leibniz, a quien
en [’Hopital pregunta, en una correspondencia en el ano 1695, qué sentido tendria esta expresion para
n = % En su respuesta, Leibniz escribié a L’Hoépital que esa expresiéon no admitia todavia el uso de de
exponentes arbitrarios, pero que esa aparente paradoja algin dia mostraria ttiles consecuencias. Hoy



en dia el Célculo Fraccionario es una rama del Anélisis Matemdtico que estudia derivadas e integrales
de érdenes arbitrarios, y el adjetivo fraccionario en el nombre es una caracteristica puramente histérica,
ya que los érdenes pueden considerarse incluso en el conjunto de los ndmeros complejos.

Existen muchas ramas en célculo fraccionario, cada una de ellas asociadas a diferentes operadores
fraccionarios. Entre los més destacados se encuentran el Laplaciano fraccionario y las redicadas
fraccionarias de Caputo o Riemann-Liouville.

En esta propuesta se pretende estudiar un problema asociado a la ecuacion de difusién fraccionaria
en el tiempo. Esta ecuacién se utiliza para describir procesos de difusién anémala, por ejemplo cuando
un proceso de transferencia de calor no sigue la ley de Fourier. La principal caracteristica de este tipo
de ecuaciones es que la derivada temporal ha sido reemplazada por una derivada fraccionaria de Caputo
en el tiempo. Esto es, una ecuacién de evolucion del siguiente tipo

ng‘u(:L', t) = Lu(x,t), (z,t) € Q x (0,7), (1)

donde Q es un dominio acotado de R? con frontera suficientemente regular, L es un operador diferencial
de segundo orden simétrico y uniformemente eliptico (por ejemplo el laplaciano clasico) y

t
SD7 ) = =y | (4= (2)
Nos interesa considerar el siguiente problema de valores iniciales y de contorno para la EDF de
tipo Robin:
(i)  §Dfu(x,t) = Lu(z,t), €, 0<t<T,
(1)  u(x,0) = ugp(x), e (3)
(i) 9%(z,t) + Bu(z,t) =0 €I 0<t<T.

Este problema fue considerado en [1] siguiendo la linea de Sakamoto y Yamamoto en [3], esto es,
a través del método de Fourier de representacién en series, obteniendo el resultado que enunciamos a
continuacién.

Teorema Sean 3 > 0 yug € L*(S2), entonces existe una unica solucion débilug € C([0,T]; L*(£2))N
C((0,T); HY(Q)) del problema tal que § D§ug € C((0,T]; L3()). Mds arin,

lugllco,m:02)) <Clluollrz(q), (4)
Y se tiene que
UB(.’B, t) = Z(Um ¢n(6; '))Eml(_)\n(ﬂ)ta)l/}n(ﬁ; :I)) (5)
n=1

donde las funciones Eq 1 son las funciones de Mittag-Leffler, (A (5),9¥n(5;-)) son los autovalores y
autofunciones, respectivamente, del problema de Sturm-Liouville

(i) Ag(z)+ X p(x) =0, z€Q, (6)
(ii) Gu(@)+Bu(@)=0 zed

Nuestro objetivo es abordar este problema mediante una formulaciéon variacional siguiendo la
linea de Zacher [5] y Kubica y Yamamoto [2]. En dominios multidimensionales, los problemas que
involucran ecuaciones parabdlicas de segundo orden, se estudian generalmente mediante técnicas de
célculo variacional , y una de las herramientas claves que se utilizan en las pruebas (por ejemplo
pruebas de existencia y unicidad) es la aplicacién de la siguiente propiedad:

GOF =2 (510.50) ™

donde la notacion del lado derecho denota un producto interno y el izquierdo tiene una derivada de la
norma al cuadrado, en un cierto espacio de Hilbert. La validez de la propiedad sigue de la Regla
de la Cadena. Sin embargo, cuando se trabaja con derivadas fraccionarias en el tiempo, no podemos
deducir la misma regla. En efecto, una versién analoga a la expresién para derivadas de Caputo
estd dada en |4, Theorem 2.1] pero en contraste con la simplicidad de @, el lado izquierdo contiene,
ademads del término de derivada fraccionaria, otros términos que involucran integrales que dependen
del tiempo con nicleos singulares.
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