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Prefacio a la Primera edición
en inglés

Un gran descubrirniento resuelve un gran problema, Pero en la solu'

ción de todo problema, hay un cierto descubrimiento. El problema qug ie

plantea puede ser modesto; p"to, si pone a prueba la curiosidad que induce

a poner en juego las facultades inventivas, si se resuelve por propios me-

dios, se puede experimentar el encanto del descubrimiento y el goce del

triunfo. Experiencias de este tipo, a una edad conveniente, pueden deter-

minar una afición para el trabajo intelectual e imprimirle una huella impe-

recedera en la mente y en el carácter.

Por ello, un profesor de matemáticas tiene una gran oportunidad' Si

dedica su tiempr a ejercitar a los alumnos en operaciones rutinarias, mataúr

en ellos el interés, impedirá su desarrollo intelectual y acabui desaprove-

chando su oportunidad. Pero si, por el contrario, Pone a prueba la curiosi-

dad de sus alumnos planteándoles problemas adecuados a sus conocimientos,

y les ayuda a resolverlos por medio de preguntas estimulantes, podrá

despertarles el gusto por el pensamiento independiente y proporcionarles

ciertos recursos para ello.

Un estudiante cuyos estudios incluyan cierto grado de matemáticas tbne

también una particular oportunidad. Dicha oportunidad se pierde, claro

está, si ve las matemáticas como una materia de la que tiene que presentar

un exatnen final y de la cual no volverá a ocuparse una vez pasado éste.

La oportunidad puede perderse incluso si el estudiante tiene un talento

natural para las matemáticas, ya que é1, como cualquier otro, debe descu-

brir sus capacidades y sus aficiones; no puede saber si le gusta el pastel

de frambuesas si nunca lo ha probado. Puede descubrir, sin embargo, que

un problema de matemáticas puede ser tanto o más divertido <1ue un cfu-

cigratna., o que un vigoroso trabajo intelectual puede ser un ejercicio tan

agradable como un ágil juego de tenis. Habiendo gustado del placer de

las matemátrcas, y^ no las olvidará fácilmente, presentándose entonces'una
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6 prelacio a la prinrera edición

buena oportunidad para qqe las matemáticas adquieran un sentido para
é1, ya sean como un pasatiempo o como herramienta de su profesión, o
su profesión misma o la ambición de su vida.

El autor recuerda el tiempo en que él era estudiante, un estudiante un
tanto ambicioso, con deseos de penetrar un poco en las matemáticas y en la
física. Asistía a conferencias, leía libros, tratando de asimilar las soluciones
y los hechos presentados, pero siempre se presentaba una interrogante que
lo perturbaba sin cesar: "sí, la solución dada al problema parece ser
correcta, pero ¿cómo es posible descub¡ir tal sorución? sí, este experimentó
al parecer es cotrecto, tal parece que es un hecho; pero, ¿cómo pueden
descubrirse tales hechos?; ¿y cómo puedo yo por mí mismo inventar o
descubrir tales cosas?" Hoy en día er autor enseña matemáticas en una
universidad. Piensa o desea que algunos de sus más aventajados alumnos
se planteen preguntas similares y tnta de satisfacer su curiosidad. Tratando
de comprender no sólo Ia solución de este o de aquel problema, sino
también los motivos y el procedimiento de la solución, y tratando de
hacer comprender dichos motivos y procedimientos, ha sido lle-
vado finalmente a escribir el presente libro. Desea que resulte de utilidad
a aquellos maestros que quieren desarrollar las aptitudes de sus alumnos
para resolver problemas, y pare- aquellos alumnos ansiosos de desarrollar
sus propias aptitudes.

Pese a que el presente libro pone especial atención a los requerimientos
de los estudiantes y maestros de matemáticas, debería de despertar el
interés de todos aq.uellos interesados en los caminos y medios de la inven-
ción y del descubrimiento. Tal interés puede ser mayor que el que
uno puede sospechar sin reflexión previa. El espacio dedicado en los
periódicos y revistas a los crucigramas y otros acertijos parece demostrar
que el público dedica un cierto tiempo a resolver problemas sin ningún
interés práctico. Detrás del deseo de resolver este o aquel problema que
no aporta ventaja material alguna, debe haber una honda curiosidad, un
deseo de cornprender los caminos y medios, los motivos y procedimientos de
la solución.

Las páginas que siguen, escritas en forma un tanto concisa y, en la
medida de lo posible, en forma sencilla, están basadas en un serio y largo

Prelacio a ht printert eúiaióu t

estudio de los métodos de solución. Esta clase de estudio, llamado heuri¡-

fico por algunos autores, si bien no está de moda en nuestros días, tiene

un largo pasado y qoizi un cierto futuro.

Estudiando los métodos de solución de-,p,roblemas, percibimos otra

faceta de las matemáticas. En efecto, las matemáticas presentan dos caras:

por un lado son la ciencia rigurosa de Euclides, pero también son algo

más. Las matemáticas presentadas a la manera euclideana aParecen como

una ciencia sistemática, deductiva; pero las matemáticas en vía de forma-

ción'aparecen como una ciencia experimental, inductiva. Ambos aspectos

son tan viejos como las matemáticas mismas. Pero el segundo es nuevo en

cierto aspecto; en efecto, las matemáticas in statu nascendl, en el Proceso
de ser inventadas, nunca han sido presentadas al estudiante, ni incluso al

maestro, ni al púbiico en general.
La heurística tiene múltiples ¡amificaciones: los matemáticos, los

logistas, los psicólogos, los pedagogos e incluso los filósofos pueden recla-

mar varias de sus paftes como pertenecientes a su dominio especial. El

autor, consciente de la posibilidad de críticas provenientes de los más

diversos medios y muy al tanto de sus limitaciones, se permite hacer obser-

var que tiene cierta experierrcia en la solución de problemas y en la ense-

ñanza de matemáticas en diversos niveles.
'El tema es tratado más ampliamente en un extenso libro que el autor

está en camino de terminar.

Uniaersidad de Stanford, tTosto le, 1944,



Prefacio a la séPtima

reimpresión en inglés

Ahora puedo decir gustoso.qut l:-,:Tplido 
con éxito' al menos en

parte, una Promesa daia en el prefacio a la primera ."di:iól; 
Los dos

volúmenes tnduction';;; ;';;;8i i' no*t*at'ics v Pafteytl'of Ptauibte

lnferenceque constitulei ,* ,*ñit,e obra Mathematics and' Plaasible Reas-

oningcont inúanlatí 'neadetpensamientoadoptada'enelpresentel ibro'

Zxrich, dSorto 30, 1954'



Prefacio a la segunda edición

en inglés
i

En esta segunda edición se incluye, además de algunas mejoras' una

tu*" .".t" farte : Ptoblemas, - pugrcrencias, Soluciones'

Al tiempo qo" ,"-Pi"p^t;É"\ impresión de esta edición' apareció

un estudio (Edacation)l iesting. Seruite,,Princeton, N'/'; cf' Time 18

de junio, L9t6) qot J putttt'"h" formulado algunas observaciones per-

tinentes; no eran,tr"u^r'para los entendidos en la materia' pero ya' etl

tiempo que se ror*.ri",t"'fuo tf público en seneral: 
"' ' ' las matemáti-

cas tienen el dudoso honoi de sei el tema ,í.not popular del plan de

estudios. . . Futuros maestros Pasan Por las escuelas elementales aPren-

il;; " detestar las matemátito' ' ' ' Regresan a la escuela elemental a

enseñar a nuevas generaciones a detestarlas"'- 
ilP.;" qoe li presente edición, destinada a mis amplia difusión'

convenza a algunos de sus lectores de que las rnatemáticas' aparte de ser

,rrr.*irro ,reiesario a la ingenieria y it conocimiento científico'-pueden

ser divertidas y a la vez abrií un Panorama en las actividades intelectuales

del más amPlio nivel.

Zuicb, ianio 30, 1956'



*?

índice de contenido

Prefacios, 5

Para resolver un Problema se

II .  Concebir  un Plan, I I I '

. solución obtenida, l7

In t roducc ión ,21

Prlmerr¡ Portet
Enel solón decloses

Fropósit<>

l.  AYudar al  alumno,25
2. Prcguntu','"to'n""daciones' operaciones intelectuales' 25

3. La generalidad, 26

+. Seni ido común,26
5. Maestroy ul"-"o'  Imitación y prácttca'27

Divisiones principales' preguntas principales

6. Cuatro fases, 28

7. ComPrcnsión del Problema' 28

B. EjemPlo,29
9. Ct"clPción de un Plan' 30

10.  E jcmPlo ,3 l
I l. Ejecución del PIan, 33

12.  E jemPlo ,34
13. Visión retrosPectiva' 35

14.  E jcmPlo ,35
15. diversos Planteos, 38

16. El métodó de inteirogar de I maestro' 39

17. Buenas Y malas Preguntas'  40

necesita: I. Comprender el problema''if..".10" 
del Pün, IV' Examinar la



t 4 indice de contenido

Otrqs ejemplos

I B. Problema de construcción. 4l
19. Problema de demostracióÁ, 4Z
20. Problema de rapidez de variación. 46

1 Segundo porfe
CCómo resolver un probtemos un dlólogo

Familiarizarse con el problema, 5l
Trabajar para una *é¡o, comprensión, 5l
En busca de una idea út i l .  5 l
Ej.ecución del plan, 52
v lslon retrospectiva, 53

Tercero porte
Breve dlccionorlo de heurístico

I

{ Afición a los problemas, 57
:Analogía,57
g Bolzano Bernardo, 64
J Brillante idea. 65

$'#itT-f;X problema que se rctacione con e I suyr?,66Contradicio. ioi  6Z
Corolar io.6T

, ¿-Cuál es la incógn ita?,67
I Def inic ión.G7

$Descartes, René, 73

fleycom.non:I y recomponer el problema, 73
:ü Uetermlnación, esperanza, éxi ios, B0
lDragnóst ico, Bl

Dibuje una f igura. 82
Distinguir lai-diversas partes de la condición, B2Elementos auxiliares. €i2
Enigmas, B5
¿Es posible satislacer la condición?, B7
Examen de dimensiones. B7
Examinc su hipótesis,  89

Inüce de contenido

\ Figuras, 93
.\Futuro matemático, El ,  96
rlGencraliz. ación,97
Ñ'gu empleado usted todos los datos?, 98
\Í1" uq"i  un problcma relacionado con el  suyo y que usted ha resuelto

i  y a , 1 0 0

lHeuríst ica, l0 l
l|Heurística moderna, I 02
,{ Indi . ios de progrcso, 105
j lnducción e inducción matemática, I  l4

lL. . to.  intel ige nte, I  l9
{ Leibnir ,  Gott fr ied Wilhelm, 120

\Lema,  120
!¿Lo ha visto ya antes?, 120

1 Llevar al  cabo el  plan, l2 l

$Mire bien la incógnita,  I  24
{Notación. l28

\ P a p p u s , 1 3 3
f Parad<rja dcl  invcntor,  l38

{ Particu"larizacitin, I 3B
{Pedantcría y macstría,  143
\Plantco dc l¿r ccuacicir-r, 143

\Podría cnunciar cl  problcma en forma di lercntc?, 146

¡)Podría dcclucir dc los datos algún elemento útil?, 146

¡\Por qué las demostracioncs?, l48

i\Problema auxiliar, I 53
l Profesor de mate máticas tradicional, El, l58
qProg.esoylogro, l58

i*Problemas por resolver, problemas por demostrar, l6l
\  Problemas de rut ina, 163

Problemas prácticos, I 63

¿Puede comprobar el resultado?, 167

\ ¿Puede encontrar el resultado en lorma diferente?, 169
i,\iPuede utilizarse el resultado?, I 7l

{  Razonamiento heuríst ico, I  73
Razonamiento rcgrcsiv o, 17 4
Reducción al absurdo y de mostración indirecta,179
Redundante, l86
Reglas de enseñanza, IBG
Reglas de cstilo, I 86
Reglas del dcscubrimiento, l86
Sabiduría dc los proverbios. I B7

l 5



, 1 6

\ Simetría, t ao

I¡tdice de contenído

Si no puede resolvcr e I problema propuesto, 190
, Términos ant iguos y nuevos, 190

, 
{Trabajo subconsciente, 192

j +Variación dcl  problcma, 193

Cuortq poÉe
problemqs, sugerencios, soluciones

Problemas,20l
Sugerencias,204
Soluciones.20T

l

Fava resolver
un probilenna
se necesnta:

t  GomPrender el  Problema

l l  Goncebir  un Plan

Determinor lo reloción entre los dotos y

lo incógnito.

De no encontrorse uno reloción inmedioto,
puede consideror problemos ouxil iqres'

Obtener finolmente un Plqn de solución'

t\/ Examinar !a soluciÓn ot¡üenida



\

a

a

.  GomPrender el Problema

¿Cuál es la incógnita? ¿Cuáles son los datos?

¿cuál es la condición? ¿Es la condición suficiente para determina¡ la in-

iógnita? ¿Es insuficiente? ¿Redundante? ¿Contradicto¡ia?

Gonceblr un Plan

¿Se ha encontrado con un problema semejante? ¿O fa visto el mismo

problema planteado en forma ligeramente diferente?

¿Conoce un problema relacionado con éste? ¿Conoce algún teorema,que le

pueda ser útit? Mire atentamente la incógnita y trate de recotdar un

problema que le sea familiar y que tenga la misma incógnita o una

incógnita similar.

He aquí un problema ¡elacionado al suyo y que se ha ¡esuelto ya' ¿Po'
d¡ía usted ulilizarlo? ¿Podría utilizar su resultado? ¿Podría emplear su

rnétodo? ¿Le haúa a usted falta introducir algún elemento auxiliar a fin

de poder utiliza¡lo?

¿Podría enunciar el problema en otfa forma? ¿Podría Planteaflo en fo¡-

ma dife¡ente nuevamente? Refiérase a las definiciones'

si no puede resolve¡ el problema propuesto, trate de ¡esolver primero

algún problem¿ similar. ¿Podría imaginarse un problema análogo un

taáto más accesible? ¿Un problema más general? ¿Un ptoblema más

particular? ¿Un problemz aailogo? ¿Puede resolver una Parte del pro-

ilema? Coniid.re sólo una parte de la condición; desca¡te la otra parte;

¿en qué medida la incógnita queda ahora dete¡minada? ¿En qué forma

puede variar? ¿Puede usted deduci¡ algún elemento útil de los datos?

¿Pueae pensar en algunos ot¡os datos apropiados para determinar la

incógniti? ¿Puede cambiar la incógnita? ¿Puede cambiar la incógnita o

los áatoq o ambos si es necesario, de tal forma que la nueva incógnita

v los nuevos datos estén más ce¡canos ent¡e sí?

o ¿Ha empleado todos Ios datos? ¿Ha empleado toda la condición? ¿Ha
ionsiderádo usted tod¿s las nociones esenciales concernientes al problema?

E¡ecuclón del plan

o Al ejecutar su plan?e la solución, compruebe cada uno de los pasos'

o ¿Puéde usted ver cla¡amente que el paso es co¡recto? ¿Puede usted de-

mostrarlo?

Vlslón retrosPectiva

e ¿Puede usted verificar. el resultado? ¿Puede verificar el razonamiento?

o ;Puede obtener el resultado en fo¡ma dife¡ente? ¿Puede verlo de golpe?
-'Prrcle 

r¡sted emolea¡ el resultado o el método en algún otro problema?
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lntroducc¡ón

Las consideraciones expuestas en el libro hacen referencia y constittt-
yen el desarrollo de la precedente lista de preguntas y sugerencias titulada
"Para resolver un problema . . ." Toda pregunta o sugerencia que de ella
se cite aparecerá impresa en cafiiad y cuando nos refiramos a ella lo hare-
mos simplemente como "la lista" o "nuestra lista".

En las páginas que siguen se discutirá el propósito de la lista, se
ilustrará su uso práctico por medio de ejemplos y se explicarán las no-
ciones fundamentales y las operaciones intelectuales. A modo de explicación
preliminar se puede decir que si se hace uso correcto de ella, y se plan-
tean asimismo dichas preguntas y sugerencias en forma adecuada, és-
tas pueden ayudar a ¡esolver el problema. Asimismo si se plantean estas
preguntas adecuadamente a los alumnos y se les hacen estas sugestiones,
se les podrá ayudar a resolver sus problemas.

El libro consta de cuatro partes.
La primera, titulada: "En el salón de clases", contiene veinte seccio-

nes. Cada sección estará enumerada con tipo negro, como por ejemplo
"sección 4".

De la sección 1 a la 5 se discutirá en términos generales el "propósito"

de nuestra lista. De la 6 ala 17 se exponen cuáles son las "divisiones prin-
cipales" y las "principales preguntas" de la lista, y se discutirá el primer
ejemplo práctico. En las secciones 18, 19 y 2O se incluyen "otros ejemplos".

La segunda parte, que es muy breve, titulada: "Cómo resolver un pro-
blema", aParece escrita en forma de diálogo. Un supuesto maestro responde
a las breves preguntas que le plantea un alumno un tanto idealizado
también.

La tercera y más extensa de las partes es un "Breve diccionario de
heurística". Nos referiremos a él como el "diccionario". Contiene sesenta
y siete artí,culos ordenados alfabéticamente. Por ejemplo, el significado
del término HEURÍsrlcA (impreso en versalitas o pequeñas mayúsculas)
se expone en la página L01 en un artículo bajo dicho título. Cuando en
el texto se haga referencia a uno de tales artículos, su título aparecerá
impreso en versalitas. Ciertos párrafos de algunos artículos son más téc-
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nicos; éstos se hallarán encerrados en cbrchetes. Algunos artículos están
estrechamente relacionados con la primera parte proporcionándole ilustra-
.igl"f adicionales y observaciones más específicas. otros van un tanto más
al¡á del objeto de la primera partg de lá que proporcionan explicaciones
más a fondo. Hay un artículo clave sobre 

-srunfirrca 
rr,ronst'N¡. En él

se exponen las relaciones entre los diversos artículos, así como el plan
fundamental del diccionario. contiene también indicaciones de cómo en-
contrar información sobre detalles particulares de la lista. Nos parece
necesario destacar, dado _que los artículos del diccionario son ¿pffente-
mente muy variados, el hecho de que existe en su eraboración un ptan
general que encierra une cierta unidad. Hay algunos artículos un poco
más extensos, si bien dedicados a una concisa ylistemática discusión de
algún tema general. otros contienen comentarios rnás específicos, mien-
tras que otros abordan referencias históricas, citas e incluso chistes.

El diccionario no debe leerse con premura. con frecuencia su contexto
es conciso y otras un tanto sutil. El lector podrá recurrir a él para infor-
marse. sobre un punto en particular. si dichos puntos proviáen de su
exPenencra con sus propios problemas o con los de sus alumnos, su lec-
tura tiene todas las probabilidades de ser de provecho.

La cuaüa parte lleva por título: "probrerñas, 
sugerencias, soluciones".

Plantea algunos problemas para un lector más ambicioso. A cada problema
le sigue (a distancia conveniente) una "sugerencia" q,re puede revelar
el camino del resultado, el cual es explicado en la "solución'i.

En repetidas ocasiones nos hemos referido al "alumno" y al ..maes-

tlo" I seguiremos haciéndolo una y otra vez. Es conveniente aclarar que
al referirnos al "alumno", hablamos en términos generales de cualquier
Persona que esté estudiando matemáticas, ya sean de bachillerato, ya de
grado universitario. Al igual, el "maestro" puede ser un maestro de ba-
chillerato o de universidad, o cualquier pers.ona interesada en.la técnica
de la enseñanza de las matemáticas. El autor adopta unas veces el pun-
to de vista del alumno, otras el del maestro (este último principalmente en
la primera parte).rsin embargo, la mayor parte de las veces (eqpecialmente
en la tercera parte)adopta el punto de vista de una llersona, ni alumno ni
maestro, ansiosa de resolver un problema que se le ha planteado.

I ,

Frnnneve
pertc

En el  salón
de

clases
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PROPOSITO

,.1.. Ayudar al alumno' Una de las tnás importantes tarcas dcl macs-

tro es ayudar a sus J;;;t' iu"' n'.^ fácil' ñequicre tiempo' práctica'

dedicación Y buenos PrinciPios'
E les tud ian tedebeadqu i r i rensut raba jopersona l lamásampl iaexpe.

riencia posible..p"ro"i1l*i"^¿.i" r"i" ri"ni. " su problema, sin ayuda

alquna o casl sln nrnguna' pued-e qt'e. n: Progrese' bor otra parte' si el

máestro le ayuda dt-?'i"áo, nada se- le deia a'í alumno' El- maestro debe

avudarle, pero no -".i" ti demasiado potó' dt suerte que le deie asumlr

ina parit'rozonable del trabaio'

S ie les tud ian te , ,oes táencond ic ionesde l racergrancosa 'e lmaest ro
debe rnantenerle al ;;;; la ilusión del trabajo pers-onal. para tal fin, el

i".r* á.¡e ayudar al alumno discretamente' sin imponérsele'

Lo meior es, sin;;;tg" tudar al alurnno en forma natural' El maes-

tro deberá ponerse "n "' Ltg"', ver desde el punto de vista del alumnp'

;;;á;ápr.ndeilo qo"i" Pasa Por la mente' y plantear una Pregunta

o indicar "tg,rn .^*it'o pur- pnáUst-ocarrítsele al pr-opio- alant.rto'

2. Preguntas, "to*""d"tiones' operacionei intelectuales' Al tra-

tar de ayudar "l ^'";;;]o't" eiectliva y natural' sin imponérsele' el

maestro puede f'*t' i" tl'ma pregunta e indicar el mismo camino unÍr y '

otravez.Así, en i";;;;l* i'o6lt*ut' tenemos5"." Itut:t la prcgunta:

¿Citát es Ia incógn'it)i'p;E-oi cambiar el vocabulário y hacer la misma

pregunta en diferenü io't"t ¿Qué se requiere?; ¿qué quiere'usted deter-

il,"il;]o;Js. l. pide a ustedque encuentie? El propósito.de estas pre-

guntas es concenrrail" ̂ t.".i." del al,,rmno sobre la incógnita. A veces sc

ábti"rr. el mismo ,*J,"áo á" modo más natural sugiriendo:. Mire atenta-

mente la incógn i ta ,Preguntasysugerenc ias t ienene imismof in ; t iendena
provocar la misma operación intelectual'

Nos h" p"r"cialt]u. poaii^ ser inte¡esante el juntar I.agruPnr 
las ¡'rre-

guntas y ,ug.r.,,.i^s 
'part'icularmente 

útiles en la discusión de problemas

:;;-i;r'"l,rrí.,os. r" iirt" que presentamos contiene preguntas y sugeren-

c iasdeeset ipo ,cu idadosamenfee leg idasyc las i f i cadas ;puedenser igua l .
mente útites a "dil..;;;;n"¡ logimUlien solas en la iesolución de pro-

blemas. si et lecto, Jr:;;i;l ista lo suficiente como Para poder discernir

detrás de ro ,"gt'*ii''it "ttrá" sugerida' se dará ct'"ñto que la susodicha
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lista menciona, indirectamente, las operaciones intelectualer particularmen-
te titiles para la ¡olución de problema¡. Dichas operaciones ,. ¡,rn mencio-
nado en el orden más probable de su aparición. 

-

3. La generalidad es una de lai características importantes de las
pr,eguntas y sugerencias que contiene nuestra lista. Tómenie las preguntas:
¿Cuál es la incógnita?; ¿caáles son los datos?; ¿caál es la condiciónl Esas
preguntas son aplicables en general, podemos planteadas eficazmente en
toda clase de problemas. su uso no está restringiáo a un dete¡minado tema.
Y1 s9a un problema algebraico o geométrico, matemático o no, teórico o
práctico, un problema serio o una mera adivinanza,,las preguntas tienen un
sentido y ayudan a escla¡ecer el problema.

De hecho, existe una restricción, pero que nada tiene que ver con el
tema del problema. ciertas preguntas ylugeréncias de la listaion aplicables
exclusivamente a los "problemas 

de determinación" y no a los "pr-oblemas
de demostración".

si estamos en presencia de un problema de este último género debemos
emplear preguntas diferentes. (véase "pRoBLEMAs poR REsoLvER, pRo-
BLEMAS poR DEMosrnnn, página 161.)

4. sentido común. Las preguntas y sugerenci¿s de nuestra lista son
generales, pero' pese a su generalizaciln, son naturales, sencillas, obvias y
proceden del más simple sentido común. Tómese la sugerenci a: Mire t'a
lcógyita 

y. tr!, de pensm en un problemd qae le sea f aáitiar y que rengd
la misma. fcó.gnlta o _anA lelrzeiante. Esta sirgerencia i" ".otsé,¡J hacer lo
que usted h¿ría de todas formas, aun sin consejo, si está decidido a resolver
su problema. ¿Tiene frar-n-brel usted quiere procurarse algún alimento y
piensa en las formas habituales de procurársilo. ¿Tiene ui problema de
constr"cción geométricaT Quiere construir un triángulo y pienia en las for-
mas habituales de construir un triángulo. ¿Tiene un probiema cualquiera?
Quiere encontrar una cierta incógnitá y piinsa en las'formas habituáles de
encontrar una incógnita de ese tipo o una incógnita similar. Obrando así,
usted está en la línea de la sugerencia mencionád" en nuestra lista. y está
también sobre el buen camino: la sugerencia es buena, le sugiere un ca-
mino a seguir que le llevará con frecuencia al éxito.

... TodSs las preguntas y sugerencias de nuestra rista son naturales, sen-
cillas, obvias y no- proceden más que der sentido común, pero expresan
dicho sentido común en términos generales. sugiéren una'c'ierta coñducta
que debe presentarse en forma natural en la mente de cualquiera que tenga
un cierto sentido común y un serio deseo de resolver el problema q,r. r.'i.
ha propuesto. P:to la persona que procede así, en general no se preocup¿
por hacer.explícito claramente su-comportamiento o no es capaz dé hacerib.
Nuestra lista trata precisamente de haterlo explícito.

Maesa¡o y alumna. lnitacíón y próctica

5. Maestro y alumno' Imitación y práctica' Cuando el profesor

hace a sus alumnos una Pregunta o una sugerencia de la lista' puede pro-

Donerse dos fines. Primeio,?l ^yod"' al alt'mno a resclver-el P¡oblema en

ilJi¿;. ü;;,:i á.r;or"i 1^ habilidad del atumno de tal modo que

pueda resolíer por sí mismo problemas ulteriores'

La experiencia muestra q; t"t preguntas y sugerencias de. la lista' em-

pr"ra"t "ii"fi^a"-",,ü, ttig*n to'n fl"ttt"ttcia af alomno' Tienen dos ca-

racterísticas comunes' Li sJntido común y la qeneralizaci6:l Como provie-

nen del sentido .o-t"', "-p"'"t't^" to" f'á"ttcia de un modo natural;

se le podrían ocurrir "i pttifi" alumno' Como son generales' ayudan sin

;;í.;;;;dl."tdo oni d;ección general' pero dejando al alumno mu-

chá por  hacer .  : , - rL^ -^^  ^6+ó.  éc
Sin embargo, Ios dos resultados que mencionábamos antes están estre-

.tr"rn."t" ligaios. E., el.cto, si el alumno l9g.t?..t:t?luet con éxito el pro-

blema en cuestión, está dáarrollando su irlUiti¿a¿ en la resolución de

problemas. Conviene, pues' no olvidar que nuestras Preguntas son generales

y aplicables u ,r.r*",o',o' casos' Si el alumno emplea la misma Pregunta

varias veces .o. oo.rr-r"rol ado, sin duda se fliarí'en ella y a ella recurrirá

cuando se encuentre tn ttn caso similar' Si se hace esa misma pregunta

varias veces , acabari ál-ot" po' deducir la idea exacta' Mediante tal

¿.it", ¿**É riri ?amanera corr'ecta de emplear la pregunta y será entonces

.,r*áo realmente la habrá asimilado'

El alumno puede llegar a retener ciertas-Pt"gtt": de nuestra lista al

gr"d; ;;; iiil¡*.".t" ? rya1 de-hacerse a sí' miimo la pregunta indicada

en eI momento adecuado i a" efectuar con toda naturalidad la operación

intelectual correspondiente' Bste alumno habrá logrado con toda seguridad

;ñ;;ñ; pto"án.!"tú: {t nuestra tista' ¿Cómo puede el maestro ob-

tener este excelente resultado?--. . rr- ' " ' " r 'erproblemasesunacuest ióndehabi l idadp.ráct icacomo'Por

.i.rpr",-.i "r¿'rr. La habilidad práctica se adquiere mediante la imitación

i ti irertrc". Al tratar de nadar imitamos los movimientos de pies y manos

que hacen las personas que logran así mantenerse a flote' y finalmente

l;;#;;;l 
'n"az,t 

pttci.^ttJo la natación. Al tratar de resolver pro-

ffi;l;; q.r" obr.'*", e imitar lo que otras pesonas hacen en casos

;;ñ,;r;y Lí apreodemos problemas eiercitándolos al resolverlos.

El profesor que desee desarrollar en sus alumnos la aptitud para -resol-
"".;;JCl"."t. ¿1,U. hacerles interesarse en ellos y darles el mayor número

t"tiUi. á. **io,"' ¿t imitación y ptictica' Si el maestro quiere desarro'

í#;;,* "f*""r el proceso tnénüt que corresponde a las preguntas y

*g.;;;; de nuestra I'ista, debe emplearlas tantas veces como vengan al

caso de un rnocto natural. Ádemás, cüando el maestro resuelve un proble-
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ma ar¡te l* clasc, dcbc "dranratizar" 
u¡r poco sus ideas y hacerse las mis-

mas preguntas que emplea para ayudar a sus alumnos. Gracias a tales con-
sejos, el alumno descubrirá, sin duda, la manera de utilizar las preguntas
y.sugerencias y adquirirá así conocimientos más importantes qoe loste un
sirnple hecho matemático.

DIVISIONES PRINCIPALES, PREGUNTAS PRINCIPALES

6. cuatro fases. Al tratar de cncontrar la solución podcmos cambiar
repetidamente nuestro punto de vista, nuestro modo de cbnsiderar el pro-

l,t.:i,I:r.mos 
que cámbiar de posición una y otra vez. Nuestra concep-

cron del problema será probablemente incompleta al empezar a trabajir;
nuestra visión será diferente cuando hayamoi avan|ado ,r' po.o y cam-
biará nuevamente cuando estemos ̂ purá de lograr ra sorució'n.

A fi: de.agrupar en forma cómoda ias preguntas y sugerencias de
nuestra lista, distinguiremos cuatro fases del trara;á. primero, í.n.,.'o, q.r.
cornprencler el problema, es decir, ve¡ claramente lo que ," pid.. Segunáo,
tenemos qu_e captar las relaciones que existen entre loi diveños elelñentos,
ver lo-que liga ala incógnita con rbs datos a fin de encontrar ra idea de ra
solución y poder trazar un plan. Tercero, poner en ejecuciótt er pran. cuar-
to, uoluer arrás una vez encontrada la sorüción, reviárra y aisc,riirta.

Cada una de estas fur:.r."r. importante. puede s,rcede, que a un alum_

:_ j: 1",::"r.1¡o,t 
casuatidad una idea excepcionalmente trillante y sal_tandose todo el trabajo preparatorio, vaya directarnente a la solución. Tales

golpes de suerte son desea6les, natr.rrarÁente, pero puede ilegarse a un re-
sultado,no deseado, desafortunado, si el arumrio deJcuida .uuiq,ri.r" a" h,
cuatro fases sin.tener una buena idea. Es de temerse lo peor si el alumno
se lanza a hacer cálculos o construcciones sin r-taber coitprendiio er pro
blema. Generalmente es inútil ocuparsF de los detalles ,i no ,. han visto
las relacionés esenciales o sin habeitrazado un plan previo. se pueden evi-
tar muchos errores si el alum¡o terifca cad| pÁo alllevar al cabo el plan.Los mejores resultados 

¡ued¡¡ p..d.rre si él alumno no reexamina, no
reconsidera la solución obtenida.

. 
7' comprensión del probrema. Es tonto el contestar a una pregun-

l_1 
qu. no se comprende. Es deplorable trabajar para un fin que no se desea.

sln embergo, tales errores se cometen con frecuencia, dentro y fnera de laescnela. El maestro debe tratar de evitar que se proáur."r, en su clase. El
alumno 

9:f. :o.*plender el probrema. péro no-sóro debe comprenderro,
sino también debe desear resolverlo. si hay falta de comprensión'o de inte-
rés por parte del alumno, no siempre es su culpa; el problema debe esco-

ú) jemplo

gerse adecuadamente, ni muy difícil ni muy fácil' y debe dedicarse un

áerto tiempo a exponerlo de un modo natural e interesante'

Ante todo, "t "nunci,ao verbal <lel problema debe ser comPrendido'

E[ maestro puede comprobarlo, hasta cicrto punto' pidiéndole al alurnno

il;pü"i .""".¡"Já, io .r^i deberá podei hacer iin titubeos. El alum-

no deberá también P;¿;-t;P"'or las piinci¡rales partes 
iet ry.ofterna' 

la

incóenita, Ios datos, Ia condióión' Rara vez-püede el maestro evitar las pre-
';;;í;','7¿;;t"rr-íi 

¡*iil¡,ri, )cuátes son tos datos?; ¿cuát es ta condición?
*;i;Í;." 

á"U" .onii¿erar tas principales partes del. problema atenta-

*.ni.,'i.p.tia^, ','...J-y-U"1.a'.tti;"s,ángulos' Si hay alguna figura rela-

cionada al problema, ¿á¡. hiUo¡o' la figu-ra y destacar en ella la incógnita

y los datoi. Es necesario dar nombres a dichos eletnentos y Por con-
'tig"iiirrroducir 

una notación adecuada: poniendo cuidado en la apro-

piada elecció., a" to, ,[no,, tttl obligado a considerar los elemcntos Para

los cuales los signos ;;?;;h.- se, ele"gidos . ]Hay otra pregunta que puede

plantearse en este -orn""io, con tal d! qtte no se esPere una respuesta de-

liniti',ra, sino más hri* prouitional o una^rnera conjeiura: ¿Es posible satis-

facer la condición?
(En la exposición de la 2'] parte, p.ág' 51'

esteiividi¿o en dos partes: 
"Familiarizarse"

"Comprender el Problema"
y "Trabaiar 

Para una meJor

comprensión"') ^r^..^^^ r^ r, n la sec-
a. Ejempío. Ilustremos algunos de. los puntos ""lY:tlt:t^'

ción anterior] To*.-", el siguiente problema' muy sencillo: Detetmtnar

la d.iagonal de un prúírlipip"do re,ciangalar eladoi su longitud, .rt¿ attcbo

:! sil dltara''' 
pi,^r, poder discutir este problema.con pt*:.11 

]::..:l:i:"t 
0"0""

estar familiarizados con el tedrema de Pitágóras y con algunas de. sus apli-

caciones en la geometría plana, pero pueclen no tener míts que llgeros co-

nocimientos de Ia geometiiu a"t'ttpotio' El maestro puede.confiar aquí en

i. i.-,flri¿ad inüitiva del alumno con las relaciones en el espacio.
-- - 

ni_".rtro puede hacer interesante el problema concretándolo. En efec-

to, "i t^l¿n de'clase es un paraletepípedo rectangular-ttly^1:-ll'"ntit'n"t

ou.á.n ser medidas, estimaáas; los alumnos tienen quc dctcrminat' 
"lnc-

áir"i" ," t"ra" indírecto", la áiagonal del salón. El maestro señala la lon-

;i;"d, ;i t".ho y. la altura dei saún, indica la diagonal con un gesto y cla

c ie r tav ida ; r la t tg i r raque l ra t razadocne lp izar rón , rc f i r iéndoserc¡ le t ida .
mente al salón cle clase'

El diálogo entre ei maestro y los alumnos puede eml)ez r couro si{rrc:

;Cttál el Ia incógnita?
i-ílrá"git¿ dE ta diagonal dc un ¡'araielc¡rí¡'edo rcctang'lar'

;Caáles sou los d¡tos?
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-La longitud, el ancho y la altura del paralelepípedo.
-lntroduzcan ana notación adecuad.a. ¿Qué letra designará a la in

cógnita?
- y

-¿Qué letras quieren ustedes elegir para designar a la longitud, al
anchoy alaaltaraT

-A, b, c.
-¿Cuál es la condición qae relaciona a, b y c con x?
-n es la diagonal del paralelepípedo del cual a, b y c son la longitud,

el ancho y la altara.

-- .-¿Es éste un problema razonable? Quiero decir, ¿es suficiente la con-
dición para determinar la incógnita?

-Sí, lo es. Si conocemos d, b y c, conocemos ef paralelepípedo. Si el
paralelepípedo está determinado, su diagonal también lo está. 

-

9. Concepción de un plan. Tenemos un plan cuando sabemos, al
menos a "grosso 

modo", qué cálculos, qué razonamientos o construcciones
habremos de efectuar para determinar la incógnita. De la comprensión
del problema ala. concepción del plan, el camino puede ser largo y tor-
tuoso. De hecho, lo esencial en la solución de un problema es el concebir
la idea de un plan. Esta idea puede tomar forma po.o u pocp o bien, des-
pués de ensayos aparentemente infructuosos y de un piriodo de duda,
se puede tener de pronto una "idea brillante". Lo mejor que puede hacer
el maestro por su alumno es conducido a esa idea brillante áyudándole,
pero sin imponérsele. Las preguntas y sugerencias de las que vamos a ha-
blar, tienen por objeto provocar tales ideas.

Para comprender la posición del alumno, el maestro debe pensar en
su propia experiencia, en sus propias dificultades y éxitos en la resolución
de problemas.

Sabemos, claro está, que es difícil tener una buena idea si nuestros
conocimientos son pobres en la materia, y totalmente imposible si la des-
conocemos por completo. Las buenas ideas se basan en la experiencia pa-
sada y en los conocimientos adquiridos previamente. un simple esfueizo
de memoria no basta para provocar una buena idea, pero es imposible tener
alguna sin recordar ciertos hechos pertinentes a la cuestión. los materiales
por sí solos no permiten la construcción de una casa, pero es imposible
construir una casa sin juntar los materiales necesarios. Los materiales ne-
cesarirrs para la solución de un problema de matemáticas son ciertos de-
talles particulares de conocimientos previamente adquiridos, tales como
problemas resueltos, teoremas demostrados. Por ello es con frecuencia ade-
cuado abordar un trabajo planteándose la siguiente pregunta: ¿Conoce al-
gún problema relacionado?

Eiemplo 3l

La dificultad estriba en que hay por lo general una infinidad de pro-

bf.-^, que se relacionan de álguna rn""t'"..ón el que nos ocuPa' es decir'

que tienen ciertos puntos en común con é1. ¿cómo escoger entre tantos'

"lqrr.t o aquellos q.re pnedan ser realmente útiles? IJna sugerencia nos va a

oermitir descubrir un punto común esencial: Mite bien la incógnita' Trate

i-r-';';;;;;;-"18'i' prLbtema qae te sea famitiat y que ten84 ta rnisnza in-

cófnita o una sirnilar.
Si ltegamos a recordar algun probl ema y^ resuelto que esté estrecha-

mente relacionado .on ,ro"rñu pioblema actual, podemos considerarnos

con suerte. Debemos tratar de -'",tttt tal suerte y podemos merecerla sa-

biéndola explotar. He aquí an ptobkma relacionado con el sulo y y re-

saelto. ¿Puede usted' hdcer uo d.e él?

Las preguntas anteriores, bien comprendidas y seriamente examinadas'

ayudan ir.r.rit., veces a prou*u, el eniadenamiento cofrecto de las ideas;

Defo no siempre .s eI c"slo, ya que no son fórmulas mágicas. Nos hace falta

il;;;r-L;til otro-ponto'deiontacto y explorar los divcrsos aspectos de

,r,r"rtro problema. DJbemos cambiar, transformar o modificar el problema'

;paed.e enunciarse el problema ,o ior*o diferente? Ciertas cuestiones de

l;;; iiri" *gi.ren'medios .rp..ífi.o. p'J.a variar el ptoblema, tales

.o-o l" generaÍrzaci1n, la particu1ariztc.iói, el empleo_de-la analogia,--el

á.r."ttrr"""a parte d. í" .oidi.ión, y así por el estilo. Todos'estos detalles

son importantes, Pero por el momento no podemos,"O::-1:-":-ellos' Una

modificación a.t p.oÉti.na puede condr-rcirños a algún otro problema auxi-

l-iar apropiado: Si no po,di resolaer el-problema proptlesto' trate de resol-
-ou 

p'r;*tro atgtin priblema relacionad'o con él'

Al tratar de utilizar otros problernas o teoremas que ya conocemos' con-

siderando las diversas transfórmaciones posibles, experimentando con 'di-

* r ro rprob lemasaux i l ia res ,podemosdesv ia rnosya le ja rnosdenuest ro
probleáa primitivo, ^t gt"áo de correr el riesgo- de perderlo totalmente

il;;;.-t'q.i ,rn" úu.nu'pregunta nos puede conducir de nuevo a él: ¿Ha

)lptr:oao tádos los datos?'; ¿la hecbo ai9 de toda la condición?
'Lo. 

Ejemplo. Volvamos al ejemplo considerado en la sección 8' Lo

habíamos á"j"do en el momento en que los alumnos comenzaban a com-

orender el óroblema y a manifestar un cierto interes. En ese momento

ñil t."." ur!""^, 
'id"u, 

propias, ciertas iniciativ¿s. Si el maestro, des-

oués de observar atentamente li clase, no puede descubrir ningún indic.io

il;;;r,t*;; ,", alumnos, tiene que .'noiuer a dialogar con ellos. Debe

áiroon.rr. a repetir, modifióándolas ligeramente' las preguntas a las que

;;t;;;; *rpánaiáo los alumnos y afrontar muchas veces su silencio

á"r.orr..tt"ttte (figurado aquí por puntos suspensivos)'
*¿Conocen' ai problema que st relacione a éste?
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- . . . ,
-Coltsideren la incógnifa. ¿Cottocen algún problema que tauiese la

ni.rma incógnita?

-!usn6. ¿Cuál es la incógnita?
-La diagonal de un paralelepípedo.
-¿Conocen algún problema qr/e tuuiese IA tnisma incógnita?
-No. Nunca se nos ha planteado un problema acerca de la diagonal

de un ¡raralelepípedo.
-¿Conocen algún problema qile tuaiese un4 incógnita sintilar?

-Miren, la diagonal es un segmento de recta. ¿No han resuelto uste-
des algún problema cuya incógnita fuese la longitud de un ,segmento de
recta?

-Sí, claro, ya hemos resuelto problemas de ese tipo. Por ejemplo,
cuando hemcs terúdo que determinar el lado de un triángulo rectángulo.

-Mry bien. He abí un. problema qile se relacion,r con el propue.rÍo y
que yd ban resuelto. ¿Pueden utilizarlo?

-Han tenido suerte de acordarse de un problema análogo a éste que
nos ocupa y que ya han resuelto. ¿Les gustaría utilizarlo?; ¿podrínn inh.odu-
cir algún eletnento auxiliar qae le"r pernútiese entplearlo?

-_Veamos, el problema del que se han acordado concierne un iriángulo.
¿Hay algún triángulo en vuestra figura?

Esperemos que esta última alusión sea lo suficientemente clara como
para hacer nacer la idea de la solución, la cual consiste en introducir un
triángulo rectángulo (rayado en la fig. 1) cuya iripotenusa es la diagonal
qge se busca. Sin embargo, el profesor debe prever el caso en que dicha
alusión no.logre sacudir el torpor de sus alumnos; tiene que estai dispues-
to, entonces, a emplear toda una serie de alusiones cada vez más explícitas.

Eiecución tlel Plan 33

-¿Quieren que aParezca un triángulo en la figura?
-¿Q"¿ clase de tiiángulo quieren que aparezca? ^.
_)T-od"uía no p.redá detérminar la diagonal?. Sin eqbargo, decían

ustedeJ que sabían .ó*o ".r.orrtrar el lado de un triángulo. Entonces, Zqué

van a hacer?
-¿Podr íanencont ra r lad iagona ls i fuesee l ladodeunt r iángu lo?
cuando finalmente, con su ayuda, los alumnos han logrado hacer apa-

recer el elemento au"iiiar decisivo (el triángulo rectángulo rayado en la

fig. r ), el maestro debe asegurarse que ven la continuación del razona-

mlento antes de animarlos a lanzarse en cálculos reales'
-creo que era una buena idea el trazar ese triángulo. Ahora tienen

un triángulo, pero ¿tienen ustedes la incógnita?
-r; incógnita es la hipotenusa del triángulo; podemos determinarla

con la ayuda del teorema de Pitágoras.
-Si, si se conocen la longitud de los otros dos lados, pero ¿las conocen

ustedes?
-Una de las longitudes es dada: c' En cuanto a la otra, no creo que

sea muy difícil determinarla. ¡claro! El otro lado es la hipotenusa de otro

triángulo rectángulo.
-Perfecto. Ahora veo que tienen un plan'
1I. Ejecución del plan. Poner en pie un plan, concebir la idea de la

solución, álo rro tiene nlda de fácil. Hace falta, para lograrlo, el concurso

de toda.una serie de circunstancias: conocimientos ya adquiridos, buenos

hábitos de pensamiento, concentración, y lo qu9 es más, buena suerte' Es

mucho más fácil llevar al cabo el plan. Para ello lo que se requiere sobre

todo es paciencia.
El pian proporciona una línea gene-ral' Nos debemos de asegurar que

los detalles .tt.u¡^tt bien en esa línea' Nos hace falta, pues, examinar los

detalles uno tras otro, pacientemente, hasta que todo esté perfectamente

claro, sin que quede ningún rincón oscuro donde podría disimularse un

error.
si el alumno ha concebido realmente un plan, el. maestro puede dis-

frutar un momento de una paz relativa. Et peligro estriba tn.9Y: el alumno

olvide su plan, lo q.ue p.r.á.'ocurrir fácilmente si lo ha recibido del exte-

rior y lo ha aceptado pór provenir de su maestro. Pero si él mismo ha tra-

bajaáo en el plan, u,rnq.,.,tn tanto ayudado, y li ha concebido la idea final

con satisfacción, entonces no la peiderá tan fácilmente. No obstante, el

profesor debe insistir en que el alumno ue.rif iqae cada paio'

Podemos asegurarnos de la exactitud de un P.fs9 de nuestro Íazona-

miento y^ ,.^ 
"pó, intuición" o por medio de una "demostración formal"'

Podemos concentrarnos sobre el punto en cuestión hasta que lo veamos tan
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9"to, :,"" 
no. nos quede duda argana sobre ra exactitud de dicho detalle,rambren podemos esclarece¡.el punto- que._nos interesa operando por de-dt1_cgión y ateniéndonos a regras formatei. (L^ dif.r.;.;" .tirl^i.¡rr,,.i.i¿n,,

y "demostración 
formar" .r lo suficientemente clara en muchos casos im-porta.ntes; dejaremos a ros filósofos er cuidado de proruiJü, sobre elcaso. )

Lo esencial es que el alumno honestamente esté por completo segurode l¿ exactitud de iada paso. En ciertos casos, el pro-'f.ro, p.ila" recalcars-9bre la diferencia que háy entre "ver" 
y "demástrai", 

¿erriro ustedet oerctaf^'nente^qile er paso es co*ecro?,'pero ¿pueden tam-bién cremostrar quees correcto?
12' Ejemplo. Tomemos nuestro trabajo en el punto en que lo había-mos dejado al final de Ia sección 1.0. El aluÁno ha tJnido, .i r",, la idea dela solución. ve el triánguro rectá4gulo cüya incógnita ; ;l; hipotenu-

sa y la altura dada c uno de los ladosl siendo el otro lado la diasonal de una
c1ra.. Pue{e que el alumno deba ser llevado a establecer ra nítación apro-
piada. Deberá elegir !,yara representar ar otro lado der triánguro, diagonal
de la cara parala cuar-a y b ion los lados. Así podrá .o"..-ui, *¿s clara-

T:::.-3 
t:]":ió¡r, que consiste en hacerapar..., un problema auxiliar cuya

rncognrra es 7. -Frnalmente, considerando uno tfas otro los triángulos réc_
tángulos (ver fig. 1 ), podrá obtener:

":=:l ' ; ,
y, sustituyendo la incógnita auxiliar 72:

x 2 : a 2 - r r r * r "

x :  V a 2  +  b z  +  c ,

EI profesor no tiene por qué interrumpir al alumno si éste sare adelante
con bien de estos detalles, sivo, el c"so á^do, p"r" ".onr"¡;;;* urifi_qae cada paso del razonamientg. Er.profesor pú"i" pr"g*ü;J ejempro:-¿Ven clmamente que el triáñgulo c.ryos laáos"son ,,'y,y c es untriángulo rectángulo?

A esta-pregunta el arumno puede-responder "sí" 
con toda honestidad,

pero sehallará en un aprieto si e1 profesoi no r. contenta con su convicciónintuitiva y continúa el interrogatoiio:

. 
-¿Pero, p'rden demostrir que dicho triángulo es en efecto un trián-

gulo_ rectángulo?
Es, pues, preferible para -el profesor el renunciar a hacer esa pregunt¿,

a menos que su clase haya sido realmente bien iniciada en la geoáetría <lel
espacio. Incluso en dicho caso se corre er riesgo de que l" ,"ip.r"rt. " un"

l l

j

t:

i
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pregunta incidental se torne, para la mayoria de los alumnos, en la dificul-
tad principal.

L3. Visión retrospectiva. Aun los buenos alumnos, una vez que han
bbtenido la solución y expuesto claramente el razonamiento, tienden a
cerrar sus cuadernos y a dedicarse a otra cosa. Al proceder así, omiten una
fase importante y muy instructiva del trabajo.

Reconsiderando la solución, reexaminando el resultado y el camino
que les condujo a ella, podrían consolidar sus conocimientos y desarro-
Ilar sus aptitudes para resolver problemas. Un buen profesor debe com-
prender )' hacer comprender a sus alumnos que ningún ¡jhirblema puede
considerarse completamente terminado. Siempre queda algo por hacer;
mediante un estudio cuidadoso y una cierta concentración, se puede mejorar
cualquier solución, y en todo caso, siempre podremos mejorar nuestra
comprensión de la solución.

El alumno ha llevado al cabo su plan. Ha redactado la solución, verifi-
cando cada paso del razonamiento. Tiene, pues, buenos motivos para creer
que su solución es correcta. No obstante, pueden haber errores, sobre todo
si el razonamiento es laryo y enredado. Por lo tanto, es recomendable veri-
ficar. Especialmente si existe un medio rápido e intuitivo para asegurarse
de la exactitud del resultado o del razonamiento, no debe uno dejar de l-ra-
cerlo. ¿Puede aerificar el resultado?; ¿prcde aerificar el ruzonamiento?

Al iguai que para convencernos de la presencia o de la calidad de un
objeto, nos gusta verlo y tocarlo, prefiriendo así percibir por medio de
dos sentidos diferentes al igual preferimos convencernos por medio de dos
pruebas diferentes: ¿Puede obtener el resultado de un mod.o distinto? Por
otra parte es preferible, naturalmente, un razonamiento corto y simple a
uno largo y complicado; ¿Puede aerlo cle golpe?

Una de las primeras y principales obligaciones del maestro es no dar
a sqs alumnos la impresión de que los problemas de matemáticas no tienen
ninguna relación entre sí, ni con el mundo físico. Al reconsiderar la solu-
ción de un problema se nos presenta la oportunidad de investigar sus rela-
ciones. Los alumnos se percatarán que un tal comportamiento es realmente
interesante si han hecho un esfuerzo honesto y si tienen la certidumbre de
haber hecho las cosas bien. Desearán entonces ver si ese esfuerzo no oodría
aportades otro beneficio y saber lo que habúa que hacerse p"r^ oit".r.,
nuevamente un resultado igual de correcto. El profesor debe alentar a sus
alumnos a imaginar casos en que podrían utilizar de nuevo el mismo pro-
ceso de razonamiento o aplicar el resultado obtenido. ¿Puede utilizar el
resultado o el método para resoloer algún otro problema?

14. Ejemplo. En la sección 12 los alumnos habían obtenido final-
mente la solución:
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si las tres aristas de un paraletepípedo rectangular, a partir del mismo
vértice, san a, b, r, la diagonal es:

VZT-F ¡ ¿

¿Puede uerificarse el resultado? El profesor no debe esperar una res-
puesta s¿tisfactoria a e¡la pregunta de parte de alumnos inexpertos. sin
embargo, los alumnos deben saber lo máJ pronto posible que los problemas"literales" 

tienen una grande ventaja sobre los problemas purafuente nu-
méricos; si el problem¿ está dado "en letras", su iesultado pui.d", en efecto,
someterse a varias verificaciones que serían imposibles en el casó de un
problema numérico. Aunque relativament" ,.ncilro, nuestro ejemplo per-
mite demostrarlo. El profesor puede hacer varias preguntas acerca- dei re-
sultado, a las cuales los alumnos podrán fácilmenti dár una respuesra,po-
sitiva; pero una respuesta negativa demostraría que hay una falia seria en
el resultado.

- ¿Ha empleado tod.o¡ los d.ato¡? ¿Figuran todos los datos a, b, c en la
fórmula de la diagonal?

El largo, la "ñ.rr" y el ancho juegan el mismo papel en nuestra pre-
gunta;. nuestro problema es simétrico respecto de a,- b-y c. ¿Es que eñ la
fórmula que han encontrado parala diaginal, a, b,y r, ii.n.n un papel si_
métrico? ¿Permanece idéntica cuando se iambian entie sí a, b y c?

, Nuestro problema es un problema de geometría del espacio: se trata
de encontrar la diagonal de un paraletepípédo de dimensioÁes d,adas a, b
y c. Es anilogg a un.problema de geornetiía plana: encontrar la diagonal
de un rectángulo de dimensiones dadas, ay b.-¿El resultado de nuestro pro-
blema en el espacio es análogo al resultado iel problema de geométría
plana?

si la altura c disminuye hasta desaparecer totalmente, el paralelepípedo
se convierte_"r yn paralelograma. Si, en la fórmula, se póne r:-0, ¿seobtiene la fórmula correcta de la diagonal del rectángulo?

Si la altura c aumenta, la diagonal aumenta. ¿Es esto aparente en la
fórmula?

Si las tres dimensiones a, b y c der paralerepí.pedo aumentan en la mis-
ma.proporción, la diagonal aumenta también én-la misma proporción. Si,
en la fórmula, se sustituye-a,, b y c respectivamente por tZi tib y tZc,Ia
expresión de la diagonal debe igualmente quedar multiplicada poi iz. ¿n,ello así?

- si 1' b y c se expresan en metros, la fórmula da iggalmente la medida
de la diagonal en metros, pero si usted.expresa todas las medidas en centí-
metros, la fórmula debe seguir correcta. ¿Es ello así?

E jemplo

(Las dos últimas cuestiones son esencialmente equivalentes; véase
EXAMEN DE DIMENsrours, página 87.)

Estas cuestiones tienen varios efectos excelentes. En principio, un alum-
no inteligente quedará forzosamente impresionado por el hecho de que la
fórmula puede experimentar tantas pruebas con éxito. Tenía ya la convic-
ción de que la fórmula era correcta porque la habia establecido con cui-
dado. Mas su convicción es mayor ahora y esta certeza mayor proviene de
una causa diferente: se debe a una especie de "evidencia experimental".
Así, gracias a las cuestiones precedentes, los detalles de la fórmula adquie-
ren una nueva significación; se establece un lazo entre ellos y diversos he-
chos. Hay, pues, mayores posibilidades para que la fórmula se fije en la
mente, consolidándose los conocimientos de los alumnos. También se pue-
de fácilmente transferir dichas cuestiones y utilizarlas en problemas seme-
jantes. Después de una cierta experiencia de problemas del mismo tipo, un
alumno inteligente podrá percibir las ideas generales subyacentes: empleo
de todos los datos relativos a la cuestión, variaciín de datos, simetría, ana-
logía. Si toma el hábito de dedicarse al examen de estos diversos puntos,
desarrollará tanto más su aptitud para solucionar problemas.

¿Paede aerificarte el razonamiento? En casos difíciles e importantes pue-
de ser necesario verificar el razonamiénto paso por paso. En general, basta
entresacar los puntos "delicados" para reexaminarlos. En el caso que nos
ocupa, se puede aconsejar el discutir retrospectivamente la cuestión que re-
sultaba menos interesarite de examinar en tanto no se tenía la solución:
¿Pueden ustedes demostrar que el triángulo cuyos lados son n, / y r es un
triángulo rectángulo? (Ver el final de la sección 12.)

¿Puecle atilizar el resaltado o el método para resoluu algún otro pro-
blema? Si se les anima un poco y se les da uno o dos ejemplos, los alumnos
encontrarán fácilmente aplicaciones, las cuales consisten esencialmente en
dar una húerpretación concretd a los elementos matemáticos abstractos del
problema. Es este tipo de interpretación concreta de la que se servía el
profesor cuando tomaba como ejemplo, para el paralelepípedo del proble-
ma, el salón donde tenía lugar la discusión. Un alumno poco dotado podrá
proponer, a título de aplicación, el calcular la diagonal de otro salón en
lugar de la del salón de clase. Si los alumnos no dan muestra de mayor
imaginación en sus observaciones, el profesor mismo puede plantear un
problema ligeramente diferente como, por ejemplo: "Conociendo el largo,
el ancho y la altura de un paralelepípedo rectangular, determinar la dis-
tancia entre el centro y uno de sus vértices."

Los alumnos pueden, entonces, utilizar el resaltado del problema que
acaban de resolver, observando que la distancia que se les pide es igual a
la mitad de la diagonal que acaban de calcular. O bien, pueden emplear
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el método, haciendo aparecer en la figura los triángulos rectángulos apro-
piados (esta última forma de proceder es menos evidente y menos elegante
en el caso presente).

Después de esta aplicación, el profesor.puede discutir la configuración
de las cuatro diagonales del paralelepípedo y de las seis pirámides cuyas
bases sorl las seis caras, el centro, e[ vértice común y las semidiagonales son
las aristas laterales. Una vez que la imaginación de los alumnos se ha des-
pertado lo suficiente, el profesor debe volver a la pregunta: ¿Pueden uti-
liza.r el resuhado o el método para resoluer algú4 otro problema? Es más
probable que ahora los alumnos puedan encontrar una interpretación con-
creta más interesante, como la que sigue, por ejemplo:

"Se quiere erigir un asta de 8 m de altura en el centro de un terreno
rectangular de 21 m de largo y 16 .rn de ancho. Para sostener el asta se
requieren cuatro cables de igual tamaño. Estos deben de partir del mismo
punto, situado a 2 m del vértice del asta y llegar a los cuatro vértices del
terreno. Calcular el largo de cada cable."

I¡s alumnos pueden utilizar el método del problema que han resuelto
en detalle, haciendo aparecer un triángulo rectángulo en un plano ve¡tical
y otro en un plano horizontal. O bien pueden utilizar eI resulta¡Io imagi-
nando un paralelepípedo rectangular cuya diagonal .lr es uno de los cuatro
cables y cuyas aristas son:

a : lO.5 b : 8 c : 6

Aplicando ditectamente la fórmula se obtiene x : 14.5. (Para otros ejem-
plos ver: ¿PUEDE UTILIZARSE EL REsuLTAoo?, página 171.).

15. Diversos planteos. Refirámonos de nuevo a[ problema ya con-
siderado en las precedentes secciones 8, 10, 12 y L4.tLa parte fundamental
del trabajo, el encontrar el plan, ha sido descrito en la pección 10. Obser-
vemos que el profesor podría haber procedido en forma diferente. Partien-
do del mismo punto que en la sección 10, podría haber seguido un camino
ligeramente diferente planteando las siguientes preguntas :

-¿Conocen ustedes algún problentd que se relacione con el propuesto?
-¿Conocen un problema análogo?
-Ustedes ven que el problema que se les plantea es un problema de

geometría del espacio. ¿Podrían considerar un problema análogo, pero más
simple, de geometría plana? \

El problema que se les propone concierne a una figura en el espacio.
Se trata de la diagonal de un paralelepípedo rectangular. ¿Cuál podría ser
el problema análogo para una figura en el plano? Tntaúa de. . . la diago-
nal. . . de un rectángulo.

-El paralelogramo.

EI métoilo de interrogar al tnaestro 39

Admitiendo incluso que los.alumnos son muy lentos e indiferentes y
que hayan sido incapaces de adivinar nada hasta la fecha, finalmente esta-
rán obligados a coopeÍar en una cierta medida Por Pequeña que ésta sea.
Por lo demás, si el profesor tiene que tratar con alumnos tan lentos, no
deberá plantear este problema del paralelepípedo sin antes haber tratado, a
modo de preparación, el problema anáiogo concerniente al rectángulo.
Puede entonces continuar como sigue:

-He aquí un probletna relacionado con el propuerto y que utedes ya
han resaelto. ¿Pueden utilizarlo?

-¿Deben inlroducir en él algún elemento auxiliar para poder ent-
plearlo?

El profesor logrará a veces sugerir a sus alumnos la idea deseada.
Consiste en concebir la diagcnal del paralelepípedo dado como la de un
paralelogramo rectangular apropiado, el cual debe ser introducido en la
figura (intersección del paralelepípedo con un plano que pase por las dos
aristas opuestas). La idea es esencialmente la misma que la anterior (sec-
ción 10), peto la forma de abordar el problema es diferente- En la
sección 1O era por intermedio de la incógnita que se establecía el contacto
con los posibles conocimientos de los alumnos; recordaban un problema
que habían resuelto con anterioridad y cuya incógnita era la misma que la
del problema propuesto. En la sección presente,'es la analogía la que hace
surgir la idea de la solución.

16, El método de interrogar del maestro. Ta[ como lo hemos ex-
puesto en las secciones precedentes (8, Lo, L2, 14 y 15) es esencialmen-
te el siguiente: comiéncese por una Pregunta general o una sugerencia
de nuestra lista y, si se requiere, v|yase poco a Poco a las preguntas más
precisas y rr¡:ás concretas, hasta el momento de encontrar aquella que tiene
respuesta por parte de los alumnos. Si usted tiene que ayudar al alumno a
explotar su idea, parta, de ser posible, de una pregunta general o de una
sugerencia contenida en la lista y, viyase si es necesario, a una pregunta
más especial, y así sucesivamente.

Nuestra lista, claro está, no es más que un esbozo de ese tipo; parece
suftciente parala mayor parte de los casos simples, pero podría ser mejo'
rada sin duda alguna. Interesa, sin embargo, que las sugerencias de las
que se parten sean gimples, naturales y generales, y que la lista sea breve.

Las sugerencias deben ser simples y naturales, ya que de otro modo
serian inoporlnus.

Deben ser generales, es decir, que deben poder aplicarse no solamente
al problema considerado, sino a problemas de todo tipo, de manera a con-
tribuiri al desarrollo de las aptitader del alumno y no solamente a una téc-
nica particular.
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La lista debe ser..breve para que puedan repetirse las preguntas, sin
que ello parezc^_artificial, "á l.r cit.uÁstancias ,iá, diu.rr.r; seiendrá así
una oportunidad p_ara que finarmente sean asimiladas por er arumn o y p^ra
gue contribuyan al desarrollo de un hábito mental.

Es necesario ir poco a poco hacia preguntas cada vez más precisas, para
que el alumno pueda tomar la nzayoi parle posible en el trab)jo.

Este método de interuogación no tiene nada de rígido y .r ío que deter-
mina su interés ya qu,e, en este dominio, todo sisteria mlcánico,'pedante,
necesanamente es malo. Nuestro método comporta, una cierta elaiticidad,
cierta variedad; admite dive¡sos modos de abordar el problema (sec-
c!óri r5); puede y debe ser aplicado de tar modo que ras preguntas plan-
teada¡ p9r el profesor se le hubiese, poclido otor)i, espánü"neametite al
propio alumno.

si entre nuestros lecto.res"hay alguno que quiera probar en su clase
nuestro método, le aconsejamos que proceda con pr,rdencia. Deberá estu-
diar minuciosamente el ejemplo propuesto en la sección g y los ejemplos
que encontrará mis lejos en ras secciones 1g, 19 y zo. Deberá preparar
cuidadosamente los ejemplos que haya eregido teníendo en cuenta las di-
versas maneras de abordarlos. t-omeázarep"o, "lgrrrro, ensayos hasta descu-
brir poco a poco la forma en que conuieie ".!1.", el método, la forma
en que reaccionan los alumnos, y el tiempo que se requiere.

. 
17. B":l1y malas-preguntas. Si el método expuesto más arriba se

ha comprendido bien, debepermitir juzgar, po, .o-p^ración, el valor de
ciertas sugerencias, formuladas en g.n.til .o'l^ intención de ayudar a los
alumnos.

volvamos a tomar la situación tal como se presentaba al principio de
la sección 10, en el momento de hacer la preguita: ¿conocei atgúi pro-
blerna..que se relacione con el propuesto? se ¡-ubiera podido, con la loable
intención de ayudar a los alumnós, sustituirla por ra siguiente.: ¿paedenaplicar el teorema de Pitágoras?

Por.buena que sea Ia intención, una pregunta tal sería deplorable. Tra-
temos de darnos cuenta de las condicionis án las cuales dicha pregunta se
puede plantear;, veremos entonces que existe una larga serie de'ob]eciones
que oponer a dicho tipo de "ayuda". 

En efecto:
1) si el alumno está cerca de encontrar la solución, puede comprender

la sugerencia que implir¿ la. pregunta; pero en el caso'contrario, es muy
probable que no vea en lo absoluto cuál puede ser el fin de una pregunra
tal. Así, éste no aportará ninguna ayuda donde más falta hacia.'

2) si el alumno comprende la sugerencia, le libra el secreto entero sin
dejarle gran cosa por hacer.

3) La pregunta es de una naturaleza'demasiado especial. Incluso si el

ül
i , .
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alumno puede utilizail'¿_para resolver el problema considerado, no le dejará

nada paia ulteriores ptotl"."t. La pregunta nada tiene de instructiva.

4j Incluso si el alumno comprindé Ia sugerencia., difícilmente puede

.omprerrder porqué el profesor hi tenido la idea de hacerla' ¿Y cómo él'

el "l,rmno, platin .n.oi'rtru, por sí mismo una Pregunta tal?. Llega en for-

." ,orproirra y Poco naturai, como el coneio que el prestidigitador saca

del sombrero; no es instructiva en lo absoluto'

Ninguna de estas objeciones se puede oPoner al método descrito en la

sección 1O o en la sección 15.

OTROS EJEMPLOS

1g. Problema de construcción. lnscribir an caadtado en un lrián-

galo dad.o tal que d.o¡ oérrices del cuadrarJo deben hallarse sobte la base
"drl 

triángnlo y lot otros dos uérlices elel caadra¿lo sobre cada uno de los

otros dos lados del ttiángulo respecliaant'ente.
-¿Caál es la incógnita?
-Un cuadrado.
-;Caáles son los datos?
-Ún triángulo dado, nada más.
-¿Cuál es la condición del problenta?
-Lo, cuatro vértices del cuadrado deben hallarse sobre el perímetro

del triángulo, dos sóbre la base y los otros dos sobre cada uno de los otros

dos lados respectivamente.
-¿Es posible satisfacer Ia condición?
-Creo que sí, Pero no estoY seguro'
-No paiece que el problema le- resulte muy fácil. Si no paetle resol-

uerlo, trate printeio de r'esoluer algr)n problema reldcionarla ¿Puede usted

satisfacer alguna parle de Ia condición?
-¿Qué quierl decir Por una parte de la condición?. . ¿
-Viamos; la condición conci.rn. a todos los vértices del cuadrado.

¿De cuántos vértices se trata?
-De cuatro.
-Una parte de la condición se aplicaría a menos de cuatro vértices.

Torne sólo)na parte d.e la condición,-deie Ia otra parte. ¿Qué parte de la

condición es fácil de satisfacer?
-Es fácil trazar un cuadrado con dos de sus vértices sobre el períme-

tro del triángulo, incluso un cuadrado con tres de sus vértices sobre el

perímetro del triángulo.
-Dibuie una figura.
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El alumno dibuja la figurz 2.
-Usted no ha considárad1.m( qae ana parte de la condición, aban_donando la otra. ¿En qaé ryelirta Ia iicógnita qaeda alrou derr,riinadaz-E[ cuadrado no está determinado si sólo tiene tres de sus vérticessobre el perímetro del triángulo.

' 
F¡e. 2

;Bfen. Dibuje ofra figura.
El alumno dibuja la'flgura 3.
-Tal como dice, el c'adrado no queda determinado por ra barte d.e racondiciótz considerada. ¿Cómo pzede^aariar? 

---- r-' " r"

-Tres de los vértices de su cuadrado están en er perímetro der trián-gulo, pero el cuarto no está donde debéría estar. comá usted ro ha dicho,el cuadrado no está determinado, p-uede varia4 resulta to mismo para sucuarto vértice. ¿Córno puede aarii?

-,^ _-atr,:to 
experimentalmente si lo desea. T¡ace ot¡os cuadrados, tresde cuyos vértlces se hallen sobre el perímetro del mismo modo que los dos

Frc. 3

cuadrados ya dibujados en ra figura.- Dibújeros pequeños y grandes. ¿cuárIe. parece ser. el lugar geométricó der cuarto v¿¡'ticá¡ ¿ca*o' porl, aariar?
El profesor ha llevado al alumno muy cerca de la idea de rá sorución.

Probletna de dem,ostraciÓn

si el alumno es c p^z de adivinar que e[ lugar geométrico del cuafto

vértice es una recta, habrá resuelto el problema'
Lg. Problema de demostración.- Dos ángalos están situados ep dos

planos diferentes, pero cada ano de los lad.os de uno_es pa|alelo al laio co-

irespondiente d'ei'l'otro, y en Ia misma dirección' Demoslrra que los d'o:r

ángulos son igaales'" 
Se trata dé ,rno de los teoremas fundamentales de la geometría del es-

pacio. El problema se puede ProPoner a alumnos que, teniendo una cierta

!*p.ri..,.ü de la geometria piani, conocen los rudimentos de la geometría

dei espacio q,r. pñp"trtt el iresente teorema en los Elementos de Euclides'

(El tÉorema q.,e acabamos d" en.tn.iar y que v1m-os-a demostrar' es en

efecto la propósición 10 det libro XI de Euclides.) Se han impreso en cur-

siva no solamente las preguntas y sugerencias que- provienen de nuestra

lista, sino también otrai dlversas que les corresponden, como lcs "proble-

,.r'po, demostrar" correspondetr á los "problemas por resolver". (Hemos

establecido esta corresponáencia en una forma sistemática en PROBLEMAS
poR REsolvrn, rnonirMAs PoR DEMosTRAR, J,6; página 162')

-¿Caát es la biPótesis?
-b* ángulos éstán situados en diferentes planos. Cada uno de los

lados de oro ", paralelo al lado corr.espondiente del otro y en la misma

dirección.
| -;Cuál e¡ la conclusión?

-Los ángulos son iguales.
-Dibailuna figari. Inttoduzca una notación altropiada'
El alumno traialas líneas de la figura 4 y, más o menos ayudado por

el profesor. elige las letras de la fígura''_;Coit 
es-la hipótesis? Le ruego que la formule empleando su no-

raclon. 
c,

t,-1/ 
_

o--.---,_--__

B '

F¡c. 4
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-4, B, C no están,en el mismo- plano que. A,, Br, Cr. Se tiene A Bll
A' B', 

4CllA'C', Además, AB tiene la misma ¿ireccl¿í que A,8,, y AC la
misma dirección que ArC,.

-¿Caál e¡ Ia conclusión?

4 B A C =  {  E A , C ,

-obserte bien la concra¡ión y trate de pensar en argti, reorenta quele rca familiar 7 que lenga la nti¡ína conclusión o utu corclusión sirtilar.

,^..;^^tt 
dos triángulos son iguales, sus ángulos .orr.rporral.ntes sonrguales.

-Muy bien. H¿ aqa,í, puet,,/.n teoretila relacionado con el propleJto
y qae ba sido deruostrado 7a. ¿puede usted entplearlo? 

t
*Creo que sí, pero no veo bien cómo.
-¿Le haría falta introdacir un elenzerzto auxiliar para pocler urilizarlo?

-veamos. El teorema que usted ha enunciado tan bien se refiere a
triángulos, una pareja de triángulos iguares. ¿En la figura dispone de trián-
gulos?

,,^^_N1, 
pero puedo hacer que_ !gur.n. Uniendo B y C, B, y C,. Setrenen entonces dos triángulos. AA B C y AA,B,C..

*Perfecto, pero, ¿de qué servi¡án ésos triángulos?
-p7¡7 demostrar la conclusión, es decir, qu; { B A C : 4 B,A,C..-Bien. Si es eso lo que quiere usted demostiar, ¿qué tipo de triángulos

necesita?
-Triángulos iguales. Sí, claro está, yo puedo elegir B, C,8,, C, tal que

A B : A , B , , y  A C : A , C ,

c '
r,</,t

\
B '
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--Mry bien. Y ahora, ¿qué quiere demostrar?
-Quiero demostrar que los triángulos son iguales:

A A B C :  A , A ,  B , C ,

Si lo puedo demostrar, la conclusión <- B A C : 4 B' 4' C' sigue in-

mediatamente.
-Muy bien. Ahora se ProPone un nuevo fin, busca una nueva con-

clusión. óbtrrot bien Ia conclasión y trale de pensar en algún teoren?a qae

le sea fanziliar y que tenga la nzisnta conclusión o una conclusión sitnilar.
-bor triángulos son semejantes si los tres lados de uno scn respecti-

vamente iguales a los tres lados del otro.
_Bien. No podía elegir mejor. Así pues, be aqaí de nueao iln leofenxn

que re relacioni al propiesto y qt/e y ba demostrado. ¿Puede asted uti'

lizmlo?
-Sí, si supiese que B C : B'C'.
-Exacto. ¿Cuál es Pues su propósito?
-Psrne5t¡¿r que BC : B'C'.
-Trate d.e reiordar algrin teorema que le sea familim y qae tenga la

mistna cotzclu¡ión o una conclusión sirnilar.
-(sns266 un teorema que termina diciendo: ". . . entonces los dos

segmentos son iguales", Pero no conviene en este caso.
-¿Le baría falta introducir algtin elemento aaxilim pma podet em'

plearlo?

-!s¿¡¡es, ¿cómo podría usted demostrar que BC : B'C' dado el caso

que no existe relación en la figura entre BC y B'C'?

-¿Ha empleado usted Ia hipótesis? ¿Cúl es la bipótesis?
-Strpon..os que I B ll A' B', A C ll A' C'. Sí, claro está; debo em-

plearla.' 
-¿Ha emplead.o toda la hipóte.tit? Dice usted que I BllA'B'. ¿Es todo

lo que sabe acerca de estas líneas?
-No. I B también es igual a A' B' por construcción- Esos segmentos

son paralelos e iguales entre sí. Al igual que I C y A' C''
-Dos segmentos paralelos y de igual tamaño; una interesante configu-

ración. ¿Se le ha presentado antes?
-Sí, claro está: el paralelogramo. Uniendo A con At, B con B'y C

coo C'.
-La idea no es mala. ¿Cahúos paralelograrnos tiene ustetl ahora en

la ligura?- 
-Dos. No, tres. No, dos. Quiero decir que hay dos que se pueden
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demostrar inmediatamente que son paralelogfamos. Hay un tercero que
p"t::" serlo. Espero poder démostrar que, en"efecto, r" J, y-^ri-ra demos.tración quedará conciuida.

De las resDuestas precedentes.podíamos suponer que er arumno erainteligente; peio, desp,rés de esta úitim" otseru"ciór, no hay duda de eilo.Este alumno ha sido capaz de adivinar un iesurtado matemático y deestablece¡ una distinción níiida entre er hecho de ̂ aiuinri /-.f1" a..or-trar' Ha.comprendido también que lo que se adivina p"la. i, -á, omenos plausible. Ha sacado realmente un cierto provechd de sus cursos dematemáticas; tiene una cierta experiencia prácticá de ra maneru .o,no .on-viene resolve¡ problemas; puede ioncebir y explotar a fondo ,rrrl b.r.n^ ideu.20. Problema de rapidez de varialión. se aierre ̂ l;;;; un reci-p.iente de- lorma cónica con una rapidez r. El recipiert, ,rf for*a de cono,le base borizontar tiene er aértice Arr;g;ao bacia ibajo; ,i ,i¡f)" h ba¡e
del cono e.t a, r, altarab. Determinar ía aetocidad o ílqo, io inp-r4lr;, artagurt Je eleua caando Ia profandidad der agua es y. Deipués, ob'tener er oa-Ior naruérico de Ia iniógnita, suponienáo que a: 4 dm, b : 3 dm,t : 2 dms por minato y y : I dtn.

lr :|0""t gue los alumnos conocen las reglas rnás erementales de dife-renciació¡ y la noción de "rapidez 
de variación,'.

-¿Cuáles son los clatos?
-El radio de la base del cono, a : 4 d,m; la altura del cono, b : 3 dmila.rapidez c93_que el agua se vierte en el recipiente,. : t á;;;ár minuto,

y Ia profundidad del agua en un cierto momento, 1 : 1 dm.

i'.
' i

¡
l
rr

I

-Exacto. El enunciado,del probrema parece sugerir que sedeben dejarde lado, provisionalmente, los uirot., n,r*éri.o, y"ruroi^, con las retras,expresando la incógnita en f'nción de a, b, r y I, y ar finar solamente,
tras de. obtener la expresión argebraica,Je ra incégÁrtá, surtitu, iJ, ,,r^tor.,
numéricos. Adoptemos esta sugerencia. ¿Cuát es la iniógnita?

F¡c. 6
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-La velocidad ala que se eleva la superficie del agua cuando la pro-
fundidad es I.

-Es decir, ¿puede usled expresarlo en otros términos?
-La velocidad con que aumenta la profundidad del agua.
-Nuevamente, ¿puede usted. enunciar el problen?a en fortna diferente?
-La rapidez de variación de la profundidad del agua.
-Exacto: la rapidez de variación de y, Pero, ¿qué es la rapidez de

variación? Considere ustecl la definición.
-La derivada de una función representa la rapidez de variación.
-Correcto. Ahora bien, ¿y es una función? Como ya lo hemos dicho,

no nos ocuparemos de su valor numérico. ¿Puede imaginar que 7 varía?
_.Si, y,la profundidad del agua, aumenta a medida que Pasa el tiempo.
-Por lo tanto, ¿7 es función de qué?
-Del tiempo t.
-Bien. lnlroduzca una notación apropiad'a. ¿Cómo expresaría usted

la "rapidez de variación de y" por medio de símbolos. matemáticos?
dy

ü '
-Bien. He ahí, pues, su incógnita. Te hace falta expresada en térmi-

nos de a, b , r y 1. De hecho, uno de estos datos es una rapidez de variación:

¿cuál de ellos?
-l", que representa la cantidad de agua que cae en el recipiente du-

rante un tiempo dado.
-¿Puede decido en otra forma?
-r es la rapidez de variación del volumen de agua en eI recipiente.
-Es decir, ¿prc¿e enunciailo naeaarnente en forma diferente?; ¿cómo

podría escribirlo con una notación apropiada?
dV

t - ---;-

dÍ

-¿Qué es Z?
-El volumen de agua que hay en el recipiente en el instante f'

-Bien. Así pues, tiene que exPresar 
# 

,"términos de a, b, 
ff, ,

¿Cómo va usted a tratar de hacerlo?

-Si no puede resolaer el problema, lrate de resoluer, primero, an pto-

blema relacionado. Si no ve la relación ent e ! y los datos, trate de que
d t '

apurezca" alguna relación más sencilla gue podría servirle de punto de

partida.
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-¿No ve usted que existen otras relaciones? por ejemplo, ¿y y V sonindependientes una de otra?
-T: 

,Cuando 7 aumenta, V debe aumentar también.-Así hay una relación. ¿Cuál es. Dues?
. -Pu:t X? V es el volumen del cóno cuya altura es 7. pero desconozcoel radio de la base.

.- - lsin embargo, puede tenerro en cuenta. Déle un nombre cuarquiera, xpor ejemplo.

v : ! !2
t

-Exacto. Ahora, ¿qué sabe usted de x? ¿Es indepeudiente de 7?-No. Cuando la profundidad del a*a, l, aumenta, el radio de lasuperficie variable t aumenta también.
-trí pues, hay una relación. ¿Cuál es ésta?
-Sí, claro, hay triángulos semejantes:

x : l  :  a ' $
-Una relación más, ¿ve usted? No hay que desaprovecharla. No ol_vide que usted quería .onó... Ia reración e"istinte ,"rIri-y^'i.""-Se tiene

, : o !
b

V : !:'l'
-Muy bien. Esto,m-...p1T-".": bil qr,g de partida. ¿eué te parecea usted? Pero no olvide su propósito . ¿cát es la irtlógniii?,'-- 

'

dl  o - - - - "

dt

-Tiene que encontrar una relación entr 
dy dV

," 
dr, ,h 

y otras cantidades.
-lq"i tiene una entre /, V y otrascantidades. ¿eué hacer?-Pues claro, diferenciando sé tiene

En el ¡alón ¿e claces

He ahí la solución.

d V  _ ¡ a 2 r 2  . d !
d¡ bz dt

-Perfecto. Y, ¿para los valores numéricos?
IV- J t r r : 4 r b : 3 , _

' d t : f = 2 , ! : L r e n t o n c e s

, _ z r X 1 6 X l d l
9  d r '

Segunda
parte

Gómo resolver un
problema:

Un d¡álogo



Familiaúzarse con el problema

¿Por dónde debo empezarl Empiece por el enunciado del problema.
¿Qué paedo bacer? T¡ate de visualizar el problema como un todo, tan

claramente como pueda. No se ocupe de lo¡ detalles por el momento.
¿Qaé gano haciendo esto? C-omprenderá el problema, se familiarizará

con é1, grabando su propósito en su mente. I¿ atención dedicada al pro-
blema puede también estimular su memoria y preparada para recoger los
puntos importantes.

Ttabajar para una mejor conrprensión

¿Por dónde d.ebo empezar? Empiece de nuevo por el enunciado del pro-
blema. Empiece cuando dicho enunciado resulte tan claro y lo tenga tan
bien grabado en su mente que pueda usted perderlo de vista por un mo-
mento sin temor de perdedo por completo.

¿Qaé paed,o bacer? Aislar las principales partes del problema. La hi
pótesii y la conclusión son las priocipales partes de un "problema por
demostrar"; la incógnita, los datos y Ias condiciones son las principales
partes de un "problema por resolver". Ocúpese de las partes principales del
problem4 considérelas una por una, reconsidérelas, considérelas después
combinándolas entre s( estableciendo Iu relaciones que puedan existir en-
tre cada detalle y ios otros y entre cad¿ detalle y el conjunto del problema.

¿Qué gano haciend.o esto? Esti usted preparando y aclarando detalles
que probablemente entrarán en juego más tarde.

En busca de una idea útil

¿Por dónde debo empezar? Empiece por considerar las partes princi
pales del problema. Empiece cuando dichas partes estén, por usted, dara-
mente dispuestas y concebidas, gracias a su trabajo previo, y cuando consi-
dere que su memoria "responde".

¿Qué paedo hacer? Considere el problema desde varios puntos de vista
y busque puntos de contacto con sus conocimientos previamente adquiridos.

Considere el problema desde varios puntos de vista. Subraye las dife-
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renfes partes, examine los dife¡entes detalles, examine los mismos detalles
repetidamente, pero de modo diferente, combine entre sí los detalles de
diversos modos, abórdelos por diferentes lados. Trate de ver algún nuevo
significado en cada detalle, alguna nueva inte¡pretación del conji:nto.

.. Uo1gu" puntos de contacto con sus conocimientos previaménte adqui-
ridos. Trate de acordarse de lo que le ayudó en el pasaio ante circunstan-
cias aníiogas. Trate de reconocer algo familiar en lo qoe examina y de
encontrar algo útil en lo que reconoce.

. ¿Qaé, paedo encontrar? una idea que le sea útil, quizá una idea deci-
siva que le muestre de golpe cómo llegar a la solucién misma del probtema.

. ¿córno pxede ¡er útil ,tna idea? Haciéndole ver el conjunto del razona-
miento o una parte de é1. Le sugiere más o rnenos claramente cómo puede
proceder. Las ideas son más o menos terminantes. Es ya una suerte tener
una idea sea cual fuere ésta.

¿Qué paedo bacer con ana idea incompleta? La debe considerar. si
Parece ventajosa, la debe considerar más a fondo. Si parece digna de con-
fianza, usted debe averiguar hasta dónde le puede llevar y deñ reconside-
rar la situaciín.La situación ha cambiado gracias a su idéa útil. considere
la nueva situación desde varios puntos de vista y busque puntos de contacto
con sus conocimientos adquiridos anteriormente.

¿Qré gano haciendo esto naeaamente? pvede usted tener la suerte de
encontrar alguna otra idea. Quizá su nueva idea lo conduzca directamente
al camino de la solución. Quizá requiera usted alguna idea más. euizá,
incluso, alguna de estas ideas le dewía a usted del camino co¡recto. No
obstante, usted debe de alegrarse por toda nueva idea que surja, también
por las de p:c-a importancia o confusas, y también por lás ideas suplemen-
tarias-que añadan alguna precisión a una idea confusa o permitan la correc-
ción de una idea menos afortunada. Incluso si, por un cierto tiempo, no se
le presenta una nueva idea verdaderamente buena; considérese af^ortunado
si su concepción del problema se torna más completa o más coherentq más
homogénea o mejor equilibrada.

Ejecución del plan

¿Por dónde debo empezar? Empiece por la feliz idea que le conduce
a la solución. Empiece cuando esté seguro de tener el coriecto punto de
partida y esté seguro de poder suplir los detailes menores qué pueden
necesitarse.

.¿Qaé pae^do.hacer? -Asegúrese de que tiene la plena comprensión del
problema. Efectúe en detalle todas las operacionel algebraicas o geomé-
tricas que previamente ha reconocido corno factibles. Ádquiera la convic-
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ción de la exactitud de cada paso mediante un razonamiento formal o por
discernimiento intuitivo o por ambos medios, si es posible. Si su problema
es muy complejo, usted puede distinguir "grandes" 

Pasos y "pequeños"

pasos, estando compuesto cada gran paso de varios pequeños. Compruebe
primero los grandes pasos y después considere los menores.

¿Qré gano baciendo esto? Una presentación de la sofución para la cual

la exactitud y corrección de cad¿ Paso no ofrece duda alguna.

Visión retrospectiva

¿Por dónde debo empezar? Por la solución, completa y correcta en todos
sus'detalles.

¿Qaé paedo bacer? Considerar la solución desde varios puntos de vista
y buscar los puntos de contacto con sus conocimientos previamente ad-
quiridos.

Conside¡e los detalles de la solución y trate de hacedos tan sencillos
como pueda; reconsidérelos más extensamente y trate de condensados; trate
de abarcar de un vistazo la solución completa. Trate de modificar, en bene-
ficio de ellas, tanto las partes principales como las secundarias; trate de
mejorar la solución en su conjunto de tal modo que se adivine por sí misma
y que quede grabada, en forma natutal, en el cuadro de sus conocimientos
prévios. Examine atentamente el método que le ha llevado a la solución,
irate de captar su razón de ser y trate de aplicado a otros problemas. Exa-

mine atenlamente el resultado y trate igualmente de aplica¡lo a otros
problemas.

¿Qaé gano l¡aciendo esto? Puede encontrar una solución meior y dife-
rente, descubrir nuevos hechos interesantes. En todo caso, si toma el hábito
de reconsiderar las soluciones y examinarlas muy atentamente, adquiere
usted una. serie de conocimientos correctamente ordenados, utilizables en
cualquier momento, a la vez que desarrolla su aptitud en la resolución de
problemas.
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Afición a los p{oblemas

El aficionado a resolver problemas se plantea con frecuencia a sí mismo

preguntas similares a las qui ofrece noeslra relación de temas' Quizá des-

i.rbí" pot sí mismo p..gotrtnt de ese tipo o, habiendo oido hablar de ellas,

ha[a áirectamente ei ,rlo qo" conviené hacer de dichas preguntas. Puede

darse el caso que no esté consciente en lo absoluto de que está repitiendo

siempre la misma pregunta. o bien esa_Pregunta es_su preferida: sabe que

form^a parte de ta a,tit-u¿ mental adecuadá durante tal o cual fase del trabajo

y tiene^la costumbre de provocar la actitud correcta planteando la pregunta

correcta.
Este a,ficionado a resolver problemas puede encontrar las preguntas y

sugerencias de nuestra lista de gran utilidad. Le pueden permitir comPren-

dei perfectamente las explicaciónes y-los-ejemplos qu: las ilustran, pueden

p.ráiti.l. sospechar el uio correcto de ellas; Pe-ro ng logrará una completa

iomprensión 
^" 

-".ror de encontrar en su propio trabajo. el proceso que fa
pre¿¡unta trata de ptovocaf. Debe exper'imentar su utilidad descubriendo

én lo que le puede ser útil personalmente'
nt aficiona¿o a resolvei problemas debe estar prepárado a plantearse

todas las preguntas de la lista, Pero no debe plantearse ninguna si no le

conduce a ello un atento examen del problema que se estudia, y si no estima
que debía planteársela. De hecho debe reconocer él mismo si la presente

s'ituación ei parecida a alguna otra en la que ha podido aplicar la misma

pregunta con éxito'"f::flrtaú 
pues, ante todo, de comprender el problema de un modo tan

completo y itaio como sea, posibte. Pero esto no basta. Debe concentrarse

"r, .i ptobl.-a y desear ansiosamente su solución' li "o puede hacer nacer

el dgs'eO real de resolVedo, más yale abandonarlo. El secreto del éxito real

radicalen entregarse al proble,rna en cuerPo y alma'

Analogia
' "

La analogia es una especie de similitud. Objetos semeiantes concuerdan

unos con otráS en algunoi aspectos,rnientras que objetos análogos concuef-

dan en .qier,tas r,elaciones entrg sus respectivos elementos. , , ."'

J I
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1.. un paralelogramo rectangular es análogo a un pararelepípedo rec-
tangular. De hecho, las relaciones entre ros lados del 

-paralelógiamo 
son

semejantes a las que existen entre las caras del paraleleiípedo. 
-

cada lado del paralelogramo es paralelo a. uno solo áe-los otros lados y
perpendicular a los lados restantes.

cada cara del paralelepípedo es paralela a una sola de las otras caras y
perpendicular a las caras restantes.

consideremos como "elemento límite" el lado del paralelogramo y
como "elemento límite" la cara del pararelepípedo. podemós entonies redu-
cir las dos consideraciones anterior-es a una sola que se aplique a ambas
figuras.

cada elemento límite es paralelo a uno solo y perpendicular a los res-
tantes elementos límites.

Así pues, hemos expresado ciertas relaciones comunes a los dos siste-
mas de objetos que hemos comparado, a saber, los lados del rectángulo y
las caras del paralelepípedo rectan galar. La analogia de dichos sistemas
consiste en la comunidad de ¡elaciones.

2. La analogía ocupa todo nuestro modo de pensar, tanto nuestras
cotidianas conversaciones y nuestras más banales éonclusiones como los
medios de expre'sión artística y las rnás altas realizaciones científicas. Así,
pues, se emplea en los más diferentes niveles.

con frecuencia el vulgo emplea analogías vagas, ambiguas, incomple-
tas o'no del todo claras, pero la analogir puede, alcanzai el nivel dé la
precisión matemática. Todo género de analogla puede jugar un papel en
el descubrimiento de la solución, por ello no debemos deso¡idar "iág"no.

3. Debemos considerarnos felices cuando, tratando de ¡esolver un
problema, logramos descubrir un problema anáIogo má¡ sencillo. En la
sección 1_5, nuestro problema primiiivo concernía a ia diagonal de un para-
lelepípedo rectangular; el estudio de un problema análogo más sencillo
que trataba de la diagonal de un rectángülo nos llevó a-la solución del
problema primitivo. vamos a examinar otro caso del mismo género. Tene-
mos que resolver el siguiente problema.

Encontrw el centro de grauedad de tn tetraedro homogéneo.
si no se tiene ninguna noción del cálculo integral y pocos conocimien-

tos.de física, el problema-no es nada f.icil; era un problerna científico muy
serio en tiemp-os de Arquímedes o de Galileo. Así-pues, si deseamos ¡esol-
verlo utilizando un mínimo de conocimientos previos, nos hace falta buscar
un problema anilogo más sencillo. El correspondiente problema de geome-
tría plana se presenta por sí mismo.

Encontrar el centro de grauedad de an triángtlo homogéneo.
Ahora debemos responder a dos preguntas en lugar de una. pero ello

puede resulta¡ más f.ácil -a condición de establecer entre las dos una rela-

ción adecuada.
4. Descartemos, por el momento, el problema primitivo del tetraedro

y concretémonos al problema anáÁogo, más sencillo, concerniente al triin-
,glrlo. P"r" resolvedó debemos tener algunas nociones sobre los centros de
gravedad. El siguiente principio es plausible y se presenta naturalmente por
sí mismo.

Si an si¡tem¿ de nzaras S consta de elementos cttyos cen:Nros de grauedad'
se hallan todos soúre an mismo plano, el plano contiene igaalmente eI cen-
tro de grauedad del coniunto d'el sistema S.

Este principio oos proporciona todo lo que necesitamo-t _.1 :l caso del

triángulo. En plimer lugar, implica que el centro de gravedad-del triángllo

está situado eñ el plano del mismo. Podemos entonces considerar al triin-

gulo corno compuesto de fibras (bandas muy delgadas, paralelogramos
ttnfinitamente estrechos") paralelos a uno de los lados del triángulo (el
lado AB enla fig.7). El centro de gravedad de c¿da fibra (o de cada
paralelogramo) es, desde luego, su punto medio, y todos estos centros están
iitoados sobre la línea que une el vértice C al punto medio M de AB
(ver fig. 7).

Toáo plano que pase por la mediana CM del triángulo contiene todos

los centroi de gravedád de las fibras paralelas que constituyen el triángulo.

Analogía

M B
Frc, 7

Así pues, llegamos a la conclusión de que el centro de gravedad del trián-

gulocompleto está situado sobre esta misma mediana. Ahora bien" como
del mismo modo puede estar situado sobre las otras dos medianas, el centro

de gravedad será, forzosamente, el punto de intersección común a las tres

nedianas.
Es conveniente verificar entonces, Por geometría pura, independiente-

mente de toda hipótesis mecánica, que las tres medianas son, en efecto, con-
currentes.
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5' Después der caso del triángulo, el der tetraedro es ¡elativamentefácil. Ya hémos resu¡]tg afor" ;"p;;ü; a anátogo al que se nos había
Pt"P^Tlll^{:l:r^:_m:ig"ienre, tenemos un modeto írrgo;r'. 

- -- '

,'r fesolver er problema análogo que nos sirve ahoü de modelo, hemossupuesto el triánguro rBC compuésto de fibras paralelas a uno de sus radosAB. Ahora o*o-, a suponer qüe el tetraedro ABCD se compone de fibrasparalelas a su aista AB.
Los puntos medios de ras fibras que constituyen el triángulo estáo si-tuados sobre la medi¡vértice "p"",," i. i,,";:"H:;ffI xJii:,fr:i:"r# .1x, l,ffi .Í 3 ;:ff ldro están situados sobie el pra.no qu. .rnJ el punto medio zlf de ra arista';'2;"el::;"):r':;:";,,1?,i5i:'g éi; pdd''o, u^m"r a alli,o pr"no
En el caso del triángulo, teníamos tres medianas, cada una de las cualesdebía contener al centró de-gravedJ á.i-triargoro. Esas tres medianas de_

B
F¡c. 8

l:i:h.Or"r, 
concurrir en un punto que era precisamente el centro de gra-

En el cáso del tetraedro, tenemos seis planos medianos, tales comoMCD, uniendo er punto medio ¿. .^¿" *irt" 
-""r"'".ir?""op,ll,^, 

.^a,uno de tos cuares drl:i.-11:::lr: d.;;;*dad del ,..r^ii.-. ñJi ro tunto,
:r^"r-:rir fr1":r deben concurrir en un 

"punto 
que es precisamente er centrode gravedad buscado. 

f ----- -l-- !r f^lL¡Jó¡r¡qr¡re

6' Hemos, pues,,resuelto e-l problema der centro de gravedad der te-
lt:^r-ot: 

n*ogéñeo'. para compre¿r ;-;;l;" sorución, es conveniente veri-trcar' por medio de ra,gegmejú^ puru e independier¿;rtJ;^t^oia .onri_j;nlm:ánica, et riecho de q,i. r* ,d pi.il;;;;;,",*,;, efecto,
Al resolver eI probrema del centro de gravedad der triángulo homo-

Analogía 6 l

géneo, habíamos ya indicado que convenía, a f.in de completar nuestra so-
iución, verificar que las tres medianas eran, en efecto, concurrentes. Este
problema era análogo al del tetraedro, pero visiblemente más sencillo-

Podernos nuevamente utilizar, para resolver el problema relativo al te-
traedro, el problema análogo concerniente al triángulo (que podemos su-
poner aquí como resuelto). En efecto, considérense los tres planos media-
nos que pasan por las tres aristas DA, DB, CD, partiendo del vértice D,'

cada uno de ellos pasa igualmente Por el punto medio de la arista opuesta
(el plano mediano que pasa por DC pasa igualmente por M; véase fig. a).
Ahora bien, esos tres planos medianos intersectan al plano del triángulo
ABC sobre las tres medianas de dicho triángulo. Estas tres medianas pasan
por el mismo punto (este es el resultado del problema anilogo más sen-
citto¡ y dicho punto, como el punto D, es común a los tres planos media-
nos. La recta que une los dos puntos comunes es común a los tres planos
medianos.

Hemos demostrado que 3 de los 6 planos medianos que Pasan por el
vértice D tienen una recta común. Lo mismo debe ser cierto para los 3 pla-
nos medianos que pasan por I como para los 3 planos medianos que Pasan
por B y para los 3 que pasan por C. Estableciendo entre estos diversos he-
ihos unirelación adecuida, podemos demostrar que los 6 puntos medianos

tienen un punto común. (Los 3 planos medianos que-Pasan_por los lados

del triángulo ABC d*erminan un punto común y 3 líneas de intersección

que se órtan en dicho punto. Ahora bien, según lo qu¡ acabamos de

demostrar, por cada línea de intersección debe pasar otro plano mediano. )
7. En los párrafos 5 y 6 nos hemos valido de un problema análogo

más sencillo, cóncerniente al triángulo, para resolver un problema acefc

del tetraedro. No obstante, los dos casos difieren en un punto importante.
En el párrafo i hemos empleado el método de un problema análogo más

senci[ó, del cual hemos copiado la solución Punto Por punto' En el pá-

:aafo 6 hemos empleado el resultd¿o del problema tnilogo más sencillo, sin

preocuparnos del modo cofno se había obtenido dicho resultado. A veces

i. po.á. utilizar a la aez el método y el resultado del-problema análogo

mái sencillo. Nuestro precedente ejemplo es una prueba de ello, Pero -a
condición de considerai los párrafos 5 y 6 como elementos diferentes de

la solución de un mismo Problema'
Nuestro ejemplo es típico. Para resolver un problema que se nos plan-

tea, podemos con frecuencia utilizar la solución de un problema análogo

más iencillo, ya sea utilizando su método o su resultado o ambos a la vez.

Naturalmente, en ciertos casos difíciles, se pueden presentar complicacio'
nes que no han sido mostradas en nuestro ejemplo. En particular la solución
del problemr anilogo no siempre puede emplearse de inmediato Para re-
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solver el problema primitivo. convieng entonces, reconsidera¡ la sorución,transfo¡marl" y moáificarla, buscar otorlormr. ir.l^ -irri^ürr" gue se*i*r:." 
:::_.::: l*da 

ser extensiva al problema originJ,ó' rs convenrente, prever el resurtado ó ar menos "{.rn", de sus carac-terísticas, que sean -d: me:os.pt"urilter. frt" tipo-d.-irliriorr., ,.basan con i¡m¡encia en la analosiá.

, 
Así, podgmos saber que er celnt¡o de gravedad de un triáng'ro homo-géneo coincide con el delus rres vértices j.t a*ir, ; j;:üiunros 

ma-teriales de igual masa colocados en los virtices ai-triardü¡l s"ui.r,aoesto, podemos conjehrrar que el centro de gravedad del te¡'ra;iro homogé-neo coincide con el de sus cuatro vértices. 
gv^ lwrr4lurr

Esta hipótesis es una "infe¡encia 
por analogía". sabiendo que el trián-gulo i' el tetraedro son parecido, .n i,,o.h* a:pectos, podemos conjeturarque se Parecen en un aspecto más. Sería absurdó .onfúridi, la piausibilidadcon la certidumbre de. lares conjeturas, pero no prestarres atención seríaigualmente absurdo o incluso má. 
-' r-.

.La_inferencia por aylopilparece ser el tipo de conclusión más comúnv sin duda alzuna .r.,TT uiil. 
^nopor.ion" 

rripot.ri, ;ár;;; prausi-
11"r, g"g la ex=periencia o un estrictó ¡azonamiento podrán quizá confirmar.El químico que experimenta sobre "ii*"i.r los remedios áestinados a roshumanos deduce sus concrusiones por anarogia. pero era ;;;ié" Io quehacía un niño conocido mío. cuai¿o lrevaían "l ,"t;;;;? r., p"rrofavorito, el niño preguntó:

-¿Qué es an ueterinario?
*El médico de los animales.
-¿Qaé clase de animal es el rnédico de los animales?
9' La conclusión por anarogía stcad,a de un gran número de casosparalelos es más sólidi que la cJnclusión deducida de casos menos nume-rosos. Sin embarso. t:":l*_1:, aquí también Á^ i,"p"r,d;" la can_

ll9:1.1*t"gías"precisas tienen .á, p"ro que vagas siniilitudes, ejemplossrstemáticamente crasificados cuentan'más que una fortuita corección decasos,
En el precedente párrafo g, hemos adelantado una hipótesis sobre elcentro- de gravedad der terraedro. Dicha hipótesis se;";;i;; ra anaro-gía: el caso der tetraedro es anárogo. al del'triáng"r". 

'p;i;;;'¡:eforzura

mediante et examen d¡ ot1o.rro.*ñálogo, el.t'e.,i;;;rlü;ffic.,." 1.,decir, un s€gmento de recta de densidid'unrror*.; .
La analogía entre:

segmeoto triángulo tet¡aedro
tiene numerosos aspectos. U:r segmento está comprendido en una recta, untriángulo en un plano, un tetraeáro en el espaciá. Ei;.;,ir€nüi. r..r".,
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figura más simple de una dimensión, el triángulo es el polígono más

extremos) y su interior es de una dimensión.
El tríángulo tiene tres elementos límites de dimensión ceto (r vérti

ces),3 elerñentos límite de una dimensión (1 lados) y su interior es de

dos dimensiones.
El tetraedro tiene 4 elementos límite de dimensión cero (4 vértices),

6 deuna dimensión (6 aristas),4 de dos dimensiones (4 caras), y su inte-

rior es de tres dimensiones.
Dichos números se pueden agruPar en una tabla. Los números en co-

lumna representan los elementos de dimensión cero, de una; cle dos y de

tres dimensiones; los números en renglones corresponden, respectivamente,

al segmento, al triángulo y al tetraedro:

2 L
3 3 1
4 6 4 1

Por poco que estemos familiarizados con las Potencias- del.binomio,

nos seráiácil réconocer en estos números una sección del triángulo de Pas-

cal. Encontrarnos una notable regularidad en el segmento, el triángulo y

el tetraedro.
10. Si la experiencia nos muestra que los obietos que hemos comPa-

rado están estreciramente relacionados entre sí, "inferencias por analogia",

como la que sigue, pueden parecernos tener un valor incontestable.

El centro áe gravedad d. on segmento de recta homogéneo coincide

con el de sus dos puntos extremos. El centro de gravedad de un triángulo

homogéneo.coinciáe con el de sus tres vértices. ¿Por-qué no sospecharíamos

q*..ícentro de gravedad de un tetraedro homogeneo coincide con el de

sus cuatro vértices?
Por otra parte, el centro de gravedad de un segmento _de_ recta homo-

géneo dividela distancia entre sus dos puntos extremos según la raz6n L:L.

Él centro de gravedad de un triángulo divide la distancia entre uno de sus

vértices y el punto medio del lado opuesto según la rmón 2.:1. ¿cómo no

sospechar qui el centro de gravedad de un.tetraedro homogé1"9 lo divida

" lá distaniia entre uno deius vértices y el centro de gravedad de la cara

opuesta según la taz6n 3:l?' 
Parece-inverosímil que las hipótesis sugeridas por estas cuestiones sean

falsas, que una tan belia regularidad .se destruya. El sentimiento de que

.rn ord.tt arnonioso y simplé no podría ser engañoso gaia al investigador

tanto en maternáticas, .o*ó en lal demás ciencias y encuentra su expresión
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en el adagio latino: imprex sigirun ueri (rasencilrez es el seto de Iaverdad)

fEsta ultima constatación nos.sugiere extender nuestro razonamiento a7 dimensiones. parece-poco 
n$^!r"]r"g lo que ., ¿;;;;;; las rres pri-meras dimensiones. para ,t Í_ r-, 2,3,'d+.i" ril;;;;"#i., ."ror.,je 'lt 

!st1 hipótesis is .rna "inferenciá 
por inducción,,, ilustra el hecho deque ta inducción está narurarmente basaá" .n t" "nJolir:^iv* i*o.rc.ró*¡ rruoucclóN ¡latruÁrlca, página 114.)

f tt. Terminaremor t" ir.l.nt. ,#ioo considerando brevemente el
ff"fifuTportante 

en el cüar u ^natigia arcanzár" pr..iri-á" de ra idea
I) Dos sistemas de erementos matemáticos J y ,, tienen ent¡e sí unadependencia tal que ciertas r.t".iono-"ntr" lo, "1.*"rrt"r-á;l.rtán regidas

ryt l^ 
mism.as leyes que rigen ras ,.r".-i-o*, correspondientes entre ros ele-mentos de S,.

Este género de analogía entre .i y J, e¡tá ilustrado por lo que hemos
l'"rid: en et-pá*afo r. Sean s los daos ;;i;;;;;""r"rt.il caras derparalelepípedo rectangular.

II) Los elementos de ros dos sistemas J y.,, se corresponden biunívoca-mente bajo ciertas rela;ione1' Es aair, q". sr exrste una ¡elación entre roselementos de uno de los- sistemas, la misma relación debe existir entrelos elementos correspondie.rt.r Já 
-o,ro"rirr"n,a. 

Este tipo de ¡eraciónentre dos sisremas es un género **y p"i iJil;*;i;;r;il*il el nom_bre de isomorfismo (o isómorfisÁ"'rrii*¿rrl.
rrr) Los erementos de dos sistemas s y s" se corresponden entre sí

*,:"t^,T":9. 
que.un elemento d"l;;;"qponde a varios Ltementos de .S,oa¡o crertas relaciones' Este- género de reiación 1i,opori"nt.'in ain"rr*¡amas del estudio avtnzado de"matemáti.ur, ." particurar pararaTeo¡ía deGrupos, pero que -no_podemos.tr"¡;;;;? en forma detallada) recibe elnombre de isomorfismo meroedro (u hómomorfir.o,li"r¿" qir¿á mejortérmino er de rromeomorfismo).. s.' pr"J.'.onsrderar er isomorfismo m*to*:,::.o otro tipo m.ry pr.ciro d'e anatogía.]

Itolzano U"r""r1:^(.1781_1848), logista y matemático, dedicó unaextensa parte de su im¡1{an,.^:!ri áé rcfir , t,issenschafxiebrc, aI temade ta heurística (vor. 3, yá}s, 2e3_5751. Érlii¡" ;";;;;^'d",¿;i"íin. o. ,uobra: "No 
pretendo "" ioiurot,r.,í ;I;.;r aquí ningún pro?edimientode investigación que no sea conocido'desde hace trempo de Ios hombres detalento; no creo qle encuentr.o "qui "^a".o-pr.tamente nuevo en la ma_teria' Pero uoy "-er*.ranne en aséntar, en térnlinos.r"r*,'i"r'i.!t", y to,

¡amings 
de la investigación seguidos pár toao hombre;;É;;.;;ue en ramayoria de los casos ros sigue sin tener plena conciencia de e'o. si bien

B¡illante id.ea

si he tenido o no pleno éxito en esta empresa, guardo al menos la

sión que mi modesta contribución sea del gusto de algunos y tenga apli-
eaciones más tarde."
o" "Brillante idea", así corno "buena idea", son expresiones corrientes
u{e la posibilidad de un adelanto súbito hacia la solución. (Véase PRocREso
ly LocRo, 6; pigina 160. ) La ocurrencia de una brillante idea es una expe-
.¡iencia familiar a todo el mundo, pero difícil de describir. Por ello nos Pa-
rece interesante citar una sugestiva descripción de ella, proporcionada inci-

,dentalmente por una autoridad tan antigua como Aristóteles.
Se convendrá, en general, que el concebir una idea brillante es un "acto

de sagacidad". Aristóteles define "sagacidad" como sigue: "Sagacidad es
descubrir adivinando una relación esencial en un lapso de tiempo inapre-

. ciable. Así, por ejemplo, si usted ve a alguien hablar de un cierto modo
a un hombre rico, usted puede adivinar instantáneamente que la persona
está tratando de conseguir dinero prestado. O bien, observando que la parte

r brillante de la luna está siempre frente al sol, usted puede d9 pronto saber
el porqué; esto es, porque la luna está iluminada por la luz del sol." *

El primer ejemplo, sin ser malo, es un tanto trivial. No se requiere
mucha sagacidad para suponer algo de esta índole acerca de los ricos y el
dinero. La idea no es muy brillante. El segundo ejemplo, por el contrario,
es notable si hacemos un Bequeño esfuerzo de imaginación para situarlo
en su propio escenario.

Hay que tener presente que en tiempos de Aristóteles había que obser-
var el sol y las estrellas si se quería conocer la hora, ya que los relojes
no existían, y se tenían que observar las fases de la luna si se quería viajar
de noche, dado que no habia alumbrado público. Se estaba, pues, en
aquel entonces muy familiatizado con el cielo que un habitante de la
ciudad de hoy en día, y su natural inteligencia no estaba falseada por
la mediocre asimilación de artículos periodísticos divulgando teorías astro-
nómicas. Veían la luna como un disco plano, similar al disco del sol, pero
mucho menos brillante. Se han debido de asombrar de los incesantes cam-
bios de forrnas y de posiciones de la luna. Ocasionalmente la observaban
a la luz del día, hacia el amanecer o hacia el ocaso, y descubrían "que el
lado brillante de la luna siempre está hacia el sol", lo cual constituye para
ellos un respetable logro. Ahora conciben que los aspectos variantes de la
luna son parecidos a los de una pelota que fuese iluminada desde un lado
tal que la mitad petmaneciese iluminada y lt otra mitad oscura. De ahí la
concepción del sol y de la luna no corno discos planos, sino como cuerPos
redondos, uno dando y el otro recibiendo la luz. Se comprende entonces

* T¡aducción ligeramente modificad¿ del texto gtiego.
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la relación esencial, se modifican sus anteriores concepciones instantánea-
mente, ":l "o lapso de tiempo)inapreciable". He ahí ün súbito sarto de la
imaginación, una brillante idea, .rri dot.llo de ingenio.

condición. Es la parte principal de un "plobrema 
por resolver,'.

(Véase pRoBLEMAs poR Rrsolvrn, nnonrruAs poR DEMoSTRAR, 3; pi-
gina l6t. Véase tambiénrrÉn¡.tNos ̂NTrcuos y NUEvos, 2; página t)L.)

una condición se dice redundante si contiene .t"-"nior'rlp?rfluos. se
dice contradictoria ctando sus elementos se oponen unos a otros y son in-
compatibles de tal suerte que ningún objeto puedg satisface¡.la condición.
. Asi¡or.ejemplo, si una condición se e*presa por un número de ecua-

ctones Irneales mayor que el número de las incógnitas, puede ser iedun-
dante o contradictoria. Por el contrariq si la coníicio"',i .*pnoa por utr
número menor de ecuaciones que de incógnitas, es insuficient^e para deter-
minar las incógnitas. Por último, si Ia coñdicióo ,. "*proa poi igual nú-
mero de ecúaciones como de incógnitas, es en general'suficilnte lara de-
termina¡ las incógnitas, pero puede, en cierto-s casos excepcionales, ser
contradictoria o insuficiente.

¿Conoce..algún problema que se relacione con el suyo? Es púctica-
mente imposible imaginat un probremacompretamente n.reío, que no se pa-
¡ezca en nada a otro o que. no tenga ningún punto en común aoo on p.o-
blem¿ anteriormente resuelto; por-io deírás,'si un tal problerna existliese
sería insoluble. De hechq c.raná" resorvemos un probleÁa, debemos siem-
pre valernos- de- los que ya hemos resuelto, varerios de s.rs resurtados, del
método. empleado o de la_experiencia adquirida al resolverlos. y, claro está,
los problemas de los cuales nos valemos estarán en algun modá relaciona-
dos al que nos ocupa. De ahí la pregunta: ¿Conoce otirio proAir*o qo, ,,
relacione con el saio?

En general, nó se tiene ninguna dificultad en recordar problemas ya
resueltos que están más o menos reracionados con el propuestó. po¡ el coh-
trario, la dificultad estriba en que, encontrándos" Áo.iror, resulta difícil
g.legir el gue s:a ¡ealmente útil. Debemos buscar los que están íntimamente
ligados al problema por resolver; hay que MrRAR BrEN LA rNcócNrra, o
buscar un problema ya resuelto que esté ligado al nuestro por medio de ra
cENER^LIzActóN, lrlnrtculÁRtzAclóN o,r¡l¡rocÍ^r.

La finalidad de la pregunta que aquí tratamos es lograr la movilización
de los conocimientos antJriormente aiquiridos lnnocírso " ioc*o, r ¡.una parte esenci¿l de nuestros conocimñntos matemáticos Ia retenernos en
Ia-memoria qo forma de teoremas- ya demostrados. De ahi lz pregunra:
¿conoce algún teorerna que re prcdi ser ü¡il? Esta pregunt" p;.d'. ser par-
ticularmente útil en el caso de un "problema 

poi aimostiar',, es d&ir,
cuando hay que demostrar o refuta¡ .ri t.orem" propuesto.
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Contradictorio. Vease coNolclóN.
Corolario. Es un teorema que se determina fácilmente y que se de-

duce del exarnen de otro teorerra que se acaba de demostrar. La palabta

proviene del latín; una traducción literal sería "prima o "pro-pina"'

¿Cuál es la incógnita? ¿Qué se pide?; ¿qué se quiere determinar?;

¿qué se le pide que busque?-' 
¿Cuálei son'los daús? ¿Qué elementos le dan?; ¿de qué dispone?

)Caál es ta cond.ición? ¿Por medio de qué condición están relacionadas
la incógnita y los datos?

Estas preguntas debe plantearlas el profesor a fin de saber si el enun-

ciado de ün problema ha-sido comprendido; el alumno debe ser capaz.de
responder a éll"s claramente. Además, estas preguntas atraen la- atención

deialumno sobre las partes principales de un "problema por resolver", so-

bre la incógnita, los áatoa, la condición. Como puede ser necesaria la re-

petida consideración de estas paltes, es,conveniente repetir con frecuencia

esas preguntas en todas las fases de la solución. (Véanse los eiemplos de las

r...tón"i 8, 10, L8,2o; PLANTEo ra rcuaclórJ, 3, 4, páginas L45-146;
pRoBLEMAs rnÁcttcos, L, página 163; rNtcl'tas, página 85')

Estas preguntas son de la mayor importancia para todo aquel que tenga

un problema por resolver. Le permiten medir su propia comprensión .del

pro6l.ma, coñcentrar su atención sobre esta o aquella parte principal
iel problema. I-a solución consiste esencialmente en relacionat la incóg-

nitaion los datos. Por ello, aI resolver un problema, no se deben de perder

de vista en ningún momento dichos elementos y preguntarse; ¿Caál es la

incógnita?; ¿cuáles son los datos?
Et problema puede tene¡ numerosas incógnitas. La condición P"t*

presentir diversas partes que deben considerarse por separado' Puede resul-

iar ventajoso el considerar los datos también por separado. En estos diver-

sos casos, conviene introducir ciertas modificaciones en las preguntas, como

por ejemplo: ¿Cuáles son las incógnitas?; ¿cuál es el primer dato?; ¿cuál
is el'segundo dato?; ¿cuáles son las diversas partes de la condición?;

¿cuál es la primera dáusul¿ de la condición?
Las principales partes de un "problema por demostrar" son la hipótesis

y la conilusión, sieñdo las preguntas correspondientes: ¿Cuál es Ia hipóte'-ils?; 
¿caál es la cgrccluión? Aq,d¡í también podemos necesitar variar la ex-

presión verbal, modificar esas preguntas tan frecuentemente útiles, pregun-

iando por ejemplo: ¿De qué hipótesis parte usted?; ¿cuáles son las diversas
partes de su hipótesis? (Eiemplo en la sección 19.)
' 

Definición. Definir un térrnino es dar su significado en otros térmi-

nos que se suPonen conocidos.
1. En matemáticas existen dos tipos de términos fécnicos. Algunos se
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acePtan como términos primarios y no se les define. Otros se considerancomo términos derivadoi y se definen de un modo formal, ., ¡;;;;;;se da su significado por medio de t'érminos primitivos y de términos deri-
yados,. pero previamtnte definidos. Así pues, no se da un¿ definiciónformal de nociones primarias tales como el'punto, l^ rrit^,.i ptrrro.. no,el.contrariq se defiÁen de un modo foimarnociones tares comb Ia ..bisec-
triz de 

-un ángulo", la .,circunferencia',, 
la.paúbola

,, -_"o9"T?r 
€xp.resar como sigue la definicibn de este último té¡mino: se

l.am? 
parabotd at.Lvg r geométrico de los puntos que están a isual distan_cra de un punto fi jo, y de una recta fija. Ef punto fijo recibe el"nombre de

f oco de la paúbola,la ¡ecta fija su diíectriz.'.se rouré"nti.n¿. qo. üoao, to,elementos consider¿dos,"r,.il !1.y" plano fijo, y que el punto fijo (foco)no se halla sobre la rccta fija (direciriz).
rl lector puede no .ono..i el signíficado de los términos definidos:parábola, foco, directr.iz. pero r"_rupJn" qu" *no.. .t ;ú;t."d" de todoslos otros términos, talés como 

9l punto, ia recta, er praío, disácia entredos puntos, fijo, lugar geométrico, etc.

, 
'. 

^.L!t. definiciones dadar en los diccionario¡ no difieren mucho delas definiciones matemáticas por su forma exterior, p.r; ;¿; redactadasbajo una idea diferenre.
El autor de un d'Acepta,,,^to,"r."nt"]'üir"LT¿':f l"i,';T',1;,IJi:f ,Í:1,1*tr;posible bajo la forma de una definición.

- El matemático, por el contrario, no se ocupa del sentido usuar de sustérminos técnicos; ui *.nos..no es esta su preocupación principal. Lo quelas palabras "circunferencla,, 
o,.parábola"'_o todo otro término técnicodel mismo género-- pueden significar en el lenguaje común I corriente,no tiene gran.importancia pan-ér. La definició";^í;.;1i;i"ri"o rt rignuficado matemático.

3' Ejemplo' Determin¿r er.punto de intersección de una recta dada yuna parábola cuyo foco y directrii son dadas.
Núestro modo de abordar cuarquier problema dependerá der estado denuestros conocimientotj E", el probñma iresente depÉnderá principarmentede los conocimientos que tenlamos de ias prrft.JlJ., I. i"'or;auora. siconocemos ri.en l1 parábora, trataremos de utitizar ,Áti* ."i*imientosy entresacar de ellos alguno íúil: ¿conoce algtin teorem;¿r;;;-ir"da ser

* A este respecto, las ideas han cambiado desde el tiempo de Eucrides y sus dis-cípulos, los cuales definían er punto, la ¡ecta y a.pr"no.-ii; il;ü;tas.,defi-niciones" 
lon poco form¿res, .onrtitny* 

-*¿', 
tr.n una especie de ilust¡aciones

il::tilt 
Dichas 'ustraciones, cla¡o .tía, *nl.r-itid¿s e i"ir"r" ,iiy'.1.o-.na"-
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titil? ¿Conoce algún problema qae se relacione al suyo? Si nuestros cono-
cimientos en lo que concierne a la paúrboLa son limitados, el foco, la direc,
triz son términos más bien. molestos y, naturalmente, desearíamos desha-
cernos de ellos. ¿Cómo lograrloT Oigamos el diálogo entre el profesor y
el alumno discutiendo el problema propuesto. Ya han elegido una notación
apropiada: P para. uno cualguiera de los puntos de intersección désconoci-
dos, F para el foco, d. pala la directriz, c pal:. la recta que intersecta a la
parábola.

-¿Caál es la ixcógnitd
-El punto P.
-¿Caáles son los ddtos?
-Las rectas c y d, y el punto F.
-¿Caál e¡ la cond.ición?
-P es un punto de intersección de la recta c y de la parábola cuya

directriz es / y su foco F.
-Correcto. Se que no han tenido muchas ocasiones de estudiar la pa-

rábola, pero creo, sin embargo, que pueden decir lo que es una parátbola.
-La paribola es el lugar geométrico de los puntos equidistantes del

foco y de la directriz.
-Bien. Veo que recuerdan correctamente l¿ definición. Muy bien, pero

hay que saber también utilizada: regreJe a las definicione¡. Conociendo la
definición de la parábola, ¿qué puede decir del punto P/

-P se halla en la paráboIa. Por lo tanto P está a igual distancia de /
y d e F .

-iMuy bienl Dibaie xna figara.

F¡c. 9

El alumno introduce en la figura 9 los segmentos PF y Pp, este último
perpendicular a /.

_11"r", 
¿paede enunciar el problema en diferentes términos?
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-¿Puede enunciar ia condición del problema valiéndose de los seg-
mentos que acaba de introducir?

-P es un punto de la recta c tal que PF : PQ,
-Bien, pero dígalo en palabras. ¿Qué es PQl
-La perpendicular de P a d.
-Bien. ¿Puede aho¡a enunciar el problema en forma diferente? Perq

por favor, trate de ser claro y conciso.
-Determinar un punto P sobre una recta c dada, a igual distancia del

punto dado F y de la recta dada d.
-Observe el progreso logrado desde el enunciado original del p¡oble-

ma hasta este último. Aquél estaba lleno de términos técnicos, poco fa-
miliares: paábola, foco, directriz; tenia un aire-solemne, ampuloso. Ahora
no queda nada de esos términos. Ha simplficado usted el problema. ¡Bien
hecho!

4. Eliminación de términos técnicos; tal es el resultado logrado en el
ejemplo precedente. Partimos de un enunciado que contenía varios de esos
términos (parátbola, foco, directriz) para llegar finalmente a un nuevo
enunciado desprovisto de ellos.

Para poder eliminar un término técnico hay que conocer su definición;
pero ello no basta, hay que empleada. En el ejemplo precedente, no bas-
taba conocer la definición de la parábola. El paso decisivo fue introducir
en la figura los segmentos PF y PQ, cuya igualdad estaba asegurada por la
propia definición de la parábola. Ese es el proceso típico. Se introducen
elementos apropiados en la concepción del problema. Despu&, sobre la
base de la definición, se establecen relaciones entre los elementos introdu-
cidos. Si estas relaciones expresan completamente el significado del término,
hemos utilizado la definición y, habiéndola utilizado, hemos eliminado el
término técnico.

El proceso que acabamos de describir puede llamarse el regreso a lat
defirciciones.

Volviendo a la definición de un término técnico eliminamos dicho tér-
mino, pero introducimos en su lugar nuevos elementos y nuevas relaciones.
El cambio producido en nuestra concepción del problema puede ser impor-
tante. De todas formas se obtendrá un nuevo enunciadq alguna v,rnraclóN
DEL PRoBLEus,, pigina l)3.

,. Definiciones ! teoremdr conocidos. Si conocemos la pdabra "pa-

rábola" y tenemos una vaga idea de la forma de la curva, sin saber nada
más acerca de ella, nuestros conocimientos son, en toda evidencia, insufi
cientes para poder resolver el problema propuesto o cualquier otro relativo
a la paúbola ¿Qué tipo de conocimientos se requieren para tal propósito?

Se puede considerar que la geometría consiste en axiomas, en definicio-

Delinición 7l

nes y en teoremas. La paráhola no forma parte de los axiomas, los cuales
tratan solamente de términos primarios, tales como el punto, la recta, etc. . .
Toda argumentación geométrica relativa a Ia paribola, la solución de todo
problema que la concierne, implica ya sea a su definición o algrin teorema
que se aplique a ella. Así pues, para resolver este tipo de problemas debe-
mos al menos conocer la definición y mejor si conocemos además algunos
teoremas.

Lo que hernos dicho ace¡ca de la parábola es cierto, por supuestq de
toda noción derivada. Cuando empezamos a resolver un problema donde
interviene una noción de este género, no podemos saber de momento si
será mejor emplear la definición de esta noción o un teorema que la con-
cierna; pero lo que es seguro es que tendremos que emplear lo uno o
lo otro.

Hay casos, sin embargo, donde no hay elección posible. Si sólo cono-
cemos la definición de la noción y nada más, entonces estamos obligados a
empleada. Si no sabemos mayor cosa aparte de la definición, nuestras posibi-
iidades radican en ella y a ella nos debemos de reportar. Pero si conocemos
diversos teoremas aplicables a la noción, si tenemos una grande experiencia
en su einpleo, es posible que se nos ocurra un teorema apropiado que con-
cierna a dicha noción.

6. Definiciones nzúltiples. La esfera se define usualmente como el lu-
gar geométrico de los puntos situados a una distancia dada de un punto
dado. (Los puntos se consideran aho¡a en el espacio, no restringidos a
un plano. ) También se puede definir como la superficie engendrada por un
círculo que gira alrededor de uno de sus diámetros. Existen igualmente
otras definiciones de la esfera, y muchas otras serían posibles.

Cuando el problema por resolver concierne a alguna noción derivada,
como la "esfera" o la "parábola" y queremos ¡emitirnos a su definición,
cabe la elección entre varias definiciones. Mucho puede depender entonces
de la elección de la definición apropiada al caso.

Determinar la superficie de la esfera era un problema importante y
difícil en la época en que Arquímedes lo resolvió. Arquímedes tenía que
elegir entre las definiciones que acabamos de dar. Prefirió concebir la es-
fqra como la superficie engendrada por un círculo girando alrededor de un
diámetro fijo. Inscribió en el círculo un polígono regular, de un número
par de lados, dos de cuyos vértices opuestos se unían por el diámetro fijo
del círculo. El polígono regular se aproxima al círculo I, girando con é1,
engendra una superficie convexa compuesta, por una parte de dos conos
cuyos vértices están en los puntos extremos del diámetro fijo, y por otra
parte, entre los conos, de varios troncos de cono. Esta superficie compuesta
iguala aproximadamente la de la esfera y Arquímedes la empleó para
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calcular er írea de la esfera. si concibiésemos la esfera como el lugar geo-
métrico de los puntos situados a igual distancia del centrq dicha concep-
ción no sugiere entonces ninguna aproximación sencilla a ia superficie áe
la esfera.

7. Es de capital importancia el referirse a las definiciones tanto para
poner en pie un razonamiento como para verificado.

si alguien que no tenga más que una vaga idea de lo que es una esfera,
presenta una nueva solución del problema de Arquimedes, su solución no
será buena. Puede tener una clara idea de la esfera, pero si no se sirve de
dicha noción en su razonamiento, nada indica q.r"'I" tiene y su razona-
miento no será bueno. Es por ello que, escuchando su argumentaciórl, es-
pero el momento en que va a enunciar alguna coea importante sobre la
esfera, valiéndose de la definición o de algún teorema. si tal momento
no llega, su solución no es buena

De este modo, podemos verificar no solamente los razonamientos de
otros, sino también, por supuesto, nuestros propios argumentos. ¿Han te-
nido en cuentd todas las nociones esencialej qae et problema cáncierne?
qDe qu¡ modo ha utilizado dicha noción? ¿Se ha valiáo de su significado,
de su definición? ¿Ha utilizado todos los hechos esenciales, todos los teo-
remas que usted conoce acerca de ello?

Que el hecho de referirse a las definiciones para examin ar ra vali-
dez de un razonamiento es importante, ha sido sübrayado por pascal a

l"i.t.1:b..Tos la regla de "substituer mentalment les définitions i la place
des définis" (sustituir mentalmente las definiciones en lugar de los tér-
minos definidos ) . Que sea también importante el referirse á las definicio-
nes para encontrar la solución ha sido subrayado por Hadamard.

8. Referirse a las definiciones es, pues, una importante operación men-
tal. P'rg comprender la nz6n de tal motivo nos hlce falta áarnos cuenta.
primero, de la importancia de las propias palabras. Es evidente que difícil-
mente podemos pensai sin valernos de palabras, signos o símbolos cuales-
quiera. Las palabras y .los signos están, pues, dotados de cierta potencia;
para los pueblos primitivos tienen incluso un poder mágico. poderiros com-
prender las razones de dicha creencia, pero sin compartirla. Debemos saber
que el pode¡ d9 una-palabra no reside en su sono¡idad, la oocis flatus, en
la entonación de quien la pronuncia, sino en las ideas que dicha parabra
nos sugiere y, en última instancia, en los hechos sobre los cuales sé basan
dichas ideas.

Es, pues, lógico el buscar detrás de las palabras, el significado y los
hechos. Refiriéndose a las definiciones, el matemático busca establecer
las relaciones que existen entre los objetos matemáticos que camuflan los
términos técnicos; como el físico busca experiencias precisas detrás de
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sus términos técnicos; en fin, como el hombre común, si está dotado de sen-

tido común, que preferir i la dura realidad de los hechos al engaño de

meras Dalabras.
Deicartes, René (1596-16i0), filósofo y gfan matemático, se ProPuso

encontrar un método universal piara la solución de problemas, pero dejó

inconclusas sus Regdae ad Diráctionem Ingenii. Los fragmentos de este

tratado, encontradoi en sus manuscritos y editados después de su muerte,

contienen sobre la forma de resolver problemas más material -y material

úrás interesante- que el que contiene su más conocida obla Discosrs de la

Méthode, pese a qúe probabtemente éste haya sido escrito después que las
,,Reglas';. ?"t... qo" i"r siguientes líneas de Descartes describen el origen

de üs "Reglas": 'iCuando, en mi iuventud, oia hablar de invenciones in-

geniosas, tíataba de saber si no podría inventarlas yo mismo,. sin incluso

i..r ul áutor, así advertí paulalinamente que me conformaba a ciertas

reglas."
Descomponef y fecomponer el problema son dos importantes ope-

raciones de la mente.
. Examina usted un objeto que despierta su interés o mueve su curiosi-

dad: una c¿rsa que tiene la intención de alquilar, un telegrama importante,

pero enigmáticó, un objeto cualquiera cuyo uso y origen le intrigan, o 'n
^problemí 

que quiere resolver. Cónsidera el obieto !9mo 9" todo, pero esa

impresión q"izá no es muy precisa. Un detalle le llama la atención. Des-

prr3r t" coricentra sobre otro detalle, y más tarde, sobre otro nuevamente'

biu.rru, combinaciones de detalles se pueden presentar y al cabo de un mo-

mento, mira de nuevo et objeto como un todo, pero lo ve de una manera

diferente. Usted ha descornpuesto el todo en sus diversas Paftes y ha recom-

puesto dichas partes en un todo rnás o menos diferente'

1. Si entra en los detalles corte el riesgo de perderse. Particularidades

muy numerosas o muy insignificantes ofuscan la mente. Pueden impedirle

el áedicarle una atenéión suficiente al punto esencial o incluso le impiden

ver el punto esencial. Recuerden al hombre al que los árboles no le de-

jan ver el bosque.
Es evidentJ que no deseamos perder nuestro tiempo en detalles suPef-

fluos, debiendo ieservafnos Para lo esencial. La dificultad estriba en no

podei decir por adelantado iuáles son los detalles que finalmente resul-

taron útiles.
Por ello es conveniente, en principio, comprender el problema como

un todo. Comprendiéndolo estaiemos en mejor postut^ p^ra. juzgar qué

puntos particulares pueden ser los rnás esenciales' Una vez examinados

i,no o dot puntos esánciales, estaremos en mejor situación para determinar,

entre los dtros detalles, los que Parecen merecer un examen más a fondo'
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Veamos el asunto de más cerca y descompongamos gradualmente el pro-blema, pero sin i¡ más lejos de ío "...r"rio.
EI profesor no puede, naturalment", .qp.r", que todos los alumnos den

*rP::^l".terspicatia 
en este as-pecto. Éor'er contrario, ciertos arumnos tie-nen la tonta y mala costumbre de aborda¡ los deta[es a*., i. i"u.r com_prendido el problema en su conjunto.

,oru.ri,,.aorrideremos 
los problemas de matemáticas, ,,problemas 

por re_

Una vez comprendido el problema como un todg, cuando hemos cap_tado su fin, su iáea directrir; .r-.ñ;.rrro ¿. .ntí., .n J"t^ir.r. ¿ro,dónde empezar? En casi todos los casos es razonable .;p;;;;;, el exa-men de los elementos principales del problema como son la iniógnita, losdatos y la condición. ó"si siempr. t;ú¿;-;;";;;,."#.i.ll.nrrr.r
examen detallado por las,siguientes 

-preguntas: ¿Ciát es la incógnltat;
¿caáles son lo¡ dati:?; ¿caál e7 la condlció"n?

Para un examen más deta[aáo-todavía, ¿qrré conviene hace¡? se puedeaconsejar, con frecuencia, el considrrrr r^ái.á"" p", J-li'r,oq distingair';:rK*^ parte! de Ia' condición y .""Áinu, ."1d" ;;; ;;'"ii* po, ,.-

A veces es necesarioi-::br: todo si.el problema es bastante difícil, eldescomponerlo minuciosa..lt y e*aminai los detalles más ínfimos. En-tonces puede ser necesario 
\ferils3 a Ia definició" i;;;;, iiráirror, irr_rroducir nuevos eremenros iáprícitos .o iá a.rirri.ió";^;;üos a unexamen.

3. Después de descomponer el problema, trataremos de recomponersus elementos de un modo dliferente. bodemos. tratar, po, "¡.Áp1", de com_binar los elementos en un problema nuevo, m¿s accesible y del que nos po_dremos valer, dado el casol como de ,rr, píobr._" auxiliar.
Las posibitidades de,¡ecomponer un |robrema ,on ili.it"das. Los pro-

flelas 
difíciles, en pafticura-r, r. pr.rtit a combinaciones isotéricas ex-..p.iot{:r,. singulares, y.el ingeniá del que lo, ,.ro.iu.-r"-r.".1" "r, l.originalidad de sus combinacioíes. Existeri, ,in .,'u",gol.[i"riip", a.combinaciones usuales y.relativamente siÁples, r"fi.i"."t;-;;"li ."ro,de problemas po:o complicados que hay q,rá .orro.", a fondo y probarlasen primer lugar, incluso si después estamos obrig"Jo, ;,.*ii órocedi_mientos menos evidentes.

",Y:ÍJ:l'f 
'#'J"r1rl,t.T:t¿;t"t::rtJ.iarprecisoarascombinaciones

tir.del q.r. ,íor-h"n'frop,r"rto, podemos: 
¡os un nuevo problema a par'

1) conservar la incógnita ti carnbiar los otros erementos (los datos yla condición); o
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2) conservar los datos y cambiar los otros elementos (la incógnita y la

condición); o
3) cambiar a la vez la incógnita y los datos.
Vamos a examinar estos caso's.

[Los casos t) y z) se traslapan. En efecto, es posible consetvar a la

vez ia incógnit" y ior áatos y tr¿nsformar el problema no cambiando más

que la foña de la condición. Por ejemplo, los dos problemas siguientes,

Éi.n q.," visiblemente equivalentes, no son exactamente los mismos:

Cónstruir un triángulo equilátero, dado uno de sus lados'

Construir un triángulo equiángulo, dado uno de sus lados'

La diferencia de los enunciados es mínima en el presente ejemplo, pero

puede ser capital en otros casos. Estos casos son incluso importantes en

iierto aspectó p.ro, por falta de espacio, renunciamos a discutirlos aquí.

Compáre-se cori pnO¡LrMA AUXILIAn, 7, última observación, pigina 157.)

i. Co,nseraa.r la incógnita y cambiar los datos y la condición es con

frecuencia conveniente con el fin de transformar el problema PloPuesto.
La sugerencia MIRE BIEN LA INcóCNrt,r se aplica a los problemas qug tie-

nen li misma incógnita. Podernos tratar de acordarnos de algún problema

del mismo tipo ya iesuelto: Y trate de recordar .algún ptoblema que le sea

famitiar y qie tenga Ia mism,a incógnita o una incógnita sinzilat. si no po-

d.*o, tiórd"r ta1 problema, podémos tratar de inventar uno: ¿Podría
pensd. en otros danl qae le peimitiesen deterrninar Ia incógnita?
- 

Un nuevo problema, estrechamente ligado al problema propuesto, tiene

muchas posibilidades de ser útil. Así pues, conservando la incognita, tra-

taremos igualmente de conservar ciertoi datos y ciertas- partes de la condi-

ción y cambiar lo menos posible, solarnente uno o dos datos y una pequeña

Oarte de la condición. Un buen método consiste en no tener en cuenta

ii"ttor puntgs, pero sin añadir nada; conservamos la incógnita, no con¡er'

altntos'nát qot-ooo parte de la condición, descatlamos la otra, pero sin in-

troducir nirqguna cláusula o dato nuevo. En los párrafos 7 y 8 se encon-

trarán ejemplos y comentarios a este respecto.

1. conierantdo los d.alos podemos tratar de introducir una nueva

incógnita útil y más accesible. OéUera obtenerse a partir de los datos primi-

tivos. Pensamos en una incógnita de este tipo cuando preguntamos: ¿Po-
DRÍA DEDUCIR DE Los DATos ALGIJN ELEMENTo Útn?, (pigina 146) '

Observemos que aquí se desean dos cosas. Primero, la nueva incógnita

debe ser más accésible que la original, es decir, debe poder ayudar en for-

ma precisa a la determinación de la incógnita del problema original. En

,.ru.id.r cuentas, la nueva incógnita debe ser una especie de peldaño. una

piedra a mitad de un riachuelo está más cerca de mí que la otra orilla; apo-

yándo-. en ella podré alcanzar dicha orilla.
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^,rl::i:::.1T:gltr: 
deberá ser, pues, accesible y útil a lalez, pero en tapracrrca trecuentemenle nos tenemos que conformar con ,,'.nor. A farta dealgo mejor, es aconsejable el tratar dL deducir de los datos todo aquelroque pueda_parecer útil; es incluso lícito ensayar una nueva incógnita, ínti-mamente ligada con ra,incógnita original, peie que al principio iro p"r"r.,particularmente accesible.

Por.ejemplo, si nuestro problema consiste en dete¡minar ra diagonar de
113::"l.t.ptpedo (como en ta sección 8), podemos .or,rid.i"r i" ai"gor,"tcle una cafa como una. nueva incógnita. Esta'erección proviene yu-r", aé qo.to.?:?ot que el conocimiento de jicha diagonar nos.lr'ermitirá ábtener ra aetsólido (como en la se¡ci,ón L0), o porqoZ consider'amo, poae. i.r"r_irr",fácilmente l.a d_iagonal 

1.."i:.:"*.y^kporr*o.r que podría ayudarnos adeterminar la diagonal del sólido. (bomp"te, ¿HA EM'LEAD. usrED To-Dos Los Daros?, 1; página 98.)
5l nuestro problema consiste en construir una circunferencia, tenemosque determinar dos cosas, su cenrro y su radio; p"d;;;-¡;l;-qli" rr.r.rtroproblema consta de dos partes. En ciertos .rror'urr" de estas pafoes .s másfácil de.resolver que la oira; es una ..,r.nt,r"lid^d, de todos mJJor, ,i._pr.razonable de considerar: ¿paede resoruer ana parte der probrema? pran-

t"llo" esta pregunta, sopesamos el pro y et coritrai ¿¿;";i;-;ás consi-qefar exclusrvamente er centro o er radio y elegir ei .rno o el orro comonueva incógnita? Preguntas de este tipo son con mucha frecuencia útiles.En problemas más comprejos o en matemáticas superiorer, ü i;;; decisivaconsiste<on--{recuencia en distinguir y tratar por'r.p^r"áo una parte delproblema más accesible que el ,áto, p.ro esenlid. 
- l

6' cambiando a Ia aez Ia incógnira y ros datos nos desviamos más dercaminqprimitivo que en ros ."ror"p-r.."áentes. Esto, naturarmente, puede
Parecernos molesto; n:r pur....,..o..{:.t9, que corremos el riesgo de perderpor completo el probrema originar. y sin imbargo, pod..o, ?rt", óurig"-dos a ¡ecurrir a una modificación de esta i-poitá"ii" ,i .i-uio, menosradicales no nos- apgr!1 nada accesibre y útil. buede r.t t."l;;;L atejar-nos incluso mucho der p-robrema originai si el¡uevo prour.Á" p"iece poderconducirnos al é.xito. ¿?o'dría cambTar Ia incógnita,i ¡;; ;;;ri;-ambos ¡ies,necesario a fin dg qae Ia nueua incógnha j los nuroo, ¿)tor- rstén máirelacionad.os entre sí?

Un modo interesante de cambiar a Ia vez la incógnita y los datos con_siste en intercambia¡ la incógnita con uno de los ait*.-(ve^"i" ¿",rro,uTILrzAR.sE EL REsuLTAao?, 3; pilgina I72.)
7. Eiemplo. aoT:::t, un tria=ngulo daáos un lad.o a,la altura b pet-pendicular a a y el ángulo a opuesto-al lad,o a.
¿Caál es Ia incógnita? Un iriángulo.
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¿Cuáles son los datos? Dos elementos lineales a y h y un ángulo a.

Si tenemos alguna experiencia con problemas de construcciones geomé-
tricas, trataremos de reducir este tipo de problema a la determinación de un

punto. Trazaremos un segmento BC igual al lado dado a; entonces todo lo
que tenemos que determinar es el vértice A del triángulo, opuesto a a (ver
figura 10).

De hecho, estamos ante un nuevo problema.

¿Cuál es la incógnita? El punto l.

o

FIG, TO

I

¿Cufles son los dalos? Un elemento lineal á, un ángulo a y dos puntos
B y C c/yx posiciones son dadas.

¿Q/tát es la condición? La peqpendicular del punto I al segmento BC
debe ser igual a h, y el 4 BAC': a.

Hemos, pues, transformado el problema cambiando a la vez la incóg-
nita y los datos. La nueva incógnita es un punto, la original era un trián-
gulo. Algunos de los datos son los mismos en ambos problemas, el segmen-
to b y eI ángulo a; pero en el problema original se nos daba un segmento a
y ahora tenemos dos puntos, B y C.

El nuevo problema no es difícil. La siguiente sugerencia nos lleva casi
directamente a la solución.

Disting*ir las diaersas pmtes de Ia condición. I¿ condición consta de
dos partes, una concerniente al dato h, la otra al dato a. El punto que des-
conocemos debe cumplir:

I) estar situado a una distancia' lt del segmento BC,'
II) ser el vértice de un ángulo de una amplitud dada o, cuyos lados

pasen por los puntos B y C.
Si no conseradnlos más que una parte de la condición y descarlamos la

segand.a, el punto desconocido no está completamente determinado. Hay,
en efecto, numerosos puntos que satisfacen la parte I) de la condición, a
saber, todos los puntos de una paralela a la li¡ea BC a la distancia á de
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dicho segmento. * Esta paralela- es el lugar geométrico de los puntos que
satisfacen la parte I) de la condición. EI lugar geométrico de los pun-
tos que satisfacen la parte II) es un cierto arco de circunferencia cuyos
puntos extremos son B y C, Dete¡minando esos dos lugares geométricos,
sabemos que su intersección es el punto que deseamos determina¡.

El proceso que acabamos de aplicar presenta un cierto inter&. Al
resolver problemas de construcción geométrica podremos muchas veces
adoptar con éxito esta forma de proceder: reducir el problema a la deter-
minación de un punto y determinado como la intersección de dos lugares
geométricos.

Pero en dicho proceso hay un paso que presenta un interés más gene-
ral; ú abordar todo tipo de "problemas por resolver" podemos adoptar
la sugerencia: No conserue más qae una parte de Ia condición 1 descarle la
olra. Procediendo así, "debilitamos" la condición del problema propuestq
limitamos menos la incógnita. ¿En qaé medida la incógnita está entonces
determinad.a, cómo puede uariar? Plantear esta pregunta es en realidad
plantear un nuevo problema. Si la incógnita es un punto del plano (como
en nuestro ejemplo), la solución de este nuevo problema consiste en deter-
minar el lugar geométrico descrito por el punto. Si la incógnita es un ob-
jeto matemático de cualquier otro tipo (era un cuadrado en la sección 18),
tendremos que describir en forma correcta y caracterizar de un modo pre-
ciso un cierto conjunto de objetos. Incluso si la incógnita no es un objeto
matemático (como en el siguiente ejemplo, 8) puede ser útil considerar,
caracterizar, describir o enumerar sobre una lista los objetos que satisfacen
a una ciert¿ parte de la condición impuesta ala incígnita.

8. Eiernplo. En un crucigrama que admite juegos de palabras y ana-
gramas, encontramos la siguiente definición:

"En una máquina en los dos sentidos (5 letras)."

¿Cuál es la incógnitd Una palabra.

¿Cuál es l¿ condición? La, palabra consta de cinco letras. Designa una
parte de una máquina. Debe ser, daro está, una palabra española, y espere-
mos que no muy rebuscada.

¿Es la cotilición suliciente para determinar la incógnita? No. O más
bien, puede ser suficiente, Pero la parte que está clara por ahora resulta
insuficiente. Hay muchas palabras que pueden satisfaceda, tales como
"biela", "rueda", etc.

La condición se exPresa de modo ambiguo voluntariamente. Si en una
máquina no se encuentra ningún órgano, ninguna pieza susceptible de ser

* El plano queda dividido en dos partes por la recta determinada por B y C.
Eligiremos uno de los semiplanos donde considerar A y a.sí sólo tendremos que con-
sidera¡ una sola paralela a BC; de lo contra¡io tendríamos que considerar dos.
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definida en su función "en los dos sentidos" podemos sospechar que se ha

querido decir "que se lee en los dos sentidos". Puede ser una buena idea
examinar esa interpretación del enigma.

Disting*ir las aiaersas Pdrres de la condición. La condición consta de

dos partes, una que concierne su significado, la otra su ortografía, La. pala-
bra desconocida debe ser:

I) Una palabra corta que designe una parte de una máquina.
IÍ) Unipalabra de cinco letras, que Leida al revés, resulte también

una palabra que designe una parte de una máquina.
Si no conseraarnoi más qae xna parÍe de la cond.ición y descmtamos la

otra, La incógnita no queda completamente determinada. Existen muchas
palabras quJsatisfacen la parte 

-I) 
de la condición, tenemos una especie

de lugar geométrico. Podemos "describir" dicho lugar geométrico I),
"seguido" hasta su "intersección" con el lugar geonrétrico de la parte II).
El proceso natural consiste en concentrarse sobre la parte I) de la condi-

ción, recordar palabras que respondan al significado pedido y examinar en

cada una de eitas palabras si tiene o no el largo requerido y si se puede
leer en ambos sentidos. Quizá tengamos que ensayar varias palabras antes

de enqontrar la adeo¡ada: "árbol", "biela", "rueda", "motor".

-\otor", ¡claro!
9. pn el párrafo 3, hemos clasificado las diversas posibilidades de

obteney'un nuevo "problema por resolver", combinando ciertos elementos
del."/roblema por resolver" proPuesto. Si hacemos aParecer no uno solo,
sino áos o varios problemas nuevos, las posibilidades son mayores; las men-
cionaremos pero sin tratar de clasificarlas.

Pueden incluso presentarse otras posibilidades. En pariicular, la solu-
ción de un "problema por resolverf ' puede depender de la de un "problema

por demostrar". Nos limitaremos a mencionar esta Posibilidad; considera-
ciones de espacio nos impiden el discutirla aquí.

10. Sólo añadiremos algunas observaciones sucintas sobre los "pro-

blemas por demostrar"; Por lo demás, son análogas a los coment¿rios más

extensoJ que acabamos de hacer en torno a los "problemas 
Por resolver"

(párrafos 2 a 9).
Una vez comprendido.este tipo de problema considerándolo como un

todo, deberemos en general, examinar sus partes principales que son la
hipótesis y la conclusión del teorema a demostrar o a refutar. Debemos

coinprender perfectamente estos elementos: ¿Cuál es la hipótesis?; ¿cúl
es Ii conclasión? Sise requiere llegar al examen de puntos más particulares,
podemos distingair las diaersar partes de la hipó-tesis, y considerar cada una

de ellas por sí misma. Después podemos abordar otros detalles, logrando

una descomposición del problema cada vez mayor.
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, 
Tras descomponer así er problema, podemos tratar de recombinar suselementos.de algún modo diferente. Én'particurar, podemos tiatar de re-combinar los elementos en forma de obteirer otro teorema. A este respecto

se presentan tres posibilidades:
l) Podemos couerudr ra concrusión y cambiar la hipótesis. En primerlugar trataremos de acordarnos de algún teorema del ,riir_o tipo: Consi-dere Ia concla¡ión t *at1.de.penÍil.ír agdr: ,r"rr-) qr) ir-;:^ familiary cilla conclasión sea idéntiia o sirnirar." si no lograÁo, ".ori"rno, .r.tal.teorema, pldemos tratar de inventar uno: ¿paedz pen'at ei otra bipó-

?tr:.d: la.caal podría fácilmente dedacir Ia cinchsiói2 podemos cambiar
la hipótesis omitiendo alguno de sus erementos, pero sin añadir nada: No
conjerle nás qae una parte de Ia hipótesis, des'cirte ra otra; ¿ra concrasión
sigae siendo uálida?

. 2-) conseraAtnoJ la bipótesis y cambiamos Ia conclusi6n. ¿paede ded*
cir algo útil de la ltipótesii?

3) cantbiamo¡ a la uez Ia hipótesis y ra concrusión. podemos estar in-
clinados a cambiar ambas en la medida que no obtengamos ningún resul-
tado al cambiar una sola de eilas. ¿pzedi camb;o, u E;patisi;;i^ concra-
sión, o arnbas si es necesario, de m)nera qae Je acerqaen Ia naeaa hipótetis
y la nueua conclu¡ión?

,.,,,11? 
,_t1r"1emos aquí de establecer una clasificación de las diversas posi-

Drlldades gle se nos presentan cuando, al ¡esolver un "problema por demos_
trar" introducimos dos nuevos "problemas 

por demóstrar", o'cuando lo
relacionamos con un "problema 

por resolvef' apropiado.
Determinación, esperanza, éxitos. se¡ía u-n error el creer que la so-

lución de un problema es un "asunto 
puramente intelectual,,; la'determi-

nación, las cmociones, juegan ,-rn p"pil importante. una determinación
un ta-nto tibia, un vago deseo de hacér io m.nos posible pueden bastar a un

fl":1.T,i,*.ltiT:"g 
se plantea en la clase; pero, para resolver un pro-

blema científico serio, hace falta una fuerza de voluntad capaz de resistir
durante años de trabaio amargos fracasos.

l. La determinuión r^ri^,según la op.r"nr" o el abatimientq ra sa-
tisfacción o la desilusión. Es fácil perseverar cuando se piensa que la soru-
ción está próxima, peJo es penoso continuar cuando no se ve el medio de
vencer una dificultad. Nos regocijamos cuando las previsiones resultan
exactas. Nos deprimimos cuando el camino seguido c^on confianza se en-
cuentra de pronto bloqueado; entonces la deterñrinación vacila.

Point n'esr besoin d'espérer poar entreprendre ni réassir pottr persé-
aher (No hace falta :r!_.r"1 paia emprender ni lograr para perseverar.¡
Así habla la voluntad inflexible, el honor y el debei et hombie noble qu'e
defiende una valiosa causa. No es ésta, sin embargo, la clase de determina-

I)iagnóstie.o Bl

ción del hombre de ciencia, quien debe tener alguna esPeranza Para em-

prender algo y algunos éxitos para perseverar. En el trabajo científico es
necesario aJustar la determinación a la perspectiva. No se aborda un Pro-
blema si no ofrece un cierto interés; se Pone uno seriamente a hacer el tra-

bajo si parece instructivo; se lanza uno con todo entusiasmo si encierra en sí

grandes promesas. cuando uno se propone alcanzar un fin, no se abandona,

pero tampoco se complica la situación sin necesidad. No se desprecia nin-

gun éxitó por ínfimo que sea, al contrario, se le busca: si usted no puede

lesoloer ei problema propuesto, trate de resolaer prinzero un problema

relatiao.
Z. Cuando un alumno comete erfores verdaderamente garrafales, olan-

do es de una lentitud exasperante, casi siempre es por las mismas r^zones;

no tiene absolutamente ningún deseo de resolver el problema, no desea in-

cluso comprenderlo como es debido, y por tanto, no lo comprende. Así, el

profesor que desee realmente ayudar a un alumno, debe ante todo despertar

iu curiosiiad, comunicade el deseo de lograrlo. Debe también conceder al

alumno un cierto tiempo para reflexionat, al cabo del cual quizá se decida

a trabajar.
La\olución de problemas es una escuela de la voluntad. Resolviendo

problerilas qu" p"t.i.r, difíciles, el alumno aprende a perseverar pese a los

ir^.^roj, a apreciar el rnenor de los progresos, a lograr la idea esencial; a

hacer r/n llamado a toda su fuerza de concentración. si el alumno no en-

,ornt/^ en la escuela la oportunidad de familiarízarse con las diversas emo-

ciones que ofrece el esfuerzo con vista a la solución, su educación mate-
mática ha fallado en su objeto más esencial.

Diagnóstico. Esta palabra, que empleamos aquí como un térrriino téc-
nico en materia de educación, significa:'"apreciación precisa del trabajo del
alumno". La calificación informa sobre este punto, Pero en forma dema-

siado general. El profesol que quiera mejorar el trabájo de sus alumnos

necesita ,rna apreciación más detallada de las cualidades y de los defectos

de cada uno dá ellos, como el médico gue necesita un diagnóstico Para me-
jorar la salud de un paciente'

Estamos aquí particularmente interesados en la aptitud de los alumnos

para resolver probl.-as. ¿cómo apreciaila? Puede ser ventajoso distin-

guir las cuatro fases de la solución. En efecto, el comportamiento de los

álu*.tos en el curso de estas diversas fases es característico.
La laguna rnás frecuente al resolver un problema es quizá la incomple-

ta cottt pránsión del problenta, producto de una falta de concentración. Con

respectt a \a concepción del plan y la obtención de la idea general de, la

solirción, dos defeclos opuestos son frecuentes. Unos alumnos se lanzan a

hacer cálculos y construcciones sin ningún plan, sin ninguna idea general;
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otros torpemente esperan a.que la idea venga a su mente, sin hacer nada que
acele¡e su llegada. Lleudndo al cabo el prát, el clefecto más frecuente es Ia
negligencia, la falta de paciercia en la verificación de los detalles principa-
Ies. Es muy frecuente que los alumnos no verifiquen el resultaáo en- lo
absoluto; están satisfechos de haber encontrado una respuesta, cierran su
cuaderno y no les choca el resultado más inve¡osímil.

El profesor que ha diagnosticado cuidadosamente tal o cual defecto de
este tiPo ti9n9 alsuna oportunidad de subsanarro insistiendo sobre algunas
preguntas de la lista.

. Pi!y!: una figura. (Véase figuras.) Introduzca ana notación apro-
piada. (Yéase NorAcróN, página 128.)

Distinguir las diversa*. parres de la condición. Ante todo hay que
comprender el problema. una vez cornprendido el problema como un'toáo,
s€ entra en detalles, se consideran s,rJ diferentes'partes, la incógnita, loi
datos, la condición, y se examinan una tras otra. Hécho esto, teniüdo estas
diversas partes bien presentes en la mente, aunque no tengamos todavía
nrnguna rdea apropiada, vamos más a fondo en los detalles, considerando
cada dato por sí mismo. Habiendo comprendido ra condición en su con-
junto, re distinguen ¡us diuersas partes y se examina cada una de ellas por
separado.

vemos.ahora el papel de la sugerencia de la que tenemos que tratar
aguí. Tiende a provocar una operación mentar q.re rros lleve a la cóncepción
precisa del problema y nos haga h más a fonio en los detalles. (véase:
DEScoMpoNER y RECoMpoNER EL nRoBLEMt, página 73.)
- .Dr:lifg"ir las dircrsas partes d.e la condiciói.-¿puede usted fonnu-larlat? Muy a menudo se nos presenta Ia ocasión de prantearnos esta pre-
gunta cuando procedemos al pra¡.ltno DE LA rcuacló¡.¡.

Elementos auxiliares. Nuestra concepción del problema es mucho
más rica al final de nuestro trabajo gue al principio (nnocnrso y LocRo,
1.) En efecto, a medida que nuestró trabájo pr ,.i", vamos añadiendo
nuevos elementos a los que considerábamos en él punto de partida. un ele-
mento que introducimos con la esperanza de que nos ayude a encontrar la
solución recibe el nomb¡e de elemento attxiliaí.

1. Hay diversos tipos de elementos auxiliares. Resolviendo un proble-
.u 

1g 
geornetría, podemos introducir nuevas,líneas en ra figura; son líneas

auxiliare¡. Resolviendo un problema de álgebra, podemos-introducir una
incógnita auxiliar (nnonrrua auxrrnn,-r).-ún tuorenla duxiliar es
aquel cuya demostración intentamos deducir con el fin de facilitar la solu_
ción del problema inicial.

2. Puede haber diversas razones para la introducción de elementos au-
xiliares. Es de alegrarnos cuando logramos recordar un problema relacio-
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nado al nuestro y qr/e ld hemos resuelto. Es probable que podamos utilizar-
lo, aun sin saber cómo. Sea por ejemplo un problema de geometría el que
tengamos que resolver. El que se relaciona, ya resuelto anteriormente, y del
que acabamos de acordarnos, es un problema sobre el triángulo. Sin em-
bargo, no hay ningún triángulo en nuestra figura, y p^ra poder emplear el
problema del que acabamos de acordarnos nos hace falta uno; vamos, por
lo tanto, a introducir uno, añadiendo a nuestra figura las líneas auxiliares
apropiadas. En general, si queremos utilizar un problema ya resuelto para
resolver el que nos interesa, debemos preguntarnos con frecuencia: ¿Es'ne-
necesario introducir algún elemento auxiliar para poder empleailo? (El
ejemplo de la sección 1O es típico.)

El recurso de las definiciones nos proporciona otra posibilidad de in-
troducir elementos auxiliares. Por ejemplo, para utilizar la definición de
un círculo, no solamente debemos mencionar su centro y su radio, sino
también introducir tales elementos geométricos en nuestra figura. Si no los
hacemos aparecer, no podremos hacer ningún uso concreto de la definición;
dar una definición sin tnzar una figura es dar servicio incompleto.

Tratar de emplear resultados conocidos y recurrir a las definiciones,
proporciona excelentes razones para introducir elementos auxiliares; pero
no son las únicas. Añadiendo elementos auxiliares a la concepción de nues-
tro problema contribuimos a hacedo más rico, más sugestivo, más familiar,
sin saber, no obstante, en qué medida los podremos utilizar. Podemos sim-
plemente figurarnos que hay una "idea brillante" en esta forma de concebir
el oroblema con estos elementos adicionales.

Que sea una u otra la raz6n, la introducción de elementos auxiliares
debe, en todo caso, justificarse. No debe introducirse gratuitamente ningún
elemento auxiliar.

t. Ejem plo . Construir un triángulo, dados un ángulo, la altura corres-
pondiente al vértice del ángulo dado y el perímetro del triángulo.

lnlroduzcamor ana no'tación adecuada. Sean a el ángulo dado, h la
altura correspondiente al vértice A de a y p el perímetro. Tracenzos una

figuraen la que coloquemos fácilmente ay h. ¿Hemos empleado todos los
datos? No,la f.igara no contiene la longitud dada p, igaal al perímetro del
kiángulo. Por lo tanto, debemos introducir p. ¿Pero córno?

Podemos tratar de introducir p de varios modos. Los que se ven en las
figuras ll y 12 no Parecen muy adecuados. Si tratamos de ver por qué
parecen tan poco satisfactorios, nos darerqos cuenta que es a causa de la
falta de simetría.

El triángulo tiene tres incógnitas: sus lados a, b y c.Llamemos a, como
es costumbre, al lado opuesto al vértice l,' sabemos que

¿ * b l c : p .
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Aho¡a bien, los lados-á y r son intercambiables. Nuestro problema es
simétrico-respecto de b y * c. Pero b y c no representan el misilro paper en
1".:llr. figuras LI y L.Z..En Ia forma que henios colocado p, b y c^ filuran
de diferente modo. Así, las figuras Lt i t2 impiden la naturat simet¡ía del

problema respecto de b y c, Debemos, pues, coroca r p de ta|. forma que esté
en la misma relación con b y con c.

A

P
F¡c. 12

Esta consideración nos puede sugerir el colocar la longitud y' como en
Ia figara L3.

., Prolonguemos en ambos sentidos el lado a del triángalo; a un lado
tT.To: el segmento cE de longitud b, ar otro lado ileveáos el segmento
BD de longitud c, de tal forma que p aparezca en la figura 13 como el
segmento ED de longitud

b t a * c : p
si tenemos una cierta experiencia en resolver problemas de construc-

ción, no dejaremos de introáucir en la figtra, juito con ED, las líneas
auxiliares AD y AE, cada una de las cualesls la base de un triángulo isós-

FIG. l i

Enigrnas

celes. Por lo demás, no está fuera de nz6n el introducir elementos en el
problema que son particularmente sencillos y familiares como lo son los
triángulos isósceles.

Hemos tenido bastante suerte introduciendo dichas líneas auxiliares.
Examinando la nueva figura podemos descubrir que el ángulo EAD está

o

F¡c .13

en una relación muy simple con el ángulo dado a. En efecto, utilizando los

triángulos isósceles ABD y ACE, determinamos que el ángulo DAE: +

+ 90o. Después de esta ob,servación, es natural intentar la construcciá
del triángulo DAE. Haciéndolo, introducimos un problema auxiliar mucho
más fácil de resolver que el problema original.

Los maestros y autores de libros de texto no deben olvidar que el alum-
no inteligente y el r-ncroR INTELIGENTT no quedan satisfechos verificando
que los pasos de un razonamiento son correctos, sino que también quieren
saber el motivo y propósito de los diyersos pasos. La introducción de un
elemento auxiliar es un paso notorio. Si una línea auxiliar, un tanto com-
plicada, aparece de pronto en la figura sin motivo aparente, y permite re-
solver el problema sorpresivamente, los alumnos y lectores inteligentes que-
dan contrariados. Se sienten engañados. Las matemáticas son interesantes
en la medida que absorben nuestro razonamiento y nuestra f.uerza inven-
tiva. Pero no se aprende nada sobre el razonamiento y la invención si el
motivo y propósito del más irotorio de los pasos Permanece incomprensible.
Para hacer comprensibles tales pasos por medio de observaciones conve-
nientes (como en el precedente párrafo 3) o por medio de preguntas y
sugerencias cuidadosamente escogidas (como en las secciones 10, L8, 19,
20) tómese todo el tiempo y esfuerzo que se requieran en la seguridad de
que valdrán la pena.

Enigmas. S.g". lo que hemos dicho en la sección 3, las preguntas
y sugerencias de nuestra lista son independientes del tema tratado y aplica-
bles a todo tipo de problemas. Puede ser interesante verificar Io dicho
sobre varios enigmas.
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Tomemos, por ejemplo, las palabras:

HACER DAS NITIDO
El problema consiste en encontrar un ,,anagrama,,, 

es decir, en comp*ner una.sola palabra con ras letras contenidas e-n las pálabras ¿"¿*. obse¡-
:.*:t 

d,e paso que, para la solución de este enigml, ""ri^ pr;;rntas denuestra lista son pertinentes I pueden incluso go-i^rnor. 
L o

¿C^aá|. e s la inc ó gn i ta? lJ na-palabra.
¿Caáles ¡on los datos? Las tñs palabras H^cER oas NÍrmo.
¿cuál es Ia condición? La paraÉra-que se desea tiene catorce letras, lasletras contenidas en las tres paiabras dadas. probablemente,e ti.l" de unapalabra española bastante usual.

. Dibaje ana figara. puede ser útil señalar sobre el papel catorce espa-cios en blanco:

¿Paede usted enunciar el problema en forma diferente?
Tenemos que encontr"r uhu parabra qúe contenga ras siguientes let¡asen un cierto orden:

AAEIIO CDDHNRST
Así enunciamos el probrema de un modo diferente, pero equivalente(ver rnoernMa AUxrLrAl, 6). Este nuevo enunciado puede ser ventajoso.separando las vocales-de ras, éonsonantes 

-(lo qu9 es más importante que erorden alfabétlco)- vemos ot¡o aspecto det piobrem". Nos' damos ahoracuenta que la palabra que se buscatonsta de seis sílabas, a menos que tengaalgún diptongo.
Si n-o paede resolaer el proble.ma propaesto, trate de resolaer primercu-n problena relacionado. Un probl.rn" t.l".ionado al nuestro consiste enformar palabras con algunas dle las letras dadas. No es difícil formar deesta manera palabras cortas.. 

-Después trataremos de encontr^, l"unr", .^a,vez más -largr: En la medida qúe empleemos más letras, más'cerca estare-mos de la palabra deseada.
¿Puede resolaer no( p(!t? del problernd La palabra deseada es tanlarga que debe constar de disrintas partes. e"?i o;"" t;,b;;-Jo1rp.,.rrr,o quizá se puede obtener añadiendo a otras lalabras una terminación usual.

¿Qué terminación puede ser?
- _ ENTE

No con¡erae *á, q,;;;;;,;;;;;"*?il, y detcarte ta otra. po.
demos tratar de .n.onir- una palabra rarga que tuviese seis sírabas y queconstase de dos D, una R v uná S.

Las preguntar y rug...n.ias de nuestra lista no tienen un poder mágico.

E xanten ile di¡nensiones

No pueden darnos la solución de todos los enigmas posibles sin un esfuer-
zo de nuestra parte. Si el lector desea determinar la palabra debe proseguir
con perseverancia y no dejar de pensar en ella. Lo que pueden l'racer las
preguntas y sugerencias de nuestra lista es ayudarnos a seguir adelante.
Cuando nos sentimos descorazonados por repetidos fracasos y a punto de
abandonar el problema, pueden sugerirnos una nueva tentativa, un nuevo
aspecto, una nueva variación, un nuevo estímulo; así pueden inducirnos a
seguir reflexionando.

Para otro ejemplo véase o¡scoMpoNER y REcoMpoNER EL pRo-
BLEMA, 8; página 78.

¿Es posible satisfacer la condición? ¿Es suficiente la conclición para
detenninar la incógnita?; ¿es insuficiente?; ¿redundanle?; ¿contradictoricl

Estas preguntas son con frecuencia útiles en la primera etapa del pro-
blema, cuando no es necesario el responder de un modo definitivo, cuando
basta una respuesta provisional, una simple hipótesis. Para ejemplos véanse
l a s s e c c i o n e s S y l S .

Es bueno prever las características del resultado que buscamos. En
efecto, cuando tenemos alguna idea de lo que esperamos encontrar estare-
mos mejor orientados en la búsqueda. Ahora bien, una de las características
de un problema es el número de soluciones que admite. Los más interesan-
tes son aquellos problemas que admiten una sola solución; son estos los
que estamos inclinados a considerar como únicos "razonables". 

¿Es nuestro
problema en este sentido "razonable"? Si podemos responder a esta pre-
gunta, aunque sea por medio de una hipótesis plausible, se acrecentará
nuestro interés en eJ problema y trabajaremos mejor.

¿Es nuestro problema "razonable"? La utilidad de tal pregunta en la
primera etapa Cel trabajo es evidente rl podemos contestar a ella con faci-
lidad. Si, por el contratio,la pregunta es difícil de contestar, la desorienta-
ción que causa puede ser mayor que el interés que había en plantearla. Lo
mismo es válido paralr pregunta: "¿Es posible satisfacer la condición?" y
para otras preguntas similares de nuestra lista. Debemos plantearlas dado
que la respuesta puede ser fácil y plausible, pero no debemos insistir en
ellas cuando las respuestas parezcan difíciles u oscuras.

Para los "problemas por demostrar", las preguntas correspondientes son
las siguientes: ¿Es uero:íntil que la proposición sea cierta?; ¿o es más bien
falsa? EI modo como se plantea la pregunta muestra claramente que se
espera sólo una respuesta hipotética, provisional.

Examen de dimensiones. Es un medio"muy conocido, rápido y eficaz,
de verificar fórmulas geométricas o físicas.

1. A fin de recordar el proceso de la operación,, consideremos un
tronco de cono circular. Sean

87
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R el radio de la base inferior,
r el radio,de la base superior,
b la altura,
.l el área de la superficie lateral.
Si conocemos R, r'y á,.i queda determinada. Encontrarnos la expresión

.S : zr (R + r) ¡/(R= ¡f a-p
la cual queremos verificar por su "dimensión".

La dimensión de una cantidad geométrica es fácil de determinar. Así,
\, , !-.2 son longitudes medidas en centímetros, si empleamos unidades
científicas: su dimensión es el cm. La superficie J se mide en centímetros
cuadrados: su dimensión es el cm2. En cuanto &.n : j.I41,j9 . . es un
núme¡o abstracto; si queremos adjudicar una dimensión a una cantidad
puramente numérica, debemos expresarla en cmo - 1.

cada término de una suma debe tener la misma dimensión, que debe
ser la.misma que la dimensión de la suma. Así, R, r y R * r tieneñ la mis-
ma dimensión, el cm. Los dos términos (R - ,)".y h, tienen la misma
dimensión (tal como debe de ser), el cmz.

La dimensión de un prcducto es el producto de las dimensiones de sus
factores. Existe una regla análoga relativa a las potencias. sustituyendo las
cantidades por sus medidas en ambos miembros áe la fórmula qué verifica-
mos, obtenemos

c r n " : l . c m . 1 G ñ l
1o cual es correcto. Por lo tanto la fórmula puede ser correcta; al menos
ha pasado con éxito la prueba por dimensiones.

Para otros ejemplos, ver Ia sección 14 y ¿PUEDE coMpRoBÁR EL RE-
suLTADo?, 2; página 167.

2. Podemos verificar por su dimensión el resultado final o los resul-
tados intermedios de un problema, ya se deban a nuestro trabajo, ya al de
otros (procedimiento muy útil para descubrir errores en los exámenes es-
critos). Esta verificación puede igualmente aplicarse a las fórmulas que
recordamos o a las que intuimos.

Si por ejemplo recordamos las fórmulas 4zrrz y !! p^r^el área y el' 3
volumen de la esfera respectivamente, pero sin saber con toda seguridad
cual es cual, nos bastará proceder al exatnen de la dimensión para que des-
aparezca toda duda al respecto.

3. Esta forma de verificación es más importante en física que en geo-
metría.

Consideremos un péndulo "simple", 
es decir, un cuerpo pequeño y

pesado suspendido de un hilo cuya longitud consideramos invaii"6le v su

Exatnhro cu hiPótesis 89

peso despreciable. sea / la longitud del hilo g la aceleración gravitacional

y f et pétioao del Péndulo.' 
Coñsideracionei mecánicas muestfan que T depende solamente de I y

de g. ¿Pero, cuál es la dependencia? Podemos acordarnos o intuir que

T :  c l n g '

donde c, m, n representan ciertas constantes numéricas. Es decir, suPone-

mos T proporcioÁal a ciertas potencias l^, .g^ de I y g'

E*",,'in.-o, las dimensiónes. Como 7 es un tiempo, se mide en se-

gundos, su dimensión es.!. La dimensión de la longitud_l es el cm, la de la

ícel.raiiór, g es cm.S-r, I la de la constante c es 1. La ecuación de las

dimensiones resultará
S : i ' ( c m ) * ( c m ' S - ' ) "

o  
' :  ( c m ) ' r ' 5 - r '

Dado que tenemos que obtener las mismas ¡rotencias para las unidades

fundamentales cm y S a un lado y a otro de la igualdad, resulta que

d e d o n d e  
: m r n  l : - 2 n

n :  - # ¿  t ¡ t : Y Z

Por 1o tanto, la fórmula, para el periodo T, debe tener la forma

T - 6 f n g - t n : t V ;

si bien en el caso presente, la verificación demuestra mucho, no lo de-

muestra todo. En priniipio nada diCe sobre el valor de la constante r (que

de hecho es 22.).b.tp,rér, noindica dentro de qué límites la fórmula es

váiida y, sin emÉargo, iólo "r válida para las pequeñas oscilaciones ¿"1 PÍl
dulo eincluso sólo-aproximadamente (es correcto para oscilaciones 

"infini-

tamente pequeñas"). A pesar de estas_limitaciones no es de dudar que el

examen áe ias dimensiorñs ha permitido prever rápidamente y por los me-

dios más simples una parte esencial de un resultado cuyo completo descu-

brimiento t.qui.r" meáios mucho mis avanzados. suce.le lo mismo en mu-

chos casos similares.
Examine su hipótesis. su hipótesis puede ser 'correcta, pero sería

absurdo el tomar una hipótesis pór ciertf simplemente Porgue se le ha

ocurrido, como hacen la niayor paite de las veces las personas simplistas. Su

hioótesis puede no ser correcta. Sería igualmente absurdo el no considerar

uria hipótesis plausible; este es el defecto en que incurre¡ los pedantes'

Ciertas'hipóto^i, ..t...n ser examinadas y tomadas en serio: aquellas que

nos vieneir a la mente después de haber procedido a examinar a fondo el

problema, de haberlo comprendido y cuando éste ha despertado en nos-
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;"'.::J1*:T:,1:,::?":1:'^Ip:j::b contienen ar menos una parte de ra
fi *'*,i:::lT:';:3':"*:*,^l:;,::t.'l-1,':,;;;'d::iT'f :[iñi"*T::*"Y: 

* :"::l ;' p'ouáni" a.;.;b,,;;ü;#.
Hi,:,* :l:- ::,." t :"i r"r,,, pü ;ff;" Hft"JAll,.,,it'., .nta 

11!iaa.1ue nos -1a¡.., ;;;r;.;"ü;

il"#;;:.j.T,,Ttl,o:11.i: Í:1.ffit" .ur^, a menos que no ten.
ffi;.*1i,:";'i:::3 que rearment. * ;J;;' *'i.,"?,lll agun",por muy sencilla que sea.

1' No Io hapa' He aquí una historia típica acerca del señor JuanLanas' El señor Jiran Lanas'trabaja;;-;;" oficina. Esperaba un pequeñoaumento, pero sus esPeranzas, como ocurre cori trecuencia, fueron defrau-dadas' Loi sararios aá "rgunos ;;-r;r;;i;gas fueron "u-.n,"J*, pero noel suvo' El señor J:,T l?""' ;;ii;;;. s" "to,*.,,iJll,iun,. r"rgo,otas y sospechó, finalmente, 
1ue su jefe .?" .l r.rponsable de su infortunio.

,^..,,Y^o_p_o."mos 
culpar al.señor J;,, i;;^, de tal sospec ha. Había.ciertosrndrcros que hacían sospechoso ar jefe. nt ".r¿"i.ro;;ilil"';;e er señorJuan Lanas, un" .'0.1 

1órcebida 11';;p;1", se negó a ver ninluno de tosindicios que apuntaban en otra dirección. su obsesión fue tal {ue ,ego ar
^PY"b 9" 

persuadirse.d9 9ue eI jefe "r" ,o enemrgo personal, actuando de,^, 
T:9o qu€ poco faltó para lograrlo.
El interés de esta hisioria .ád. .r, er hecho rre que la mayor parte dela-gente se comportacomo er señor Juan Lanas. N"¿;.^-;i;ie opiniónsobre las cuestiones básicas. por.t .oátrurio, ., ,rn" vereta desconcertante enIas pequeñeces. pero 

.¡"ma, po'e-;;;;;,r, opiniones, importantes o no,
Tl 

-ár tiempo que.ll teiga. Jami, ," inr"rroga sobre ellas, no las exa-
l*T1 

r" espíritu crítico - odiaría especiarmeni" .rt. ,rpr"a."l*"-.n ,isuplese en qué consiste. r

Admitamos que el señor Juan Lanas tenga nz6n enuna cie¡ta medida.Es un hombre ocupadq^IT_;;;#1i". ;1_p]i, .., l" ofiJr" y .n ,ucasa, dispone de póco tiempo,para dedi¿;; a ra duda o ar examen crítico.En el méjor de ros casos qürre'pua;.r. "ir,oin* argunas de sus conviccio_
lrtl lTf;,toor 

qué las pondría en duda ri no ti.ri. L",o!o'i.'.*"-rnu,
Sin embargo, no procedan como ét. No p,ermitan que su sospecha,suposición o hipótesis se desarrolle ;;" ;;r_.fi ill:T :::^t:^,inerradicabre. Eil;; caso, en materia d.,.":?r:ffff.::',1* ,t"",?ü:';judicialaceptándora a ci.egas y b.;;i.i;,1", ,, examen crítico.2. Ejenzpto nzatemhlco. 

'De 
todoslos ."^aiii¿i.ü;.;g"ri .rímetrodado, 

_determinar el de mayor superficie.
¿Cuál_ es Ia ircógnita? U" .r.r'"¿riiái.r".
¿Luater son los datos? El perímetro del cuadrilátero.

Examine sus hipótesis 9l

¿Cuál es la condición? El cuadrilátero buscado debe tener una superficie
superior a la de todo otro cuadrilátero que tenga el mismo perímetro.

Este problema es muy diferente de los problemas usuales de la geome-
tría elemental, y por ello, es natural que tratemos de adivinar en un prin-
clPro.

¿Qué cuadrilátero será el que tenga realmente la mayor superficie?
¿Cuál sería la hipótesis más simple? Podemos haber oído decir que, de
todas las figuras de igual perímetro, la que tiene mayor superficie es el
círculo. Podemos incluso sospechar alguna razón que haga plausible esta
afirmación. ¿Cuál es el cuadrilátero que más se acerca el círculo? ¿Cuál es
el que más se ̂ cefca desde el punto de vista de simetríai

Es muy probable que el cuadrado nos venga a la mente. Si considera-
mos seriamente esta hipótesis, nos tenemos que dar cuenta de su significado
y tener el valor de formularla: "De todos-los cuadriláteros de perímetro
dado, el cuadrado es el de mayor superficie." Si decidimos entonces exa-
minar esta afirmación, la situación cambia. Inicialmente teníamos un "pro-

blema por resolver". Después de formular nuestra hipótesis, tenemos un
"problema por demostrar", es decir, una proposición que se trata de demos-
trar o refutar.

Si no conocemos ningún problema similar, resuelto anteriormente, la
tarea podrá parecernos difícil. Si no paede resolaer el problema que se le
propone, trate de resolaer primero an problerna relacionadt¡. ¿Pod.ría resol-
ler und parte del problema? Puede ocurrírsenos que, si el cuadrado es una
figura privilegiada entre los cuadriláteros, por esta misma razón también
lo será entre los rectángulos. Una parte del problema quedaría resuelta si
pudiésemos demostrar el enunciado siguiente: "De todos los rectángulos
de perímetro dado, el cuadrado es el de mayor superficie."

Este teorema parece más accesible que el primero; su alcance, claro,
está más restringido. No obstante, para comprender su significado, debe-
mos enunciado en forma diferente y más detallada. Resulta provechoso
enunciado en lenguaje algebraico.

La superficie de un rectángulo cuyos lados adyacentes son a y b es
igual a ab.

El lado del cuadrado que tiene el mismo perímetro que dicho rectán-
a *  b

gulo es igual a Por lo tanto la superficie de dicho cuadrado será
L

(!-+-L\= Esta debe ser mayor que la del rectángulo, teniéndose por lo
\ 2  /
tanto 

/ ., r- h \
( 1 _ _ : _ l ) a L
\ ¿ l
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¿Es esto cierto? Se puede escribir la misma fórmula bajo la forma
equivalente:

Lo que equivale a

o bien

¿ + z a b + b 2 ) 4 a b

¿ - 2 d b + b ' > 0

( a - b ) " ) o
desigualdad gue tenemos por cierta a menos qüe a : á, es decir, a menos
que el rectángulo considerado no sea un cuad¡ado.

No hemos resuelto todavía el problema, pero hemos logrado un cierto
adelanto examinando atentamente lo que habíamgs sospechado y que nos
Darecía evidente.

3. Ejemplo no matemático, En un crucigrama tenemos que détermi-
nar una palabra de siete letras así definida: "Repetir un proceso en ambos
sentidos."

¿Cuál es la incógnita? Una palabra.
¿Cuáles son lo¡ dato¡? El largo de la palabra, tiene siete letras.
¿Cuál es Ia condición? Esti dada por la definición, pero en forma bas-

tante vaga.
Debemos, pues, reexaminar dicha definición. La úItima parte de la

frase puede entonces llamarnos la atención: ". . .en ambos sentidos". ¿Po-
dría resolaer uxa parte del problema? Quizi pudiésemos adivinar el prin-
cipio de la palabra. Dado que se insiste notablemente en la idea de repeti-
ción, es probable que la paltbra comience por "re". Es fácil de adivinarse.
Si adoptamos este punto de vista, debemos darnos cuenta lo que ello signi-
fica. La palabra que se busca tomaría la fo¡ma:

R E - - - - -

¿Puede uerificar el resdtado? Si la primera letra de la palabra que se
busca es también la primera letra de otra palabra del crucigrama, dicha
palabra debe entonces comenzar por "R". Puede ser conveniente conside-
rar esta última palabra y ver si la R conviene. Si logramos verificar dicha
R o, al menos, no encontramos ninguna razón que se opo'nga a ella, volve-
mos entonces a nuestra palabra original. Preguntamos de nuevo: ¿Cúl es
la condición? Reexaminando la definición, la última parte puede llamar-
nos la atención: ". . .en ambos sentidos". ¿No querría decir esto que la
palabra se puede leer en los doa sentidos? Esta hipótesis es menos evidente
que la primera, sin embargo, hay casos en que se presenta (véase DEScoM-
poNER r, REcoMpoNER EL pRoBl.Errl.r, 8; pigina 78) .

De todos modos, examinemos esta hipótesis; consideremos su signifi-
cado. La palabra tomaría la forma:

R E - _ _ E R

Figuras 93

Por otra parte, la tercera letra debe ser la misma que la quintl' siendo

r,ry ptoUtbt! q,ré ai.nn letra sea una consonante, mientras que la cuarta

o la de enmedio es un4 vocal.
El lector puede ahára fácilmente, por sí miimo, encontrar la palabra

en cuestión. si no lo logra, puede seleccionar las vocales, una tras otra, Para

la letra.de enmedio.
F iguras .Las f igurasnosefeservana[usoexc lus ivode losprob lemas

a. g.-o;.tri^. Una f"ig,rra puede ayudar considerablemente en todo tipo de

pio'ut"-ut que nada ú.t.tt de-geométrico' Tenemos, Puef, bu5nl razon€s

i;;; q"" coisideremos el papel"que juegan las figurasln la solución de los

problemas.' 
L. Si el problema es de geometría, tenemos que estudiar,una fiEura'

Dicha figura podemos imaginárh o representarla sóbre el papel' En ciertos

.rro, poíd. sÉr preferible ínaginar la figura sin dibujarla,.P-"to.:i tenemos

q,r" .l^-irr^r ditull., diferenles, uno tias otto, es preferible. dibaiar una

il;r;r.En efecto, si los detalles son numetosos' no se pueden imaginar

todos simultáneamente, pero se encuentran todos sobre 9l papel' Se puede

olvidar un detalle imugin"do; pero si se ha representado sobre el papel,

permanece allí y cuando regresemos a é1, nos recordará las observaclones

anteriores, lo que nos ahorriá, en cierta medida, el trabaio de tenerlo que

recordar.
2. Consideremos ahora más detenidamente el empleo de figuras en

problemas de construcción geométrica'' 
E-p.ro-os el estudio áetallado de un problema de ese,tipo trazando

una fig¡rra que comPrende la incógnita y-lol datos, reuniendo-estos diver-

,o, "f.L."tis en la for*" requeri[a poi lu condición del problema' A fin

á. .o-pr".tder bien el problernrr, tenemos q-ue-considery Po.t separado cada

uno de los datos y cud,i una de las partes áe la condición; juntaremos des-

puéstodaslaspartesyconsiderarem^oslacondicióncomountodo,tratandot¿.1* 
,i..ftáieameÁte las diversas relaciones requeridas por el problema'

Es evidente que no podríamos manejar,- seParar y cornbinar todos estos

detalles sin una figura trazada en el papel'
por otra parte, antes de haber iesuelto definiiivamente el problema,

"o *!".á.,'.U.r ti es posible el trazo de una figura. ¿Es posible satisfacer

por cómpleto la condiáón impuesta por el problemaT No podemos afir-

Lr^rlo "át", de obtener la solución definitiva; no obstante, emPezamos

aceutando una figura en la cual la incógnita está en rclación con los datos

;;"i; i" prescrití por la condición' Se podría entonces creer que' al trazar

la"figura,^hemos hécho una hipótesis gratuita'

ño a, el caso, o al menos no necesariamente. No obramos incorrecta-

mente cuando, examinando el problema, consideramos la posibilid¿td de
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que exista un objeto gue satisfaga Ia condición impuesta a la incógnita
y que se mantenga con los datos en la relación requerida, con tal que no
confundamos la posibilidad con la certidumbre. urjuez no obra deiorma
incorrecta cuando, en el curso del interrogatorio a un acusado, considera
la hipótesis de culpabilidad, pero a condición de que no atribuya a dicha
hipótesis un valor definitivo. El matemático, como él ;,rez, puedé examinar
una posibilidad, sin prejuicio alguno, difiriendo s,, failo rrasta el momento
en que el examen le haya dado un resultado definitivo.

El método- que consiste en empezar el estudio de un problema de geo-
metría trazando una figura en la cual, por hipótesis, la cbndición se sátis-
face, se remonta a los geómetras griegos. Esio insinúa ra breve frase un
tanto enigmática de Pappus: "Admítase que lo qüe se pide hacer se ba
hlcho y1.'lLa recomendación siguiente es ún po.oin"nos concisa, pero más
clara: Dibaje una figura bipotética suponiendo la condición del iroblemat o talnten te satitf e c ha.

Esta recomendación se aplica a los problemas de construcción geomé-
tr.ica, pero no hay motivo alguno de limltarla a este tipo particular á. pto-
blemas. Podemos hacerla extensiva a todos los "problemas 

por resolver",
exponiéndola b-aio la siguiente forma general: Eiantine Ia iituación hipo-
tética en Ia cual la condición del problána se sttpone totalntente satisfeiha.

Compárese con P¡ppus, 6; pigina l}G.
3. Estudiemos ahora algunos puntos que conciernen el dibujo práctico

de figuras.

. I) ¿conviene trazar figuras de un modo exacto o aproximado, con o
sin instrumentos?

cada forma tiene sus ventajas. Las figuras exactas juegan por principio,
en geometría, el mismo papel que las mediciones exactasin física', pero en
la práctica tienen menos importancia que éstas, ya que los teoiemas de
geometría se verifican de un modo más extenso que las leyes de la f.isica,
sin embargo, los principiantes deben construir un gran número de figuras
tan exactas como les sea posible, a fin de adquirir una buena base experi-
mental; en cuanto a los demás, una figura exacta puede igualmente sugerir-
les un teorema geométrico. No obstante, en lo gue concier ne al razona-
miento propiamente dicho, basta en general tralar cuidadosamente las
figuras a mano alzada, siendo,este procedimiento más expedito. claro está,
una figura no debe parecer absurda; las líneas supuestai rectas no deben
serpenteat y lo.que quiere ser un círculo no debe parecer una patata.

sucede que una fig.ura inexacta sugiere una conclusión Jrrónea, pero
el peligro no es grande y podemos subsanarlo de diferentes modos, en
especial, modificando la figura. El peligro será nulo si nos concenrr¿unos
en las relirciones lógicas y asumimos que la figura no es más que una
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ayuda, que no constituye la base de nuestra-s conclusiones; son las relacio'

nes lógicas las que *rrJ,ia,,ytn la base real' lEste punto se ilustra en forma

interesante en ciertas paráojus 'ntty tonotid's que explotan inteligente-

mente la inexactitud intencional de la figura']

II) Es importante que los elementoi " ugtttp"n 
-tt-g::-li:"telaciones

reoueridas. pero no imfrort^ el orden en el que son construidos' Escójase

.'"t;#.í;.i^;t;;i;ts práctico' si, por ejemplo' ¡ar1 
ilustrar la idea

de la trisección, ustea q,,iere áonstruir dos-ángulos a y p tales qu-e c : 3B'

partiendo de un a coalquiera, usted.no.podrá construir B con regla y com-

;;; ;;; si comienza pot "n p cualquiér4 bastante pequeño' entonces no

[."áá "ingtna dificuliad en la construcción de o'

I I I )La f igura .nodebesuger i rn ingunapar t i cu la r idadgra tu i ta ;sus
diferentes partes no i"b",t -o'úar ninguna reiación que no sea requerida

;;;;;;61"-". a'i, poi "ie.mPlo, lailíneas no deben Parecer iguales o

perpendicular., *tr"'J.,,*¿o^tf problema no lo requieie; los,triángulos

ilüü;;;;;-t;a';J.; o rectángulos si dicha Plofiedlg^no la exige el

problema. El triángulo coyo' ángolós miden 4'"' 60o y 75o es el que' en

:i;;,td" fi*ir" 
"¿"i",JiÁi.o, 

átá -á, 'alejado" de la.forma.del trián-

;i;^tró*.i* o rectángulo.* Éste triángulo o uno.parecido.es el que con-

viene trazar siempre que se qulera conslqerar un triángulo 
"cualquiera"' 

.
IV) A fin de acánt,,ar íos diversos papeles 1ue iuegan diferentes lí-

neas en una figura, tl l*at" trazar liÁeis de irazo grueso o delgado'

continuo o discontinuo ipunteado), o incluso se pueden emplear diferen-

tes colores. Se trazari rrn¿^ lín"" de un trazo muy ténue si no se está todavía

decididoPorenteroaemplearlacomolíneaauxi l iar.sepuedenrepresentar
en rojo los elementos á^áo, y emplear otros colores para hacer resaltar las

partes importantes, .o-o poi ejemplo dos triángulos- semejantes' etc'

V) Para ilustrar los froblem"' d".gtorn"tría del espacio' ¿deben em-

orearse modelos ¿e tres ¿imensiones o dlbojos sobre er paper o el pizarrón?
t^- 

i;^;;io, *iai-.nsionales son deseables' Pero incómodos de hacer

y costosos de adquirir. Así pues,- en.general lof 
q"t to:f:t1T* con di-

t.,,", ü.;l"iiii."f,"¿ i" oir""tLarlos. Es muy conveniente que los

principiantes ftug"n-"-lgttnos experimentos con la ayuda de modelos de

lartóq hechos pór elloímir-or. S" pueden también emplear objetos usua-

* Si los ángulos de un triángulo son "' p y 7 y se^ tiene 90o ) a) B

> y, ."n,*-. .r . t i"  , t  . . tot ¿t las"diferencias s0" - o'  o- p'  B 
- y es ( 11o a

menos que se tenga: 
q.:  7)o É : 60o y :  1ro

En efecto,
, i r l l "  -  " )  +  2 ( " - -  F )  +  G -Y)  

-  t> "
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les-para ilustrfr nociones geométricas. Así por ejemplo, una caja, un Ia_
drillo, el salón de clase pueden representar "n parateiepipedo rectangular,
un lápiz_puede representar un cilindro, una pantalla ,rn irárr.o de cono, etc.

4. Las figuras trazadas sobre el papel ion fáciles de hacer, fáciles de
reconocer y fácrles de..recordar. Las figuras de la geometria plana nos son
particularmente familiares y los oroblemas q,r. lus concier'nen especial-
mente accesibles. Podemos sacar algún provechb de esta circunstancia- cuan-
do tenemos que ocuparnos de objetos no geométricos si logramos encon-
trades alguna representación geométrica apropiada.

De hecho, las representaciones geoméiricas tares como grificas y dia-
gramas de.todo tipo,.se utilizan en todas las ciencias, no sol4mente.en fí-
slca, qulmrca o clencias naturales, sino también en economía e incluso en
psicología. utilizando una representación geométrica apropiada, tratafios
de expresarlo todo en el lenguaje de las fig,.rras, de reá,rcir todo tipo de
problemas a problemas de geometría.

. $r pues, incluso si el problema no es geométrico, usted puede tratar
de dibaiar una figura. Encontrar .tnu t.pteré.tación geométricl clara a un
problema no geométrico puede permitir ün ̂ ua.rce r"nr]bl. hrcia lasolución.

E[ futuro matemático debe saber evidentemente resolver los problemas
con facilidad; pero ello no es suficiente. Hace falta también qo" pueda,
dado el caso, resolver problemas matemáticos importantes. Es pór ello que
deberá, ante todo, descubrir para qué género de problemas éstá natuial-
mente dotado.

La parte más importante de su trabajo consistirá en reconsiderar, en
conjunto, la solución completa del problema. Estudiando la evolución de
su trabajo y la forma final de la sólución, puede encontrar una variedad
infinita de puntos a observar. puede meditár acerca de la dificultad del
problema y de la idea fundamental de la solución. puede trat¿r de ver lo
que le ha impedido y lo que finalmente Ie ha ayudado a resolver el pro-
blema. Puede buscar intuiciones simples como:'¿podría haberse obtenido
el retultado de inmecliato? Puede compar^r y desarrollar diversos métodos:
¿Puede dedacirse el resultado en f orma dit'erente? Tratará de esclarecer el
problema comparándolo con otros resueltos anteriormente. Tratará de in:
ventar nuevos problemas que puede resolver basándose en el trabaio recién
lrecho. ¿Puede úilizar el resaltado, o el néroclo, en algún ott'o píoblenta?
Asimilando el problema que acaba de resolver, adqLiirirá conocimientos
bien ordenados, que podrá utilizar en cualquier momento.

El futuro matemático aprende, como todo el mundo, fror medio de la
imitación y de la práctica. Buscará el correcto modelo ¿ imit¿r. observ¿rá
a un profesor que le estimule. 

fued,e competir con un amigo capaz. Luego,
y es guizá lo más importante, leerá no sol¿mente libros. Je texto usualis.
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sino también buenos autores, hasta que encuentre uno cuyo estilo esté mcli-
nado a imitar. Le gustará y buscará lo que le parece simple, instructivo o
bello. Resolverá problemas, eligirá aquellos que responden a su cuerda,
meditará acerca de su solución e inventará nuevos problemas. Por estos'
y otros medios debe intentar hacer su primer descub¡imiento importante
por sí mismo: debe deseubrir sus gustos y aversiones, sus preferencias, su
propia línea.

Generalización. La genenlización consiste en pasar del examen de
un objeto al examen de un conjunto de objetos, entre los cuales figura el
primero; o pasar del examen de un conjunto limitado de objetos al de un
coniunto más extenso que incluya al conjunto limitado.

1. Si por casualidad encontramos la suma
1 + 8 + 2 7 * 6 1 : 1 0 O

podemos observar que puede expresarse bajo la forma curiosa .

1 3 + 2 3 + 3 3 + 4 3 : 1 O z

Es natural entonces plantearse la pregunta: ¿Sucede con frecuencia que la
suma de cubos sucesivos. tales como

1 3 + 2 x + 3 3 + . . . * n 3

sea un cuadrado? Haciendo tal pregunta, estamos generalizando. Dicha
generalización es acertada, pues conduce de una observación particular. a
una ley general notable. Muchos resultados se han obtenido en matemáti-
cas, física y ciencias naturales gracias a generalizaciones de este tipo. Véase
lNouccróN B r¡¡ouccloN r,rate¡r,rÁrrca, página 114.

2. La generalización puede ser útil en la solución de ciertos proble-
mas. Consideremos el siguiente de geometría del espacio: "IJna recta y un
octaedro regular están en una posición relativa dada. Determinar un plano
que pase por la recta y corte al volumen en dos partes iguales." Este pro-
blema puede parecer difícil, pero de hecho, una pequeña familiaridad con
la forma del cctaedro regular es suficiente para que venga a la mente el
siguiente problema, más general: "Una recta y un sóliclo con centro de si-
melría están en una posición relativa dada. Determinar un plano que pase
por la recta y que corte al sólido en dos partes iguales." El plano requerido
pasa, naturalmente, por el centro de simetría del sólido; está determinado
por el punto y la recta dada. Como el octaedro tiene también un centro
de simetría el problema original queda igualmente resuelto.

El lector no debe dejar de observar que el segundo problema, más ge-
neral que el primero es, sin embargo, muchd más fácil. De hecho, el me-
dio principal del que nos hemos valido para resolver el primer problema
ha sido inrentat el segtndo. Inventando el segundo problema, reconoce-
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mos el papel que juega el centro de simetría; hacemos resaltar la propiedad
esencial del octaedro con relación al problema que se nos proponíá, isaber,
que tiene un centro de simetría.

Sucede a veces que el problema más general es fácil de resolver. Esto
puede parecer paradójico, pero el ejemplo precedente prueba que ello no
tiene nada de excepcional. Inventando el problema general, hemos vencido
la principal dificultad que ofrecía el problema particular. Después de esta
invención lo que queda por hacer es la parte rnenos importante del tra-
bajo. Así, en el presente caso, la solución del problema géneral no es más
que una parte, la menos importante, de la del problema particular. Véase
PARADoJA DEL rNvENTon, página 138.

3. 
"Determinar 

el volumen de una pirámide truncada de base cua-
drada, sabiendo que el lado de la base infirior es de 10 cm, el de la base
superior de 5 cm y la altura del tronco de pirámide, de 6 cm." Sustituyendo
los números lO, 1 y 6 por letras tales como a, b, h, generalizamos. Obte-
nemos un problema más general que el primero, que podenros enunciar
como sigue: "Determinar el volumen de una pirámide truncada, sabiendo
que el lado de la base inferior es a, el de la base superior b, y gve la altura
del tronco de pirámidé es b." Este tipo de generalización puede ser muy
útil. Pasando de un problema "numérico" a un problema "literal" 

t gant
mos acceso a nuevos procedimientos; podemos variar los datos y, haciendo
esto, podemos verificar los resultados de diversos modos. Véase ¿puEor
CoMPROBAR EL RESULTAOO?,2; v¡tnncróN or Rnoarru,{, 4.

¿Ha empleado usted todos los datos? Nuestros conocimientos se mo
vilizan por decirlo así progresivamente; nuestra concepción de un problema
será, pues, mucho más rica al final de nuestra investigación que al princi.
pio (nnocnEso y LocRe, L ). Pero, ¿cómo es ahora dicha concepción? ¿Te-
nemos todo lo que nos l-race falta?; ¿es adecuada?; ¿ha erupleado usted todo¡
los datos?; ¿ba utilizad.o por completo Ia condición? Lapregunta correspon.
diente en el caso de "problemas 

por demostrar" es: ¿Ha utilizado por con-
pleto Ia hipótesi:?

1. A modo de ilustración, volvamos al "problema del paralelepípedo"
de la sección 8 (reconsiderando en las secciones 10, 12, t4 y t5)-. Fuede
suceder que un alumno, después de encontrar fácilmente la ide¿ de calcular
la diagonal de una cara, \/V ¡@, se'detenga ahí. El profesor podrá en-
tonces ayudarle preguntándole; "¿Ha ernpleado usled todos los datos?" El
alumno no puede dejar de observar que la fórmula {;;+ b; no contiene
el tercer dato c. Deberá ento.nces tratar de hacer entrar en juego a c. Así se
presentará la posibilidad de observar el triángulo rectángulo, que juega un
papel decisivo, cuyos lados son WT-F y c. y cuya hipotenusa es la dia-
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gonal del paralelepípedo que se busca. (Para otro ejemplo véase nLruEN-

ios ,ru*Irl¡nrs, 3; página s3.)
Las preguntas qúe*tratamos aquí son de una importancia capital. El

.ejemplo prácedente- muestra claramente el papel que desempeñan en la

co.rstio..ión de la solución. Pueden ayudarnos a encontrar el punto débil

de nuestra concepción del problema. Pueden descubrirnos el elemento que

nos falta. En efelto, cuandb constatamos la ausencia de un elemento indis'

pensable, es natural que tratemos de hacerlo entrar en juego' Disponemos

Li ¿. ,rán llave. de una línea de conducta definida a seguir, que con fre-

cuencia nos llevará a la idea decisiva.

2. Las preguntas que estudiamos constituyen- una ayuda no solamente

en la constru..Ión d" ,rr, tuto.tu-iento, sino también Para.su verificación'

Para ser más concretos, suPongafiIos que tenemos que vefltrcaf Ia demos-

tración de un teoremu c,ryi hipótesis iomprende tres partes, esenciales las

tres para la exactitud dél teoiema. Es decir, qu9 si se descarta una de

las p'artes de la hipótesis, el teorem a deia de ser cierto- y, Pot- consiguiente'

su áemostración eirónea. ¿Se entplea en la demostración la hipótesis com-

pteta?; ¿se emplea en ellá la piimera- parte de la hipótesis?; ¿dónde se

Lmpleal ¿se emplea la segundá parte? ¿la tercera? Respondiendo a estas

preguntas nos aseguramos de la exactitud de la demostración.
^ "Este 

tipo de Jiscusión es eficaz, instructivo y c-uti indispensable Para
una perfecia comprensión de la demostración cuando la argumentación es

largf y complicada, tal como lo debe saber el LEcToR INTELIGENTE.

i. La finalidad de las preguntas que hemos tratado es la de examinar

si nuestra concepción del problema es completa- No lo será.co.n toda segu-

ri,lad si olvi,lamos el considerar un dato esencial, una condición de la hi-

pótesis. Tampoco lo será si no captamos el significado exacto de alguno

de los ténninos esenciales. Así pues, para exaininar nuestra concepción del

problema, nos debemos planteár la iiguiente pregunta: " ¿Ha tenido en

cuenta to,das las nociones ese¡tciales qile cznxpzrta el problema?" Yéase

DrnINIctóN, 7; Pigina 72'

4. Las observaciones precedentes, sin embargo, están sujetas a cierta

cautela y a ciertas limitaciones. De hecho, no se pueden aplicar directamen-

tc sino a los problemas 
"bien planteados" y "razonables"' 

- -
Un "problema pof resolver" bien planteado y r,rzonable debe tener

todos los datos necesarios sin que ninguno sea superfluo; la condición debe

ser suficiente sin ser ni contradictoria ni redundante. Al resolver un Pfo-
blema dc este tipo, debemos emplear naturalmente todos los datos y la

condición cornpleta.
El objeto áe un "problema por demostrar" es un teorema matemático'

Si tat prábtema está 
^bien 

planleado y es razonable, cada cláusula de la
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hipótesis del teo¡ema debe ser esencial a su conclusión. Al demostrar un
teorema de este tipo, debemos emplear naturalmente todas las cláusulas
de la hipótesis.

Los problemas matemáticos propuestos en los libros de texto deben ser,
o al menos deberían sedo, razonables. Sin embargq no debemos de des-
cuidar el espíritu de crítica; cuando se plantea la más ligera duda, debemos
preguntarnos: ¿Es posIBLE sÁTIsFAcER LA coNDIctóN? Al tratar de res-
ponder a esta pregunta o a una similar, debemos asegurarnos, en la medida
de lo posible, de que nuestro problema ha sido tan bien planteado como
se supone que lo debe ser.

. La pregunta que constituye el título del presente artículo y las pre-
guntas del mismo tipo no deben plantearse bajo dicha forma más qúe en
los casos en que, a nuestro conocimiento, el problema propuesto es razo-
nable y expuesto de un modo perfecto, o al menos cuando no tenemos nin-
gana raz6n de suponer lo contrario.

5. Ciertos problemas no matemáticos pueden estar, en cierto sentido,
"bien planteados". Así por ejemplo, se supone que los problemas de aje-
drez serios tienen una sola solución sin que apafezca en el tablero ninguna
pieza superflua.

Sin embargo, en general, los nnoBlEuas pnÁcrlcos están lejos de res-
ponder a esta perfección y conviene entonces reconsiderar a fondo las pre-
guntas tratadas en este artículo.

He aquí un problema relacionado con el suyo y que usted ha ¡e-
suelto ya. FIe aquí una buena noticia; un problema del cual conocemos
la solución y que tiene relaciones con el problema propuesto es ccn toda
seguridad bienvenido. Y lo será tanto más en la medida que la relación sea
más estrecha y la solución más simple. Son muchas las posibilidades para
que tal problema nos ayude a resolver el que nos interesa.

La situación que aquí examinamos es característica e importante. A fin
de verl¿ claramente, comparémosla a la situación en que nos encontramos
cuando trabajamos en un problema auxiliar.'En ambos casos, para resolver
un cierto problema A, introducimos y examinamos otro problema B, con
La esperanza de poder sacar algún provecho para la solución del problema
propraesto A de la consideración del otro problema B. La diferencia está en
nuestra relación con B. Aquí hemos logrado recordar un antiguo proble-
ma B, del cual conocemos la solución, pero sin saber todavía cómo emplear-
la. Ahí'hemos inventado un nuevoproblema B; sabemos (o al menos en-
trevemos) el modo de utilizar B, pero sin saber todavía cómo resolverlo. La
dificuttad que B representa para nosotros determina la diferencia entre las
dos situaciones. Una vez remontada esta dificultad, podemos emplear B de
la misma manera en los dos casos, es decir, utilizar ya sea el resultado o el
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dientes a ciertos elementos importantes del antiguo problema. Por ejer-np]o,

si nuestro problema consiste én determinar la esfera circunscrita alrededor

de un tetraedro dado -lo que constituye un problema de geometría del

espacio- podemos valernos d. ltn problema análogo,- ya resuelto, de geo-

..tríu pla'na, que consiste en determinar el círculo circunscrito alrededor

de un tiiángoló dado. Recordarnos ahora que, pata.éste iltiTo 
problema'

nos valimos" de las mediatrices de los lados del triángulo' Parece, pues,

indicado tratar cle introducir aquí algún elemento análogo. Ello nos lleva

asi t la elección, como elementos auxiliares corresPondientes, de los planos

l.rf"nai.urures en los puntos.medios.de las aristas del tetraedro. Gracias

a esia ideo, nos es enton'ces fácil encontraf la solución del problema de geo-

..lri" en á1 erp"cio, siguiendo la analogiaque presenta con la del problema

de geometría plana del que nos hemg¡ acordado'
"nrt. 

";"mplo es típico' La consideración de un problema relativo aI

nuestro y'ya iesrrelto, 
'no, 

lleva a introducir elementos auxiliares, y esta

introducción de elementos apropiados nos permite deducir .d:t. pto!l:*^

relativo el máximo provedrJpaia la solución del problema.inicial. Tal es

el resultado qoe bosiábamos c-uando, pensando en la utilidad posible de un

problema ya iesuelto, nos preguntábamos: ¿Debe inlrodacir ciertos elemett'
'tos 

oo*iliires qae le perrnitan bacer uso de él?

He aquí in teorima ya dernostrado relatiao aI suYo. Esta versión de la

observación que tratamos aquí se ilustra en la sección 19'

Heurística o heurética, o "ars inveniendi", tal e¡a el nombre de una

método (como se ha explicado en PRoBLEMA AUxILIAR, 3) o incluso' con

un poco be s,rerte, podáos emplear lo¡ d3s a la vez.' "",t" ttlll:i:,1 t^o.11

der^ada aquí, conoiemos la sotugOn de .B,.pero 
sin saber todavía cómo

emplearli Ásí prres, nos planteay'ros las siguiéntes pr,eguntas" ¿Paede usted'

atiiizarto?; ¿paide empte:n su /sultado?; ¿puede ititizar su rnétodo?

La intención d,e utilizry,.(n cierto probl em'- ya resuelto influye sobre

no.r,r" concepción de{roblema actuáI. Buscando establecer un lazo de

unión entre elios, introdücimos en el nuevo problema elementos corresPon-

ciencia bastante mal definida y qu€ se relacionaba tan-pronto -a la ló'ica,

como a la frlosofía o a la psicólogíu. Se exponían con frecuencia las líneas

generales, pero rara .,r.z tlr detalles. En nuestros días está prácticamente

iluid"d^.-tenía por objeto el estudio de las reglas y de los métodos del

áescobrimiento y de la invención. Se p'ed-en encontrar algunas trazas de

este estudio entie los comentadores de Euclides; un párrafo de Pnppus es

particularmente interesante sobre este tema' Los ensayos más conocidos

iobre la construcción de un sistema heurístico son debidos a Drscantrs y

L¡l¡Nlz, ambos filósofos y matemáticos célebres. Igualmente debemos

a BernardoBolzANo una exposición sobre hzurística detallada y notable' La
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presente obra trata de revivir la heurística bajo un4 forma moderna y desde
luego modesta. Véase r¡¡uRÍsrlca MoDERNA.

Heurística, como adjetivo, significa "servicio al investigador".
Íreurística moderna. La heurística moderna trata de comprender er

método que conduce a la solución de problemas, en particular Ia¡ operacio-
nes mentales lípicamente útile¡ en este proceso. son áiversas sus fuéntes de
información y no se debe descuidar ninguna. un estudio serio de la heurís-
tica debe tener en cuenta el trasfondo tanto lógico, como psicológico; no
deben descuidarse las aportaciones al tema hechas por autóres tales como
Pappus, Descartes, Leibniz y Bolzano, pero debe,apegarse más a la expe-
riencia objetiva. una experiencia que resulta .a la vez de la solución de
problemas y de la observación de los métodos del prójimo, constituye
la base sobre la cual se construye la heurística. En este estudio buscare-
mos, sin descuidar ningún tipo de problema, los puntos comunes de las
diversas formas de tratar cada uno de ellos y después trataremos de
determinar las caracteristicas generales independientei del tema del pro-
blema. Un tal estudio tiene objetivos "prácticos"; una mejor compren-
sión de las operaciones mentales típicamente útiles en la solución de
un problema puede en efecto influir favorablemente en los métodos
de la enseñanza, en particular en lo que se refiere a las matemáticas.

La presente obra presenta el primer intento de realizar este programa.
Examinemos, pues, cómo los diversos artículos de nuestro diccioñario pue-
den contribuir a tal resultado.

1. Nuestra lista constituye en suma una enumeración de las operacio
nes mentales típicamente útiles para resolver problemas; a dichas opera-
ciones se hace alusión por medio de las preguntas y sugerencias que se
presentan. Algunas de ellas se describen fle nuevo en la Segunda Parte,
otras, ilustradas mediante ejemplos, se consideran más a fondo en la
Primera Parte.

si se desea una información más completa sobre alguna de las preguntas
o sugerencias, el lector deberá remitirse a los artículos del Diccionario que
llevan por títulos las primeras frases de los quince párrafos de dicha lisi¿:
¿cuÁr Es LA rNcócNrra? ¿rs posrBLE sATTsFAcER ia co¡¡orc¡ox? ornu.jrr
UNA FIGURA. , . ¿PUEDE UTILIZAR EL RESULTAOO? PArA dCtAIICS PArtiCU.
lares sobre los que se quiera profundizar, el lector podrá referirse a las
primeras palabras_ {l párrafo donde aparece este detalle y después encon-
trar el artículo del Diccionario cuyo título lo constituyen esas pálabras. por
ejemplo, la sugerencia Refiérase a las d.efiniciones f.igura en él párrafo de
la lista cuya primera frase es: ¿roonin ENUNcTAR EL nRoBLEMA EN FoR-
MA DTFERDNTT? Bajo este título se encuentra una referencia al artículo
or¡lNlclóN que explica e,ilustra la sugerencia en cuestión.
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2. El método que conduce a la solución de problemas es complejo y
presenta diferentes aspectos. Los doce artículos principales del Diccionario
éstudian am,pliamente algunos; mencionaremos los títulos en los párrafos
que siguen.

Cuando trabajamos con ahinco somos muy sensibles al progreso de

nuestro trabaio: est contentos cuando es rápido, deprimidos cuando
es lento. ¿Qué es esen{ial Para PRoGRESAR Y ALCANZAR EL LoGRo oran-

do resolvémos problefras? El artículo que trata de esta cuestión se cita
con frecuencia en el rio y.conviene leerlo de inmediato.

Al tratar de r un problema, consideramos sucesivamente sus di-
versos as . les damos vueltas sin cesar en la mente; una vARIAcIoN DEL

PRoBLEMA es esencial en nuestro trabajo .Podemos variarlo DEScoMPo-
NIENDo y REcoMPoNIENDo sus elementos, refiriéndonos a la orrlNlctóN
de algunos de sus términos; podemos también utilizar los recursos que
ofrece la cENERALIZACIóN, ranrtcuLARIzAcIóN y aNarocí¡. Una varia-
ción del problema puede llevarnos a ELEMENToS AUXILIARTs o al descu-
brimiento de un pnosLEMA AUxILran más accesible.

Tenemos que distinguir cuidadosamente entre PRoBLEMAS PoR RESoL-
vER y PRoBLEMAS PoR DEMoSTRAR. Dado que nuestra lista está especial-
mente adaptada a los primeros, convendrá revisada, modificar algunas de
sus preguntas y sugerencias a fin de poder aplicarlas del mismo modo a
los segundos.

En todo tipo de problemas, pero sobre todo en los matemáticos que
ofrecen dificultad, es siempre útil y a menudo indispensable, el emplear
una ¡¡ot¡clóN apropiada, al igual que FIGURAs geométricas.

3. El método que conduce a la solución de problemas se presenta bajo
muchos aspectos, algunos de los cuales no han sido tratados en esta obra
y otros lo han sido muy brevemente. Hemos estimado en efecto que' en
una primera exposición rápida, no había lugar para el estudio de puntos
muy sutiles, demasiado técnicos o muy controvertidos.

Un nazoN¡MIENTo nnunísrlco provisional, tan sólo plausible, tiene
un valor importante en el descubrimiento de la solución, pero no debe
admitirse como una demostración; incumbe a cada uno adivinar, pero tam-
bién ¡x,tt'INAR LAS ¡rlpóruSIS. La natutaleza del nzonamiento heurístico
se trata en INDIcIos DE PRocRESo, Pero la discusión se podría ahondar-

Es importante para nuestro tema el examinar ciertos modelos lógicos,
pero nos ha parecido preferible no introducir ningún artículo técnico. Dos
artículos solamente se dedican predominantemente a aspectos psicológicos:
DETERMTNACTóIv, rsrrnaNz,t, Éxlros y TRABAJo suBcoNScIE¡.lts. Se en-
contrará también una observación incidental sobre la psicología animal.
Véase n¡zo¡¡AMIENTo REGRESIvo, pigim T74.
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Hemos subrayado el hecho de que los problemas de todo tipo, en par-
ticular los pno¡lr¡t¡s pnÁcrrcos, e incluso los rN¡c¡¡¡s, pertenecen al
dominio de la heurística. Igualmente insislimos sobre el hecho de que nin-
gún estudio serio podrá admitir las nrcras DEL DEscuBRrMrENTo como in-
falibles.

La heurística trata del comportamiento humano frente a los proble-
mas; este estudio se remonta, al parecer, a los primeros tiempos de la so-
ciedad y la quintaesencia de estas discusiones antiguas se conserva en la'
saslnunÍa DE Los PRovERBros.

4. Hemos introducido en nuestra obra algunos artículos sobre cuestio
nes de detalle y hemos tratado con largueza otros sobre cuestiones generales
en la medida que podían, en su totalidad o en parte, presentar ciertó inte-
rés a los alumnos o a los profesores.

Ciertos artículos tratan cuestiones de método con frecuencia importantes
en matemáticas elementales, así como pAppus, RAZoNAMIENTo REGREsIvo
(ya citado en el núm. 3), nnouccróN ¡r ABsuRDo y DEMosrRAcróN nlor-
RECTA, Ir.¡OUCCIóN r TNOUCCIóN U,rr¡UÁrICA, PLANTEO DE LA ECUA-
cróN, rx^utrEN DE DIMENSIoNES y ¿poR quÉ ras DEMosrRACtoN¡s?
Algunos artículos van dirigidos particularmente a los profesores, por ejem-
plo, rnoareMA DE RUTINA y DIAGNósrIco, otros a alumnos por encima
del término medio como el AFIcIoNADo A RESoLVER pRoBLEMAs, el r.nc-
TOR TNTELTGENTE y el TUTURO ¡,rAmUÁrrCO.

Mencionemos aquí que los diálogos entre profesor y alumno, que apa-
recen en las secciones 8, 10, 18, Lgr20, y en diversos artículos del diccio-
nario, pueden servir de modelos no soiamente al profesor que trata de guiar
su clase, sino también a todos aquellos que trabajan solos en la solución de
problemas. Describir el pensamiento como un "discurso mental", como una
especie de conversación del individuo consigo mismo, no es un error. Los
diálogos en cuestión muestran los progresos de la solución; aquel que in-
tenta resolver un problema hablando consigo mismo puede progresar si-
guiendo un curso similar.

5, No vamos a enumerar los títulos restantes; sólo mencionarefftos
algunos agrupándolos según el tema.

Ciertos artículos contienen observaciones sobre la historia del tema de
nuestra obra, sobre Dnsctntrs, LEIBNIz, BotzANo, sobre snunÍstrcA,
sobre rÉnuINos ANTIGUos Y NUEvos y sobre P4rrus (este último ya ci-
tado en el pá"rnfo 4).

Algunos artículos explica¡r términos técnicos: coNDIoóN, coRoL^RIo,
LEMA.

Otros artículos sólo hacen refelencia a otro (indicados por un aste-
risco * en el Indice).

In¿icios de Progreto
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6.Laheur ís t i ca t iendea lagenera l idad,a les tud iode-métodos ' inde-
penáientes de.la cuestión tratadal se aplica a problemas, d" to!,o, tipo' La

fresente exposición, sin embargo, presenta como ejemplos problemas de

[r"[-¿ri."r'elementales, lo q,rá í*po.t" ciertos limites a nuestro estudio'

Esoeramos que dichos límites'no desviarán seriamente su orientación g€n:-

;f ;;;i..t, los problemas de matemáticas elementales,presentan toda la

""ti.i"J ¿"táble y las investigaciones sobre el modo de resolverlos son

particularmente accesibles e inte-¡esantes. Además, los. problemas no mrte-

Lári.or, pese a lo poco citu.los, no se han descartado por completo' En

.ut"to " ios probtemas matemáiicos más avanzados, sin citarse nunca de

un modo dirácto, constituyen el ve¡dadero fondo de la presente obra. El

matemático experto que se interese en este tipo.de estudio, puede fácil-

mente comPl.ü, ,r.r.rtro trabajo por medio dé ejemplos obtenidos de su

iriopi, expiriencia si quiere .ttoáiot más de cerca los Puntos ilustrados

uq"? pot medio de eiemplos elementales' -^ 
Z. Bt autor desea asentar aquí la deuda contraída con algunos autores

modernosde losquenosehacemenc iónene lar t ícu lopresenteyexPresar
,.r "trua*i*iento. Eltos son el físico y fitósofo Ernst Mach' el matemático

Ít.q"* Hadamard, los psicólogos $f/iiliam James y N7olfgang Kohler' Nos
'.orript".. 

igualmente el'citar iás ""t"brts áel psicólogo K' Duncker y del

matemático.F. Krauss, cuya obra (publicada cuando la nuestra estaba ya

avtnzaday en parte publicada) práenta ciertas observaciones paralelas a

las nuestras.
Indicios de progreso. Cuando Colón y sus comPañeros navegaban

hacia el oeste sodre .i., océano desconocido, se sentían reconfortados al di-

"ir- pa¡"t*. En efecto, éstos les representaban un indicio favorable de la

pro*iiriaua de tierra. É11o fn" ."oá d. repetidas decepciones. Vigilaban

iambién otras señales. Creían que ciertas corrientes de agua, algunas con-

densaciones de nubes bajas serían indicios de tierra, Pero nuevamente se

á.r.ng"nnr"n. Un día, sin embargo-, los. indicios se multiplicaron' El jue-

ves rí de octubre de í49z,los dl La Pinta recogieron del mar "una caña

y un palo y tomaron otro palillo labrado, a lo que parecí1'..con hierro' y

io pá"ro de caña y otra yerba que nlce en tierra y una tablilla' La tripu-

lación d,e LaNiña también p.t.ibiO tierra cercana al recoger una rama de

bry" , .o r ,sus f ru tos .Conestasseña lesresp i ra ronya legráronsetodos" ' *
y dá hecho, al día siguiente, tuvieron tieria a la vista, era la primera isla

del Nuevo Mundo.
Sea cual sea la importancia de nuestra emPresa' sea cual sea el tipo de

problema que se ,to, iropon", cuando trabaiamos con el deseo de logro'

x Navarrete, vol. I, pág' 19' (N' del T')
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esperalros ansiosamente los indicios de progreso como Colón y sus compa-
ñeros esperaban Ios qLre indicasen la proximidad de tierra. Examinarerños
algunos-ejemplos que ayudarán a comprender lo que podemos considerar,
con razón, como un indicii¡ del acerc¿miento a la ioluiión.

_L. .Ejertplos. He aquí un problema de ajedrez. Debo dar, en dos ju-
gaclas, jaque mate al rey negro. sobre el tablero se ve un caballo blanco, bas-
tante alejado del rey negro y que parece inútil. ¿cuál puede ser su utilidad?
En principio estoy obligado a dejar esta pregunta sin r"spoesta. sin em-
bargo, tras diversos intentos, imagino un1 n.reva jugada'y observo que
haría, entrar en juego dicho caballo blanco aparentemenle inútil. Esta obser-
vación renueva mis csperanzas y la miro cómo ün indicio favorable: esta
jugada puede ser buena. ¿For qué?

un problema de ajedrez bien planteado no aparecen piezas inútiles.
Debemos, 

_pues, tener eh cuenta todai las piezas dei juego,-entplear todos
lot dalo¡. La correcta solución debe con toda seguridad empleár todas las
piezas, incluso ese caballo blanco. En este último aspecto la- nueva jugada
que estoy estudiando concr¡erda con la jugada correcta que tengo que en-
contrar. Parece ser la jugada correcta; podría ser esta jugada.

Es interesante considerar una situ¿ción similar en un problema de
m¿temáticas. supongamos que tenemos que expresar el área de un trián-
gulo en fu¡rción de sus tres lados a, b y c. Hemos concebido una especie
de plan. Sabemos, más o menos, las relaciones geométricas que tenemos
que tener en cuenta y qué tipo de cálculos tenemos que hacer. Sin embargo,
no estamos del todo seguros en cuanto a la conveniencia del plan. si en este
mornento, al seguir Ia línea de conducta indicada por el plan, observamos
q u e l a c a n t i d a d  

w + c _ i
fo¡ma parte de la expresión del irea buscada, tenemos nz6n aI sentirnos
alentados. ¿Por qué?

En efecto, hay que tener en cuenta que la suma de dos rados cuales-
quiera de un triángulo es mayor que el tercer lado, lo que implica una cierta
restriccir'¡n. Las longitudes dadas a, b y c no pueden ier poi lo tanto arbi-
trarias;-¡:or ejemplo, á * c debe ser mayor que a. Esto coñstituye una pafte
esencial de la condición y debemos atilizar la condición compláta. si b + c
no es mayor gue rr, la fórmula que buscamos será entonces forzosamente
ilusoria. Por otra parte, la raíz cuadrada antes indicada resulta imaginaria
st b -t c - .¿ es negativo, es decir, si b * r es menor qrue a, y asi, la niz
cuadrad¿r no representa una cantidad real bajo las ciriunstancias mismas
en que Ia ex¡rresión deseada se torna ilusoria. Así pues, una fórmula en la
cu¿rl entra dicha raíz cuadrada tiene una propiedad importante en común
con l¿r fórmula real del área; podría ser la propia fórmula.
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He aqui otro ei emplo' Hace algún .tiem.po.quería'l:-ott:n:':l.teorema
de geometria a"f "rpuioi'il;^ñr dificuliad'encontré una primera obser-

vación que me p"r..'o 
"p"'iintntá; 

tras ello me estanqué' Me faltaba algo

para llevar al cabo h lJ;;;;á;' Et" día' cuando abandoné el trabaio'

ienía una noción ̂ ".;;;;;-llur" q,,. al principio de lo que debía ser la

demostración, el modo en que debia llenarse laiag"llu; Pero no estaba en

condiciones d" tog'u'io' ¡i ¿iu siguiente' tras uñ buen descanso por la

noche, abordé de nuevo la cuestión y no tardé en caer sobre un problema

análogo de geometría plana' D" ¡ronto tuve la convicción de tener la solu-

ción y tenía, .r"o, ''t2utbot no 'o'ánparaestar convencido de ello' ¿Por qué?

En efecto, to o,otig¿""' ttnu gi'i' de grandes recursos' La solución de

un problema a. g.o-t"t'i" átl e'p"otio depende con frecuencia de la de un

probrema anátogo .";ffi;ii^"1í;;; fy?"* aNarocíR' 3-7 ) ' Así' en mi

cas{tabiudesde el principio.una oportunidad' para que la demostración

de/eadautilizase .o-'o lt'nu algún teorema de geometiía plana semeiante

alque vino a mi mente' 
"Este teorema se. Parece-al lema que necesito' quizá

.i Ét t.rno mismo." Tal fue rni razonamtento'

Si Colón y sus l'rombres se hubiesen tomado el trabaio de reflexionar'

hubiesen razonado ¿t t"' 'no¿o análogo' Sabían' en efecto'' el cariz que

toma el rnar cerca a.lu, .ort^r; sabían-que, con más frecuencia:::::^11:

;;;;;ven volar pájaros, que hay objetos{lotando en las aguas que Provre-

nen de las costas. M;;i. ;r,i. "ítor debían haber hecho-estas observa-

ciones en el transcurso-;;ü; pr...d.nt., al acercarse a tierra. La víspera

del día memorable;;;;t ¿init'"to" la.isla de San Salvador' dado que los

objetos que flotaban'tl;;;;;; 'z ^at numerosos' Pensaron: 
"Se diría

oue nos acercamos ;;;"; es posible que nos cstemos,,aproximando I

t'ierra" y "con estas señales respiraron.y ategraronse to.ros- '

2. Carácter h';;;;;;; )'10' indicios áe p.rogreso' .Vam3s 
a insistir

sobre un potto q,ri,i ..l^iop^t^todos' pero su'imfortancia es tal que debe

conocerse Perfectamente'
El tipo a. ,oronu-iento ilustrado por los ejemplos-precede¡tes merece

ser abordado, p.r. ^-q* nosum_inistie más q'.,. Jnu iñdicación plausible

y no una certeza. v;r¿;; f;ular de n.r"uo uno de estos razonirmientos'

insistiendo.o., gr^.r-i"io de detaltes gue lo harán un tanto pedante'

Cuando no, "..i.^áos a tierrá' oemoe con frecuencia páiaros'

Ahora vemos Páiaros' r,---^
Por lo tanto, prlbablemente nos acercamos a tierra'

Sin la p"rruro^::prJablemente la conclusión .sería 
completamente

falsa. De hecho, colóir y sus cornpañeros vieron con frecuencia pájaros sin

oue ello indicase f.'prá-faad áe tierra. Se decepcionaron. Sólo una vez

i-u, "rp.tottras fueron justificadas'
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Con la palabra "probablemente" la conclusión es razonable sin ser una
demostración concluyente; es sólo una indicación, una sugerencia heurís-
tica. Sería un grave error olvidar esta reserva y ver la conclusión como una
cetteza-, pero sería más grave aún el no conside¡arla en lo absoluto. Si se
considera como cierta una conclusión heurística, se corre el riesgo de enga-
ñarse y decepcionarse; pero si se descuidan totalmente tales conclusiones,
ningún progreso es posible. Los más importantes indicios de progreso son
de carácter heurístico. ¿Hay que fiarse de ellos?; ¿hay que seguirlos? Sí,
pero bien abiertos los ojos, sin distraer la atención, sin dejar de juzgar.

3. lnd.icios propiarnente significatiaos. Podemos examinar los ejem-
plos precedentes desde otro punto de vista.

En uno de ellos considerábamos como un indicio favorable el hecho
de haber logrado emplear un dato del que no nos habíamos valido todavía
(el caballo blanco). Estábamos en lo justo. De hecho, resolver un proble-
ma, esencialmente es encontrdr la relación entre lo¡ dafos y Ia incógnita.
Además se debe, al menos en los problemas bien planteados, utilizar todos
Ios datos y establecer la relación existente entre cada uno de ellos y la in-
cógnita. Por consiguiente, introducir en el problema un dato más es propia-
mente un progreso, un paso adelante.

En otro ejemplo considerábamos como un indicio favorable el hecho
de que la fórmula tenía en cuenta una cláusula esencial de la condición:
ahí también estábamos en lo justo. En efecto, debemos atilizar la cond.i-
ción conzpleta. Asi pues, tener en cuenta otra cláusula de la condición es
también -a justo título- considerado como un progreso, un paso en la
buena dirección.

En un tercer caso veíamos como indicio favorable el descubrimiento de
un problema análogo más simple. Ello se justifica igualmente. Con toda
seguridad la analogia es una de las principales fuentes de la invención. En
caso de frataso por otros med.ios, debemos de tratar de intaginar un pro-
blema análogo. Si este tipo de problema se presenta espontáneamente, po.
demos alegrarnos: sentimos que la solución está cerca.

Después de estos ejemplos, será fácil ahora el concebir la idea general.
Existen ciertas operaciones mentales típicamente útiles para resolver pro-
blemas. Nuestra lista contiene las más útiles. Si tal operación típica lo
logra, ya sea que otro dato se ha relacionado a la incógnita, ya sea que otra
cláusula de la condición se ha considerado, ya sea que se tenga el recurso
de un problema análogo más simple¡ su éxito debe considerarse como un
indicio,de progreso. IJna vez comprendido este punto esencial, podemos
expresar más claramente la naturalez,a de otros indicios; nos basta referir.
nos a la lista y examinar las diversas preguntas y sugerencias desde el nuevo
punto de vista adoptado.

Inilicios de Progteso

Así pues, comprender claramente la naturaleza de la incógnita constt-

uy;;;'proir.ro.'oitfo"tt juiciosamente los diversos datos de modo de

oi¿., u.ordárse fácihiente de todos ellos, puede ser otro' Visualizar con

ffi";;;;i;.ilt;tó" en su conjunto i"¿i.u también un adelanto im-

port"nt.; y seParar la condición en eiementos aqroPialo;,!.TÍ"rr::ft*""tot

un poro decisivo' C^diuezque logremos.encoñttui un figura fácil de ima-

;*f;}.j;;tó; fácil dá reteñer, podemos estimar con toda razón que

il;;;";;;;.-ri '..".'¿o de an pto'bt|n( !n? se retacio.na at nuestro 7

que "ya. henzos ,rrnrlto pod" '"r 'in descobrimiento esencial que nos hará

proet.ttt en la dirección correcta'
t^. 

?; p"r1i.Jr". A cada operación.mental claramente concebida le

.orr.rpo.rd'. ,ro .i.rto- iJicio altimente significativo. Consultada con cui-

dado,^nuestra lista nos indicará igualmente los indicios de progreso.

Áhorn bien, corno 1o hemos dicho tn repetidas ocasiones' las preguntas

y ,oj...i.ius áe dicha lista son sencillas, -Lvidentes 
y provienen del más

llano sentido común. Lo mismo se puede decir de los indicios de progreso

de los que acabamos de hablar. Pari descifrar dichos indicios no se requie-

á ciericias ocultas, basta simplemente un poco de sentido común y, claro

está, cierta exPeriencia.
4. lndicios tneno: eaidentes' Cuando trabajamos intensamente senti-

mos el ritmo de nuestro adelanto: si es rápido nos alegramos' sl lento nos

deorimimos. Resentimos claramente estas diferencias pese a no poder dis'

;;ts,,tt;i";""át 1"ai.1". Humotes, sensaciones, aspáctos f;:11tl:-j:,11
sitíación nos indican los posibles progfesos. Sin embargo, drchas tmPreslo-

;;r ;; son fáciles de expresar. 
"Esto me Parece bien" o " esto me Parece

mal,, dice la gente ,.n.ill". Las personas más cultivadas se expresan de

,oo¿o -e, mulüzado, 
-.,Este 

es ,r.r plu.r bien equilibrado" o '' no, falta al-

sún elemento y ello destruye la irmonia"' Sin embargo' detrás de estas

:;;;.rt";;;r;.íptes o alambicadas se disimuta un sentimiento evidente que

;ffii'o,; ,["ii^"r^y que.nos conduce con frecuencia en la dirección

correcta. Si esta sensacióÁ es violenta y surge de.pronto' hablarnos de ins-

oiración. En general no se duda de esias inspiraciones, Pero sucede a veces

I""l*r,fi* ?ne^Ror"r. De hecho, deberíamos tratar estas sensaciones, es-

ür t"t"tt".-#;;; nos guían, exactamente como los indicios más signi-

;;.;ir5;"-;;ii.tu'¿or antei: fiaise de ellos, pero con los oios abiertos.
----i"g"it 

siempre las inspiraciones -Pero dudando un Poco'

[¿ZuáI es li naturatá ae estos seitimientos qr'rb nos guían? ¿H1¡.al-

sún sentido preciso tras las palabras de matiz estético, 'tales como "bien

3""ffiit"l";''o 
i'"r*onioso"?'Estas preguntas pueden ser más especulativas

q;e orácticas, pero hacen un llamado a respuestas que amerltan' qulzl' u:

tirgrl .n esta óbra: dado que los indicios de progreso ProPramente srgnr-
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ficativos, están ligados al éxito o al fracaso de ciertas operaciones mentales
bastante definidas, podemos sospechar que los sentimientos que nos guían,
menos fáciles de expresar, pueden estar relacionados del mismo modo a
otras actividades mentales, más oscuras, cuya naturaleza es quizá más "psi-

cológica" y menos "lógica".]

. 5. Cóno ayadan los inlicio.r. Tengo un plan. Veo claramente por
dónde debo empezar I' cuáles serán las primeras etapas. Sin embargo, no
veo muy bien la continuación del itinerario, no estoy del todo seguro que
mi plan sea bueno )', por lo demírs, me queda un largo camino por reco-
rrer. Empiezo, pues, con precaución en la dirección indicada por el plan,
manteniéndorne a la espectativa de cualquier indicio de progreso. Si estos
indicios son raros o están mal definidos, empiezo a dudar. Y si, dúrante
largos intervalos, no distingo ninguno, puedo perder entusiasmo, dar me-
dia vuelta y ensayar otro carnino. Por el contrario, si los indicios son más
frecuentes a medida que adelanto, si se multiplican, mi duda desaparece,
mi confianza se acrecienta y avanzo con scgr¡ridad cada vez mayor, tal
corno Colón y sus compañeros poco antes de divisar ia isl¡ de San Salvador.

Los indicios pueden guiar nuestr<ls actos. Lir eusencia de ellos puede
advcrtirnos que estrmos en un crrllejón sin salida y evitarnos una pér'
did¿ de tiempo y un esfr"rerzo vano, en tanto qtle su presencia nos permite
concentrar nncstros esfuerzos sobre el punto esenciill.

No t¡bst¿nte, los indicios pueden ser engañosos. En cierta ocasión ¿rb¿n-
,Joné el ca¡rrino que había tomado por falta de inclicios, pero alguien des-
pués de mí llevó l¿ cosa un Foco más lcjos I' descubri<i algo importante -a
mi gran pesirr y mi¡s vivo enfado-; no solrrmentc perseveró más <1ue yo,
sino .lue .lcscifró corrccturente un indicio guc lo no ll¿rbíir observado, Sin
cmbrrut¡, 1':urc.le sr.rccdcr tanrbién cl sc¡¡Lrir ct;n todo oftimismo un c¿mino
ta¡riz:rdo de indicios frvorables y cle ¡'rrcrnto c¿er en un obstriculo insospe-
ch:rdo c insuperable.

Sí, los indicios pr.reden íl veccs inducirnos en error! pcro las más de las
vcccs nos llev¿rn ll carnino correcto. Lln cazlc{or profesional ¡ruede, de vez
en crr¿rndo, mll inter¡rretar las. hucllas de l¡r lresa lue pc¡5ig¡¡s, Pero en
gcncrll no sc ecl.rivocl; dc otro modo no |rod¡i¿¡ vivir de la c¿rz¿.

Sc rccluicrc cxpcricncia parir inter¡rrctrlr cortectamentc los indicios. Al-
gunos (lc los compañcros de Colón sabírrn con toclir segr.rriclird, for cxpe-
riencia, cl irs¡lccto que tomrr c[ tnar en lir proxinridrr.J cle ticrrrr ]'1'loclíirn,
¡ror consiguicnte, distinguir los indicios qt¡e irprrrccírr¡r ¿l accrcarsc ir elll.
Un cxpcrto slbc ¡ror ex¡cricncia cómo sc prcsenta lt sitr.¡lcitin cr¡rlndo lir
solucií¡n cstir ccrc¿ y podrá, por consiguicntc, clisting¡.rir lt '¡s indicios corrcs-
pondicntcs. Conoce, cs cierto, mayor nútmero de indicios cll¡c un ¡rrofano
y' los conoce mejor; su princi¡rirl ventaja rcsiclc prccis¿rmcntc cn este conoci-
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miento. un cazador experimentado detect¡r l¿u huellas de la prcsa y puecie

decir si son reciente, ó no, en tanto qlle un individuo sin expcricncia es

incapaz de ver algo en ello.
La ventaja eslncial del hombre excepcionalmente dotado p.cde rcsidir

en una.rp..i. de sensibijidad mental exiraordinaria. Es esta scnsibilidad la

qoe te pJrmitira detectar los indicios más sutiles del progrcso y .bservar

la auseácia de ellos, ahí donde otra persona menos clotada scría incapaz dc

ver la menor diferencia.

ie. Silogismo hearístico. En la sección 2 hemos dcscubicrto uu modo

de razonamiento heurístico que amerita ser examinado más a fondO y recibir

una denominación técnica. io..tt .*os Por formular de nucvo dicho razo-

namiento baio la forma siguiente:

cuando nos acercámos a tierra, con frecucncia vemos píriaros.

Ahora vernos pájaros.

Por consiguiente, se torna más factible que nos aproximemos a tierra.

Las clos primeras propog.iciones (:rrriba de la horizontal) pueden lla-

marse prenisas, la teicer 1U^¡o la ho.rizo'tal),. con.cltt.rihr. Al coniunto

del raz'onamiento lo podemos llamar tikt{Íno l¡ettrístico.

Las premisas se ?ormul^n aquí.bajo la n"¡isma forma quc etr' la sec-

ciónZ, iero la conclusión se enuncia de modo rnás cuidacioso: sc clestacrt

mejor-,,na circunstancia esencial. colón y sus hombres suporían dcsdc el

orincipio que navegando hacia el oeste encontrarían finalmcntc ticrra;,

áJl"á hab'cr atribuíilo cierta seguridad a esta hipótesis, sin lt ctr¿l no hu-

biesen emprendido el viaie. En-el transcr-rrso clc éstc, cst-ablccí¡rn trn¿ rclit-

ción entre cada incidente, mayor 0 n]cfror, 1' la prcguntl Primorcli¿rl: 
";Nirs

Ílcercamos a tierra?" La confianz¿r crecía o dccrccírr, Scgún los lttontct'i¡rric¡r-

tos, y la convicción de cada uno vari¿rb¿l cn fortnl mís o metlos cli[crcntc,

,.g,i.r ,,, medio y su Personalidad. T'oda l¿r tensión dramáticr clcl virric sc

dÁe a tales fluctuaciones de la confianza'
El silogisrno heurístico que hemtls prcscntaclo strministrit un¿ base ra-

zonable a dicha variación de grado de confianza. El papel fundl¡ncntal clc

cse tipO de r¿rzonamiento es permitir dichas virri¿cioncs y dicho irsPcr-to se

"*pr"rn mejor por medio de ia actual termincllogíil quc ctl i it scccid¡rl 2'

El razonamiento sugerido por el ejemplo se puede expresar así:

Si les t : i c r t o ,Bcs ig r - ra ln ten tc t i c r t o , ( I ) r no ' \ ; ¡ l ) c r l 1 ( ) s '
Ahora bicn, rr"'sulta quc- B es c-ierto'

Por consigtricnte, I resulta nl¿is faclihlc'

En forma rnás breve:
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Si l, entonces B
B cierto

A mis factible.
En este enunciado.esquemático, la línea horizontal sustituye a las pala-

bras "por consiguiente" y expresa la implicación, la relación ásencial intre
las premisas y la conclusión.]

17. Naturaleza del razonantiento plausible. En esta pequeña obra tra-
tamos una cuestión filosófica, pero del modo más práctico y menos formal
posible, evitando al máximo las expresiones técnicas y rebuscadas; sin em-
bargo, el tema es y sigue siendo filosófico. conciern'e a ra naturale za del
razonamiento heurístico r, por'extensión, a un tipo de razonamiento gue,
Pe.se a su importancia, no constituye una demostración; lo llamaremos, a
falta de un mejor término, razonamiento plaasible.

Los indicios que convencen al inventor de la bondad de su idea, las
indicaciones que nos guían en los quehaceres cotidianos, la evidencia cir-
cunstancial del abogado, la evidencia inductiva del científico, la evidencia
estadística invocada en los aspectos más diversos -todos estos tipos de
evidencias concuerdan en dos puntos esenciales. Primero, no ofrecen la
certeza de una demostración rigurosa. Segundo, son útiles en la adquisición
de nuevos conocimientos, e incluso indispensables para todos aquellos cono-
cimientos que no -sean puramente matemáticos ni lógicos y q.re n9 p.rr.-
oezc^n al mundo físico. Podríamos eiegir, para denominar el razonamiento
que subraya este tipo de evidencia, entre "razonamiento heurístico', "Íazo-

namiento inductivo" o (si gueremos evitar significados ya existentes) "¡a-

zonamiento plausible". Es este último término el que adoptaremos.
El silogismo heurístico que hemos enunciado anteriormente puede consi-

derarse como el modelo más simple y más corriente de un razonamiento
plausible. Nos recuerda un modelo clásico de razonamiento demostrativo
que recibe el nombre de "modus tollens de silogismo hipotético". Mos-
tramos aquí los dos modelos uno enfrente del otro:

Deruostratiuo
Si I pues B

B falso

Heurístico
Si I pues B

B cierto
7masr;aiEiaA falso

La. comparación de estos dos tipos puede ser instructiva al permitirnos
percibir, lo que no es fácil de otro modo, la naturaleza del raionamiento
plausible (heurístico o inductivo)

Los dos modelos tienen la primera premisa igual:

Si I pues B

Iniliciot de progteso

Difieren en la segunda. Las afirmaciones:

A falso A mis factible

l r3

B falso B cierto

Dese a ser opuestas tienen una "naturalez'alógica similar", están al misrno
t'nivel lógicá". La diferencia mayor entre ellos aParece después de las pre-

misas. Las conclusiones

se sitúan a diferentes niveles lógicos y sus relaciones con sus Premlsas res-

pectivas son de una naturaleza lígica diferente'' 
La conclusión del silogismo demostrativo, de igual naturaleza lígica

que las premisas, se.*presá por completo y está totalmente basada en ellas.

Si -i u..ino y yo estamos de- acuerdó en acePtar las premisas, nuestras opi-

niones sobr. íu conclusión no pueden razonablemente diferir, por muy dife-

rentes que sean nuestros gustos o nuestra demás convicciones'

Por el contrario, la conclusión del silogismo heurístico difiere de las

premisas en su naturaleza l6gica; es más vaga, menos decisiva, expresada

de modo no del todo completo. Esta conclusión es comparable a una fuerza,

tiene dirección y magnit,td. Not empuja en cierta dirección: A resulta má:

factible; y tiene cierta magnitud: I puede resultar rnucho más o sólo lige'

fan?ente más factible. La conclusión no se exPresa de modo completo y no

se basa totalmente en las premisas, La dirección está expresada e implicada

en las prenzisas, la magnilud no. Para toda Persona razonable, las¡'emisas

imptican lue A resulta nús factible (y no menos, con toda seguridad). Sin

.rriburgo, ini vecino y yo podemos con toda honestidad no estar de acuerdo

sobre ál grado de probabilidad atribuible a A, dado que-nuestros tempera-

mentos, íuestra fórmación, nuestras razones tácitas pueden ser diferentes.

En el silogismo demostrativo, las premisas constituyen vna base com-

pleta, sobre la cual descansa la conclusión. si las dos premisas son exactas,

ia conclusión lo es igualmente. Si obtenemos alguna nueva información

que no altere nuestra fe en las premisas, no podrá tampoco alterarla en la

conclusión.
En el silogismo heurístico, las premisas no constituyen más que una

parie de ta bale sobre la cual descansa la conclusión, la parte completamen-

ie e*pr.sudu, la parte 
"visible"; queda una parte no expresada, invisible,

q,re la constituye otra cosa, sentimientos inarticulados quizá o razones sin

formular.
IJn nuevo conocimiento, sin alterar nuestra fe en las premisas, puede

influir en nuestra opinión respecto a A en el sentido inverso del resultado

al que nos había llávado la cónclusión. Puede Parecer razonable el encon-

tri A bastante plausible, basándose en las premisas de un silogismo heu-
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rístico. Mañ:ana, sin embargo, quizá encontremos razones que, sin influi¡
sobre las premisas, hacen a I menos plausible o quizi incluso la refuten,
La conclusión puede cambiar o transformarse totalmente, por medio de la
alteración de elementos invisibles de la base, en tanto que lás premisas, ele-
mentos visibles, permanecen inalterables.

Estas observaciones tienen por finalidad el hacer más comprensible el
razonamiento heurístico inductivo, en una palabra el ¡azonamiento plau-
sible, el cual no trata de demostrar y cvya nituraleza parece desconcertante
y difícil de definir cuando se le mira bajo el ánguló de la <lemostración
lógica pura. Haúan falta más ejemplos concretos, sería necesario conside-
rar-silogismos heurísticos de otro tipo, examinar el concepto de probabili-
d"d. y 99ol conceptos del mismo orden para completar iste pequeño e's-
tudio. (Del mismo autor Matbenzatic¡ aná plausibtZ n ason;n[.¡]

I¿s razones heurísticas son importantes, pese a que nada-demuestran.
Importa tener una concepción clara y, sin embargo, detrás de cada razón
que hayamos esclarecido se esconden muchas otras que permanecen oscuras
y que tienen quizá mayor importancia.

Inducción e inducción matemática, La inducción es un modo de
razonar que conduce al descubrimienio de leyes generales a partir de la
observación de ejemplos particulares y de sus combinaciones. Se emplea
en todas las ciencias, aun en matemáticas. En cuanto a la inducciót mate-
mática no se emplea más que en matemáticas a fin de demostrar un cierto
tipo de teoremas. Es bastante molesto que las dos expresiones estén ligadas,
ya que entre los dos procedimientos no existe más que un lazo lógico, ex-
tremadamente sutil. Existe, sin embargo, un cierto lazo pricticn, puesto
que a menudo se emplean los dos métodos al mismo tiempo. Ilustraremos
ambos a Ia vez, mediante el mismo ejemplo.

casuarmente n"o.T"; 
;T:TT;;: ,r.

y, constatando que dichos números son cubos y su suma un cuadradci, pode-
mos presentar esta observación bajo la siguiente forma:

1 ' +  2 ,  +  3 8  +  4 " :  r ú
Podemos e¡tonces preguntarnos si sucede con frecuencia que la suma de
los cubos de números consecutivos sea un cuadrado.

Planteando esta pregunta nos parecemos al naturalista que, habiendo
observado una planta o una formación geológica curiosa, concibe una "cues-

tión general". Nuestra cuestión general se refiere a la suma de cubos su-
cesivos:

l t + 2 ' + t 8 + . . . * n '

A ello nos ha guiado el "ejemplo 
particular" donde n: 4.

lniluccién e ínilucción útc:le'�nótica

' I

1 + 8

/  r + 8 + 2 7
f

I  t + s + 2 7 l - 6 ' 1
1 + 8 + 2 7 + 6 4 +

t I 5

¿Quéhacerparacontes tar?Loquehar íae lna tura l i s ta .Esdec i r ,b r ¡scar
otrol i"ros partl.rhres. Si n : Z E 5, el caso es más sencillo todavía; si

fl: 5,llegamos al caso siguiente. Añadamos, para hacer.un trabejo corn-

pleto y .rñifor.., el casolonde n: l ' Presentando juiciosarnente cstos

diversos casos, como un geólogo expondría los especimenes cle uu mineral

cualquiera, obtenemos la siguiente lista:

=  l :  l "

:  9 -  5 "
:  5 6 :  c
:  100 :  10 "

121  +  227 : l J '

El hecho de que estas diversas sumas de cubos consecutivos sean cuadrados,

difícilmente puede atribuirse al azar. En un caso similar el naturalista no

tendría duda alguna sobre la exactitud de la ley general que le.han suge-

,i¿o to, casos iarticulares observados por ét; dicha ley. general está casi

probada pot inlclacción, El matemático se exPresa con más t€serva' aunque

in et fondo piense lo mismo' Se limirará a decir que la. induccton suglcre

tenazmente Jl siguiente teorema: "LA santd de los tt prittteros ctbos es un

"*{"{^os 
sido llevados a suponer la existencia de u.na ley notable y

un poco misteriosa. ¿Por qué etut t"*"t de cubos sucesivos resultan ser

cuaárados? Porque de hecho son cuadrados'

¿Quéhar íae lna tura l i s taenunas i tuac iónsemejante?Segu i r ía .exami -
nu.ráJro hipótesis y tendría entonces ta posibilidad de elegir entre diversas

líneas de conducta,'buscar y acumular, por ejemplo' nuevas pruebas expe-

rimentales. Si queremos obrar igual, tenemos que examinar los casos si-

quientes, dondá fl : 6,7 . . . El naturalista puede también reexaminar los

;..¡,;, ó"; le han llevado a formular su hipótesis; ios comparará con cui-

dado, trátará de entresacar una regularidad más profunda' una nueva ana-

logía. Es el camino que vamos a seguir'" 
E*^minemop .le nuevo los casos, Pafa n : !,2,3,4, J' que hemos dis-

puesto en la lista. ¿Por qué todas lai sumas resultan sef cuadrados?; ¿qué
i"¿.Á", decir de ái.nor cuadrados? Sus raíces (cuadradas) son 1, 3, 6,

io, r:. ¿eué podemos decir de dichas raíces?; ¿existe entre ellas una regu-

tuii¿"¿ Lls do.td^, una analogía más honda? En todo caso no Pafecen
aumentar en forma muy irregular. ¿CómO aumentan? La diferencia entre

dos términos sucesivos de esta serie aumenta también:

j - � 7 = 2 ,  6 - - 1 : j ,  l O - 6 = 4 '  l 1  -  1 0 : 1

Estas diferencias son de una regularidad notable. Constatamos entonces una
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analogía sorprendente entre las raíces (cuadradas) de esos cuadrados,

una regularidad notable en los números que las exPresan:
r  - i

3 : l * 2

, Í= l I i : ' , .^
L J : l + 2 + 1 + 4 + ,

Si esfa regularidad es general (y parece difícil constatarlo) el teorema cuya

existencia habíamos sospechado reviste una forma más precisa:
Se t iene, para n :  1,2, 3,  .  .  .

I "  +  2 " +  3 ,  +  . . .  *  n " : ( t  +  2  +  )  +  . . .  *  n ) "

3. Por inducción hemos obtenido la ley así formulada y la forma como

la hemos obtenido nos lleva a una concepción de la inducción un tanto
estrecha, imperfecta, pero justa. La inducción trata de descubrir tras la

observación,-la regulaiidad y la coherencia; sus instrumentos más visibles
son la generalizaci'n, la particularizaci'n y la analogia. Una tentativa de
generaLlzaci1n parte de un esfuerzo pafa comPrender los hechos observa-
dos; se basa en la analogia y se verifica en nuevos casos particulares.

Nos abstendremos de ahondar en este tema de gran controversia entre
los filósofos. Pero debemos añadir que numetosos resultados matemáticos

se han obtenido primero por inducción y solamente después se han demos-
trado. Las matemáticas presentadas con rigor son una ciencia sistemática,
deductiva, pero las matemáticas en gestación son una ciencia experimental,
inductiva.

4. En matemáticas, como en las ciencias físicas, podemos emplear la

observación y la inducción para descubrir leyes generales; pero existe una

diferencia. En las ciencias físicas, en efecto, no hay nada por encima de la

observación y de la inducción, mientras que en matemáticas se tiene, ade-

más, la demostración rigurosa.
Después de consagrar más o menos tiempo al ttabaio puramente expe-

rimentai, podemos considerar ventajoso cambiar de punto de vista. Preci-

semos: hemos descubierto un resultado interesante, pero el razonarniento

que nos ha llevado a él no es más que plausible, experimental,- provisional,
heurístico; tratemos de confirmar dicho resultado de un modo definitivo

mediante una demostración rigurosa.
Hemos llegado ahora a un "problema de demostración": demostrar la

exactitud del resultado enunciado más arriba (ver párrafo 2).

Existe una posible simplificación. En efecto, podemos saber que

1 ' + 2 + 7 + . . . + o : ' @ ! L )

En todo caso esta expresión es fácil de verifil^r. Tomemos un rectán-
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gulo de lados r¡ y tt * | I dividámoslo en dos por medio de una línea que-

Errd", como lo muestra ía figura L4 a que representa el caso para n : 4'

Cada mitad tiene "forma dJescalera", ixpresándose su superficie por la

fórmula | + 2 + ..' * n; Para n : 4, el áteavale 1 + 2 + 1 * 4 (ver

fig. t4b). Siendo la superficie total del rectángulo n(n * 1), la superfi-

F¡c' 14

cie en forma de escalera resulta ser su mitad; lo cual demuestra la exactitud

de la fórmula.
Podemos, pues, transformar el resultado obtenido por inducción y ex-

presarlo como sigue: 

f z(z + r)1,
1. + 2" + 3. + ... t n, = 

L____r_l

5. Si no tenemos la menor idea de la manera como se puede demos-

trar este resultado, podemos al menos verificarlo' Operemos en -principio
*bt" ;i primero á" tot casos que no hemos examinado aún' el de n : 6'

Para dicño valor la fórmula nos da

+ I  +  27  +  G4 +  tzs  +  z16: (u  ;  
t ) '

lo que resulta exacto efectuados los cálculos, dado que el resultado de am-

bos miembros es 44I.
Podemos llevar más lejos la verificación todavia. La fórmula es' muy

orobablemente, general, es decir, exacta para todos los valores de z' ¿Se-

l,¡i¿ ri¿"¿"lo'cíando pasemos de un valor cr.ralquiera tt al valor siguiente

i-+ tl Ápficando la fórmula tal como la hemos dado anteriormente

tendríamoJ que obtener igualmente

r" ,  + 2,+ i ,  + . . .  *  n" *  (n *r í : t [e l iL!?) '

Existe un método fácit de verificar su exactitud: basta restar de eSta

última fórmula la precedente, obteniéndose:

\ , ,+  1) ' -  [g l )q .2 l  - [ " ( ' -+  t r l "
, ) - f - - -  2  

- J  
|  2  J
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es fácil de verificar. El segundo miembro se puecle escribir como

l-l l)ir, + 2)" - 4 :(!JJ\in * ax + 4 -,tl
\ r l \ ¿ J -

( n  *  1 ) "  . .: " ;  ( x * 4 ) :  ( n * r ) ' � ( n *  r ) :  ( a *  l ) '

Así, la fórnlula encontrada experimentalmente acaba de pasar con éxito,
una prueba importante.

Vearnos ahora, en forma precisa, el significado de dicha prueba. He-
mos adquirido la certidumbre de que

r )  (z  +  z ) l '  f  n@ + \ l '
, - J - - L  r  l

( n *( ,  r  r l '  : f

l '  + -  2 '  - t -  3 "  +  . .  "  *  n " *  ( z  *  1 )8  =if:

l ,

l

No sabemos todavía si es cierto que

r" -r- 2' + 3" + ... * rr =l*, 
li,

Pero si supiésemos que ello es cierto, podríamos deduci¡ -añadiendo la
ccuación cuya exactitud para nosotros es cierta desde ahora- que es igual-
mcnte cierto que

lo que es la expresión misma. ya obtenida, aparte del número n * | intro-
ducido en lugar de z. Por lo demás sabemos que nuestra hipótesis es buena

I)a.ra n:1,2,3,4,5 y 6. En vista de lo anter ior,  dicha hipótesis,  exac-
ta praia n: 6,  debe serlo igualmente püa n:7; exacta para ?2:7, lo
será tarnbién pí$a fi : I y así sucesivamente. Siendo, pues, exacta pan
todo valor de rz, lc es de una forma general.

6. La demostración precedente puede servir de modelo para muchos
casos similares. ¿Cuáles son los lineamientos principales?

La. afirmación por demostrar debe darse de antemano, bajo una forma
precisa.' 

Debe clepen.ler de un número entero r¿.
Debe ser lo suficiente¡nente "explícita" como para permitirnos verifi-

car que pcrmanece cierta cuando pasamos de un número entero n aI si-
guiente cntero t¡ 1- 7.

Si hemos logrado verifical ese punto capital de una forma segura, po-
demos cntonces emplear la experiencia que esta verificación nos aporta
para ctrnc-luir quc la afirmación siendo verdadera pa:*^ n, debe serlo tam-
bién para n -i- l.Una vez asegurado este punto, basta s¿ber que el postu-
la.lo cs cierto para n .= l; de donde se clesprende que lo es también para

n 1 - 2 )) (
¿

( n * 1t
"1?

I
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n: 2, luego para n : 3 y así sucesivamente; pasando de un número en-
tero cualquiera al entero siguiente, demostramos la exactitud de la afirma-
ción de un modo general.

Es tan frecuente el empleo de este procedimiento que merece llevar un
nombre. Podríamos llamarlo "la demostración de n a n * 1" o más sim'
plemente "el paso al número entero siguiente". Desgraciadamente el tér-
mino técnico reconocido es "inducción matemática", nombre que se le dioI técnico reconocido es "inducción matemática", nombre que se le dio

una circunstancia casual. La afirmación precisa que tenemos que de-
mostrar puede tener un origen cualquiera, importando poco dicho origen
desde el punto de vista lógico. Por lo demás, en muchos casos, como en el
que acabamos de exponer en forma detallada, es la inducción la que ha cons-
tituido el origen; en cuanto a la afirmación, ha sido determinada experi-
mentalrnente, apareciendo la demostración como un complemento mate-
mático de la inducción, lo que explica el término.

7. Pasemos ahora a otro punto, un tanto sutil, pero importante para
todos aquellos que quieran descubrir por sí solos demostraciones. En nues-
tros desarrollos precedentes, hemos obtenido sucesivamente, mediante ob-
servación e inducción, dos afirmaciones dife¡entes; una en el párrafo 1, la
otra en el párrafo 2, siendo ésta pot lo demás más precisa que la primera.
Partiendo de la segunda afirmación, hemos encontrado un medio de veri-
ficar el paso de n a n * l,y asi hemos podido llegar a una demostración
por "inducción matemática". Si hubiésemos partido de la primera, sin co-
nocer ninguna de las precisiones aportadas por la segunda, sin duda no
hubiésemos llegado a descubrir esta demostración. De hecho, la primera
afirmación es menos precisa, menos "explícita", menos "tangible", menos
fácil de poner a prueba y verificarse, que la segunda. Pasar de la primera a
la segunda, del enunciado menos preciso al enunciado más preciso, cons-
tituye una contribución importante a la demostración final.

Esta conclusión tiene un aspecto paradójico. En efecto, la segunda afir-
mación es más fuerte, implica inmediatamente la primera, mientras que
la primera, un tanto y^gl, ^pen s deja entrever la segunda, más nítida. El
teorema más "fuerte" es, pues, más fácil de dominar que el más "débil";

esto constituye la nanaooJ^ DEL TNVENToR, página 138.
Lector inteligente. El lector inteligente de un libro de matemáticas

desea dos cosas:
Primera, ver que el paso del razonamiento que tiene bajo la vista es

correcto. Segunda, comprerrder el propósito de dicho paso.
El auditor inteligente que asiste a un curso de matemáticas tiene los

mismos deseos. Si no está seguro de la exactitud de la etapa del ¡azona-
miento tratada delante de él y si incluso sospecha que es incorrecta, puede
protestar y hacer una pregunta. Pero si no ve el motivo de esta fase del
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razonamiento, si no comprende su propósito, no podrá formular ni
objeción precisa I, por consiguiente, se hallará incapacitado para pro
entonces, confuso y aburrido, perderá el hilo del razonamiento.

Un profesor -o un ¿¡¡fe¡- inteligente debe tener presentes estos
versos puntos. Es necesario escribir y hablar correctamente; pero ello
basta. Un razonamiento presentado en forma correcta, en ,rn iibro
pizarrón, puede sin embargo, no ser ni inteligible, ni instructivo si no
comprender el propósito de las etapas sucesivas, si el lector -o el audi
no llega a entender el modo por el cual dicho razonamiento se ha obte
si la presentación de la solución no le sugiere ningún medio de
por sí mismo un razonarniento del mismo tipo.

Las preguntas y sugerencias de nuestra lista pueden servir tanto al
como al profesor, subrayando el propósito y los motivos del razonamie
Una pregunta particularmente útil a este respecto es la siguiente: ¿HE
EMPLEADo roDos ros oaros? El autor o el profesor pueden utilizarla
introducir alguna razón d,e peso para considerar un dato no emp
hasta ese momento. El lector -o el auditor- puede referirse a elli
comprender la :azón que tiene el autor -o el profesor- para exar
más atentamente tal o cual elemento; entonces se dará cuenta quizá q
planteándose dicha pregunta hubiese podido descubrir por sí mismo
fase del razonamiento.

Leibniz, Gottfried rWilhelm (L646-r7t6), célebre filósofo y ma
temático, proyectó escribir un "Arte de la invención", pero nunca lo llevr
a efecto. Numerosos fragmentos esparcidos en su obra muestran, sin em
bargo, que tenía interesantes ideas sobre dicho tema del que subraya con
frecuencia su importancia. Así por ejemplo escribió: "No hay nada más
importante que el considerar las fuentes de la invención que son, a mi
criterio, más interesantes que las invenciones mismas."

Lema significa "teorema auxiliar". La palabn es de origen gri
podría traducirse de un modo más literal por "lo que se admite".

Ejemplo: Buscando la demostración de un teorema l, llegamos a su
ner la existencia de otro teorema B. Si B fuese verdadero, podríamos ii
Lugar a dudas utilizatJ'o pa:m demostrar l. Admitimos, pues, como cierto B,
provisionalmente, dejando para más tarde su demostración y proseguimos
con la de L Dicho teorema B, así admitido, es un teorema auxiliar con
relación al teorema I propuesto. Esta breve exposición ilustra bastante bien
el significado actual de la palabra "lema".

¿Lo ha visto ya antes? Puede suceder que hayamos resuelto ya el mis-
mo problema que se nos plantea ahora, o al menos que hayamos oído ha-
blar de é1, o que hayamos tratado con un problema muy similar. Son estas
posibilidades que no debemos dejar de investigar. Tratamos, entonces, de
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rdarnos de lo que sucedió. ¿Lo ba aislo 7a attl.et? o ¿brr ettcotttrculrt el

nzo problenta bajo una lonna ligeramente diferente? Incluso.si la res-

es negativa, este tipo de preguntas puede Provocaf la 
"movil ización'

imientos útiles.
La pregunta que constituye el título del presente artículo se utiliza con

u.nii^-.n un sentido mucho más amplio. Para obtener la solución necesi-

ros que vengan a la memoria elementos apropiados, hace.r un llamado a

conócimienlos subyacentes que pueden aplicarse al problema (nnocna-

v locn<.r). No podemos tub.t de antemano, claro está, de qué parte de

ros ccíocimie-ntos tendremos necesidad, pero existen ciertas posibili-

; que no hay que dejar de examinar. Así, tal c¿racterística del ¡rroble-
actual que há jugado un papel en la solución de algún otro problema,

de entrar en juego de nuévo. Por ello, si una de las característica.s del

rma actual .ror-ll^-^ la atención pof su posible importancia, debemos

de reccnocerla. ¿En qué consiste?; ¿nos es familiar?; ¿la benr7s ui.rto

es?
levar al cabo el plan. Concebir un plan y llevarlo a efecto son dos

diferentes. Ello ei igualmente cierto para los problemas matcmáticcs

en los cuales el trabaio varía según se trate de concebir un plan c' de lle-

varlo al cabo.
1. Podemos conformarnos con razonamientos provisionales y simple-

rnente plausibles para guiarno,s hacia el razonamiento final y riguroso, del

mismohodo que se emplea un andamiaie para sostener un puente durante

su construccióá. Cuando la obra está lo suficientemente avanzada y se retira

el aridamiaje, el puente debe mantenerse Por sí mismo. Del rnismo modo,

cuando se ha avanzado en la solución, podemos descartar todos los razona-

mientos provisionales y simplemente plausibles, debiendo quedar el resul-

tado apuntalado por el solo rigor del razonamiento.

Cuando concébimos un ¡rl¿¡ que debe conducirnos a la soh'rción, no

debemos dudar en emplear trn tazon^miento simplemente plausible y heu-

rísticg, ya que todo lo que puede conducir a una ide¿ buena es bueno. Pero

debemos modificar esté punto de vista cuando Pasamos a la ejecución del

plán y no aceptar entonces argumentos que no sean decisivos ir rit.,totot.

Llrrirdo 4t c)bo'el plan,aerifique cada pato. ¿Puede uer claratttenle si sr.tt¿

correctoi los diuersos pasos?
Cuanto más esfuerzo Pongamos en verificar con cuidado c¿rd¿r clet¿rllc

del plan cuando lo llevamos a efecto, tanto más estamos en libertad de

usar el razonamiento heurístico cuando lo concebimos.
2. Debemos considerar el orden en el cual abordarernos l;r eiecución

de los detalles del plan, máxime si se trata de un problema complejo. No
debemos omitir ningún cietalle, dehemos comprender l¿r relación que unc
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a cada uno de ellos con el conjunto del problema y, no perder de vista la
articulación de los principales pasos. Deúemor, pués, próceder con orden.

En lo particular no es razonable examinar los detalles secundarios antes
de.tener laseguridad en cuanto a la exactitud del razonamiento global. si
existe una falla en el desarrollo del conjunto, será inútil verificai la exac-
titud de tal o de cual otro detalle de menor importancia. 

\El orden en el cual examinamos los detalles de un problema puede \muy diferente al orden en que los hemos concebido; y el orden ün el cual
enunciaremos los detalles en el momento de la exposición definitiva de la
solución puede ser incluso diferente a los otros doi. Los elementos de Eu-
clides presentan los detalles del razonamiento en un orden rígido y siste-
mático que fue con frecuencia imitado y a menudo criticado.

3. En la exposición de Euclides, todos los razonamientos avanz¿n en
Ia misma dirección: de los datos a la incógnita en los "problemas por resol-

Ti., d." la-hipótesis a la conclusión en los "problemas 
por de'mostrar"

cualquier elemento nuevo, punto, línea, etc., débe habersJobtenido de un
razonamiento correcto a partir de los datos o a partir de otros elementos
previamente derivados de dichos datos. cualquiei afirmación debe demos-
trarse de igual modo, a paftir de la hipótesis o de afirmaciones previamente
demostradas de modo correcto. se examina todo elemento nuev'o, toda nue-
va afitmaciín en el momento de su aparición; así sólo se tiene que hacer
una sola vez. Podemos concentrar toda nuestra atención sobre la fat. pr.-
sente del razonamiento, sin necesidad de mirar hacia. atrás o hacia adelairte.
El último elemento nuevo por verificar como resultante de otros, es la
incógnita; la última afirmación cuya demostración tenemos que examinar,
es la conclusión. si cada paso es correcto, incluido el últimq el conjunto
del ¡azonamiento lo es igualmente.

. El tipo de exposición euclideano es aconsejable sin ninguna reserva,
siempre qne el propósito sea examinar el razonamiento en detalle, En lo
particular, si se trata de-nuestro propio razonamiento, con frecuencia largo
y complicado, ya examinado por nosotros r grandes rasgos y llevado al
punto e_n que no nos resta más que examinar los detalles, nada es mejor
que el desa¡roilarlo por completo por el método euclideano.

Por el contrario, el tipo de exposición euclideano nc puede aconsejarse
sin reserva si se trata de comunilar un razonamiento a'un lector o a un
auditorio que no ha oído nunca hablar de é1. La exposición euclideana es
perfecta si se trata de subrayar cada punto particular, pero menos indiqada
si lo que se quiere es recalcar las articulaciones esenciales del razonamiento.
Er rrcron TNTELTcENTT puede fácilmente constatar la corrección de cada
paso, pero le será muy difícil el percibir la fuente, el propósito, la relación
de conjunto, La, raz6n de esta dificultad estriba e' qoi liexposición eucli-
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deana se desarrolla en un orden qu€ es, la mayor parte de las veces, exac-
tamente opuesto al orden natural de la invención. (La exposición de Eu-
clides, sigue rigurosamente el orden de la "síntesis']. Véase PAPPUS, en
particular los comentarios 3, 4 y 5; páginas 13t-L36.)

4" Resumamos. La exposición euclideana que consiste en ir rigurosa-
mente de los datos a la incógnita, de la hipótesis a la conclusión, es perfec-
tapara verificar un razonamiento en detalle, pero está lejos de serlo cuan-
do se trata de hacer comprender los grandes rasgos.

Es muy conveniente que los alumnos examinen sus propios razonamien-
tos en la forma euclideana, yendo de los datos a la incógnita y verificando
cada detalle; sin embargo, sería un error inducirlos a observar esta práctica
de un modo demasiado riguroso. En cuanto al profesor, no se le reco-
mienda que presente todas las demostraciones de un modo puramente
euclideano, pese a que dicha forma podrá a veces serle muy útil después
de una discusión donde, como lo recomienda la presente obra, los alumnos,
guiados por é1, llegasen a descubrir por sí mismos la idea clave de la solu-
ción. Parece también recomendable, en cierta medida, el método adoptado
por algunos libros de texto, los cuales presentan en principio una especie
de esquema intuitivo de la idea general para pasar luego a los detalles ex-
puestos entonces en el orden euclideano.

5. Deseando asegurarse de la exactitud de su proposición, el matemá-
tico consciente trata de verlo intuitivamente y dar una demostración formal.

¿Puede aer claramente que sa razonamiento es correcto?; ¿puecle d'ernostrar
que lo ¿¡2 Dicho matemático actúa en este sentido al igual qr-re una dama
haciendo sus compras y 9ue, para asegurarse de la calidad de un tejido,
quiere verlo de cerca y tocado. La intuición y la demostración formal son
dos modos diferentes de percibir la verdad, comparabies a la percepción de
un objeto material por medio de dos sentidos diferentes que son: la vista
y el tacto.

La intuición puede aventaj*, y por mucho, a la demostración tormal.
Cualquier alumnó inteligente, sin ningún conocitniento sistemático de geo-
metría del espacio, puede ver, en el instante que concibe distintamente el
significado de los términos, que dos rectas paralelas a una tercera son pa-
ralelas entre sí (pudiendo estar las tres rectas en diferentes planos). Sin
embargo, la, demostración de esta constatación, tal como se da en la 9s
proposición del libro XI de los Elementos cie Euclides, rcquiere una Pre-
paración larga, minuciosa. e ingeniosa.

La manipulación formal de las reglas de la lógica y f'órmulas del álge-
bra puede llegar mucho más lejos que la intuición. Casi todos pueden cons-
tatar de inmediato que tres rectas, tomadas arbitrariamente, dividen al
plano en 7 partes (considerando al triángulo, ia sola parte finita formada
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por las tres rectas). Pero casi nadie puede ver, incluso concentrándose, que
cinco planos, tomados arbitrariamente, dividen al espacio en 26 partes. Sin
embargo, se puede demostrar con todo rigor que el número es- en efecto
26 e incluso la demostración no es ni larga ni dlficil.

Llevando al cabo el plan, verificamos cada paso. para ello nos pode-
mos basar ya sea en la intuición o en las reglas formales.-{ veces es la
intuición la que lleva la delantera, otras, el razonamiento formal.Ys un ejer.
cicio interesante y útil emplear los dos medios. ¿Puede aer claramenlte qtre
la etapa elel razo¡tarstienlo es correcta? sí, puede verlo clara y distintamen-
te. La intuición lleva la delantera; pero, ¿el razonamiento formal no podría
alcanzarla?; ¿puede también DEMosTRAR que eJ correcta?

Tratar de demost¡ar formalmente Io que se ha visto intuitivamer-rte y
de ver intuitivamente lo que se ha demcstrado formalmente es un excelente
ejercicio intelectual. Desgraciadamente es raro que se disponga en clase del
tiempc suficiente para poder practicarlo. El ejemplo diicutido en las sec-
ciones 12 y 14 es típico en este aspecto.

Mire bien la incógnita. Es un antiguo consejo; en efecto, en latín se
decía: 'rrspice 

finem", es decir, considere el f in. Recuerde lo que quiere
lograr. No olvide su propósito. Piense en lo que quiere obtener. ño pierda
de vista lo que se pide. Mantenga presente el objeto de su trabaj o. Mirt
bien la incógnita. Mire la conclusión, Estas dos últimas versiones de 

"res-

pice finem" están especialmente adaptadas a los problemas matemáticos, a
los "problemas 

por resolver" y a los 
"problemas 

por demostrar" respec-
tivamente.

Dedicando nuestra atención a nuestro propósito y orientando nueqtra
voluntad a la rcalización de nuestros deseos, pensamos en los medios que
van a permitirnos alcanzarlos. ¿Qué medios ionducen a este fin?; ¿cómo
puede r,rsted alcanzar su meta?; ¿cómo puede obtener un resultado de este
género?; ¿qué causas pueden provocarlo?; ¿dónde ha visto usted ya obtener
un resultado análogo?; ¿qué se hace, en general, para obtenerlo? Trate de
pettsar en un problenta qile le sea-familiar I que tenga Ia núsrta incógnita
0 uttd incógnita.ritnilar. Tr¿te tle pettJar ett u)t tcorentd que le .red ldiiliar
I qtte teng¿t Ia rn.i.rntrt crntclusión o una conclusión ¡inilat'. Aquí también
las dos últimas recomendaciones están especialmente adaptadas, una a los"¡rroblemas 

por resolver" y la otra a los 
"problemas 

por demostrar".
1. Ccnsideremos problemas de matcmáticas "por 

resolver" y la suge-
rcncia: 

'I'r¿üe 
¿le pensir en uu, probleuta que le.rea't'autillidr I qtl'e rettgíla

¡nisrta incógnita.,comparemos esta sugerencia a la que implica iu pr.gunrn'
¿Conoce utt probletta que .re t.elacione cott el su1'o?

Est¿ úrlt ima es más gcneral que la otra. Dos ¡r<lblemas quc se rclacio-
nen, t ienen forzos¿rmente algunos ¡'runtos comunes; pueden scr objetos o
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oociOnes comunes, pueden ser datos, pueden ser una o varias partes de la

condición, etc. Nueitr¿ primera sugerencia insiste sobre un punto común

particular: los dos problémas deben tener la misma incógnita. Es decir que,

en los dos casos, l-a incógnita debe ser un objeto de la misma categoría

como, por ejemplo, la longitud de un segmento de recta'

En-relación a lu r.rg.rencia general, existe en la sugerencia particular

una cierta "economía".

Podemos en principio economizar nuestro esfuerzo en vista de la re-

presentación del probléma que no tenemos que considerar en su conjunto,

iino más bien ocupar.ros solamente de la incógnita. El problema se nos

presenta en forma esquemática' "Dado. . . , enconirar la longitud del segmento de recta."

Otra economía que podemos hacer es la de la elección. Existen, en

efecto, innumerabies-probleroas susceptibles de relacionarse con el proble-

ma propuesto, tenienáo con él tal o cual punto en común. Pero, conside-

rando la incógnita, limitamos nuestra elección entre todcs esos problemas,

considerando solamente los que tengan la misma incógnita. Y, natural-

mente, incluso entre éstos, examinaremos primero los más elementales y

los que nos parezcan más familiares.
i. Et problema propuesto tiene la forma siguiente:
"Dado. . . , encoÁtrar la longitud del segmento de recta."

Ahora bien, los problemas muy sencillos y familiares de este tipo con-

ciernen a triángulos: Dadas tres partes constituyentes de un triángulo, de-

teiminar la longitud de un lado. Recordando esto, quizá hemgs encon-

trado algo apligable a la pregunta: He aquí utt problerua re-l.acionad'o al

,r7o y qn, osttd ha re¡aelio ya. ¿Puede ulilizarlo?; ¿puede utilizar el tesul-

tado? Para utilizar resultados conocidos relativos al triángulo, necesitamos

un triángulo en nuestra figura. ¿Hay alguno?; ¿o hace falta hacer aParecer

uno pu.á poder sacar provecho de los anteriores resultados conocidos?

¿Dtü innoducir algrht'elemento aaxiliar para poder entplearlo?

Existen diversos problemas sencillos cuya incógnita es _ el lado de un

triángulo (difieren eñ los datos: se pueden dar, por ejemplo, dos ángulos
y unlado, o dos lados y un ángulo, con diferentes posiciones del ángulo
ion relación a los lados dados. Todos los problemas de este tipo son par-

ticularmente sencillos en el caso de triángulos rectángulos)' Concentrando

nuestra atención sobre el problema propuesto, queremos descubrir qué
tipo de triángulo conviene introducir, qué problema.ya resuelto (con la

tir-n incógnita) se adaptaría mejor a nuestro propósito actual. -
Después de introducir el triángulo auxiliar conveniente, puede suceder

que tod-avía no conozcamos los tres elementos constituyentes. Ello, sin em-

Éurgo, ro es una condición indispensable. Si creemos que.podemos obtener
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de un modo o de otro los elementos faltantes, habremos dado un
esencial hacia adelante, tenemos un plan de la solución.

3. El proceso esbozado antes (párrafos L y 2) se ha ilustrado esenci
mente en la sección Lo (de modo un tanto oscuro debido a la lentitud
los alumnos). Es fácil dar numerosos ejemplos análogos. De hecho,
pugde llegar al caso de la solución de casi todos los "problemos por resol
ver" propuestos en las clases de principiantes, empleando apropiad
ia sugerencia: Trate de.pensar en un problemd qtle te rca ¡am;tiar y que"'r{r:í{::T::::2{f 

:;,K'n::K#^sdeun.üo",qu.*áticoymi
primero la incógnita:

1) Dado..l, encontrar la'longitud del segmento de recta.
2) Dado. . . , encontrar el ángulo.
3 ) Dado. . . , encontrar el volumen del tetraedro.
4) Dado. . . , encontrar el punto.
Con una mínima experieniia en problemas matemáticos

recordaremos fácilmente uno o varioJ problemas sencillos que nos
Familiares y que tengan la misma incógnita. Si el problema propuesto
iigT" entre ellos, trataremos de modo natural de emplear lo qir" no, .,
familiar en ellos y utiiizar el resultado de esos probleÁas sencilios. T¡ata-
remos de introducir en el problema un elemento útil conocido de nosotros;
de este modo tendremos un buen principio.

En cada uno de los cuatro casos mencionados existe un plan evidente,
una hipótesis plausible del desaruollo ulterior de la soluciónl

1.) La- incógnita debe obtenerse como lado de un triángulo. eueda
por introducirse un triángulo apropiado con tres elementos 

*conocidos 
o

que sean fáciles de obtener.
2.) Ll incógnita debe obtenerse como ángulo de un triángulo. eueda

por introducirse un triángulo apropiado.

, .3) 
La incógnita puede obtenerse si el área de la base y la longitud de

la altura se conocen. Quedan por determinarse er área de un^ ruru y1a altura
correspondiente.

4) La incógnita debe obtenerse como la intersección de dos lugares
geométricos cada uno de los cuales puede ser una circunferencia o una recta.
Quedan por determinarse los lugares geométricos según la conclición pro-
Puesra.

En todos estos casos, ,el plan sugiere un problema sencillo gue tiene
la misma incógnita y la intención de utilizar su resultado o su método,
Adoptando. un plan de este tipo podemos encontrar dificultades, pero no
obstante, obtenemos una idea que nos sirve de punto de partida, lo que
constituye una gran ventaja.

Mire bien la incógnito. r27

4. Dicha ventaja no la tendremos si no encontramos ningún proble-

, entre los ya resueltos, que tenga la rnisma incógnita que el problema

topuesto. En tal caso es mucho más difícil resolver el problema.
"Determinar la superficie de una esfera de radio dado." Este problema

fo resolvió Arquímedes. No hay un solo problema más sencillo o que ten-

ga la misma incógnita y no existía ninguno del cual Arquímedes hubiese

podido valerse. Ei por ello que su solución puede verse como urra de las

más notables en maternáticas.
"Determinar la superficie de una esfera inscrita en un tetraedro cuyas

is aristas están dadas." Quien coqoce el resultado de Arquímedes, no nece-seis aristas están dadas.'
sita su propia genialidaad pal:a resolver este problema; basta simplemente
.*pr.s^i el radio de la esfera inscrita en función de las aristas del tetraedro.

Evidentemente no es sencillo, pero las dificultades Por vencef no se pueden

par^r a las del problema de Arquímedes.
eono..t o no r.rtt problerna ya resuelto que tenga la rnisma incógnitaLOnOCer O nO Un ProDrerlla ya fesucrtu 9us LElrBa Ii1 u¡rJur4 ¡r¡Lvór¡rl4

con frecuencia la ttnica diferencia que hay entre un problema ficll y

ro difícil.
5. Cuando .{rquímedes logró calcular la superficie de la esfera no

ía, como ya hemos dicho, ningún problema ya resuelto que tuviese
la misma incógnita. Pero conocía varios que tenían una similar. Existen

superficies c.rÑ^s cuye. irea es más fácil de obtener que la de la esfera y

qo" "r^o bien conocidas en tiempo de Arquímecles, tales como las superfi-

i cies laterales de los cilindros, dé los conos o de los troncos de cono. Con

toda seguridad Arquímedes examinó atentamente estos casos similares más

sencilloi, dado que, en su solución, toma como aproximación de la esfera

un volumen compuesto que consta de. dos conos y varios troncos de cono

(véase oErtNlcIóN, 6; pigina 7l).
Si no logramos encontrar un problema ya resuelto que tenga la misma

incógnita que el problema propuesto, trataremos de encontrar uno que

tenga una incógnita similar. Los problemas de este tipo se relacionan me-

noiestrechamente qo. los precedentes al problema ProPuesto y son, por

consiguiente, m.noJ fáciles de emplear, en general, con eI propósito per-

seguiáo, pero pueden sin embargo, ser una guía que no debemos descartar.

6, Añadamos algunas observaciones concernientes a los "problemas

por <iemostrar"; son análogas a los comentarios precedentes, más extensos,
iobre los "problemas por resolver".

Tenemds que demóstrar (o refutar) un teorema claramente enunciado.

Todo teorema ya demostrado que se relacione de un modo o de otro al

teorema propuesto puede sernos útil. Podemos, sin embargo, estimar que

entre todos ástos teoremas, los que tengan la misma conclusión que el nues-

tro nos serán particularmente útites. Sabiendo esto, miranos la conclt-rión,
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es decir, consideramos el teorema insistiendo en la conclusión. Esta forma
de pr_oceder puede representarse esquemáticamente como sigue:"Si. . . , entonces los ángulos-soÁ iguales.'

concentremos toda nuestra atención en Ia conclusión que se nos pro-
pone y tratemos de pensar en algún reorenta qile fioJ rca-faniliar y'qre
ienga la nti¡ma conclz¡ióu o una sinilar.

En lo particular, tratemos de pensar en teoremas del mismo tipo, a la
vez sencillos y familiares.

En el .caso presente existen diversos teoremas del mismo tipo, y pode-
mos acordarnos del siguiente: "si dos triángulos son demejantei, los lngu-
los correspondientes son iguales." He aquí un reorema qre se relacionl-al
v/Io ! qtte la ba ¡ido demostrado. ¿Puetle utilizarlo?; ¿debe introclucir algrin
elenento aaxiliar para poder atilizarlo?

Siguiendo estas sugerencias y tratando de ver la ayuda aportada por el
teorema del que nos hemos acordado, podemos conc.tir .rn plun, Intente-
mos demostrar la igualdad de los ánguios en cuestión a partii de los trián:
gulos semejantes. Para ello hará falta introducir dos tiiángulos que ren-
gan dichos ángulos y demostrar que son semejantes. Esto-parece ser un
buen plan para empezar el trabajo y quizá nos lleve al fin deseado como
en la sección 19.

7 ' Resumamos. Recurriendo a problemas ya resueltos que tienen la
misma incógnita o una similar (o a teoremas ya demostradoi q,re tengan
la misma conclusión o una similar) tenernos giandes posibilidaáes de ám-
prender el camino en la clirección correcta y podemós concebir un plan
para resolver el problema propuesto. En los casos sencillos, que son los rnás
trecuentes en las clases de principiantes, problemas muy eiementales que
tengan la misma incógnita (o teoremas que tengan ra misma conclusión)
son en general más que suficientes. Tntar de acordarse de tales problemas,
e-s un proceso natural que surge del sentido común (compárése con lo
dicho a este respecto en la sección 4). Es sorprendent" qu. un proceso tan
simple y tan fructuoso no sea más ampliamente conocido; .r..-o, incluso
ser los primeros en haberlo formulado como método. En todo caso, en
matemáticas, ni los alumnos ni los profesores deben ignorar la sugerencia:
Mire..bien la incógnita. Y, trate di pensar en algtitt-probrema qie le sea
Ialtuhar y qae tenga la misma incógnita o una sintilar.

.Notación. Para poner en evidencia las ventajas que ofrece una no-
tación bien escogida y usual, tratemos de sumar alguios números rela-
tivamente_.grandes con la cr:ndición de no emplear-las cifras arábicas y
g.u. n: disponemos más que de los números romanos. Tómense, por
ej_emplo, los números MMMXC, MDXCVI, MDCXLVI, MDCCLXXkI,
MDCCCLXXXVII.

Notación

No se puede subestimar la importancia de la notación en matemáticas.
Los matemáticos modernos que utilizan el sistema decimal tienen una gran
ventaja sobre los de la antigüedad, que no disponían para escribir núme¡os
de un sistema tan práctico. Un alumno medio que, en nuestros días,,conoce
bien la notación usual del álgebra,la de la geometría, analítica, las diferen-
ciales y el cálculo integral, tiene una gran ventaja sebre los rnatemáticos
griegos cuando se trata de resolver problemas de superficie o de volumen,
para cuya solución fue necesaria la genialidad de un Arquímedes.

1. Existe un lazo muy íntimo entre la palabra y el pensamiento: las
palabras facilitan el pensamiento. Ciertos filósofos y filótogos han ido,
incluso, más lejos al afirmar que el uso de las palabras es indispensable al
uso de la nzón.

Esta afirmación nos parece, sin embargo, exagerada. Si tenemos un
poco de.experiencia en ef trabajo matemátiJo, sabemos que podemos pen-
sar, de modo eficaz, sin emplear palabras, simplemente viendo figuras geo-
métricas y manipulando símbolos algebraicos. Las figuras y los símbolos
están estrechamente ligados al pensamiento matemático. Es úqil, para pen-
sar, el .empleo de figuras o símbolos. Podemos pues, modificar, mejorán-
dola, la afirmación enunciada más arriba -afirmacifin demasiado limi-
tada- asignando a las palabras el mismo rango que a los otros signos, y
decir que el aso de los signos parece ind.ispensable aJ uso de la razón.

De todas formas, el empleo de símbolos matemáticos es análogo al de
palabras. La notación matemática aparece como una especie de lenguaje,
une langae bien faite, un lenguaje perfectamente adaptado a su propósito,
conciso y preciso, con reglas que no sufren excepciones.

Si aceptamos este punto de vista, el praNr¡o DE LA EcuAclóN aparece
como una especie de traducción del lenguaje común al lenguaje de los sím-
bolos matemáticos.

2. Algunos de estos símbolos, como los signos *, -,:, etc..., tie-
nen tradicionalmente un significado establecido, pero otros, como por ejem-
plo las letras de los alfabetos latino y griego, se emplean con sentidos di-
ferentes, según los problemas. Cuando emprendemos el estudio de'un
ptoblema nuevo, tenemos que elegir ciertos símbolos, introd*cir ana nota-
ción apropiada. Podemos, es cierto, hacer una observación análoga en el
empleo del lenguaje común. Muchas palabras se emplean en un sentido que
varía según el contexto: cuando importa la precisión, las palabras deben
elegirse con cuidado.

La elección de la notación constituye una etapa importante en la solu-
ción de un problema. Debe elegirse con cuidado. El tiempo que se consagre
a la elección de una notación será largamente compensado por el que gana-
remos más tarde al evitar cualquier duda y cualquier confusión. En dicha

t29
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elección nos guiará un atento examen de los elementos del problema. Así,
una notación apropiada podrá contribuir de modo primordial t la com'

prensión del problema.
3, IJna buena notación debe ser clara, concisa y ficíl de retener en Ia

memoria; debe evitar toda interpretación dudosa y utilizar las que puedan
ser útiles. E[ orden de los signos y las relaciones entre ellos deben sugerir
el orden y las relaciones de los objetos a los que cotresponden.

4. Ante todo, los signos no deben ser anbiguo¡' Es inadmisible que
un mismo símbolo designe dos objetos diferentes en el curso de un mismo

estudio. Si en un problema, llamamos a a cieita magnitud, se deberá evitar
el designar con ¿ otro elemento relacionado al mismo problema-. Claro está,
si se táta de otro problem4, la letra a se puede utilizar entonces en sentido
diferente.

Si bien está prohibido emplear el mismo símbolo para designar obje'
tos diferentes, poidemos empleir símbolos diferentes para un mismo objeto,

como por ejemplo escribir e[ producto de a por á como sigue:

a X b a . b  a b

Pero, cuando se estime ventajoso proceder así, es decir, emplear dos
o más signos diferentes Para un mismo objeto, deberá tenerse cuidado. En
general vale más emplear un solo signo para un solo objeto, y no empleat
varios si no hay necesidad de ello.

5. Los signos elegidos deben ser fáciles de record.m y reconocer; cada

uno de ellos debe recordarnos el objeto correspondiente y viceversa.
Un procedimiento que permite tener signos fáciles de reconocer consiste

en emplear iniciales como símbolos. Por ejemplo, en la sección 20, hemos'

elegidó r p r^ La rapidez, t para el tiempo, a PLra el volumen. Pero esto no
"s riempré posible. Así en la misma sección 20, hemos tenido que conside-

rar un iadió at cual no podíamos asignar la letra r dado que ésta se había

tomado para design"r ,rna rapidez. Existen otros motivos que limitan la
elección de símbolos, y otros medios de hacedos más fáciles de reconocer:
discutiremos los unos y los otros.

6. Una notación no es solamente fácil de reconocer, sino también par'
ticularmente útil en la ayuda de la concepción del problema, cua¡do el or'

den y larelación de los signos sugieren eI orden y Iarelación de los obietos,
He aquí algunos ejemplos destinados a ilustrar este punto.

If Para designar objetos que están cerca uno del otro en la concepción

del problema, elegiremos en el alfabeto letras que estén cercanas.
Así, emplearemos generalmente letras del principio, como 4' b, c, para

las cantidades dadas o constantes, y letras del final, como r, ! ' z' P^Ía c n'

tidades desconocidas o variables.

No¿ación

En la sección 8 hemos empleado a, b y c par.a designar el largo, el
ancho y la altura de un paralelepípedo que constituían los datos del proble-
ma. Dicha notación ha parecido preferible a la que hubiese consistido en
emplear iniciales, l, a, A. En efecto, al representar las tres dimensiones el
mismo papel en el problema, este hecho queda recalcado por el uso de
letras consecutivas. Además, al figurar al principio del alfabeto, las letras
a, b y c, ya lo hemos dicho, son las más usuales cuando se trata de designar
cantidades dadas. En otro problema en el cual las tres dimensiones jugásen
papeles diferentes y donde fuese conveniente distinguir las horizontales
de la vertic¿l, podría ser preferible el empleo de las iniciales l, a, A.

II) Para designar objetos pertenecientes a una misma categoría, elegi-
mos con frecuencia letras de un mismo alfabeto, y nos valemos de otros al-
fabetos diferentes para otras categorías. Así por ejemplo, en geometría
plana, empleamos con frecuencia:

Mayúsculas latinas como A, B, C.,. . . para- puntos,
minúsculas latinas corrro a, b, c, . .. para líneas,
minúsculas griegas cofiro c, F, 1,.. . para ángulos.
En presencia de dos obietos pertenecientes a categorías diferentes, pero

que tienen entre sí una relación importante, podemos elegir, para desig-
narlos, letras correspondientes de alfabetos diferentes: A y o, B y b, y asi
por el estilo. Un ejemplo de lo más característico está dado por la notación
habitualmente empleada para el triángulo:

A, B, C representan los vértices
rt, b, c los l¿dos
a, F, I los ángulos.
Se sobreentiende que ¿ es el lado opuesto al vértice A y gue el ángulo

e n l e s a .
III) En la sección 2O, las letras a, b, *, ! están particularmente bien

elegidas para indicar la naturaleza de los elementos designados y la relación
entre ellos. Las letras a y b sugieren el hecho de que las magnitudes desig-
nadas son constantes, mientras que r y 7 designan variables; por otra parte
a precede a b como x precede a y, lo que nos muestra Ia misma relación
entre a y b gueentre r y y. El efecto, a y x solhorizontales, b y ! vertica-
l e s , y a : b = x : 1 .

7' La notación 
aABc - "'EFG

indica que los dos triángulos son semejantes. En las obras modernas, esta
fórmula especifica además que en los dos triángulos semejantes, los vé¡ti-
ces se corresponden en el orden en que se-han escrito: A a E, B a F, C a G.
Las obras más antiguas no lo hacían así, y el lector debía mirar la figura o
¡ecordar el texto para saber cómo se correspondían entre sí los vértices.

r3l
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La notación moderna es preferible a la antigua. Gracias a ella pode-
mos deducir las consecuencias de la fórmula sin mirar la f igura. Asi, po-
demos deducir que

)', al igual, otras relaciones del mismo orden. La notación antigua es menos
significativa y no permite conclusiones tan precisas.

_ se puede decir que una notación más significativa que otra es mis rica.
La notación moderna para los triángulos semejar¡tes es más rica que ra
antigua, rcfleja el orden y las relaciones de las cosas de un modo más com-
plito y, por consiguiente, puede permitr el deducir mayor número de
consecuencias.

8. Las palabras tienen significados secundarios. Q¡.reremos decir con
esto que, en las frases donde son empleadas, el contexto puede influir sobre
ellas, añadir a su significado normal (primario) un mátiz, un significado
secundario, una "connotación". 

Así pues, para escribir lo mejoi posible,
eligiremos de preferencia, entre las palabras casi sinónimas, aquelfas,cuyo
segundo significado se adapte mejor.

Hay algo similar en la notación matemática. Incluso los símbolos ma-
temático-s pueden adquirir una especi'e de significado secundario, prove-
niente de contextos en los que con frecuencia se les emplea. En la elicción

,9ue hagamos de una notación adecuada, tenemos que tener en cuenta est¿'circunstancia. Ilustremos el punto.
Existen ciertas letras que han adquirido un significado tradicional,

profundamente arraigado. Así, e representa en geneial la base de los lo-
garitmos naturales, I la unidad imaginaria t/=T, ", la relación de la cir-
cunferencia a su diámetro. vale más, en general, no emplear estos símbolos
sino en su significado tradicional dado qug si los empleamos en sentido
diferente, puede suceder que se nos imponga su significado tradicional y
ello nos induzca en error. observemos por lo demás que estos segundos
significados, con frecuencia peligrosos, molestan menos al principiante, de
conocimientos limitados, que al matemático experimentado; peró la expe-
riencia de este último debe ser suficiente para vencer este tipo áe dificultad.

El significado secundario de un símbolo puede ser igualmente útil, in-
cluso con largueza, si se emplea con tacto. Una notación ya empleada puede
ayudar al investigador al recordarle un proceso interesante; se réquiere, claro
está, tener el cuidado de distinguir clararnente el significado aciual (signi-
ficado primario) del símbolo de su significado precedente (significádo
secundario). una notación fija lcomo la que es tradicional para los diversos
elementos del triángulo y que hemos rnencionado antes, 6 II)] presenta
graniles ventajas; si se utiliza varias veces, nos ayudará recordándónos di-

4 A : 4 8
A B : B C : E F : F G
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versos procedimientos ya empleados; nos acordamos mejor de las fórmulas

que seiscriben con una notación fija. Desde luego, tenemos que tener un

d i¿"¿o enorme cuando cie¡tas circunstancias nos obligan a emplear una

notación tradicional con un significado ligeramente diferente a su signifi-

cado habitual.
9. Cuando podemos elegir entre varias notaciones, podemos indina¡-

nos lacia ,rn" po^, ta1 raz6n, ñacia otra por tal otra razón, etc. . . Se requiere

experiencia y gusto para elegir la más apropiada, tL igual que para elegir

la palabra máJ convéniente. No está por demás, sin embargo, conocer las

dinersas ventajas y desventajas expuestas aquí. Reteng"'gt 1l 
menos que

tenemos que tener mucho cuidado al elegirla notación, elección que debe

motivarla una razón úlida.
10. No sólo los malos alumnos de una clase muestran aversión por el

ilgebra; esto puede ocurrirles a estudiantes inteligentes. siempre hay algo

de"arbiirario y artificial en una notación; es pesada tarea part la memoria

el aprender,un nuevo sistema. Un alumno inteligenteP."d: negarse a ello

si no capta la raz6n. La aversión que muestra hacia el álgebra está iustifi-
cada si no se le han dado ocasioneJ frecuentes de constatar por la experien-

cia la ayuda evidente que el lengaaie de sínbolos maten'áticos paed.e-

ofrecer á la mente. Ayudarle en tal experiencia es un deber importante del

profesor, diremos incluso esential, nada fácil por lo demás'
^ 

Las observaciones precedentes nos han parecido de cierta utilidad. Véa-

se también ILANTEo ir ra rcuacróN. Se puede recomendar, como eier-

cicio particularmente instructivo, la verificación de una fórmula mediante

la disiusión de,sus características (véase la sección 14 y, ¿nuroE coMPRo-

BAR EL nrsul-T¡oo?, 2; Pigina L67) -

Pappus, célebre matemático griego, vivió_ probablemente hacia el año

300 anta de J.C. En el séptimo libro de sus Collectiones trata un tema que

llama rivaluópew\ (analyámenos), lo que podemos_traducir p._or "Tesoros

det análisis';'o "Aite dá resolver problemas" o incluso por "Heurística",

Dareciéndonos.este último término el más adecuado. Lo que sigue es una

adaptación libre del texto original.^..La 
heuristi.a, p'f .llamarla por su nombre, es un fesumen, una doc-

trina especial para ,iso de aquelloi que, tras haber estudiado los elementos

ordinarios, .deiean dedicarse a la solución de problemas matemáticos; no

sirve más que Pafa esto. Es la obra de tres hombres, Euclides, autor de los

Elementos, Ap-ollonius de Perga y Aristaeus el mayor. Enseña los métodos

de análisis y síntesis.
,,En anáüsis, partiendo de lo que es requerido, lo considefatnos como

admitido, su."moi las consecuencias, despuft las consecuencias de dichas

consec.rencias, hasta llegar a un punto que podamos utilizar como punto de
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partida para una síntesis. Pues en análisis admitimos, como ya hecho, lo
que nos piden que hagamos, como encontrado lo que buscamos, como ver.
dadero lo que hay que demostrar. Buscamos de qué antecedente se podría
deducir el resultado deseado; después buscamos cuál podría ser el antece.
dente de este antecedente, y así sucesivamente, hasta que pasando de un
antecedente a otro, encontremos finalmente alguna cosa conocida o admi.
tida como cierta. Dicho proceso lo llamamos análisis, solución hacia atrás
o razonamiento regresivo-.

"En la síntesis, por el contrario, invirtiendo gl proceso, partimos del
último punto alcanzado en el análisis, del elemento ya conocido o admitido
como cierto. Deducimos lo gue en el análisis le precedía y seguimos así
hasta que, volviendo sobre nuestros pasos, llegamos finalmente a lo que se
nos pedía. Dicho proceso lo llamamos síntesis, solución constructiva o
razonamiento progresivo.

"H^y dos tipos de análisis; el primero es el análisis de los <<problemas
de demostración>, cuyo objeto es establecer teoremas verdaderos; el otro
es el análisis de los <<problemas por resolver>, cuyo objeto es determinar la
incógnita.

"En un <<problema de demostración>>, se nos pide demostrar o refutar
un teorema I claramente enunciado. No sabemos si I es verdadero o falso;
pero de A derivamos ot¡o teorema B, luego de B otro teorema C, y así su-
cesivamente hasta llegar a un último teorema L ya conocido. Si Z es verda-
dero, A lo será igualmente, con tal de que todas las derivaciones sean
reve¡sibles. A partir de L, demostramos K que precedía a L en el análisis
y, así, regresando paso a'paso, llegamos ¿ demostrar B partiendo de C y,
finalmente, demostramos I partiendo de B, alcanzando nuestra meta. Por
lo demás, si l, es falso demostramos que A era igualmente falso.

"En un <<problema por resolver)>, se nos pide determinar una cierta
incógnita x que satisfaga una condición claramente enunciada..No sabemos
si dicha condición puede ser satisfecha, pero admitiendo que una incógnita
x satisface Ia condición impuesta, podemos derivar otra incógnita 7 que
debe satisfacer una condición relacionada con la primera; después relacio-
namos / con una tercera incógnita y así sucesivamente hasta llegar a una
última incógnita z que podemos determinar por algún método conocido,
Si realmente existe una incógnita e que satisface la condición impuesta,
igualmente existirá una incógnita rc que satisfaga la condición primitiva, con
tal de que todas las derivaciones sean reversibles. Determinamos primero z,
después, conociendo z, determinamos la incógnita que precedía a z en el
análisis; y procediendo así, paso a paso, llegamos a y, de donde final.mente
determinamos x, logrando así lo propuesto. Si por el contrario, nada satis-
face la condición impuesta a z, el problema relativo a r no tiene solución;"
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No olvidemos que lo que precede no es una traducción literal, sino una

adaptación, una paiáfrasl¡. Ciertas diferencias entre los dos textos merecen

onoi^rr", dado qúe ál texto de Pappus es importante en muchos sentidos'

1. Ñuestra paráfrasis emplea una terminología más precisa que el ori-

g ina l  e  in t roducé los  s ímbo loJ  A,8 , . . .L ,  x ,  l .  ' . ; -queaqué l .no  l leva '

2. La parifrasis habla de "problemas matemáticos" (pág. t31, li'

nea 35), mientras que el original-habla de "problernas geométricos"' Ello

subrayá el hecho de que los métodos descritos por Pappus no se limitan ex-

clusivamente a problémas geométricos, ni intluso a problemas matemáticos.

Ilustraremos to ¿icto mediante ejemplos, dado que, en tal caso, conviene

generalizar y desligarse de la naturaléza del tema (véase sección 3).

3. Ejerítpto algebraico. Determinar la incógnita x en la ecuación

8 (4" +,r- ' )  -  t4 (2 '  + 2 ")  *  101 = o

se trata de un "problema por ¡esolver" que no ti:ng -"1dn de fácil para

un principiante; requiere, en éfecto, una cierta familiaridad con el análisis,

no .on la palabra, es, evidente, sino con la idea de alcanzar' lrr mcta por

medio de reducciones repetidas. Además, se requiere un buen turrocimiento

de ecuaciones más simpies. Incluso con dichos conocimientos, serán nece-

sarios una buena idea, un poco de suerte y un espíritu inventivo que le

lleve a observar que, puestoque 4' : (2*)" y 4* - (2')'", puede ser con-

veniente el introducir una nueva incógnita

J  : 2 ' '

En efecto, esta sustitución es realmente conveniente dado que la ecua-

ción ottenida p^r^ y

, (  ¡ + l ) - ' n l t * | ) * 1 o r : oV  r l  \ '  r l
parece más sencilla que la ecuación primitiva. Pero todavía no basta. Se

iequiere otra pequeñá idea e introducir otra incógnita:

" : l + ] ,

que transfor mati la condición en

8 2 " - t 1 z * 8 1  = 0

Aquí termina el análisis, a condición de que el gue resuelve el problema

sepa resolver ecuaciones de segundo grado.' 
¿Cuál es la síntesis? El hecho de llevar a buen término, gradualmente,

los iálculos que el análisis dejaba Prevef como posibles.Il que resuelve el

problema no necesita nuevas ideas para terminado, sino únicamente-pacien-

iia y atención para calcular las diversas incógnitas. El orden del cálculo es
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inverso al orden de la invención; se determiria primero z (z : 5/2, r7A),
después y 0 = 2, r/2, 4, r/a) y finalmente, x la incógnita pedida en un
principio (*: 1, -L,2, -2).La síntesis recorre el análisis paso porpaso
y es fácil ver el porqué en el caso presente.

4. Ejenzplo no matenático. Un hombre primitivo quiere cruzar un
arroyo, pero no lo puede hacer como de costumbre debido a una crecida
que s€ ha presentado la noche anterior. El cruce del arroyo se torna, pues,
tema de un problema; "cruzar el arroyo" es la x del problema originil. El
hombre puede acordarse de haber cruzado un arroyp sobre un árbol aba-
tido. Busca en torno suyo para ver si encuentra uno, convirtiéndose este
árbol abatido en su nueva incógnita y. No llega a encontrar ningún árbol
abatido, pero observando que el arroyo está bordeado de árboles, es su
deseo que uno de ellos cayese a tierra. ¿Podría hzcet caer uno a través del
arcoyo? He ahí una brillante idea que plantea una nueva incógnita: ¿Cómo
obrar sobre el árbol para hacerlo caer justamente a través del arroyo?

Si aceptamos la terminología de Pappus deberíamos llamar "análisis"

a esta serie de ideas. Si el hombre primitivo lleva al cabo su análisis, puede
resultar se¡ el inventor del puente y del hacha. ¿Cuál será la síntesis? La
conversión de las ideas en actos, siendo el acto final el cruce del arroyo por
medio del árbol.

Los mismos objetos forman parte del ¿nálisis y de la síntesis; haciendo
trabaiar la mente del hombre en el primer caso, sus músculbs en el segun-
do; el análisis consiste en pensamientos, la síntesis en actos. Hay, sin em-
bargo, entre ellas otra diferencia y es que el orden está invertido. El cruce
del arroyo es el deseo primordial de donde arÍanca el análisis y es igual-
mente el acto final al que llega la síntesis.

5. Lz ptif.rasis sugiere, de un modo un poco más preciso que el origi
nal, el lazo natural existente entre análisis y síntesis. Dicha relación es
manifiesta después de los ejemplos anteriores. El análisis precede, natural-
mente, a la síntesis; el análisi¡ es la inuención, la concepción del plan del
cual la síntesis es la ejecación.

6. La paúf.nsis conserva, e insiste incluso sobre ellas, ciertas frases un
tanto curiosas del original: "admitamos que lo que se nos pide hacer ya
está hecho, lo que buscamos ya está encontrado, que lo que hay que demos-
trar es verdadero". Es paradójico. ¿No es absurdo admitir gue el problema
por resolver está resuelto? Es también un tanto oscuro. ¿Qué es lo que esto
significa? Si examinamos el contexto de cerca y tratamos de utilizar hones-
tamente nuestra experiencia personal en la solución de problemas, el signi-
ficado no puede ser equívoco

Consideremos primero un "problema por resolver". Llamemos x la
incógnita y a, b, c los datos. "Admitir el problema como resuelto", es admi-

Pappus

t i rqueex is teunob je toxquesat is face lacond ic ión 'esdec i r 'quees tab lece
;;Jl* ;;l;;4 b, c'las retaliones prescriras por la condición. Esta hipótesis,

olanteada "*.t,rrirr"-.-.i ; ;^;^ peimitir .orri"rrr", el análisis, . es provisional

:'tJ;il;. il;;;;,;áicn'o obieto no existe y el análisis.nos conduce

a cierta parte, nos conducirá forzosarnente a un problema final que no ten'

.ga solución, y Por ro'i"ü st pondtá.de'maniFiesto que el problema ori-

sinal tampoco la tenía. aíi p"es, la hipótesis habrá sido útil. Para exa-

il¡f;, il:"jj¡.¡j;;,,..,o;; {o" ion..ui, q visualizar,seométricamente las

relaciones existentes ;;i;" " i o, b, c prescritas por.la co¡dición' ¿Cóq9

hacerro sin concebir ;.o,n" existente?'En fin, la hipótesis.es,natural. El

hombre primitivo, .,ry"t-iat"t I Ttgt.helos 
discutido en el pinafo 4' se

ve cruzando "t "rroyolJoun" ""'aruor abatido antes de poder hacerlo efecti

vamente; ve su problema 
"resuelto"'.

Elobjetodeun..problemadedemostración' 'eslademostracióndeun
cierto teorem a A. Elil;.," de ..admitir. l como verdadero" no es más

qu" ,rn" invit¿ción L Sacar i"s cons"co.ncias de dicho teorema' aunque no

L iü" ,"á^ti" ¿.rnotttuao. Aquellos P:, P9t disposición de su mente o

filosofía, ," ,"hos.rr- " hace'lo nt podrán jamás comenzar un análisis'

Compárese con FIGURAS, 2; -página 91'

7 . Dos veces ," rr" .-pi."iá, ár, la paráfrasis, la frase "con tal de que

todas las derivaciones r.* i.u.rtíbles"; iéase píg. 134, lineas 23, 24 y 37'

Se trata de una i"t.rpoi^fiOn: el original nadi parecido.menciona, siendo

oúr.*^¿" y criti.ua"'.r, los tiemposlodernos 'a ausencia de dicha condi-

ción. Véase "*our"ti AUXILIAi, 6, en lo que concierne a la noción de
"reducción reversible" ; pigina L11'

8.El. .anál is isdel.os"problemasdedemostración' 'sehaexpl icadoen
la paráfrasis .n forÁ" totilmente diferente a la empleall 

:l* 
original'

pero el sentido no se ha modificado, y en todo caso, no hay ninguna inten-

ft;;;;;;;;ro. g" *""to al análisii de los "problemas 
Por resolver"' se

ha explicado en la parif.rasis en-forma más cbncreta que.en el original;

éste parece querer ¿át.iiUit "n método más general' laconstrucción de una

ürí;-;; irrlú*i irrilimes eqaiaalentes, tal como to bentos descrito en

PRoBLEMA AUXILIAR' 7; Pigina 156'

. 9. Muchos textos áe'gáometría elemental contienen algunas observa-

, ciones sobre anáIisis, sínteíis y sobre el hecho de 
"considerar el problerna

.o-o resuelto,,. No'es de duáarse que esta tradición, sólidamente implan-

tada, se remonte a Pappus, Pese a gue.ninguno.de los t:*:: en cuestión

,. ,áfi"r" a dicho fit¿iófo. El t"m" es bastante importante como Pata ser

mencionado inatoro "n textos elernentales, Pero con el riesgo de ser mal

interpretado. U ,oio h*ho de que esté limiiado a los textos de geometría

ffií;ü;n" "ri¿."* falta deiomprensión (ver párrafo 2). Si las consi-
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deraciones 
.precedentes pudiesen contribuir a mejorar dicha comprensión

de la cuestión, su desarioilo estaría ampriamente justificado

. 
Para otro ejemplo, un punto de visia difereníe y comeitarios más ex-tensos, véase n¡,zoNAMIENTo REcREsIvo; compárese igualmente REDU.-

c¡órv ,u ABSURDo y DEMosrRAclóN ¡Nornrcr¡.

. Paradoja del inventor. Er plan más ambicioso puede ser también
el mejor.

Tal proposición puede parecer- paradójica. Sin embargq cuando se
l::i,1: 

" pfoblem13.ort9, ie puede-obs.rí"r,con frecuencii que el noevo
problema, más "ambicioso" 

que el primero, es por lo demás .á, fá.il d.res<¡lver. Puede ser más fácil-iesponder u ,,árias'preguntas q,r"-" un" ,ol^.El teorema cuyo alcance es más.*t"nro puede r", -¿íra.il dá demostrar; er
problema más general, más fácil de reiolver.

^,^_tÍo,:1�*., 
la paradoja desaparecesi examinamos de cerca algunos

ll.enftos- ( GENERALrzacróN, 2 ; lNnucclóN E rNDuccrór.¡ ¡r,r¡rE¡,rÁ"rrca,
1):Pt plan más ambicioso puede tener rnás probabilidades de éxito a con-
dición d.e 9ue no se funde én ra pura pretenlión ,ino .o "rt"na visión de
las relaciones que sobrepase las qo. re áncuentran en primer término.

Particularización; 
-consiste 

en pasar de la coniid"ru.ioi á. un con-junto de-objetos dado a la considerrción de un conjunto más pequeño _0
incluso de un solo objeto-- contenido en el conjunto a.do. 

-Lá-ot"rticut"ri-

zación es con f¡ecuencia útil en la solución de iroblemas- 
-- 'r'

,.t. ,Ejeyzplg. En un triángulo sea r el radió det círculo inscrito, R el
radio del círculo circunscrito y H la altura mayor. se tiene entonces

r * R = H

se trata de demostrar (o refutar) este teorema; r es un "problema 
por

demostrar".

, 
El teorema propuesto es de tipo poco común y puede ser difícil el recor-

dar algún teorema relativo a triángulos que tenga una conclusión similar.
Si no encontramos alguno, podemos tratar de nliifi.". el teorerna en un
c1so,lyticular, por ejemplo, en el caso que el triánguro fuese equilátero.
En dicho caso

, :+  R :T
lo q:.e implica, en dicho caso, que el teorema es correcto.

si no se presenta ninguna ótra idea, podemos tratar enton ces er caso
parttcular menos restringido del triángulo isósceles. La forma de un trián-
gulo isósceles varía con el ángulo en er vértice, existiendo dos casos límites,

x T'be Anericax Mathematical Montbll. vol. t0 (r9aj) pág. 12{ y vol. 1l( r9 i . i )  pág5.  2 ) . i -2 )6 .
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el caso en que el ángulo en el vértice es igual a 0o y el caso en que es igual

, fSO.. Eri el primir caso, la base del triángulo isósceles se reduce a cefo

Y es notable que 

r: o ^: 
f,n

Por consiguiente el teorema se verifica. En el segundo caso límite, las

tres alturas se anulan Y se tienen

r : O  R = o o  H : O

la proposición no se verifica. Hemos demostrado que el teorema ProPuesto
es falsó y así queda resuelto el problema'

Obséruemos de paso que la'proposición resul.ta igualmente falsa en el

caso del triángulo ¡bsi.tei *yo lnguto en el vértice á casi de 180". Pode-

Áor, po.t, dácartar "oficialáent"" lot casos extremos que parecerían no

ser del todo "ortodoxos".

2. ,lL'exception confirnte la régle." "La excepción conlinna la regl.a."

fste aicfio no e's más q,.é.rn" .tp"Ji. de broma, imaginada para ridiculizar

la flexibilidad de un .i.tto tipo de lógica. Hablando seriamente, diremos

que, al contrario, una sola excepción basta -para- refutar irrevocablemente

ü-fu pretende ,., on" regla o una afirmación de car1cter general. El mé-

todo más corriente y .oñ frecuencia el mejor para refutar tal pfopo-

sición consiste precisamente en encontrar un objeto que no encuadre con

ella; ciertos aut^óres llaman a dicho objeto contra-eiemplo'
' 

i^proposición que Por hipótesis es general, concierne a un cierto con-

junto dL oÉjetor; pná ,ef.rt".lo partic,alarizanzos eligiend,o, en dicho coniun-

io, ,rn obieio qoÉ no encuadre'en ella. El ejemplo precedente'.pá1rafo 1'

muestra cómo se oPera. Podemos examinar, en principio, cualqutet caso

prrti*t^t sencillo,'es decir, un objeto, elegido al azar,. en el cual po-

damos fácilmente verificar la proposición. si la experiencia muestra que el

caso no encuadra en la propo^sición general esa sé {1 pot refutada, que-

dando terminada nuestra labor. Si aicontrario, el objeto examinado con-

fiima la proposición, es posible deducir algo útil de su exarnen' Podemos

t*., f" iirpiesión dá q"á la proposiciórr, pése a todo, es cierta, y quizá ello

nos dé una'idea de la dirección "n qo" tenémos que buscar la demostración.

O bien, como en el ejemplo del párrafo 1, podemos entrever dónde y

cómo buscar el contra-ejemplo, es decir, otros casos particulares para exa-

minar. Podemos modifiiar .i ."to ya examinado, variarlo, buscar algún caso

particular menos restringido, tratar de encontrar casos extremos' como en

el párrafo 1.
Loscasosextremossonpart icularmenteinstruct ivos,Siunaaf irmación

general se supone apticable a todos los mamíferos, debe aplicarse igual-
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mente a un mamífero tan faro como la ba'ena: no olvidemos er caso ex-t¡emo de la ballena. Examinándoro de cerca quizá ileguemos-a refutar la
iltjTuri¿",general, 

ya que estos casos extremos corren er riesgo de ser olvi-ctados por los inventores de generaridades. si "r .o"lirrio, .i"ni .r^-o, q".la proposición se verifica iniuso "n .i..rt extremo, deduciremos de dichaconstatación una demostración-por inducción t""i;;;;liü luanto másgrandes eran ros riesgos de refutació". rrt".¿r;il;:i;"d;'l tr"nrfor-mar et dicho del c.,aI partimo, y ü;;¡i" úibl.:;ü;; permite erestudio de la regla."
3' Ejemplo. se conoce ra velocidad de dos barcos y sus posiciones enun momento dado; cada barco sigue un gamino rectilíneo con verocidadconstante. Determinar ra distancia entre los ao, u"r.o, 

-.,r"Jo 
están máscerca uno de otro.

.:^^!:r:ál-1t 
la incógnital La mínima distancia entre dos móviles, conside-rando a estos como puntos materiales.

, t.fuále1 son los da1o1? Las posiciones iniciares de ros puntos materiaresmóviles y la verocidad de cada^uno de eilos. DiÁas ;;i":td;;'son cons_tantes en valor absoluto y en dirección.
tcuát e¡ la condiciin? se debe-eoaluar ra distancia entre ros móvilescuando esa es mínima, es decir, en er momento en que ros máviles est¿nmás cer.ca uno de otro.

, ̂  ?ib:it 
ana f igura. Introdazca una notación ap-rofiada. En la figqra 15,ros puntos A y B indican la posición inicial a1q" i. io, J* il; Los seg-mentos de recra orientados (vectores) Ap y rg ,.prá*"úriür'i"Jo.i¿"a.,

n"/

P A
FIG, I '

1i1": 
O. tal.formaque el primer barco se desplaza.según la recta que pasapor los puntos A v p y cubre la distancia A! en h il¡;; l.'li..po; .rsegundo barco se despraza del mismo modo siguie"d";;;¿.
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¿Caá les la incógn i ta?L^mín i rnad is tanc iaent re losdosbarcos ,uno
desilazándose a lo lírgo de.AP y pl otro a lo largo l'nQ' . ..

En este rnomento ál problema está claro; sin embargo, si sólo queremos

utilizar medios elementaies, podemos todavía preguntarnos cómo se pled¡

i.r"l".t. No es de los más i¿i¡t.r, y su dificultád estriba en una particulari-

dad que podemos expresar.diciendo 
"qu9 hay demasiada variedad". Las

poricünei iniciales A'y B, así como las velocidades AP y Bp pueden darse
'¿" 

ái""rro, modos; de hecho, los cuatro puntos A, B, P y Q se pueden ele-

gir arbitrariamente. Ahora bien, la solución reque-rida- debe convenir sean

cuales fueren los datos y no vemos todavía el medio de hacer cuadrar una

misma solución con toáas estas posibilidades. Esta impresión de "dema-

siada variedad" puede dar lugar, a la pregunta y siguiente respuesta:

¿Podría imaginar algtin'ptoblr*i ,'ln'ionado aI st/yo I que sea mis

orráibk?; ¿,n froblenti nái particular?,Existe, claro está, el caso extremo

en el que orr, á. las velocidaáo r." nula. En efecto, el barco puede echar

anch Én B"y Q coincidir con B. La distancia más corta entre el barco pa-

rado y el bárñ navegando serila perpendicularbaiada desde el primero

ala iecta por la cual se desplaza el segundo'
4. Si esta última idea nos viene a la mente al mismo tiempo que u¡r

presentimiento que nos incita a llevar más lejos el caso, si, en otros térmi-
^nos, 

presentimoi que este caso particular extremo (que podría Parecernos
demÁiado sencillo para ser interesan!")- "-1a tener un cierto papel en nues-

tra investigación, pódemos calificar de brillante esta idea'

Ue a{uí an' 
'problema 

relaciona.do al s-uyo: problema particular que

acaÉa de iesolver. ¿Paed.e atilizarlo?; ¿podría empledr str resritad'o?; ¿debe
introdacir algtin elinzento asxiliar para poder atiliz¿rlo? Hay que utilizarlo,

¿pero cómo?"¿cómo se puede utilizar el resultado obtenido -en. 
el caso en

qoe r p.rmanice parado mientras B se desplaza? La inmovilidad es un caro

iartickar del movimiento; yel_movimiento mismo es telativo. Es por ello

q,r., ,.^ cual fuere la velocidad dada para B, puedo considerar a B como

á i.poro. Enunciernos esta idea más claramente: si doy a todo el sistema

reprelentado por dos barcos el mismo movimiento uniforme, las posiciones

reiativas no cambian, las distancias relativas entre los dos barcos Perrnane-
cerán iguales, especiímente la más corta' Puedo, pues, dar- un movimiento

qo. ,.ío".u " .áto la velocidad de uno de los barcos y así_ reduci¡ el caso

jeneral del problema al caso particular que acabo de resolver. Añadamos

7 UQ, a AP unavelocidad opuesta. a BQ,.pero de igual magnitud' Es este

el ñáento auxiliar que va a permitir utilizar el resultado particular.

Lt f.igara 16 muestra cómb determinar la mínima distancia BS.

,. Lá solución precedente (párrafos 3 y 4) tiene un desarrollo lógico

que amerita analizarse y recordarse'
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-^^ -f,1T 
resolver.el problema inicial (párrafo 3, primeras líneas) hernosresuetto en principio otro problem" "i qoe ilr.á,oo, prJr...'auxiliar(párrafo ¡, últimai líneas) y que es .rn c"io particurar del problema inicial

f..":o.:*tr:.o en el que uno de los dos barcos está parado). Ese problemainicial había,sido propuesto mientras- qo" "iiroutema auxiliar ha iido ima-grnado en el transcurso d,e ta so\uc.róL. Miiparecía dificil lo cnrr,¡iÁ- r^r --^L,- 
tlj.ttt que el problema inicialparecia difíc., la sorución d"l.trobG;^-";;'iü* JT" iollllillx ldiato; este úttimo era desd.e. ú:;;; ;;;;caso partic,rlar, mucho aartbicio¡o gue el problema iniciit.'rá;'hq .ir^ ¡^^..L, r

w,"'v"¿uJu gue er problema iniciar. ¿córno ha sido po*ur" 
-r"r"i".,

urrmo a partir del auxiliar? simpremente 
fo, t" i"téá"..i'", .", .r

A
F¡c. t6

ff :H,il:lf:.,*;L",ffi:"ción suptementaria e importante acerca de

..^^,f1n.i: 
tograqo-l::otver el probJema iniciat, elto se debe a dos obse¡_

ffii"il:;,:tff :lili:::il,lftJljj.ff "I:lí:,yi_ñ;"ihasidopermitidó p"r"i J" .,t" _p,obr.,i* ;üffi;ff 'ffi 
.:fr l?ff :: ::;.Ti l?el problemi propuesto en.dos etapas, l.i Á¡rn'o ,nodo que se puede cruzatun arroyo de dos pasos si se enc-uentra enprouisionutm.*., ;;;y""e en ella. 

medro una piedra que permita,
I1n suma' hemos ut'izado er probrema auxiliar -particurar , más fácir,menos ambicioso- como peldañ).

, 6. La particula rizacili tiene otros muchtratar aq uí ; m"n.ionÁo, 
^, or o- en re q ue n, ::: HlrT * run.*¿.ff:la solución (¿ruror coMpRoBAR r, ^rrürr^o9?,2; pá.gina 167.)El profesor ncesita con frecuen.itá;;" tipo de particurarización untanto primitiva que consiste en dar a los elem.ntos matemáticos ab,stractos

Planteo ile lq ecuación

de un problema uNA INTERPRETAcIóN coNcReT¡' Por ejemplo' si el pro-

blema^consider¿ un paralelepípedo rectangular,.el p.rofesor P"t1t.t"l1t
;"*" .ñ;i;;';lil á;41' :1" su.clase ('":"i" dl-,Il g:lTt:?::

I

ir,i;; J¿i.r'tcio, puede utilizar un riricón de la clase:"*i:iiq:lj:::l:
ilil;;t;i;'y Jor Ártot como planos coordenados, tres aristas de la

t t , : ^  ) ^

;;;;^.;"r 
-áJ 

.""r¿enadas. pari expticar ta noción de superficie de
.  - - ,  t  -  L : -^  , - ^^  - , , . , , ^  ko in  lo  ñ r tp r fA  a l  e l ' ¡ f i f lapi"a" ftazar con Ia tiza uná curuo baio la Py"':: :l:O^::!

;. Sá procedimientos sencilf os, pero eficac n po.'^-^\?lÍ^: 
:."ilt,::

;;i", l* iratemáticas a los alumnos. Siendo las matemáticas una cien-

muv abstracta, debería presentarse muy concretamente'
p"á""a*1" v -""rttí" son dos actividades opuestas que sc puedcn

r respecto a las reglas.
Apl'icar una regla al pie de la letra, en forma rígida, sin plantearse

I  .  t i  -  , - ^ f - � - L ^ - t ^  f ^ i ^ - r ^ .  r - o l o n l a "  ñ ^ c ñ n

ü.t".4*: tanto si "t ípti."Ui.-o no' es pedantería' Ciertos Pedantes no son
'riní 

poUio gentes que nada t-ran comprendi{r de las t"gl^:--Tt 
ll]]:1:

iio t^án i"ri.ia y sin ningún discernimiento' otros, sin emb.argo, obtienen

resultados excelentes: soriaquellos que, habiendo comprendido las reglas'

al principio al menos (antesie volvérse pedantes) han etegido una buena'

apl^icablÉ a nurnerosos casos y que sólo falla ocasionalmente'

Aplicar una regla con cierta soltura, con itricio, notando los casos co¡r-

*nlit.-""te y sii dejar jamás que la formulación verbal oscurezca el fin

de la acción o í", opotirrníd^d.t áe la situación, he ahí l¿ maestría'

2. Las pregunfas y sugerencias de nuestra-lista pueden ser útiles tanto

a los maestros como " qul.n.s resuelven problemÁ' Pero, ante todo' se

deben comprender, upr.rrd"t por tanteos e^l modo de emplearll pasando

po. un" ,"ii. d. fi.."sos y dá éxitos y experimentar-su aplicación' En se-

gondo lugar, iamis se de'ben empleai en-forma pedante' 
l.*U:,plantear

ín" pree,;.rt" ó hu.", un^ rnger"n-.ia sin reflexionár, como si se obedeciese

" uni.íttornbre rígida. Disp?ngase a escuchar pregur-rta¡ y sugerencias va-

riadas y ponga a prueba su^faóltad de juicio. Si trabaja en un problema

cada una de sus tentativas le debe ser inspirada libremente por medio de

;;;;." atento del problema. Si usted quiere ayud.r a un alumno, sus

consejos deben provenir de la comprensión de sus dificultades'- 
V;i, inclináo a la pedantería, estima q,e-debe aPoyarse en una regla'

observe esta: emplear siempte y ante todo la inteligencia'

Planteo de la ecuación-. EI planteo de la ecuación es semejante a una

traducción (véase NorAcIóN, t ¡. Dicha comparación,.emplcaia por Nerv-

;;; su )riúmetic¿ aniaersaiis, puede ayudar a esclarecer la naturaleza

de ciertas dificultades con que trópiezan con frecuencia tanto maestros

como alumnos.
l. Plantear la ecuación es exPresat por medio de símbolos matemá-
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ticos una condición formulad?r.en_ palabras. Es traducir el lenguaje ilano afórmulas matemáticas. Las dificulüdes que podemos t.*i .i fr"ntear laecuación de un problema son idénticu, " i", qoe nos ofrece una t^raducción.Pa¡a traducir una frasé der español at inglcs aor .or", ,orr r...r"d"r,
l:lTirll 

comprender a fondo la irase españáa y, segund^, estar famil¡a_ftza.o con las tormas de expresión propias. del ingrés. La siiuación es muysemejante cuando se t¡ata di e*presar ü símbolos".ut..¿ti*, una condi_ción propuesta en palabras. Se riquiere er comprende¡ a fondo ia condicióny estar familiaúzado con las formas de expresión matemáticas.
-cuando se puede hacer riteralmente, paiabra por'parabra,r"r"ra" bastan-te fácil traducii al inglés un texto.rp^áár; p.ro existen expresiones del es-pañol.para las cuaresilo no es posiÉre. si á ;;;;;;iu5..iririones deeste.tipo, la traducción resulta áificil' deberemos d;J;;;;rt^ienc¡on alsentido general del texto que. a las palabras mismas, y antes de traducirlo,tend¡emos sin duda que cámbiado.'
sucede exactamente igual en el planteo de la ecuación. En ros casossencillos, el enunciado ueibar se divide casi automáticamente en diversaspattes, cada una de las cuales puede ser inmediatamente tr^rrr.i¡t" en tér-minos matemáticos. En los caso-s más c-omplicados, la ."r¿i.J* ."-prendeelementos queno.pueden ser de inmediató traducidos .n ,ilL;;;; debere-mos entonces dedicar menos atención al enunciado p"r" .onl"rrlrrrro, -¿,en el sentido. Y en tales casos, a?ie.s.de poner fórmül*p;;;r-.rit", debere_mos transformar primero la condición "^,rrrqu" teniendo 

^prer"nté 
to¿o, lo,recursos del lenguaje matemático.

En todos los casos, sencilos o complicados, tenemos que comprender la
*:r::,,!::i7g1ir 

s2.dioersas paries 
I preguntarnos: ¿paeden formt_tar.fef En ros casos sencillos, lograremos fácilmente dividiila condióión enelementos fáciles de transcribirln símboros matemáticor; .n t* l"ros dificiles, dicha operación es rnenos evidente. 

- - --

Relea esta exposición tras el estudio de los siguientes ejemplos.
2. Encontrar dos número¡ tares qtte rl rr¿ma ¡eázs y sa irodLclo 1296.Dividamos verticarmente ra pigina en dos. De un'ladJ *rit"-o, .lenunciado, distinguiendo sus diveisas partes; del otro uao,-.r.riuiremos

los signos algebraicos correspondientes a cada parte del .*;d;;. Er ori-ginal a la izquierda, la tradücción, en símboloi, a la derecha.

Formulemos el problema
En español

Encontrar dos números
cuya suma sea 78 y cuyo
producto sea 1296

En lenguaje algebraico

x, l
x * Y : 7 9
xy : 1296
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En este caso, el enunciado se divide casi automáticamente en partes
sucesivas, cada una de las cuales puede transcribirse de inmediatQ en sím-
bolos matemáticos.

). Encontrar la longitad de la base 7 la altara cle an ptisma de base

caadrada conociendo sa uolamen,6j cm!, y sa stpe(icie, 102 cm".

¿Caáles son lat incógnitas? El lado de la base, sea x, y la altura del pris-
ma, sea /.

¿Cuáles son los datos? El volumen, 63 cm3,y el irea, L02 cmz.

¿Caál es la condición? El prisma cuya base es un cuadrado de lado ¡
y cuya altura es 7, debe tener un volumen de 63 cms y una suPetficie de
102 cmz.

Distingair las diaersas partes de la condición Existen dos partes, una
relativa al volumen, y otrt t la superficie.

Casi automáticamente nos limitarémos a considerar, a fin de dividit la
condición completa, estos dos únicos elementos; Peto no podremos escribir-
las "inmediatamente". Debemos saber en principio cómo calcular el volu-
men y las drlersas partes de la superficie. Sin embargo, si nuestros conoci-
mientos de geometría son suficientes, podemos fácilmente formular de

distinto modo las dos partes de la condición¡ de modo dé hacer posible
el planteo de la ecuación. Para tal fin, escribamos sobre el lado izquierdo
de-la página el enunciado del problema presentado en forma diferente y
más désarrollado a fin de podedo traducir al lenguaje algebraico

Determinar el lado de la base
y la altura
de un prisma de base
cuadrada.
1c El volumen es dado.
La superficie de la base
que es un cuadrado de
lado x
y la altura
determinar el volumen,
que es el producto.
2q La superficie es dada.
Consiste en dos cuadrados
de lado x
y en cuatro rectángulos
de base x y altura y
cuya suma constituye
la superficie.

*
I

x " 1 : 6 5
r02

2x2

4*j

2x2 * 4xy: lO2

x

1

63



4. conociendo la ecuación de ffia recta y Ia¡ coordenadas de nn panto,
-deternixar el panto ¡imétrico al punto dadb con relación a la recri dada,

Se tr¿ta aSui d9 un problema de geometria analitica plana.
¿Caál_es la incógnita? Un punto dé coordenadas p y i.
¿Caáles son los dalo¡? La ecuación de una recta, iigamos ./ : nzx * n,

y un punto de coordenadas a, b,
¿CaáI es la condición? Los puntos (o, b) y (p, q) son simétricos con

respecto a la rect¿ y : mx * n,
Aquí se plantea la dificultad esencial consiste en dividir la condición

en diversas-partes cada una de las cuales puede expresarse en el lenguaje.de
la geometría analitica. Es necesario comprender bien la natwralez,a áe áicha
dificultad. una descomposición de la londición en elementos puede no
presentar ninguna objeción desde el punto de vista lógico, pero 

-puede 
re-

sultar totalmente inútil. Lo que se requiere aquí es descomponeria en ele-
1e:tos que permitan la expresión- analítica. para obtener dicha descompo
sición tenemos que referirnos a la definicióz de simetría, pero teniendo
presentes los recursos de la geometriaanalítica. ¿eué se entie-nde por sime-
tría respecto de una recta? ¿Qué relaciones geométricas podemoiexpresar
de modo simple en- geometrí a analítica? Concentrémorio, ,r, la piimera
pregunta, pero sin olvidar la segunda. Así llegamos a encontrar la descom-
posición que vamos a formular.

r46

El punto dado
y el punto que se
busca
están en una relación
tal que:
lc La recta que los une
es peqpendicular a
la recta dada;
2s El punto medio
del segmento que
los une se halla
sobre la recta dada.

Breoe dicciona¡ío ilc heurístiea

(a '  b)

Q' q)

b + q

q - b  _ _  1

P - d  , n

¿ *  b- m------: + n

¿Podría enunciar el problema en forma diferente? ¿podría nueva-
mente enunciarlo en otra forma? Estas preguntas tienen por objeto obtene¡
una vanlrclóN DEL IRoBLEMA, paginá ú1.

Rlf(ay a las def.nicione.¡. Yéase onrlxrclóN, página 67.
¿Podría deducir de los datos algún elementoiitil? Estamos ante un

problema no rezuelto, ante una pregunta. Tenemos que determinar Ia rela-
ción entre los dafos y Ia incógnita. podemos repreJentarnos el problema

¿Podúa deiluci¡ ile lot datos algún elernento útil? t47

como un espacio virgen entre los datos y la incógnita, o como. un abismo

sobre el cual hay que tender un puente. Podemos comenzat la construc-
ción de dicho puente a partir de cualquiera de los lados, es decir, de loe
datos o de la incógnita.

Mire bien Ia incógnita. Trate de pensar en an problema qae le sea

familiar I que tengd la misma incógnita o una sin ilm. Esta frase nos sugie-

re comenzar el trabajo a partir de la incógnita.
Mire bien los datos )Podría dedrcir de los datos algún eXemento útil?

Esta frase, por el contrario, nos sugiere comenzar el trabajo a partir de los
datos.

En general Parece preferible comenzar el razonamiento a partir de la
incógnita (véasé p¡ppus y RAZoNAMIENTo nrcnruvo). Sin embargo, el
comenzaÍ,.a partir de los datos ofrece también posibilidades de éxito. De-
biéndose'énsáyar con frecuencia este punto de partida, valnos a ilustrado

por medio de un ejemplo.
Eiemplo. Dados tres puntos A, Bt C! ttazar una recta que Pase Por

I entre B y C y que esté a igaf distancia de B y de C.

¿Cttáles son lós da¡os? Tres puntos A, B, C, de los cuales se da la posi-
ci6n. Tracertos and figara haciendo aParecer dichos datos (fig. 17).

I

Frc, t7

¿CaáI es la incógnitd Una recta.

¿CuáI es Ia condición? La recta requerida Pasa Por A entre ! I C' a
igual distancia de esos dos puntos. Reunamos los datos y la incógnita en
una figura que haga ver las relaciones requeridas (fig. ts). Esta figura,
sugerida por la definición de distancia de un punto a una fecta, muestra
los ángulos rectos implícitos en dicha definición.

Sin embargo, Ia figa::- asi trazada resulta aún "muy vacia" . La rcc.a

desconocida está relacionada de forma poco satisfactoria con los datos l,

B y C.La figura requiere alguna línea auxiliar, hay que añadirle algo. ¿Pero
qué? Incluso un buen alumno puede desorientarse en este momento. Puedg

{ r

a

c
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claro está, intentar varios caminos, pero el mejor medio de encauzarlo es
la siguiente.pregunta: ¿Podría dedulir de ros dhos algún elemenro titil?

De hecho, ¿cuáles son los datos? r.os tres punto_i exhibidos en la fi
gura 17, nada más. No hemos utilizado todavíaluficientemente los puntos

n y Cj hay g-u9_deducir algo útil de ellos. ¿pero qué hacer con dos pun-
tos solamente? Unirlos por una recta. Tlrlzantor, p,i.r, Ia. figara 19.

Si superponemos las figuras 18 y 19, la soluciór, ápurecf de inmediato.
En efecto, obtenemos dos triángulos rectángulos que ion semejanres y un
nuevo punto de intersección de una imporiancia iapital. 1 i,i'ín"i.id)'

B

F¡c. 19 
C

_ ¿Por qué las demostraciones? se cuenta de Newton una anécdota
clásica. Joven estudiante, comenzó el estudio de la geometría, como era
costumbre en su tiempo, por la lectura de los Elementos de Euclides.
Leyó los teoremas, conitató.su exactitud y omitió las demostraciones, pre.
guntándose por qué se tomaban tantas mólestias en demostrar verdades tan
evidentes. Años más tarde, sin embargo, cambió de parecer y fue un ad-
mirador de Euclides.

Auténtica o no, esta anécdota nos lleva a la pregunta siguiente: ¿porqué aprender o enseñar las demostraciones? ¿eué vate-m árs, nída demosrrar,

Frc. 18

¿Por qué las ilemoctraciones? t49

demostrado todo o demostrar en parte? Y si sólo se dan algunas demostra-

ciones, ¿cómo escogedas?
l.' bemostraclones completas. Para ciertos lógicos sólo existen las de-

mostraciones completas. Las así denominadas no deben tener ninguna la-

guna, ningu na filla, ninguna incertidumbre de ninguna. especie; de lo

iontiario, io ., .rn" demolración. ¿Existen, en la vida diaria, en el proceso

de los tríbunales, en la fisica, demtstraciones completas según dicha defi-

nición? En realidad no. Es, pues, difícil de comprender cómo podríamos

,áqoiri, la noción de una áemostración tan rigurosamente concebida.

Podemos decir, exagerando un poco, que tal idea es.debida a un \om-
bre y a un libro: Euclidá y sus F'lemie'tos' En todo caso, incluso hoy en día'

el estudio de los elementts de la geometriaplana és el que suministra la

rnejor oportunidad de adquirir la noción de la demostración rigurosa.

Tomemos como ejemplo la demostración del teorema: En todo trián'

Íulo, la silnta d'e tos inguios inleriores es igual a 180o '* La' figuta 20' que

:;;;; integrante de nüestro equipaje inteÉctual, necesita poca explicación.

A

Flc.  20

Se ha trazado por el vértice A una paralela al lado BC' Los ángulos

en B y C so., respictivamente iguales a los.dos ángulos exteriores fotma-

dos eÁ l, en virtud de la igualáad de los ángulos alternos internos com-

pi"naiaot entre paralelas. Ásí- pues, los trer ángulos del triángulo son

iguales a los tres ángulos que tiánen por vértice común el vértice A y f.or-

,í^o .rr, ángulo llaná eqoiialente a áos ángulos rectos' El'teorema queda

¿sí demostrado.
Si un alumno termina sus estudios de matemáticas sin haber compren-

dido realmente las demostraciones de este tipo, estará en su derecho al

i.oi-inrr a sus profesores. De hecho, debemos clasificar las cosas según

ro i.pott"ncia. Si dejamos que un alumno iSlott 
tal o cual t¡echo particu-

lar dé geometría, no importa gran cosa' dado que probablemente no se

* En l¿ proposición 12 del Libro I de los Elementos de Euclides. La demostra-

ción que sig". t o es de Euclides, Pero era conocida de los griegos'
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tenga que valer nunca de ello; pero s! descuidamos el enseñade las demos-
traciones geométricas, ignorará-los mejores y más sencillos ejemplos de la
demostración exacta y perderá la mejor o."ri¿o de su vida pari adquirir
la noción de lo que'eJ un razonamiento riguroso. Falto de'esta noción,
adolecerá.siemgre de la.falta-.de un punto di comparación para jazgar ei
valor de las "demostraciones" 

que le propondrá la vida -dd.rrr".
En suma, si la educación tiende a dar il alumno la noción de la demos-

tración intuitiva y del.razonamiento lógico, deberá reservar un lugar a las
demostraciones geométricas.

?, jit!:rna lógico. La geornetría, tal como se presenta en los Elemen-
tos de Eudides, no es un simple conjunto de hechosl sino un sistema lógico.
T.os axiomas, las definici_onei y proposiciones no están agrupadas ar azar,
sino dispuestas en un orden perf-ectó. cada proposición ü"p" "n lugar dá
tal suerte que resulta de los axiomas, de laide-finiciones y ie las pr-oposi-
ciones precedentes. se-puede considerar esta disposición como et principat
fogro de Euclides y dicho sistema lógico como el mérito esencial de sus
Ele,mentos.

La geometría de Euclides no es solamente un sisterna lógico, es el pri
mero y el_más grande ejemplo de esté género de sistema q.riotrr. cienlias
han tratado -y tratan todivía- de iñtar. En cuanto a lás que están más
alejrdas.de la geometría, como la psicología y la jurisprudencia, ¿incluso
ellas deben plegarse a dicha lógica úgida? La pregunta es discutibie, pero
nadie puede participar en el debate competenlegrinte sin estar famiúari-
zado con el sistema eudideano.

Ahora bien, el sistema descansa sobre demostraciones. cada proposi-
ción-está ligada por una demostración a los axiomas, a las proposiciiorÉs, a
las definiciones que la preceden. si no hemos asimilado 

-esti 
manera de

demost¡ación, no podemos comprender la esencia misma del sistema.
En resumen, si la educación tiende a du aJ alumno la noción del sis-

tema lógicq debe reservar un lular a las demostraciones geométricas.
3. sistema mnemotécnico. Es creencia del autor q,rJ l"r nociones de

la demostración intuitiva, del razonar¡iento rigurosq del sistema lógico
son recomendables en la mayoria de los casos. Hay, sin embargo, casos en
los cuales el estu{io de dichas nociones no se considera abiolutamente
necesario, sea por farta de tiempo sea por alguna otra nz6n. pero, aun en-
tonces, puede ser deseable conocer las demostraciones.

Estas suminist¡an l¿ demostración intrínseca, permiten al sistema lógico
formar un todo, y nos ayudan a recordar las divérsas componentes de áte
todo. Tomemos.el ejemplo_t¡atado aquí antes (fig. zo). Dicha figura
poneen evidencia el hecho de-que la suma de los ángulos'de un triánlulo
vale 1800, relacionando este hecho con el de la iguáldad de los áng"ulos

¿Por qué las ilemoslraciones? t5l

alternos internos. Los hechos relacionados entre sí son más interesantes y

mas fáciles de retener;;; i"t hechos aislados' Así pues' la figura fija en

nuestra mente ao, p,o|*itiono geométricas relacionadas y' finalmente'

la figura y t", propor"áá""t "t^Uí" formando parte de nuestro equipaje

intelectual.
Vayamos ahora aI caso en que n9r:Pretende adquirir ideas generales'

,i." f;í;; r;iamente .i.,to' p""L1 Iíclttso en casos d" es" tipo' los hechos

ñ;:;; pr"sent^dos .rno''ton relación a otros' en una especie de síntesis'

ilü; á m¿s difícil retener detalles aislados, pues se ofvidan.fácilmente.

Cualquiera que sea I" ;t;tón qe una los hechoi de modo sencillo' natural

y durable, será bienvenida' Tai sistema no necesita basarse en la lógica'

oero debe sorarnente concebirse de un modo que ayude eficazmente a la

[H*ü ;rbr^;;;;;;;oúécttico' Añadamos que' incluso ..'' " sistema

;;;;1.' ;";¿l'i.o, r"' demostraciones pueden t"t,ú:111 
-tobre 

todo

si son sencillas. Por .-ñbi;; el alumno debe aprender el teorema relativo

a la suma de los ánguio' h" "n triángulo y et dé los ángulos alternos inter-

nos. ¿Existe "fgún pt;ttaimiento má! si*ple' más natural o más eficaz que

.t ¿"'t^ figura-2O,-par:a fiiar estos. dos hechos?

Resumiendo, "on ,in áar particular importancia a las ideas^lógica¡ 8e-

nerales, las demostra.ir".rJ.la.n ser utiles tanto como el procedimiento

mnemotecnico.
4. Sistema de recetatio d'e cocina' Hemos expuesto las ventajas de las

demostracion"r, p.ro iá' hernos cuidado bien de no recomendarlas como

unaDanaceaorrirr.rrrt.f*ist"n,t"efecto'casosenlosqye.gsprácticamente
ffi#ilffi,ffi;,^ó;ii:;n., el de ra enseñanza det cálculo diferencial

e iñtegral a los alumnos de rngentena'

Para presen,"rr" a* t"t iigo' conforme a las eiigencias. modernas' el

cálculo infinitesimal ""i," deríostraciones relativamente difíciles y sutiles

i.;á;;;Jr".ion., epr-il-ái''). sin embargo, tos ingenieros lo estudian en

)m á. ," "pfi.oiá"'f no',i*.n ni suf"icíente tiJmpo ni.suficiente Prác-

ii." *i suficiÉnte interés para debatirse en demostraciones lTgT o aPrecraf

sut i lezas.Entales."o"t t iendelsu¡rLmirtodaslasdemostractones;PeIo'
haciendo esto, se ,;;; ei cátc,rlo infinitesimal al nivel de un recetario

de cocina.
El l ibrodecocinadaunadescripcióndetal ladadelosingredientesydel

procedimiento, p.ro:,,o aa razones 
^ni 

demostraciones que fundamenten sus

indicaciones o ,...üt"-¿áostra.ion del_ "pudding; reside, en su sabor.

El libro de cocina ,*pár¿. desde luego a la 
-perfección 

a su proposito; no

necesita aPoyarse Ji" 
-;t;8t1" 

tPl"*"raó*o; o mnemotécnico dado que

sus recetas ,. "r.riülrr-. t'Ji^yl^tt' y nó \tán destinadas a aprenderse

de memo¡ia.
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otra suerte corre el autor de un texto de cálculo infinitesimal o el
profesor universitario; ninguno de ellos logrará su propósito si siguen de
cerca el sistema del libro de cocina. Si expone méto¡o;sin demoJrar, sin
motivar, dichos métodos no serán .o-prádidos; si da reglas sin explicar,
sin relaciones entre ellas, se orvidarán iápidamente. La iatemáticas no se
pueden demostrar a la manera de un "pudding"; 

si se excluyen todas las
formas de razonamiento, un curso de cáiculo in--finitesimal se convertirá en
una especie de inventario incoherente, sin la menor posibilidad de sumi-
nistrar información alguna.

5- Derzo¡traciones incompletat. Er mejor modb de resolver el dilema
q": :. plantea entre la demostración demasiado larga y el libro de cocina
podría consistir en utilizar -sin exceso- la demoJraiión incompleta.

. . 
P^:? un lógico estricto, una demostración incompleta no es áernostra-

cjó9. v claro está, las demostraciones incompletas dlben distinguirse cui-
dadosamente de las completas; confundidas istá mar, l'"c.r p"sír una por
otra es peor.-Es penoso ver al autor de.un texto presentar una demostración
incompleta de manera ambigua, vacilando visibiemente entre la vergüenza
y el deseo de hacer creer que la demostración es completa. Las demostra-
ciones incompletas, sin embargo, pueden ser útiles c,trando se las emplea
adecuadamente y con buen gusto; lienen por objeto no el sustituir las de-
rr19¡tra5ione¡ completas -lo cual no es pósibls- 5i¡e el dar a una expo_
sición interés y coherencia

.Eiemplo 1. una ecaación algebraica de grado n tiene exacrarnenre n
rlie:.. Esta proposición, llamada por Gauss e] Teorema Fundamental del
Algebra, .ho -d" _presentarse con fñcuencia a arumnos 'no preparados para
comprender la demostración. Saben, sin embargo, que ,tna'eciación ai pr;-
tner grado tiene ana raíz y que ana de stgoxdo grado tiene dos. por ótra
parte.esa proposición comprende ,rna parte fácil de demostrar: ningana
ecuación de grdo n tiene má¡ de n raííes diferentes.

¿constituyen los hechos mencionados una demostración completa del
Teorema Fundamental? De ningún modo. Bastan sin embargo, i"ru pr.-
sentarlo de un modo interesantb y plausible y parr- fijarto en"lá menté de
los alumnos, lo que es esencial.

. Eiemplo_ 2. La sarna de do¡ ángulos f ormados por rat aristas de un
ángu.lo triedro es saperior al tercero.-Es evidente que el teorema se reduce
a afirmar_que en un triángulo-e$érico la ¡ama de dos lados e¡ saperior al
tercero, Hecha esta observación, pensamos naturalmente en la'analogía
entre,el triángulo esférico y el triángulo rectilíneo. ¿Dichas observacioñes
constituyen una.demostración? De ningún modo, peio tos ayudan a com-
prender el teorema propuesto y recordarlo.

El primer ejemplo presenta un interés histórico. Durante 250 años apro-

:r¡ . ;
l ,
ti,
ü i

üi

ximadamente, los matemáticos creyeron en el Teorema Fundamental' sin

conocer la demostración perfecta, de hecho sin mayores bases que las men'

cionadas aquí. El segund'o ejemplo muestra que la ¡,¡¡nrocÍ¡ es una fuente

imoortante de tripoiesis. En las'matemáticas, como en las ciencias naturales

y f?sicas, el descübrimiento nace a menudo de la observación, la analogía y

la inducción. Esos medios, empleados con cautela Para Poner tl Pt-: ln
razonamiento heurístico plausibie, son particularmente del gusto del físico

/ ad ing.niero. (Véase l*ouccróN r tNoucclÓN MATEMÁTIC A, l' 2' 3')

El. i"p"f . interés de las demostraciones incompletas- se.explican en

Darte en nuestro estudio de la solución. una cierta éxperiencia del modo

á" r.rolu", los problemas muestra que la primera idea dc una demostración

es con frec.renc-ia incompleta. La observaclón esencial, la relación principal,

el germen de la demostáción, pueden haberse encontrado, pero los detalles

a menudo difíciles no .,ierreí s'ino después. Algunos autores tienen el don

de no presentar más que el germen de la demostración, la idea principal

bajo la forma más simple e indicar Ia naturaleza de los detalles restantes'

Tíles demostraciones, p.t. u lo incompleto, pueden ser mucho más instruc-

tivas que una demostración presentada en todos sus detalles'

Resumamos: las demostáciones incompletas pueden servir de procedi-

miento mnemotécnico (pero, claro está, sin pretender sustituir a las demos- ,
traciones completas) crrundo se busca una ciérta coherencia de presentación

y no un encadenamiento lógico riguroso.
Esmuypel igrosohacer-elogiosdelasdemostracionesincompletas.Se
-  t ' .

pueden e\,itir posibles abusos Sbslvando ilryf:iq':;i:"P:-:: 
t:s::

Iüá;ttt¡r".'ión es incompleta, hay que señalarlo en alguna parte' de un

Á"Ái/ at otro. Despues,'ningún-"rriot o profesor tiene el derecho de
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{ntar una demostración incompleta de un teorema si no conoce muy

bien la demostración comPleta.
por lo demás se puede confesar que no es-fácil el presentar en torma

elegante una demostración incompleia."Problema 
auxiliar. Es un problema que consideramos no Por su Pro-

oio interés, sino porque esperamos que su estudio nos ayude a resolver otro

;^,iiñ;'.t oriiini. Et problema lriginat es un fin que queremos alcan-

i;;:"lprátrt..ñuxiliar És un medio por el cual tratamos de alcanzarlo.

Un insecto intenta una y otra vez escaParse a través de un vidrio de Ia

ventana y no trata de haceilo por ,la siguiente ventana que, sin embargo'

está abiáa y por Ia cual se introdujo én el cuarto' Un hombre debe ser

caDtz de act,rai más inteligentemente. La superioridad del hombre consiste

en rodear un obstáculo que no puede ser vencido directamente, en recurrlr

a un problema auxiliar conveniente cuando el problema oriSir¡al 
,Pj:T-'

insolutle. El imaginar tal problema auxiliar es una oPeracron lmPor-
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tante de la mente. suscitar un nuevo problema cLarc y conciso subordinado
a otro, concebir distintamente corno fin en sí lo que es m.aio p"ra otra
finalidad, es un¿ realizaciín ¡efinada de la inteligencia. Es, pues, 

-un 
deber

importante aprender .(o enseñar) la manera delervirse ínleligentemente
de los problemas auxiliares.

1. Ejenzplo. Determinar x, tal que satisfaga la ecuación

x'  -  1.1f *  )6:  0

si observamos que f : (f)' podemos ver la ventaja de introducir

! = f

obtenemos entonces un nuevo problema. Determinar y, tal que satis-
faga la ecuación

f - L t y f 3 6 : o

El nuevo problema es un problema auxiliar. Intentamos empleado
como medio para resolver nuestro problema original. La incógnita 7 del
problema auxiliar, recibe lógicamenti er nombre áe incógnita díriliai.

Eiyplg. Determinar la diagonal de un paralelepípedo rectangular
dadas las longitudes de las tres aristas que parteñ de unh]smo vérticá.

Tratando de resolver este problemá (sección 8) podemos llegar, por
analogia (sección l5), a otro problerna: Determinuf l" diugorr"l de-.rrt
paralelogramo rectangular dadas las longitudes de dos de sus lados que par-
ten del mismo vértice.

. .El.t,r:rr9 problema es auxiliar. Lo consideraremos dado que esperamos
deducir de él algo de provecho para el problema original.

3. Ventajas. Las ventajas que obtenemos de la consideración de un
prlflema_ auxiliar pueden ser de varios g-éneros. poddmos, en principio,
utilizar eL resaltad.o del problema auxiliar. Así, en el ejempro t-, tras en-
contrar, resolviendo la ecuación de segundo grado en /, que 7 es igual a
4 6 a9, deducimos que x2 : 4 ó f : 9, de donde se déterminan todos los
valores posibles dex. En otros casos, podemos utilizar el método de un pro-
blema auxilíar. Así, en el ejemplo 2, er problema auxiliar es un probrima
de geometría plana, anilogo af problema original que es un pro-blema de
geometría del espacio, pero más sencillo. Es, pues, razonable introducir un
problema auxiliar de este género en la esperanza que será instructivo, que
nos permitirila faniliaridad con ciertos métodos, operaciones, herramienlas
que podremos utilizar más tarde en el problema original. En el eiemplo 2,
la elección del problema auxiliar es particularmente afortunada; examinán-
dolo bien, vemos, en efecto, que podemos utilizar tanto su método como su
resultado. (ver sección 15, y, ¿u/^ EMPLEADo usTED TODOS rOS OarOS?)
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4. Peligros. El tiempo y esfuerzo dedicados al problema auxiliar se

los estamos quitando al problema original.
si la inveitigación del problema auxiliar falla, pueden perderse el tiem-

po y el esfuer¿oÁue se le dedicaron. Por ello debemoa tener buen juicio

* ótegi, ,rn proÉll-a auxiliar. Podemos tener varias buénas razones para
nuestá elección. El problema auxiliar puede parecer más accesible que 9l
problema original; puede Parecer instructivo o puede tener una especie de

átracción estética. A veces, la sola ventaia del problema auxiliar es que es
nuevo y ofrece posibilidades inexploradas. Lo elegimos dado que estamos

cansados del problema original, en el cual todos los intentos de acerca-

miento parecen haber fracasado.
5. tó*o totontrar el problema. El descubrimiento de la solución del

problema propuesto depende con frecuencia del descubrimiento de un pro-

blemn ao*-iliai apropiaáo. Desgraciadamente no existe un m&odo infalible

para encontr"r proLlemas auxiliares adecuados como tampoco existe un

método infalible para descubrir la solución. F,xisten, sin embargo,, Pregun-
tas y sugerencias que son a menudo de provecho' como por ejemplo: MIRE

r^ iNCéc*rra. Con frecuencia nos guía también el descubrimiento de
problemas auxiliares útiles una vARlAcIóN DEL PRoBLEut,, página L93'' 

6. Problemas eqaiualentes. Dos problemas son equiaalentes si la so-

lución de uno impliia la del otro. Así, en el eiemplo 1, el problema origi-
nal y el problema auxiliar son equivalentes.

Considérense loa siguientes teoremas :
A. En todo triángulo equilátero, cada ángulo mide 60o.
B. En todo triángulo eeuiángulo, cada ángulo mide 60".
Estos dos teoremas no son idénticos. Contienen diferentes nociones.

Uno concierne a la igualdad de los lados de un triángulo, el otro a la igual-
dad de los ángulos. Pero cada uno de ellos se deduce del otro. Por lo tanto,
el problema que consiste en demostrar A es equivalente al problema que

consiste en demostrar B.
Si se requiere demostrar 4., existe cierta ventaja en la introducción,

como problema auxiliar, del problerna que consiste en demostrar B. El
teorema B es, en efecto, un Poco mis ficil de demostrar que el teorema A,
y lo más importante es que podemos preaer que B es más fácil que A; Po-
demos, pues, juzgarlo; podemos desde el principio considerar como plau-
sible el hecho de gue B es más sencillo que A' De hecho, el teorema B,

concerniente sólo alos ángulos, es más "homogéneo" que el teorema A que

concierne tanto ¿ los ángulos como a los lados.
El paso del problema original al problema auxiliar se llama reducción

conrtriiblt o reáucción bilateral, o también reducción equiaalente, en el

caso en <1ue los dos problemas sean equivalentes. Así, la reducción de A
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a. B (ver lo anterior) es convertible, siéndolo también la reducción del
ejemplo 1. Las reducciones convertibles son, en cierto aspecto, -á, io,por-
tantes y más deseables que otros modos de introduci, probl.-", auxiliires;
Pero aun problemas auxiliares gT: ": son equivarentes'al probrema originai
pueden ser también de gran utiiidad (véase el.ejemplo z j.

7. ca¿lenas de problentas aaxiriares eqairareniet soÁ frecuentes en er
razonamiento matemático. si :e nos pide reiolver un problema A, podemps,
t]n u..f la solución, descubrir q,r. A es equivalenti a otro prcilem" n.
considerando B podemos llegar a un terier probrema c equivalente a
B. Prccediendo del mismo módo, reducimos i a D y uri ruJ.riuamenre,
hasta lleqar a un últisro problema L cuya sorución es ccnccida o inmediata.
cada problema siendo equivarente al ánterior, el último problema L debe
s¡r 

;guivalente al problema original A. Así p,res, estamás en condiciones
de deducrr la solución der problema_ originai A a partir del problema L,
el cual constituye el último esrabón de uia cadena á. pr"utÁ'" auxiliares.

.,_ 
aud:nor de problemas.de este tipo fueron obser.raáos por los matemá-

trcos g.egos' como lo podemos veÍ en un pasaje importante de pAppus.
A modo de ilustración, consideremos de ,r,]e',ro er ejempto 1. Llamemos
(A) Ia condición impuesta a la incógnita x:

x '  -  l , f  I  36 :  o .  (A)
una forma de resolver el problema es transfo¡mando la condición propues-
ta en otra condición que llamaremos (B):

(2 f ) "  -  2 (2 f )  11  *  144:  0 .  (B)

,. 
obsérvese. que las condiciones (A) y (B) son diferentes. si bien son

llgeramente drferentes, por decirlo así, son con toda seguridad equivalentes,
c:mo nos podemos convencer fácilmente en definitivá; p.ro ná son idén-
ticas. El paso de (A) " (B) no sólo es correcto, sino que tiene además un
claro. propósito, obvio para todo aquel que esté familiarizado con ecuacio-
nes de.segundo grado. continuandó en ra misma dirección, transformamos
la condición (B) en otra nueva condición (C):

(2 f ) "  -  2 (2 f )  t3  *  169:21 . .
Procediendo del mismo modo, obtenemos:

( 2 f  -  B ) "  : 2 t

Z f _ 1 3 : ! 5

"  t r ! ,
^ -  

2

(c)

( D )

(E )

(F )

(G)

(H)

{=
* : 3 ,  x - - - t , x : 2 ,  x :  - 2
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cada una de las reducciones que acabamos de hacer era reversible. Así

pues, la última condición (U) ei eguivalente a Ia primera (A) y asi, 3,
'- 

3, 2, - 2 son todas las posibles soluciones de la ecuación original'

En el ejemplo precedeñte, hemos derivado de una condición original

(A) una sárie áe cindiciones (B), (C), (D),' . . ' cadauna de las cuales

era'equivalente a la anterior. Esta circunstancia hace necesario un cuidado

extreÁo. Se trata de los mismos objetos que satisfacen a condiciones equi-

valentes. Por lo tanto, si Pasamos de una condición propuesta a una nueva

equivalente, lalsolución és la misma. Pero si pasamos de una condición

pr'opuesta a otra\ás restringida, perdemos posibles. soluciones; y si pasa-

inoi " una condición más extensa, admitimos soluciones impropias, solu-

ciones no adecuadas al problema propuesto. Si en una serie de reducciones

sucesivas, pasamos de una condición a otra más restringida y luego a otra

más extenia, corremos el riesgo de perder por completo el camino del

problema original. A fin de evitar este peliglo, debemos ccrnProbar con

cuidado la naturaleza de cada nueva condición introducida: ¿Es equiva-

lente a la condición original? Esta pregunta es aún más importante cuando

se trata no de una sola ecuación, cómo en el presente caso, sino de un sis-

tema de ecuaciones o cuando la condición no se exPresa por medio de ecua-

ciones, como por ejemplo en los problemas de construcción geométrica.

(Compárénse con PAPPU5, especialmente los comentarios 2,3,4,8'La

desciipción de la pág. 134, último pinafo, es innecesariamente restrin-

gida; describe unJ cadena de "problemas por resolvei' cada uno de los

áuales tiene diferente incógnita. El ejemplo considerado aquí presenta la

particularidad exactamente opuesta: todos los problemas de la cadena tie-

nen la misma incógnita y difieren solamente en la forma de la condición.

Es evidente que tales restricciones no son necesarias.)
8. Redacción tnilateral sean A y B dos problemas no resueltos. Si

pudiésemos resolver A, podríamos deducir la solución de B. Pero no inver-

iamente: si pudiésemos resolver B, obtendríamos, posiblemente, alguna

información ár"tc^ de A, pero no sabríamos cómo deducir su solución a

partir de la de B. En un caso así, el proceso más rápi{o consiste en resol-

ver A en lugar de B. Diremos que, de los dos problernas, A es el nzás am-

bicioso y B el ffienos arnbicioso.
Si de un problema propuesto pasamos a un problema.-auxiliar más o

menos ambicióso, llamamoJa dichó paso una redacción anilateral. Hay dos
tipos de reducciones unilatera'les y ambas son, de una forma o de otra, más
péligrosas que una reducción bilateral o convertible.- 

n .¡.t"plo 2 muestra una reducción unilateral a un problema menos

ambicioio. De hecho, si podemos resolver el problema original, relativo a

un paralelepípedo cuya longitud, ancho y alto son d, b, c, respectivamente,
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¡o.demos 
pasar al problema auxiliar haciendo c : 0 obteniéndose un para-

lelogramo de longitud a y ancho b. para otro ejemplo de reducción-uni
lateral a un problema menos ambiciosq véase pantrcüranrz,tcróN, 3, 4, j.
Esos- ejemplos muest¡an que, con un poco de suertg podemos esta¡ en
condiciones de utilizar un problema aüxiliar menos "mbicioso como un
trampolín, combinando la solución de dicho problema con algunas obser-
vaciones suplementarias pertinentes, a fin de 

-obtener 
la soluJón del pro-

blema original.
La reducción unilateral a un problema más ambicioso puede también

ser.de provecho. (véase crNrn¡¿z¿cróN 2, y la reduccilón del primer
problema al segundo consideradas en ¡Nouccróñ r nouccróN ¡r,rain¡uÁ-
TICA, 1, 2.)

tT r-u*n un problema más ambicioso puede ser más accesible; es el
caso de la nanaoo.¡ia DEL rNvENTon, página L3g.

-. El profesor de matemáticas t¡adicional. La leyenda quiere que sea
distraído.Es costumbre presentarlo con un paraguas bajo el brazo. No se le
imagina r-ná¡ que cara ar pizanón, dando la espatda a la crase, escribiendo
4 diciendo á, pensando en c cuando se trata ¿é ¿. oe g.rr.r".ióo en gene-
¡ación se transmiten los más típicos dichos que se le a-tribuyen, corrio por
ejemplo:

"Para resolver esta_ecuación diferencial, no tienen más que mirarla hasta
que se les ocurra la solución."

,."E:r.. principio..es tan perfectamente general que no tiene ninguna
aplicación concreta."

"La geometría es el arte de t^zonat correctamente sobre figuras inco-
rrectas."

"Mi método para superar una dificultad consiste en evitarla.""¿cuál es la diferencia entre método y aftificio? un método es un
artificio del cual nos servimos dos veces."

. Después- de todo, algo podemos aprender de este tradicionai profesor
de.matemáticas. Esperemos que el piofesor de matemáticas de quien tú
nada puedes aprender no se conviertá en el tradicional.

__ Progreso y logro. ¿Ha progresado usted? ¿Cuál es el logro esencial?
He ahí una pregunta que nos podemos formular cuando ,óolo..o, un
problema o podemos formulársela a un alumno cuyo trabajo dirigimos. Así
nos acostumbramos a juzgat con mayor o menor seguridad los p-rogresos y
los-logros en los c¿rsos concrelos. El paso por dartespués paia p-asar de
dichos casos concretos a una descripción géneral no es'del iodo .o-odo.
Y sin embargo, hay.que da¡lo si q,,eremoi lrevar suficientemente lejos el
estudio de la heurísticay sacar en claro lo que constituye en general "i pro-
greso y logro en el transcurso de la solución de un problem-a.
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1. Para resolver un problema tenemos que tener cierto conocimiento
del tema, elegir exactamente entre todos nuestros conocimiento5 -¡¡u6[¡sg

de los cuales no son más que latentes- lo que necesitamos. Nuestra con-
cepción del problerna es mucho más rica aI final que al principio de esta
elección. ¿Qué le hemos, pues, añadido? Lo que hemos logrado sacar de la
memoria. Para obtener la solución, hemos debido acordarnos de diversos
hechos esenciales, acordarnos de problemas antetiormente resueltos, de teo-
remas conocidos, de definiciones si se trat¿ de un problema de matemáticas.
Podemos llamar movilización al acto que consiste en extraer de la memo-
ria los elemdqtos apropiados.

2. Sin embargo, para resolver un problema no basta recordar hechos
aislados, hay que combinatlos entre sí adaptándolos al problema propuesto.
En la solución de un problema matemático, por ejemplo, hay que construir,
con la ayuda del material aportado por la memoria, un razonamiento per'
fectamente adaptado a Ia situación. Dicha actividad de adaptación y com-
binación, puede llamarse organización.

3. De hecho no es posible en realidad separar la movllización y la
organización. Si se dedica a un problema una cierta concentración mental,
la memoria no intervendri mis que en favor de hechqs más o menos liga-
dos al propósito que se persigue y no se tendrán que ligar y organizat mis
que miteriales de los que nos hemos acordado y que hemos movilizado.

La movilización y la organización no son más que dos aspectos de un
mismo proceso complejo que además tiene muchos otros.

4. Otro asPecto del programa de nuestro trabajo es el hecho de que
nuestro nzodo de concepción cambia, Enriquecido por todo el material del
que nos hernos acordado, que hemos adaptado y que hemos hecho entrar
en juego, nuestra concepción del problema es mucho más amplia al final

que al principio. Deseando pasar de la concepción-inicial a otl1más ade-
cuada, mejor-adaptada, probamos diversos puntos de vista considerando el

problema bajo diferentes ángulos. No podemos prácticamente hacer pro-
greso alguno sin una v,rnI¡,cIó¡¡ DEL PRoBLEutt, pigina 193'

,. A medida que Progresamos hacia el objetivo final, lo vemos cada
vez más claro, lo que nos lleva a suponer que nos acercamos a é1. A medi-
da que avanzamos en el examen del problema, preltemos cadavez más dara-
mente lo que hay que hacer pata llegar a la solución y cómo hay que ha-

cerlo. A[ resolver un problema matemático, se puede Prever, con un Poco
de suerte, que se puede emplear tal teorema conocido, que puede ser útil

considerar ial problema ya resuelto, o neces¿rio referirse al significado

de tal término iécnico. Estas previsiones no son absolutamente seguras sino
más o menos plausibles. No álcanzaremos la certeza sino después de haber

obtenido la soiución completa; pero antes de llegar ahí, con frecuencia de-
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beremos conformarnos con hipótesis. No podríamos nunca, sin hacer un
llamado a consideraciones simplemente plausibles y provisionales, llegar
a la solución que es certera, y última. Necesitamos un RAzoNÁMrENTo
HrunÍsrrco, pigina 17 3.

6. ¿Qué es el progreso en la marcha hacia.la solución? Es el avance de
la movilización y la organizaciín de nuestros conocimientos, una evolución
de nuestra concepción del problema, una previsión creciente de las etapas
que constituirán el razonamiento final. El avance puede ser lentq imper-
ceptible, pero por momentos su velocidad crece bruscamente, a saltos. Este
progreso repentino hacia la solución se llama unn rDEA BRTLLANTE, una
buena idea, un hallazgo (en alemán existe un término más técnico: Ein-
fall). ¿Qué es una idea brillante? Es una transformación brusca y esencial
de nuestro punto de vista, una reorganización repentina de nuestro modo
de concebir el problema, una previsión de las etapas que nos llevarr.án a la
solución, previsión en la cual, pese a su aparición repentina, presentimos
que nos podemos fiar.

7. Las consideraciones precedentes constituyen el trasfondo de las-
preguntas y sugerencias de nuestra lista.

Gran número de esas preguntas y sugerencias tienen por objeto di¡ecto
la nzoailización de los conocimientos anteriormente adquiri dos. ¿Lo ba ai¡ro
ya? O bien ¿ ba aisto el mismo problema bajo ana f orrna ligerarnente d.ife-
rente? ¿Conoce algún problema relacionado? ¿Conoce algún teorerna qae Ie
podría ser titil? Mire bien Ia incógnita. Trate de pensar en algún problema
c¡ue le sea familiar 7 qae tenga la misma incógnita o uia similar.

Existen situaciones típicas en las que creemos haber reunido el material
conveniente y en las que buscamos organizar mejor lo que hemos movili-
zado: He aqaí an problema qüe Je relaciona al sayo y qai usted ba re¡ueho
ya. ¿Podría entplemlo?; ¿podría ttilizm sa resaltado?; ¿st método?; ¿le hace
falta introdacir algún elemento auxiliar para poder atilizailo?

Existen otras situaciones, igualmente típicas en las cuales consideramos
no haber reunido aún suficiente material. Nos preguntamos qué falta: ¿Ha
utilizado todos los datos? ¿La condición es completa? ¿Ha tenido asted en
caenta todas las nociones esenciales qae compoltaba el problema?

_ Ciertas preguntas tienen por objeto directo la aariación del problema:
¿Podría enrnciar el problerua de nzodo dif erente?; ¿podría enanclarlo tod.a-
uía en otra f orrna? Muchas preguntas tienden a hácer variar el problema
por medio de procedimientos particulares, como el referirse a lá orrw¡-
cIóN, emplear la ¡NtrocÍA, la GENERALIZAcIóN, la pARTtcuLARtz,rclóN,
COMO tAMbiéN DESCOMPONER Y RECOMPONER EL PROBLEMA.

Otras preguntas sugieren el intento de anticipar la natunleza áe la so-
lución buscada: ¿Es posible satisJacer la.condición?; ¿es saficienie la coruli-

Problenas por resoloet, ptoblemas pot elernostttr t6l

ción para d'eterntinar la incógnira?; ¿es insuficiente?; ¿red'andante?; ¿cott-

tradicloria? 
, -.^^^t^^ J^ -,,acl¡ la iclea

Las preguntas y sugerencias de nuestra lista no menclonan

Ur¡ltante', pe?o de háchoiodas aPuntan.a di:ha idea' Al comprender el pro-

blema nos PrePararnos' en efect'o, a dich.a idea; buscando un plan' tratamos

á" lro"o.Jrtri a.rp,,i, de ptovocarla la aplicamo:1-1ti^i1"^hacia' atrás

sobre la forma y el resultado de la soluáón' t¡atamos de ex¡rlotarla a

fondo.* |
Proble\as por resolver, problemas por demostrar' Nos propone-

mos establece, l'rn porul.lismo intre estos dos tipos. de problemas'-"-f 
.--U propositi de un "problema por resolier" es descubrir cierto ob-

jeto, la incogÁit" del Problema''---'L;incófnita 
recibe también el nombre de "quaesitum", o lo que se

lur.u, o lo !,r" r" piá.. Los 
"problemas 

Por resolver" pueden. ser teóricos

o prácticos, abstractos-á'-n.t.tot; uo.^ próbl"toas serios o simples acertijos'

pJá.*o, ú,rr.u, incógnitas de todo tipo, tratar de encontrar' de obtener'

;;ü;;;;-p;;á;?, o construir todos los obietos imaginables. En una

;l;Fiiinci,l^iniág"itu es el asesino; en el aiedrez' u.na jugada; en

ciertos enigmas, unu putiU"; en ciertos problemas elernentales de álgebra'

un número; en una cónstrucción geométrica, una figura'-- 
2. El propósito de 

..un prÑ.-,"-por demostrar" consiste en mosttar

de modo concluyente la exaciit,rd o faliedad de una afirmación claramente

enunciada.
Un testigo que afirme que el ac-usado se hallaba en casa cierta noche'

obliga al j,rez a inuestig", 'i.¿itt-t" afirmación es verdadera y a iustificar stt

opinión sobre bases tañ sólidas como sea posible' Se trata' para el iuez' de

;fiffiúe; oo, á.-o*t ar" 'La 
"demosiración del teorema de Pitágoras"

;;;r,i;;;; ;ro'¿. .ro, probtemas; pero aquí no decimos 
"demostrar o re-

futar el teorema a" niágot"t"' Q'iza fuése mejor, b.aio liertos 
asPectos'

incluir en el enunci^¿" ia probtima la.posibilidad de-refuta¡lo, pero la

descartamos a conciencia dadó que las posifilidades de refutar el teorema de

Pitágoras son mínimas.- 
?- fo, principales elementos de un "problema por resolver" son' la

incógnita,los datos y La condición' ..
Si tenemos que lonstruir un triángulo de lados tt, b, c,la incógnita.es

un triángulo, los datos son las tres magnitu drcu '' b.'-.-11-.1-a condición

;q;;üt-i;dos del triángulo por.construir tengan' tespectivamente' es-as

magnitudes. Si tenemos qt'"t cot'iruir untriángutó cu11t]yi:-*t ti': b y c'

la incógnita ., ,rn ob;ttá de la misma catego-ría que el anterior' t9s da.tos

* Va¡ios de estos puntos se tratao más a fondo en el artículo del ü)tor, Acta

Pslchologica, vol. 4 (1938) , pá'gs' lr3-1'7o'
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s-on los mismos, pero la condición que relaciona la incógnita con los datos es
dife¡ente.

- 4. Si un "problema 
por demostrar" es un problema matemático de la

forma más usual, sus elementos principales sonla h:ipótesis y ra conclasión
del teorema que hay que demostrar o refutar.

"si los cuatro lados de un cuadrilátero son iguales, las dos diagonares
son perpendiculares entre sí." La segunda parte de la frase es la conélusión,
la primera, que empieza por "si", es la hipótesis.

[No todos los teoremas de matemáticas pueden escindirse tan fácil-
mente e¡ hipótesis y conclusión. No es posible, por ejemplo, en el siguiente
caso: "Existe una infinidad de núme¡os primos."]

5. Para encontrar la solución de un "problema 
por resolver" hay que

c-9qocer,_ !e modo preciso, los elementos principales, incógnita, datos y con-
dición. Nuestra lista contiene numeros"t preluntas y súgerencias concer-
nientes a dichos elementos.

¿Caál es la incógnitd; ¿caáles son los datos?; ¿caál es la condición?
Distinga las diaer¡as partes de la condición.
Encxentre la relación entre los datos y la incógnita,

. Mire bien la incógnita. Trate de penur er algtin problema qte le rca
familiar y qtle tengd la rnisrna incógnita o ana ¡irnildr,-

No conserae más que ana parte de la condición, descarte la otra; ¿en
qué medida la incógnita qaeda elttonces determinada?; ¿cómo paede aariar?
¿Paede dedacir de lo¡ datos algún elemento útil?; ¿púría peuar en otros
datos qae Ie permitiesen d.eterminar la incógnitd; ¿podríi cambiar la in-
(gnita, o los datos, o los dos ti es necesario, de tat ndnera qae Ia naeua
incógnita y los nretos datos estaaie¡en más relacionados entre sí?

¿Ha empleado todos los datos?; ¿ba üilizado la condición por com-
pleto!

6. Si tiene que resolver un "problema 
por demostrar" debe conocer

exactamente sus partes principales, hipótesis y conclusión. Existen a propó-
sito de dichos elementos preguntas y sugerencias útiles correspondiéntes a
las de nuestra lista que están especialmente adaptadas a los "pioblemas por
resolver".

¿Cual es Ia bipótesis?; ¿caál et la conclusión?
Distinga las d.iaersas partes de la hipótesis.
Encaentre la relación entre la bipótesis y Ia conclusión.
Mire bien la conclusión. Trate de pensar en algún teorema qae le sea

familiar y qrc tengd la misnta conclrsión o ana sirnilar.
No conserae más qae una parte de la hipóteús, descarle Ia otra parte;

islgue siendo !álida.la conclusión? ¿Podría deducir de la bipótesis-algtin
elernento útil?; ¿podría penrdr en otra bipótesis de la caal asted prdierai.

!il
i
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dedrcir fácilnzente la concluión?; ¿podría canzbiar la bipótesis o la con-
clasión o las dos ¡i es necesmio, de modo qae la nueu hipótesis y la naeaa
concluión e¡ttluiesen más relacionadas entre sí?

¿Ha ernpleado Ia hipótesis completa?
7. "Los problemas por resolver" tienen mayor importancia en las ma-

temáticas elementales, los "problemas por demostrar" son más importantes
en las superiores. En la presente obra se insiste particularmente sobre los
"probl(mas por resolver , pero el autor espera restablecer el equilibrio y
tratar en\ otra ocasión el tema de modo rnás completo.

Problemas de rutina. Así podemos calificar el problema gue consiste
en resolver la ecuación 

f - jx * 2: o

a condición de haber explicado previamente la solución general de la ecua-
ción de segundo grado de manera que el alumqo sólo tiene que sustituir las
letras que figuran en la solución general por los números l, - 1y 2. Aun
eq el caso de que la explicación general no se hubiese dado en términos
algebraicos, bastaria resolver una media docena de ecuaciones de segundo
grado semejantes, con coeficientes numéricos para que el problema pro-
puesto fuese "de rutina'l. En general, consideramos dentro de esta categoria
todo problema que se puede resolver ya sea sustituyendo simplemente nue-
vos datos en lugar de los de un problema ya resuelto, ya sea siguiendo paso
a p¿rso, sin ninguna originalidad,la, traza de algún viejo ejemplo. Al pro-
poner un problema de rutina, el profesor ofrece a los alumnos una respues-
ta inmediata y decisiva a la pregunta: ¿Conoce algún problema relacio-
n¿do? Los alumnos no necesitan entonces más que un Poco de atención y
paciencia para seguir un precepto experimentado y no tendrán oportunidad
de recurrir ni a su juicio ni a sus facultades inventivas.

Los problemas de rutina, incluso empleados en gran número, pueden
ser útiles en la enseñanza de matemáticas, Pero sería imperdonable pro-
poner a los alumnos exdusivamente problemas de este tipo. Limitar la ense-
ñanza de las matemáticas a la ejecución mecánica de operaciones rutinarias
es rebajarlas por debajo del nivel'de un "libro de cocina" ya que las rece-
tas culinarias reservan una parte a la imaginación y al juicio del cocinero,
mientras que las recetas matemáticas no permiten tal cosa.

Problemas prácticos. Difieren en diversos aspectos de los problemas
puramente matemáticos. Sin embargo, los razonamientos, los principales
métodos que permiten resolverlos son esencialmente los mismos.

Los problemas prácticos del ingeniero comprenden por lo general una
parte matemática. Expondremos aquí las diferencias, las analogías, las rela-
ciones existentes entre estos dos tipos de problemas.

l. La construcción de una presa sobre el curso de un río es un Pro-
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blema práctico- digno de atención. No se necesitan conocimientos especiales
para comprenderlo. En los tiempos más antiguos de la civilización, mucho
antes de la época moderna, de las teorías científicas, se han construido
Presas en el vaile del Nilo, por ejemplo, y también en otras partes del
mundo donde las cosechas dependían dé la irrigacién.

consideremos el problema de la construcció' de Llna gran presa mo-
derna.

. icuál es.la incógnita? un problema práctico de esta natr,rraleza compren-
de un sinniimero de incógnitas: empiaiamiento exacto de ra presa, f'orma
geométrica, dimensiones, materiales a emplear en !u construciión, etc.

¿cuál es la contiición? son muchas y no r. puede responder brevemente
a esta pregunfa. En un proyecto tan amplio iray que satisfacer numero-
sas necesidades económicas, causando los menores dahos posibles a las otras
necesidades esenciales. La presa deberá suministrar corrilnte erectrica, per-
mitir la irrigación u otros usos del agua ar iguar que el control de las i¡e-
cidas. Pero deberá igualmente .niotp...r lo-menós posible la navegación,
la vida de los peces, no estropear un bello paisaje, eti.... y.natural-mente,
su costo deberá ser el menor posible en tinto que su construcción deberá
hacerse io niás rápidarnente posible.

¿cuáles son los da:tos? La multitud de datcs necesarios es tremenda. se
necesitan clatos topográficos, relativos al ttazo del curso del agua y sus
afluentes; datos geológicos -indispensables* para deterrninar la solidez
de los cimientos, las posibles infiltiaciones, los materiales de construcción
que se pueden hallar en el lugar, etc.; datos meteorológicos, que indiquen
las precipitaciones anuales y la altura de las crecidasl datoJ económicos
relativos al valor de los terrenos que quedarán inundados, el costo de los
materiales y del trabajo, etc.

Este ejemplo muestra que las incógnitas, los datos y ras condiciones son
más complejas y están definidas con menor claridad en un problema orác-
tico que en un matemático. 

' 
,

2. Para tesolver un problema cualquiera, se necesita un mínimo de
conocimientos anterioies. El ingeniero moderno puede utiliza¡ a la:vez co-
nocimientos muy especializados, una teoría científica sobre resistencia de
materiales, su propia experiencia en' problemas de construcción y la que
le dan las obras técnicas. sin disponer de conocinlientos tan extdnsos,,po-
demos tratar de imaginar la manera de ruzonar de un constiuctor de prásas
en el antiguo Egipto.

sin duda tuvo la ocasión de.ver otras presas, $lenos importantes qüizá,
montículos de tierra o construcciones de mampostería para.letener el agua.
Habia visto el río en crecida, arrastrando todo tipo de:escombros, haciendo
presión sobre los montículps de tierra. euizá ayudó a reparar las brechas
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y los daños causados por la erosión debida a una inundación. Pudo haber
asistido a la destrucción de una presa cediendo a la presión del agua. Había
oído hablar seguramente de presas que han resistido siglos o de catástrofes
debidas a rupturas inesperadas. Sin duda ha imaginado ia presión que
ejerce el agua sobre la superficie de la presa, la resistcncia y el esfuerzo
de los materiales.

{ sin embargo, tal constructor no tenía ningün conc{irtr; científico
precisb, cuantitativo, sobre la presión de los fluidos o soi:rc lar fircrzas elás-
ticas en los sólidos, en tanto que iales conceptos constttuyen uttir partc' esen-
cial de los conocimientos del ingeniero moderno

Pero incluso éste se sirve de muchos conocimientos que no l¡an alcan-
zado todavía un nivel científico preciso; lo que se sabe por eiemplo de la
erosión debida al agua, de la acumulación de tierra por el arr¿stre del ¿gua,
de la plasticidad y otras propiedades de ciertos materiales, todavía no del
todo circunscritas, todo ello presenta un carácter más bien ernpírico.

Este ejemplo muestra que los conocimientos necesarios y los conceptos
empleados son más complejos y están definidos con menor claridad en los
problemas orácticos que eÍr los matemáticos.

3. Podemos decir que las incógnitas, los datos, las condiciones, los
conccptos, los conocimientos necesarios, en suma, todo en los i:roblemas
prácticos es más complejo y menos preciso que en los problemas puratnente
matemáticos. Esa es la diferencia esencial entre ellos y que implica con
toda seguridad otras más. Sin embargo, las razones y los métodos funda-
mentales que conducen a la solución son propiamente los mismos para los
dos tipos de problemas.

Es cotriente admitir que los problemas prácticos exigen más experien-
cia que los otros; es posible. Sin embargo, es probable que la diferencia
resida en la naturaleza misma de los conocimientos necesarios y no en nues-
tra actitud frente al problema. Al resolver un problema, sea cual fuere,
hay que hacer siempre un llamado a la experiencia adquirida en el trans-
curso de trabajos precedentes y formularse con frecuencia las preguntas:

¿Ha tislo el n¿istno problena baio una fonna ligeramente dit'erente?;

¿cottoce algún problema relacionado?
Al resolver un problema matemático, partimos de conceptos muy claros,

relativamente bien ordenados en nuestra mente. Al resolver un problema
práctico, estaremos con frecuencia obligados a emPezar por idcas más bien
vagas; esclarecer los conceptos puede ser entonces una parte importante del
problema. La ciencia médica está en mejores condiciones ahora para diag-
nosticar enfermedades contagiosas que antes de Pasteur, cuando la noción
misma de contamin¿ción era bastante vtga. ¿Ha tenido en caenta todas las
nociones esenciales que comporta el problema? Esta es una pregunta intere-
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sante para problemas de todo tipo, pero su empleo varía mucho, según la
naturaJeza de las nociones que entran en juego.

En un problema matemático bien planteado, todos los datos y todas
las cláusulas de la condición son esenciales y se deben tener en cuenta.
En los problemas prácticos tenemos una multitud de datos y condiciones;
tendremos en cuenta el mayor número posible de ellas, pero estaremos obli'
gados a descuidar una parte. Volvamos al caso del constructor de una gran
presa. Tomará en consideración el interés público y los intereses económicos
más importantes, pero tendrá que desentender las ,reivindicaciones indivi-
duales y los daños secundarios. Los datos de su problema sd'n propiamente
inagotables. Por ejemplo, puede desear conocer algunos detalles más iobre
la naturaleza del terreno sobre el cual descansarán los cimientos; Pero como
no se puede emplear un tiempo indefinido en la obtención de datos geoló-
gicos, acabará conformándose con los que tiene, quedando así, muy a Pesar
suyo, un cierto margen de incertidumbre.

¿Ha emplead.o todos los datos?; ¿lta empleado la condición cornplela?
No podemos eludir estas preguntas cuando se trata de problemas matemá-
ticos. En los problemas prácticos conviene, sin embargo, modificarlas como
sigue: ¿Ha empleado todos los datos qae paeden contribrir de modo apre-
ciable aI descubrimiento de la solución?; ¿ha empleado todas las condicio-
nes qtle paeden inflail de modo apreciable en la solución? Después de da'
sificar la información apropiada de la que se dispone, de haber buscado
otras si es necesario, se llega siempre a un momento en el que se debe¡án
abandonar las investigaciones, ponerles punto final, no obstante tener l¿
seguridad de haber descuidado ciertos puntoe. "Quien tiene miedo, no
cruza el mar." Existe, en efecto, con frecuencia un exceso considerable
de datos sin influencia apreciable sobre la forma final de la solución.

4. Los constructores de presas del antiguo Egipto se conformaban con
interpretar con sentido común sus experienciu, ya que no podían basarse
sobre otra cosa. Por el contrario, el ingeniero moderno no puede sólo recu-
rrir a su buen sentido común, en particular si su proyecto es una emp¡esa
nueva y rudaz. Debe calcular la resistencia de la presa proyectada, prever
cuantitativamente las contracciones en la mampostería, lo que le llev¿ a
aplicar la teoría de la elasticidad (muy aplicable ¿ las construcciones de
concreto). Para ello necesita un conocimiento muy amplio de matemáticas;
así pues, el problema práctico del ingeniero le lleva a un problema ma-
temático.

Dicho problema es demasiado técnico como para ser tratado aquí; nos
conformaremos, pues, con un¿ observación general. Para plantear y resolver
problemas matemáticos derivados de problemas prácticos, debemos en ge-
neral, limitarnos a una aproximación dada la imposibilidad de considera¡

¿Pueile cornprobar el ¡esuhado? t67

ciertos datos y condiciones menofes del problema práctico. Por ello es

tolerable .rn, iig.t^ imprecisión en los cálculos, sobre todo cuando se Sana
en sencillez lo que se pierde en precisión'

,. Hay m.rcho que decir so|re las aproximaciones, y la cuestión sería

interesante de desarróllar. Pero desconociéndo los conocimientos matemáti-

cos de los lectores, nos limitaremos a un solo ejemplo instructivo que no

requiere más que intuición.^ 
El[razo dÉ mapas geográficos representa un problema práctico. Para

levantar un plano, ie aámite generalmente que la tierra es una. esfera, lo

que no es sino ott" hipót"tis aproximada q.te no corresponde a la.realidad'

&actamente. La supeificie de la tierra no puede definirse matemáticamen-

te y sabemos que la'tierra está achatada enlos polos. Sin embargp, conside-

rándola como un¿ esfera, podemos hacer el mapa mucho más fácilmente;

ganamos, pues, mucho en iencillez sin perder gran cosa en precisión' Para

áemostrario, imaginemos un gran balón que tenga exactamente la forma

de la tierra, con rin diámetro áe 3 metros en el eruador. La distancia entre

los polos de dicho balón, menor que dicho diámetro, dado que la tierra es

achttada, no variamás que en un ientímetro. Se ve así que la esfera resulta

ser en la práctica una excelente aproximación.

¿p"eáe comprobar el resuliado?; ¿paede aerilicar el razonamienlo?,

Una'buena respiesta a estas preguntas reafirma nuestra confianza en la

exactitud de la'solución y contribuye a consolidar nuestros conocimientos

va obtenidos
1. se pueden comprobar los resultados numéricos de problemas ma-

temáticos ómparándolór .on números fáciles de observar y que- el sentido

cornún acepte como apropiados. Como los problemas planteados por las

necesidadei prácticas ó la natural curiosidad están en general basados en

hechos, sería de esPerarse qub nadie omitiese la comparación con hechos

observables. Sin embargo, todos los maestros saben 
-que 

ciertos alumnoí

llegan en este respecto a-resoltados increíbles. No les extraña, por ejemplo,

deíerminar líl30 m para el largo de un barco y 8 años 2 meses pan la

edad del capitán que 
--dicho 

sg¿ de Paso- se sabe que.es abtrelo. Este

desprecio dá h eviáencia no implica netesariamente estupidez, es más bien

una indiferencia respe<to a problemas artificiales.

2. Los problemas 
"litefales" permiten verificaciones más interesantes

y en mayor nú-.ro que los "problemas.numéricos" (sección r4)-. T-om1;
'mos 

otró ejemplo; coñsideremós una pirámide trunca de base cuadrada. Si

el lado de ía base inferior es a, el lado de la pase superior b, y la altva lt, el

volumen está dado Por
t * a b * b '- b .
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Podemos verificar este resultado por pARTrcul¡nlz¡cróN. En efecto.
si ! 

: a la pkámide truncada se convierte en un prism a y la flrmula da
a'lt; y si b: o, ta pirámide truncada se convierteln,rruiirámide dando

^ 2 L

la fórmula 
-^". 

Podemos explicar el rx¡urN DE DIMENsToNEs ya que3
el .volumen se expresa entonces por el cubo de una longitud. podemos asi-
gi1mo comprobar la exactitud de la fórmula por uarlación de ros datos,
dado que, si una de las cantidades positivas, á, b o h aumenta, el valor de
la fórmula aumenta también.

Tales verificaciones pueden aplicarse no solamente al resultado final,
sino también a los resuitados intermedios. son lo suficientemente útiles
como para justificar el trabajo suplementario que implican (véase vARrA-
cIoN DEL PRoBLEMA, a). A fin de poder utilizar tales verificaciones, pue-
de ser interesante generalizar un 'problema numérico" y transformarlo
en un "problema literal" (ver cENERALrzAclóN, 3; página 9g).

3. ¿Paede verificar el razona,tibnto? Yerificando el razonamiento
paso por paso, debemos evitar la mera repetición. Primero, porqu€ pue-
de resultar fastidiosa, sin interés y cansar la atención. Segunáo, por-
que bajo las mismas circunstancias, donde nos heryos equivocádo unh vez
podemos equivocarnos de nuevo. si estimamos necesario iehacer por entero
ei razonamiento paso por paso, cambiemos al menos el orden de los pa-
s9s, el orden en que han sido agrupados, introduzcamos ciertas modifica-
clones.

se requiere menos esfuerzo y es más interesante escoger los puntos
flojos de nuestro razonamiento y examinarlos en un principio. Uni pre-
gunta de gran utilidad cuando escogemos tales puntos del razonamiénto
para examinarlos es: HA EMeLEADo roDos ros oaros?; página 9g.

5. Es evidente <1ue nuestros conocimientos no matemáticos no pueden
únicamente basarse en pruebas formales. La parte más sólida de nuestros
conocimientos generales se verifica y se reafirma sin cesar por medio de
experiencias cotidianas. En las ciencias naturales se practican én forma más
sistemática ve¡ificaciones por medio de la observación. Estas toman la for-
ma de experimentos y mediciones minuciosas y se combinan, en las ciencias
físicas, con razonarnientos matemáticos. ;Pueden basarse nuestros conoci-
mientos matemáticos solamente sobre pruebas formales?

He ahí una pregunta filosófica que no podcmos tliscutir aquí. Es
seguro que nuestros conocimientos matemáticos, tanto los míos como los
suyos o los de sus alumnos, no se basan exclusivamente sobre pruebas for-
males. Tor,lo conocimiento sólido se apoya sobrc uina base experimental
reforzada por cada problema cuyo resultado ha sido cuidadosamenre ve-
rificado.
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¿Puede efrcontrar el resultado en forma diferente? Cuando la solu-

qión, finalmente obtenida, es larga y complicada, podemos suPoncr quc

exisíe otra, más clara y menos tortuosa: ¿Puede encontrar el re-rultado

en forma áiferente?; ¿paede aerlo ¿le una oieada? Aunque la solución que

heÁos encontrado sea satisfactoria, siempre es interesante encontrar otra.

Es deseable convencerse de la validez dá un resultado teórico por medio

de dos fazonamientos diferentes, al igual que es deseable percibir un ob-

il;[;;td poi -.4;o de dos sentiáos diferentes. Habiendo encontrado

una der)ostr^Éión, d.ta^-os encontrar otra del mismo rnoclo que qtleremos

tocat un objeto después de que lo hemos visto'

Esto equivale a decir que dos pruebas valcn más qtrc trn;r' -
1. Ejintplo. Deterrnínar el área -i de la su¡'e rficie.lateral.dc un tronco

cle cono, ccnbciendo el ratlio R de la base inferior, r cl de la basc str¡'crior

y la altura h.
Existen diversos métodos para resolver este problela',Si,Por ejcmplo'

conocemos la fórmula para cálcular la superficie lateral del cono, ya que

un tronco de cono se oÉtiene eliminando áe,rtt cono ctro más pequeño,-su

,"p.tii.i. laieral será la diferencia entre las superficies lateralcs.de los dos

cci'nos; queda Pot exPresarse en términos de R, r y b' Desaffollando esta

idea, se obtiene finalmente la fórmula

s : r r ( R  + ) t / @ - ü ' + F

Unavezobten idoes teresu i tado,despuésdecá lcu losnrásomcnos l í l r -
gos, podemos buscar otro razonamiento, más claro y menos tottuoso' ¿Pae'

ie enconlrar el rewltatJo en forrna cliferente?; ¿puetle aerlo de ana oieacla?

Deseando ver intuitivaménte el coniunto del resultado, podemos al prin-

cipio esforzafnos en comprender el significado geométrico de sus comPo-

néntes. Podemos entonces observar que

\ f G  -  t ) ' + T

es la longitud del lado oblicuo. (Se llama así a uno de los lados no

;;;.1";"d"1 trapecio isósceles que, girando alrededor de la recta determi-

i.,od^ por los puñtos medios de s"i iádos purul.los, engendra el tronco de

cono: véase figura 21 ).
También podemos descubrir que 

ZnR I z¡r
' ¡ r ( R * r )  =

es la metliir aritmética ,Je los pcrímetros de las dos bascs del tronco de cono'

La consideración de la misma parte de ia fórmula, puedc inducirnos a

escribirla bajo la forma 
R + r

z ' ( R  *  r )  : 2 t  
z
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que es el perímetro de la sección media del tronco de cono. (Llamamos
aquí sección media a la intersección del cono por un plano paralelo a las dos
bases y que corta a la altura en dos partes iguales. )

Estas nuevas interpretaciones de las diversas partes de la fórmula nos
permiten ver el conjuñto desde un ángulo diferenie. Podemos leerlo como
slgue:

Area : Perímetro de la sección media X zltura oblicua.
Podemos entonces recordar la regla para el trapecio:
Area:medianaXaltura.

(La mediana es paralela a los dos lados paralelos 
'del 

trapecio y cofta a
la altura en dos partes iguales.) La comparación intuitiva de las-dos

FIG. 21

fórmulas -la relativa al tronco de cono y la relativa al irapecio- nos hace
apreciar "de un vistazo" eI conjunto del resultado relativo al tronco de
cono. Nos damos cuenta entonces que estamos a punto de obtener una
demostración ripida y directa de un resultado que había requerido antes
largos cálculos.

2. El ejemplo precedente es tipico. No satisfechos del todo del modo
en que habíamos obtenido el resultado, hemos tratado de mejoradq de
transformado. Con ese fin lo hemos estudiado de nuevo, esperando com-
prenderlo mejor, ver un nuevo aspecto. Podemos obtener un primer ade-
l¿nto observando una nueva interpretación de uno de sus detalles. Después
podernos, por casualidad o por suerte, descubrir una nueva forma de conce-
bir otro detalle.

El examinar los detalles uno tras otro, ensayando diversas fo¡rnas de
considerados, nos conduce finalmente, a ver el conjunto bajo un aspecto
completamente diferente del anterior y deducir una demostración nueva.

Todo lo que precede, hay que confesado, incumbe más bien a un ma-
temático experimentado tratando un problema delicado, que a un princi.

l7r
¿Pueile utilizarce el tesultailo?

piantequetratade_resot;";'J,Lg?::::,ü"ffi'1r"":.Iltil+ii:"--"""o^';
iazón de sus extensos

hacer un llamado " -ottto' rtcoe'dos y t to'*bi'"'n tn"on"*iento innece-

sariamente compricaoo. p.ro .r. riesgo. r. ..;;;;;por el hecho de que eI

matemático .*pt'itt"iual tü;1i,13 t"lállitio que un principian-

te para apreciar tt mÁ t"- que con:1:r-:rinterpretar de nuevo una Parte

def resultado y p'ot"oái linalmente' 1T*:tTdo'mochas 
pequeñas venta¡ as'

hasta llegar " "o" t"ili'#il+t:át' ¿t to¿o el resultado'

Puedb suceder, ";';;;'g;' iltlY'o 
en^ las clases más elementales' que

los alurnnos p"'e"t"n "lr"líf"tiOn i"ntt"'"'iamente complicada' El pro-

fesor debe hacerles nt' "t'tontt" aunque '"^ *" o dos vecés''no'solamente

el modo de resolver á;t"bü; "" io'*"''ii' u".ln"' sino' también cómo

hacer para ""ton""',-lt;tti 'árt"¿o *i'fno'-r" i"¿it"tio" d"--"-iu solución

mas r-ápida. v¿"'" t"*bii"-*i"uitto" ii'otttRDo Y oruostR¡cIóN

*"FIi¿llfi"ll'lJ?ir:'::*::"i::#fr ,H.ü'Ti:Jtg'i''ll
rml*ru:,ffiffi.fr:'::';*:Jl'lT:1ffi"i;;";;' 

prr erro de ser un
descubrimiento' pes^ioéi ;; il; atgo" a;sc"urimientof por-modesto 9ue

sea. debemos P"rtt;;;; 't"1ry-: 
no-"ttonat algoJ no deberíamos

desaprovecha' t"' po'iUitidades qlt t9' UtiJ"; á"ft*ó tt"t"t de utilizar

on" ^o", más er J;#;;'""";; * ".:::::t:2', Itl "#:.T' ;; ;':f"una vez -*á: :l ^''Yr'o]Ii,,;#'; 
;-r;;;i¿o o eI métod'o en atgún otro

siemPre los éxitos' ¿rr

¡robiema? -,-^^ ^-^!.lcmac rlor Doca que sea la expe-

1. Nos es fácit unaginar nuev.os.nrobflas Por Poca 9'ue sea'

riencia que tengarn*'i:i;'^ ;;i;ttPiq.:t^:dios 
para transf ormarlos' tales

como la cENERALIz^J"' "*"t:ü y¡rz'L9róN' aN'rlocíA' DEScoMPoSI-

cróN y *r.o*"o"ti'i' 
p"'-ti*¿o del problema que se nos ProPone' en-

contraremos ou"' p"i t''*";;; ñt t"tát"t*t"tion^dos ; después partien-

do de estos nuevos piout?.",, encontraremo'oüo', y así suceiivamente. El

Droceso es ilimitado #;;,t," f"'o "" 1rá"i'l 
i9 ttieiitils'muv leios

na' qo" los problema'^ q"". *'*t*g1i-::j;"'tl tittgt a¡ 
¡¡r'jnsoturtes''p",';;,;;to.'r,*li;lSijf u'.::klf f ru::','""r','1ff"':Ti:;

me nte res olve r ut 1l rzanqo 
:'-::ii-- ; "-i ̂  át^" de inte r&.

;4:*.:"1*i:ilffi '$i:,fI¿1.'TJ;";ezinteresantevaccesibre
no es fácil; " "*t'itftlp*ititl""u":ij;u" v suerte' sin embargo' no

debemos deiar de oosc"rlis cada vez qot"h"y"áos logrado resolver uno'

;;;y¿;;,'ry::":"T:{:1,ütí';"n"li1p.Tiji!',i|F{:1fi
familias de setas: v:

su altededo4 r'uy t"tr'*"p'"t'uiria^d* ;;á;haya otros en la vecindad'
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2. Para ilustrar ciertos puntos expuestos anteriormente, tomaremos de
nuevo el ejemplo del que nos hemos valido ya en las secciones g, LA, lZ,
14, 1.5. Partamos, pues, del problema siguiente :

Dadas las tres dimensiones (largo, ancho y altura) de un paralelepípe-
do rectangular, determinar la diagonal.

si conocemos la solución de este problema, podemos fácilmente resol-
ver uno de los siguientes (los dos primeros ya han sido expuestos casi por
completo en la sección 14) :

Dadas las tres dimensiones de un paralelepípedp rectangular, determi-
nar el radio de Ia esfera circunscrita.

La base de una pirámide es un rectángulo cuyo centro es el pie de Ia
¿ltura de la pirámide. Dada dicha altura v los lados tle la base, déieiminar
la longitud de la arista iateral.

Dadas las coordenadas rectangulares (x,, !t, zr), (x., !r, z-) de dos
pr-rntos en el espacio, encontrar la distancia entre esos dos puntos.

Es fácil resolver estos problemas, pues apenas difieren del problema
primitivo cuya sclución conocemos. En cada uno de los casos hemos aña-
dido, a los datos iniciales, una noción nueva: esfera circunscrita, pirámide,
coordenadas rectansulares. Diciras nociones tan fáciles de elimiiar como
de añadir, bastará eliminarlas para encontrarse ante el problema prirnitivo.

Los ptoblemas precedentes presentan un cierto i'terés por el hecho de
que ias nociones añadidas al problema originar scn interesantes ellas mis-
mas. El último, relativo a la distancia entre dos ptintos determinaclos por
sus_ coordenadas, es interesante por la irnportancia de la noción de coorde-
nadas rectangulares.

. . 3.- He aquí otro problema fácil de resolver para quien conozca ra solu-
ción-del problema original: Dados el largo, el ancho y la diagonal de un
paralelepípedo rectangular, determinar la altura

De hecho, la solución del problema original consiste en establecer una
relación entre las cuatro cantidádes, las tres áimensiones del paralelepípedo
y su diagonal. si tres.de esas cantidades son dadas, podernos calcirrar la
cuarta a partir de la relación existente entre ellas. podimos, pues, resolver
el nuevo problema.

. Este nuevo ejemplo nos indica el medio de encontrar problemas fáciles
de resolver a partir de un problema resuelto: consideremoi la incógnita ,Jel
¡rrobl_ema original como uno de los datos y uno de los datos como incóg-
nita. L¿ relación entre la incógnita y los datos es la misma en los clos casos.
Habiendo encontrado esta relación en el primero, podemos utilizarla igual-
mente en el segundo.

Este modo de proceder, que consiste en cambiar los papeles que juegan
los datos y la incógnita es muy diferente al expuesto en el párrafo 2.
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4. Pasemos ahora a otro modo de encontrar nuevos problemm'

He aquí un grruoü,acjón natural det problema piimitivo:-Determi-

nar la diJgonal d! un paralelepípedo., dadas las tres aristas a partir de r'rn

.*rr..o d! la diugo.r^t y to, trei ángulos comprendidos entre las ttes atistas'

Por barticulor¡"ii'i olit"t*o! el probüma siguiente : Determinar la

diasonai de un cubo cuya arista es dada'' '"ilñndo 
, t" o,,)logía, descubrimos una variedad inagotable rle pro-

bd;;\{;;ñi;ü;;;;i;L se .terivan de los ya examinados en er pá-

rrafo 2.Determinar Ia diagtnd de un cctaedro regular-cuya lrista es dada'

Encontrar el radio de la eiera circunscrita a un telraedro regular de arista

dada. Dadas las coordenadas geográficas de dos puntos situados en la su-

ñil de la tierra (considáad"a como esferai, encontrar su distancia

esférica.
Todos estos problemas son interesantes, pero.sólo tt 

1:t",::^"ltiene 
por

pa*icularización puede resolverse inmediatamcnte sobrc la baóe dc la solu:

ii¿n d.t problema original.
5. Podemos tambíén imaginar nuevos problemas consideranclo como

variables ciertos elementos del problema propuesto'

Un caso particular de "t' probiema mencionado en el párrafo 2 consiste

en encontrar el r¡dio de una^esfera circunscrita a un c.bo de a¡ista clada'

Considerernos el cubo y el centro común del cubo y d-t lo.esfcra como datos

fijos, pero hagamos uuíi", .t radio de la esfera' Cuando el radio es pequeño;

la esfera está inscrtta en el cubo' A medida que el radio crece' la esfe¡a se

exr:ande (como un balón de goma que se infia)' En un momento dadc' ia

Jtt;.;i;t .-^tJ.r tt 'bol on páco después' sus aristas; más tarde' los

;fii;.;j ¿C,rál es "f *io, del radiá en cadá urio. cle los mornentos críticos?

6. La experiencia de un alumno en matemáti:f t:-tá iriconlp{eta mien-

tras no tenga ocasión de resolver problcmas que'l/ r4into hi\ia!)41;e¡,4a¿¡s'

Enseñando"a los alumnos ei modo de derivar un nuevo. Problema dc Lln

oroblema va resuelto, el profesor logrará suscitar la curiosidld de'sus alum-

["r. pr.Ot t'r-lii"'al¡;;l* ;;^ frou. a"t descubrimiento, Por ejcmplo;

exponiendo el caso de la esfera,tttt.:" dilata como acabamos de hacer

(párrafo l¡ y pr"guniá;;"Ñ 
:';Ó"é tratarán ustedes de'calLular?; ¿quó

üd; ;.i ;ái; sán particula'*tntL int"tesantes ?"'- 
il]fu;i.rrto ná"rirti.o. El rfzonamiento heurístico'es'un iazona'

miento que se considera no corno définitivo y, rigur:t-";^tlll,j]-plemente

.o*o práuirional y plausible y cuyo objeto es descubrir la solución dcl pro-

;ñ!;;p;.r,o.'ni ,uronu*i"nio heúrístico es de' en.r.pleo. frecuente. No

se llega a una certeza pléna sino después de haber *:lt1:1" sólución

.árnpi"tu, pero hasta uhí no' contentaiernos con frecuencia con una hipó-

tesis más o menos plausible' Se puede necesitar lo provisorio antes de'lograr
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lo definitivo. En la construcción de una demostración rigurosa el razona-

miento heurístico juega el mismo papel que el andamiaje en la construcción
de un edificio.

Véase INDICIOS DE PROcRESO. El razonamiento heurístico se basa con

frecuencia sobre la induCción o la analogia: véase INDUC6IóN E INDUcCIóN

¡r.r,rrruÁrlcA, y, ANALocÍl, 8, 9 y lO; páginas 62'61.*
El razonamiento heurístico es bueno por sí mismo; lo que es malo es

asociado a la demostración rigurosa; lo que es Peor, es presentado como

demostración rigurosa.
La enseñanz-a de ciertos temas, en particular la del cálculo P^rc ingenie'

ros y físicos, podría mejorarse en su esencia misma si la naturaleza del razv

namiento heürístico fuese comprendida mejor, si se reconociesen franca'

mente sus ventajas así como zus limitaciones y si los textos escolares lo

presentasen abiertamente. TJn ttzo¡amiento heurístico presentado con gus-

io y.o.r franqueza puede ser útil; puede PreParar el camino al razonamiento

rig;uroso del cual eñcierra usualmente ciertos gérmenes. P.fg.9*tt el riesgo

dá ser nocivo si se presenta de modo ambiguo, oscilando visiblemente entre

Ia vergüenza y la pretensión. Véase ¿ron quÉ LAs DEMosrnacloxss?
Rázonamientó regresivo. Para comprender el comportamiento del

hombre, hay que compararlo con el del animal. Los animales tambien tie-

nen "pioblá-L por risolver". La psicología experimental ha hecho, en las

ultimas decadas, llo ptogt"to esencial examinando la manera en que.algu-

nos de ellos los "resi,elven". No podernos tratar aquí esas investigaciones,

sólo nos limitaremos a esbozar la discripción de una sola experiencia sencilla

e instructiva a título de cornentario dá metodo de análisis o método del
"razonamiento regresivo". Ya hemos hablado de este método en otra parte

de la presente obia, bajo el nombre de t,rntus, filósofo al que debemos

una importante descipción del rnismo.
L. tratemos de áncontrar respuesta a la siguiente adivinanza: ¿Córno

baúa para tracr de an río seis litios .d1 agr¿d., si no tiene a sa disposición,

pma kedir el agua, más qae dos recipienies, ano de cuatro litros y olro de

naeue?
Representémonos claramente los instrumentos de trabajo, es _decir, los

dos reiipientes. (¿Cuátes son los datos?) -Imaginemos que son cilíndricos,

de baseJ iguales y de altura 9 y 4; véase f.igan 22'-

Si hubfese, eÁ la superficie lateral de cada uno de ellos, una graduación

de líneas horizontales igualmente espaciadas, lo que nos daría en cualquier

momento la altura def nivel del agua, el problema setia f.ácil. Pero no

existiendo dicha graduación, estamos lejos de la solución'

* Véase también el artículo del autor en American Mathematical Montbll'

vol. 48, pigs. 410-461.
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Nosabemostodavíacómomedirexactamenteseisl i t ros;¿podríamos
medir otra cantidad? \Si ;" paede resoluer e-l problemo P!1!1ttto' tratu de

resolaer primero """ í'W¡'i'¿i' iPo{í1ded'acir algo-titil de Iy.datos?)

Hagamos ensayos,,tanteemos u1 P+9'Podemos 
llenai por completo eI ma-

y"r"[ipi*,"isi ion su contenid]o [enamos entonces el pequeño, nos que-

dan ----en,el nr"no"-li,,.o iiliot' ¿roa"tos de igual modo obtener seis?

üd.rn"t\¿.?o.uo los dos recipientls '.Podríamos también' ' '

Obramos asi como la mayoi parte de la gente-a la que se plantea este

problema. partiendo ¿" to, io, Écipientes vi-cíos hacemos un ensayo, des-

!'L--J'
ÍrG, 22

pués otro, u".iárrdolo, y llenándolos repetidamente' y tras cada fracaso'

íJrr"-or'^ *p.r", b;¿fi;-;i;; ior". 
^rn 

resumen, rÍadnzdmos partiendo

de la situación dada "i;;;;tp;; haciata situación final deseada, es decir,

vendo de los datos " ;t;;t;ta. puede suceder que tras muchos intentos

io$remos el propósito casualmente'

2 .No lessucedeestoa inves t igadoresb iendotadosoa lasPersonas
que han tenido.Ia ,o.,i. át-"o ^Pt::i:,:::lamente' en sus clases de mate-

máticas, oPeracrones puramente rutinarias; estos no perderán el tiempo en

ese tipo de tentativat,;;;;dia vuel[a y enfocarán el problema a la

inversa.'^^' 

cé"U se nos pide? (¿Cuál es.la.incógn-ita?) Representém?1o^s^P^:1:

.l"rlmtente posibü la siiuación final que queremos alcanzar' Im¿gmemos

que tenemos "nt. no'ot'os el recipienie giande que contase exactamente

r l
l l
2)
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seis litros y el pcqueño, vacío, como en lafigura2). (Partarnos de lo que rc
pide y adntitantos, con pAppus, que lo qile Je busca /ta sido ya encontrado.)

¿A partir de qué situación anterior a ésta podríamos obtener la situación
final deseada, como se muestra en la figuri 23? (Busquenor a partir de
qtté anlecedeutes po.dría encontrarse el resulta¿lo final, dice nanrus.)

Pcdríamos llenar el recipiente grande, es decir, medir nueve litros.
Haría falta entonces poder quitar exactamente tres litros. Para ello. . . , h^-
ría falta tener ya un litro en el pequeño. ¡Esa es la idea! (Véase fig. za.)

D,
F¡c. 24

(El paso que hemos dado no es de los más fáciles. Pocas personas son
las que lo intentan antes de mucho dudar. De hecho, tan pronto se reconoce
el significado de este razonamiento, se prevé la línea general de la solución
que sigue. )

Pero ¿cómo lograr Ia situación que hemos encontrado e ilustrado en la
figura 24? (Busquemos de nueuo cuál podría ser el antececlenfe de este
antececlente.) Dado que la cantidad de agua que contiene el río, para nues-
tros efectos es i l imitada, la situación de la figura 24 se reduce a la de la
f icura 25.

D,
EtG. 25

o a la de Ia figura 26.
Es fácil ieconocer que, si se obtiene una cualquiera de las situaciones

de las figuras 24,25,26, se obtendrán igualmente las otras dos; pero no es
tan fácil el llegar a la situación de la figura 26, a menos d,e haberla 7a en-
crtnh,ad.o, de haberla visto casualmente, en el transcurso de las tentativas
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¡recedentes. Repitiendo sin cesar las experiencias con los dos recipien-

ies, podemos haber logrado algo análogo y acordarnos, en el mgmento pre-

ciso.^ q,re la situación de la figura 26 puede presentarse como se sugiereciso, que la igata 26 puede presentarse como se sugrere

t77

en Ía'figura 27: llenando el recipientt grande y después.vaciamos dos

veces 4 l-itror .o el pequalo y de ahí al río. Encontramos finalmente -algo
y4 cono\doido (so¡ las pálabras de Pappus); así, por el'método del análisitsts,

), '__r
Frc.26

por medio del razonarniertto regresioo hemos descubierto la sucesión de

operaciones apropiadas.- 
Es cierto que esto se ha hecho a contrapelo, Pero no tenemos más que

inaertir el proceso partiendo d.el último panto alcanzado en nuestto análisis

(como dicl pappui). Hacemos primero las operaciones sugeridas p"t 11
iigara Zl obteniendo la figura 26; después pasamos a la figura 25, de ahi

t l
t t
l l
27

alafigura24,y f.inalmente, a la figura 2i.Voluiendo sobre nileslro| Paro|'
lleganos finalmente a lo qae re nos pedía.

t. Se atribuye a Platén, según la tradición griega, el descubrimiento

del método analitico. Quizá no es del todo exacto, pero incluso si Platón

no es el inventor, algún sabio griego que ha perman-ecido en el anonimato

consideró necesario atribuir su invención a un filósofo genial'

Hay con toda seguridad algo profundo en el método. Hay que vencer
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cierta resistencia psicológica para poder dar media vuelta F, partiendo
la meta, tnbajar hacia atrás én lugar de seguir el camino iir'ecto traci¿
fin deseado. A fin de descubrir lo suc.rián de operaciones apropiadas,
nuestro intelecto debe seguir un orden exactamentJinverso al orden real.
se. manifiesta respecto a este orden inverso una especie de repugnancia
psicológica que puede impedir a un arumno coprz cómprender el método
si no se le presenta cuiciadosamente.

No obstante, no es necesaria la genialidad para resolver un problema
concreto trabajando hacia atrás. Basta concentrárse sobre el propósito de-
seado,.representarse la.situación Íinal que se quiere obtenár. ia partir
de qué situación precedente podríamos rograrlai Es natural et itanlearseesa Pregunta, y haciéndolo, volvemos hacia atris" problemas del'todo pri-
mitivos pueden llevarnos. a esta operación (véase p¡ppus 4; p,igina i-?,Z),
- Es_ este un procedimiento qué proviene del sentido com,i.,"l alcance

de todo el.mundo y q": rlg duda alguna fue empleado po, ."t"-áticos y
no matemáticos antes de Platón. Lo que un grielo pudó considerar como
empresa digna del genio de Platón, es el haber for?nuhdo el método en
términos generales, el haberlo presentado como una operación típicamente
útil para resolver problemas tanto matemáticos comc no matemáticos.

4. Examinemos ahara ra experiencia psicológica, si no se considera
demasiado abrupta la transición que nos hace pus"r repentinamenie de
Platón a perros, gallinas y chimpancés. una barreia limita-tres de los lados
de un rectángulo, dejando abierto el cuarto como se muestra en la figura 28.
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FIG. 28

poJoquemos un perro a un lado de la barrer a, en D,y su cómida al otro
ladq.en F. El problema es relativamente fácil para el pero. euizá trate al
principio de saltar directamente sobre la comida, perq rápidamente, dará
media vuelta, se precipitari hacia el extremo de ta barrera y describiendo
una a¡rva sin vacilar, alcmzati la comida. En ciertos casos, sin embargo,
especialmente si los puntos D y F están muy cerca uno del oi¡o, la solución
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oo es tan fácil; el perro puede perder cierto tiempo en ladrar, rascar, saltar
sobre la balrer:. antes de "concebir la idea brillante" (como diríamos), que
consiste en dar la vuelta al obstáculo

Es interesante estudiar el comportamiento de otros animales ante esta
misma situación. El problema es muy f.6cil para un chimpancé (como lo
seria parp un niño de cuatro años, para quien por lo demás, un juguete
puede s{ un estímulo mis eficaz que algún alimento). Pero, cosa curiosa,
resulta sei una dificultad sorprendente para una gallina, la cual se excita,
corre de un lado a otro, permaneciendo en el interior de la barre¡a, pasando
un tiempo considerable antes de que alcance la comida, si es que la alcanza.
De todos modos no la logrzrá sino después de mucho correr y siempre por
casualidad.

t. No sabríamos edificar una teoría general a partft de una sola expe-
riencia, sobre todo tan simple y apenas esbozada. Pero no hay ningún in-
conveniente en deduci¡ analogias evidentes, a condición de disponerse a
revisadas y reconsiderar su valor.

Dar la vuelta a un obstáculo es lo que hacemos cuando tenemos que
resolver un problema cualquiera; el experimento expuesto tiene, pues, una
especie de valor simbólico. La gallina en su comportamiento es comparable
a las personas que resuelven sus pioblemas por tanteos, después de mughos
ensayos sucesivos y que lo logran finalmente gracias a una casualidad, sin
comprender las razones del éxito. El perro que rascaba, saltaba, ladraba
antes de dar media vuelta, resuelve su problema casi al igual que nosotros
lo hemos hecho en el caso de los dos recipientes. Imaginar una graduación
que indicase el nivel del agua en los recipientes, era como rascar la tierra
en vano. También nosotros, habíamos tratado primero de ir derecho a la
cuestión y hasta después nos ha venido la idea de dar media vuelta. El
perro que, t¡as de haber inspeccionado nápidamente la situación, ha dado
rnedia vuelta y se ha precipitado fuera del recinto da también, con razón
o sin ella, la impresión de una intuición superior.

Pero tampoco podemos culpar a la gúlina Por su estupidez. En efecto,
no es ni natural ni fácil el dar media vuelta, alejarse de la meta, aYanzar
sin tener constantemente el ojo puesto en el resultado, el no seguir un
camino directo que nos ileve a los fines deseados. Hay, en sulna, una ana-
logía evidente entre las dificultades de la gallina y las nuestras.

Reducción al absutdo y dtlmostración indirecta. Son dos métodos
diferentes, pero relacionados.

La reducción al,abssrd.o demuestra la falsedad de una afirmación de-
duciendo de ella una manifiesta abs'urdidad. La "reductio ad absurdurn"
es un método matemático, Pero tiene cierto parecido con la ironía, método
favorito.de la sátira. El irónico adopta, en toda apariencia, un cierto punto
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cle vista y lo lleva a sus conclusiones extremas, hasta el punto en que se
llega a una absurdidad manifiest¿.

La demostración indirecta establece la verdad de una afirmación demos'
trando la falsedad de la afirmación contraria. La demostración indirecta
se parece un poco al proceder del político que aPoya a un candidato ponien'
do en tela de juicio la.reputación de su oponente.

I-a reducción al absurdo y la demostración indirecta son herramien'
tas eficaces en el trabajo de descubrimientq que se presentan de modo
natural a la mente del investigador. No obstante, ciertos filósofos y muchos
principrantes demuestran hacia ellas una cierta aversión, lo cual es com'
prensible: los satíricos y los políticos hábiles no pueden, en efecto, agtadar
a todo el mundo. Ilustremos primero por medio de ejemplos la eficacia de
estos dos métodos, después discutiremos las objeciones que se les han
puesto.

1. Redrcción al absardo. Escribir números empleando una sola vez
cada uno de los diez dígitos y de tal forma que la suma de dichos números
sea igual a 100.

Puede resultar interesante tratar de resolver este enigma cuyo enunciado
requiere cierta elucidación.

¿Cuál es Ia incógnitd Un conjunto de números; y por números enten-
demos, claro está, números enteros.

¿Caál es el dato? El número 100.

¿Cuál es la condición? Comprende dos partes. Primero, para escribir el
conjunto de números requeridos, hay que emplear cada uno de los diez
dígitos, o, 1,2, 3, 4, 5, 6,7,8 y 9 solamente una vez. Segundo, la suma
de los números del conjunto debe ser igual a 100.

Conserae ana sola parte d'e la cond'ición, descarte la otra' La primera
parte sola es fácil de satisfacer. Tomemos la serie 19,28,37,46? 50' Cada
aigito aparece una sola vez. Pero claro está, la segunda parte de la condi-
ción no le satisface; la suma de dichos números es 180 y no 100. Podemos,
sin embargo, hacerlo mejor. "Trate, trate de nuevo." Si, por ejemplo

1 9 + 2 8 + 3 0 + 7 + 6 + 1 ¡ 4 : 9 9

La primera parte de la condición se satisface y la segunda casi se satis'
face, dido que tenemos 99 en lugar de 100. Podríamos de igual rnodo sa'
tisfacer fácilmente la segunda Parte si descartamos la primera:

1 9 + 2 8 + 1 1 + 7 + 6 + J * 4 : 1 0 0

Ahora es la primera parte la que no se satisface dado que la cifra L apa'
rece dos veces y el 0 ninguna. "Trate, trate de nuevo."

Después de algunos otros intentos infructuosos, podemos sospechu
que no és posibte obtener el número 100 de la forma en que se pide. En'
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tonces se plantea el problema siguiente: Demostrar qile ei imposible
salisfacer al mismo tiempo las dos partes d.e la condición propuesta.

Incluso los buenos alumnos pueden conside¡ar este problema por en-
cima de sus posibilidades. Basta, sin embargo, tomar una actitud correcta.
Debemqs examinm la sitaación bipotéticd en la cral las dos partes de la
condición están satisfechas.

Los intentos infructuosos nos han hecho suponer que dicha situación no
podía presentarse en la rs¿lidad. No obstantg sin dejarnos llevar por esa
idea, examinernos la hipótesis según la cual las dos partes de la condición
fuesen satisfechas. Imaginemos, pues, una serie de números cuya suma es
100. Deben ser de una o de dos cifras. Por otra parte hay d.iez cif.ras y
dichas diez cifras deben ser todas diferentes, puesto que cada una de ellas,
0,1,2, . . . ,9 no debe aparecer sino una vez.La suma de las diez ci f ras es

0  +  1  +  2  +  r +  4  +  t  +  6  + 7  +  I  *  9  :  4 5 .

Así pues, algunas de esas cifras representarán unidades, las otras de-
cenas. Se requiere cierta sagacidad para dar con la idea de que la suma
de lar cifras qtle reprelenlan decenas puede tener cierta importancia. Repre-
sentemos dicha suma por t. La suma de las cifras restantes que representan
las unidades seri 45 - t. Por tanto, la suma de todos los números de la
serie debe ser

l 0 r + ( 4 t - t ) : 1 0 0

Ecuación de primer grado en I que permite determinar su valor

t :  
) i

9

Se constata ahora que' hay algo erróneo. El valor determinado para t
no es número entero y ello es evidentemente contrario a la condición. Par-
tiendo de la hipótesis según la cual se podían satisfacer a. la vez las dos
partes de la condición, hemos llegado a una absurdidad manifiesta. ¿Cómo
podemos explica¡ esto? Admitiendo que la hipótesis original era errónea y
que las dos partes de la condición no podían satisfacerse al mismo tiempo.
Así pues, hemos llegado a nuestra meta. Hemos logrado demostrar, que
las dos partes de la condición propuesta son incompatibles.

Nuestro razgnamiento es una típica "reducción al absurdo".
2. Obseruaciones. Volvamos al razonamiento precedente y tratemos

de comprender su curso general.
Queremos demostrar que es imposible cumplir una cierta condicién, es

decir, que no se puede presentar nunca una situación en la cual tod4s las
partes de la condición se satisfagan simultáneamente. Pero, si todavía nada
hemos demostradq debemos admitir la posibllidad de que dicha situación
pudiese presentarse. Sólo examinando de cerca la situación hipotética po-
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demos esperar encontrar el punto erróneo que encierra. Y estamos en la
obligación de determinar dicho punto para poder demostrar en forma con-
duyente que la situación es imposible. Vemos adí que el procedimiento
que nos llevó al éxito en nuestro ejemplo es generalmente razonable. De-
bemos examinar la situación hipotetica en la cual todas las partes de la
condición se satisfagan, pese a que d.icha sitaación pmezca poco aerosírnil.

El lector más experimentado se plantea ahora otra cuestión. El paso
principal de nuestro método consistía en establecer la ecuación pa:a t, P,>
dríamos haber llegado a la misma ecuación sin sospFchar que la condición
era imposible. Para establecer una ecuación debemos expresar en lenguaje
matemático el hecho de que todas las partes de la condición se satisfacen,
no ob¡tante de¡conocer aún si es redlnzenle posible satisfacer sinxltánea-
menle a esas diaersa¡ parteJ,

Nuestro método es de "criterio abierto". Puede conducirnos ya sea a
encontrar la incógnita que satisfaga la condición o a demostrar que la con-
dición es imposible de satisfacer. Por lo demás, poco importa: si se lleva
bien, la investigación comenzari en ambos casos por el examen de la sitr¡a-
ción hipotética, en la cual la condición se cumple y solamente en la etapa
final sabremos cuál de las dos posibilidades estaba justificada.

Compárese con FIcURAS, 2 y con plppus; todo análisis que se termina
por la refutación del teorema propuesto o por la demostración de que el"problema por resolver" propuesto no tiene solución, constituye una reduc-
ción al absurdo.

3. Demostrdción indirecta, Son primos los números 2, 3, ,,7, !1, 13,
17, L9,23,29,31, )7, . ' . ,  9u€ no pueden desccmponerse en factores y
son mayores que 1. (Esta última cláusula excluye al núrnero t que tampoco
puede descomponerse en factores, pero que por ser de naturaleza diferente
no debe considerársele como número primo.) Los números primos son los
"elementos últimos" en los cuales pueden descomponerse todos los'núme-
ros enteros (mayores que i ) . Por ejemplo,

'  6 J 0 = 2 X J X 3 X t X 7

se descompone en un producto de cinco nírmeros primos.

¿Es infinita la serie de los números primos o tiene algún límite I Parce
natural responder afirmativamente a esta pregunta. Si la serie de los nú-
meros primos fuese limitada, todos los nirmeros enteros podrían descorn-
ponerse en un número finito de elementos írltimos y el universo parecería
"un tanto pobre", por así decirlo. Esto plantea el problema que consiste
en demostrar la existencia de una infinidad de números primos.

Dicho problema es muy diferente a los problemas elementales que se
plantean en general y parece a simple vista muy difícil. Sin embargo, ya lo
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hemos dicho, parece poco verosímil que exista un último número primo P
por ejemplo. ¿Por qué?

Sgpongamos la existencia de un último número primo, P. Podríamos
enton\es escribir la serie completa de los números primos, 2, 3, 5', 7, Ll,
,.. P. ¿Por qué esta hipótesis es tan poco verosímil? ¿Qué hay de erróneo?

¿Es que podemos determinar el error? Sí, dado que podemos considerar el
número

Q  :  Q X i  X i  X 7  X  1 1  X . . . X P )  +  1

Este número Q siendo mayor que P no puede ser Por hipótesis un nú-
mero primo. Q debe ser, pues, divisible entre un número primo. Ahora
bien, todos los números primos de que disponemos son por hipótesis los
números 2, 3, 5, . . . P, y, dividido entre uno cualquiera de dichos núme-
ros, Q determina un residuo 1; Q no es, pues, divisible entre ninguno
de los números primos mencionados, los cuales constituyen, por hipótesis,
la totalidad de los números primos. Se nos presenta pues ahí algo mani-
fiestamente erróneo; p debe, o bien ser un número primo o bien ser divi-
sible entre un número primo. Partiendo de la hipótesis que existía un últi-
mo número primo, P, hemos llegado a una absurdidad manifiesta. ¿Cómo
explicarla? Nuestra hipótesis primitiva debía ser errónea; no existe un
número P que sea el último número primo. Hemos, pues, logrado demos-
trar la existencia de una infinidad de números primos.

Esta demostración es una típica demostración indirecta. (Es una famosa
demostración debida a Euclides; véase la Proposición 20 del Libro IX de
los Elementos.)

Hemos demostrado el teorema (a saber, que existe una infinidad de
números primos) refutando su contrario del gue hemos deducido una ab-
surdidad manifiesta.

Así pues, hemos combinado la demostración indirecta y la reducción
al absurdo, combinación ést¿ también muy característica.

4. Obieciones, Los métodos que estudiamos han encontrado una opo-
sición considerable. Han surgido muchas objeciones que, probablernente,
no son más que formas diferentes de la misma objeción fundamental. Tra-
taremos aqul en forma "ptáctica" ia objeción que se sitúa a nuestro nivel.

Encontrar una demostración que no sea evidente es un logro intelectual
considerable, ¡iero el aprenderla o incluso comprendeda a fondo requiere
tambien cierto esfuerzo mental. Es muy natural que queramos sacar algún
provecho de dicho esfuerzo y, claro es, que queramos reservar los recursos
de nuestra memoria para 1o que es verdadero y correcto y no para lo falso
y absurdo.

Pero parece difícil retener alguna cosa verdadera partiendo de una re-
ducción al absurdo. El método consiste en partir de una hipótesis falst y
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deducir consecuencias correctamente derivadas, pero igualmente falsas, hasta
llegar a una última consecuencia manifiestamente falsa. Para evitar el re'
caÍgar nuestra memoria con una serie de errores no nos queda otro recurso
que olvidarlo todo y lo más pronto posible, lo cual no es fácil debido a que
en.el transcurso del desarrollo de la demostración debemos recordar cada
punto de manera precisa y correcta.

Enunciemos ahora muy brevemente la objeción que se hace a la demos-
tración indirecta: "Atendiendo a una demostración de este tipo, debemos
fijar constantemente nuestra atención sobre una hipótesis falsa que despu&
debemos olvidar, y no sobre el teorema correcto que deberemos retener."

Para apreciar tal objeción en su justo valor, hay que distinguir en'
tre las dos formas de valerse de la reducción al absurdo, que en algunos
casos empleamos como una herramienta de la investigación, en otros como
un medio de exponer un razonamiento; la misma distinción debe estable-
cerse en lo que concierne a la demostración indirecta.

Hay que reconocer que la reducción al absurdo no es un medio del todo
acertado para exponet una solución. Una demostración de ese tipo, sobre
todo si es Iarga, puede tornarse molesta par4 el lector o el auditorio. Aun-
que todos los razonamientos sucesivamente examinados sean correctos, to-
das las situaciones consideradas son imposibles. Incluso la expresión ve¡bal
puede tornarse tediosa si, como se debe, insiste en subrayar el hecho de que
todo reposa sobre una hipótesis inicial; las palabras "por hipótesis", "según

lo supuesto" se repiten sin cesar, a menos que se emplee constantemente
otro procedimiento análogo, Pero no mejor.

Debemos descattar y olvidar la situación por imposible, pero debemos
reteneda y examinada Por ser base del siguiente paso del razonamiento y
esta contraposición interna puede, a lt latgt, resultar insoportable.

Todo eito no debe impedir el valerse de la reducción al absurdo como
instrumento de investigación. Puede presentarse asimismo en forma natural
ylograr un resultado que todos los otros medios Parecen no poder lograr;
lo hemos visto en los ejemplos precedentes.

Se requiere cierta experiencia para percibir que no hay oposición esen'
cial entre nuestros dos argumentos. La experiencia enseña que no es rnuy
difícil convertir una demostración indirecta en una demostración directa
o presentar una demostración deducida de una larga 

"reductio ad absur-
. dum" con una forma más agradablg por lo que la reducción al absurdo

puede incluso desaparecer por completo (o tras una preparación adecuada,
podrá condensarse en unas cuantas frases contundentes).

En suma, si queremos aprovechar nuestra capacidad al máximo, debe-
mos familiarizarnos tanto con la reducción al absurdo como con la demos-
tración indirecta. Sin embargo, una vez logrado el resultado por medio de
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uno de estos métodos, no debemos deiar de examinar la solución y Pregun-

;;tt ¿Pttede obt,o"" eI resultado' de modo diferente?
'-'ii"t,'i"-os 

lo dicho por medio de ejemplos'

5. Presentdción ";í;;;; ;;¡t'enti d'e,'una red'ucción al absurdo' Yor'

vamos al razonarnie"t;'á;;;;;il"do t" el.párrafo 1' La reducción al ab-

surdo partía de una situación que' a ti" 
1: 

cuentas' debía aparecer como

imposible. Hay, sin "Ái1go, 'lná pntt" del razonamiento' independiente

de-la hipótesis inicial -fllsa__ que puede darnos una información posi-

tiva. Examinando de ,ro"oo".r tr"'¡"ió podemos constatar la existencia de

un elemento i*po,t"t'ti-'n;fu;;; il áodu algt"tu: si un coniunto de nú-

meros de una o dos ;;;t;;;ribe de forma ial que cada uno de los diez

dígitos LP^rece""" ;;i;";;, il;; de dichos ttú*ttot debe tomar la

forrna siguiente 
rct  + (4, _ r)  =9 ( ,  + ,) .

Esta suma es, Pues' divisible pot- ?' 
Et problema Pr"!rr-,tt-::,fdía que

dicha suma fo.,e roó.'¿Es posibli? No, ya que 100 no es divisible por 9'

La reducción d ;r,:rd"t;;r* n"¡iá conducido al descubrimiento del

,^ron"Ái"rrto ha desaparecido bajo esta nueva Presentación'

Observemos de paso que basta conocer el método de la prueba de nue-

"* ;;;;;^rcar de un oitt^to el razonamiento completo'

6. Transformación de una demostración indirecla' Volvamos al razo'

namiento pr.r..rtuao" " l'rl' parr^t" 3. Examinando de nuevo cuidadosa-

menteloquesehahecho,pldemosencontrarenelrazonamientoelemen-
tos independi""t"t á;i;á;'r'ipotttit falsa; no obstante la mejor idea va a

p rovenir d.,r, no"*,o- .;;;;[irig"i f i.^do del propio p1:?1:T" original'

¿Qué queremos decir al afirmal la existencia de "na infinidad de nú-

meros prirnor? E"id;;;;;;; ;;;' por larga -que sea una serie finita de

númerós primos t^r"r-co*o 2,3, ',i, t! ' '7 ' p' "n la qu9 P representa el

último número pd;l;:t;'.niotr..i determinado, existirá siemPre ot1¡

número primo. Entonces, ¿cómo demostrar, q"" 
::11 :t-t:j"^.Tt*"-t-Pjt:

ffi; írri"ia"l o*r."uriLao el medio de encontrar un número Prlmo

diferentedetodoslos"ncontradoshastaelmomento'Deestemodo'nues-
tro .,problem" p", ;;;;""r,' se convierte de hecho en un "problema por

t"ttrí.i;. Dad'os loi o'i*"o' primos- 2' t' t' ' ' ' P' encontrar un nilero

;;;;;; i;*;; N d'iferente de iod,os to¡ números primos ddas'

Habiendo f";ii;;';i'ir"n.*i original báio esta nueva forrna, he-

mos dado "f p"ro ;llri*.br relativaménte f.ácil ahora, ver Córno con-

viene emple". t", ffi len5iar¡s 
de nuestro primer razonamiento Para

llegar alrr,,*o ptopósito' De hecho' el número

Q : ( 2 X 3 X t  X 7 X l r  X " ' X P )  + 1
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es con toda cetteza divisible entre un número primo. Tomemoa para N -he
aguí la idea- un número primo cualquieri divisor de p (for ejemplo,
elmenor). (Claro está, si Q es un número primo, entonies'N: C.f n,
evidente que g dividido por cualquiera de loi números primos 2, j, j, . . .
P da de residuo. 1. y qu-., por consiguiente, ninguno de eios números puede
ser N que es divisor de Q, Es todo lo que necesitamos: N es un número
primo, diferente de todos los númercs piimos que se han encontrado hasta
e l  m o m e n t o , 2 , 3 , 5 , 7 , I L ,  . . .  P .

Esta demostración suministra un método preciso que permite prolongar
indefinidamente la serie de los números primos. Naia tiene de indireáa,
no tiene que considerar situaciones imposibles. y sin embargo, fundamen-
talmente, esta demostración es idéntiia a nuestra primera" áemostración
indirecta, que nos hemos propuesto y logrado transfoimar.

Redundante. Vease coNorcróN, pigina 66.
Reglas de enseñanza. La primerá d1 estas reglas es conocer bien to

que se quiere enseñaf. La segunda es saber.un pocJ más.

- .Y^y que comenzar por el principio. El autor no considera del todo
inútil proponer a los profesores reglas de conducta; de otro modo no
habría escrito esta obra acerca der comportamiento reqpectivo del profesor
y los alumnos. No obstante, no olvidemos que un prof'esor de matémáticas
debe saber lo que enseña y qug si dese¿ inárlcar a'sus alumnos la correcra
a,ctitud mental para abordar problemas, debe él mismo haber adquirido
dicha actitud.

. .Reglas de estilo. La primera regla de estilo consiste en tener algo qué
decir. La segunda es saberse controlai en caso de tener dos cosas por decir;
exponer primero la una y después la otra, no ambas a la vez.

Reglas del descubrimiento. La primera de estas reglas es ser inteli-
gente y tener suerte. ra segunda es sentarse bien tieso y .qp.r", la ocurren-
cia de una idea brillante.

creemos oportuno recordarle, en forma un tanto abruDta. que ciertas
aspiraciones están destinadas ar fracaso. Reglas infalibles que'plrmitiesen
resolver todo 

-problema de matemáticas seríán con toda seguridad preferi
bles a la piedra filosofal tan buscada en vano por los al{uimistas^. Tales
reglas procederían de_ la magia, y no hay tar magia. Encon[rar reglas infa-
libles 

-aplicables a todo ,if.o g: problanas no eJ más que un viíjo sueño
filosófico sin ninguna posibilidaá de realizarse.

una heu¡ística nzonable no busca reglas infaribles; pero puede esfor-
zarse en.estudiar procedimientos -procesos mentales, f-ormai, etapas del
razonamiento- gartjcularmente útiles en la solución de probiemai. Esos
métodos están a la disposición de toda persona razonable-suficientemente
interesada en el problema que se le propone. ciertas preguntas y sugeren-

Sabidurta ilc los p¡ooerbio¿ la?

cias estereotipadas aluden a ellos: son las que las Personzr inteligentes se

.hacen a sí mismas, las que los profesores dignos de tal nombre plantean a
sr¡s alumnos. Es sin duda menos interesante disponer en una lista estas
preguntas y sugerencias ---<nunciadas en forma general y presentadas en un
orden apropiado- que tener la piedra filosofal. Pero al menos es posi-
ble procurarse tal lista. La que estudiamos aquí presenta una serie de pre-
guntas de ese tipo.

' Sabiduría de los proverbios. Resolver problemas es una actividad
humana fundamental. De hecho, nuestro pensamiento consciente trabaia la
mayor parte del tiempo sobre problemas. Cuando no dejamos la mente a su
libre albedrío, cuando no la dejamos soñar, nuestro pensamiento tiende
hacia un fin; buscamos medios, buscamos resolver un problema.

Algunos logran alcanzar mejor que otros la meta resolviendo sus pro-
blemas. Se notan estas diferencias, se discuten, se comentan. Ciertos Prover-
bios parecen haber conservado la esencia misma de esas observacioned. En
todo caso, existen muchos proverbios que caracteriza¡ de modo sorpren-
dente los diversos procesos que se siguen al resolver un problema, las
consideraciones de sentido común, los "trucos" y los errores clásicos. Se

encuentran muchas observaciones perspicaces -algunas incluso sutiles-

pero sin presentarse, claro está, bajo la forma de un sistema científico, des-

provistas-de contradicciones y oscuridad. Por el contrario, la mayor parte
áe los proverbios se opone a otros que expfesan exactamente la idea in-

versa, dljando sin embargo, todos ellos un gran margen de interpretación.

Sería tonto considerar los proverbios como fuente indiscutible de sabi-
duría universalmente aplicable, pero sería lástima el descuidar la descrip-
ci6n grifica de los procedimientoe heurísticos que nos suministran.

Un trabajo interesante consistiría en reunir los proverbios relativos a
la concepción de un plan, a la busqueda de medios, a la elección de un

comportámiento, en suma, agruPar todos aquellos que tratan el modo de

r"toiuer problemas. No disponemos aquí del espacio necesario para llevar
al cabo ial trabajo; nos limitaremos, pues, a citat algunos de ellos para

ilustrar las principales fases de la solución tal como las señala nuestra lista
y que hemos tratádo en diversas ocasiones, en particular en las secciones 6'^ 

í¿. L* proverbios citados se imprimirán en cursiv¿.
1. Lo que hace falta ante todo es comprender que: Qyien mal com'

prende, mal responde, Tenemos que ver claramente los fines a los que
iendernos: En todo hay qae considerar el fin. Es un vieio consejo; "respice

finem" decían ya en latín. Desgraciadamente no siempre se sigue y con

frecuencia se reflexiona, se habla, se obra a tontas y a locas, sin haber

comprendido realmente cuál es el propósito deseado. EI necio ae el prin-

cipio, el sabio el final. Si el fin perseguido no está claro en nuestra mente,
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perderemos fácilmente el camino y abandonaremos el problema. EI sabio
ernpieza por .el final, el necio termina en el principio. 

-

Pero no basta comprender el problema, hay que desear también solu-
cionarlo. No podremos resolver uñ problema diri.it sin un gran deseo de
hacerlo;pero si tal deseo existe, probablemente podremos . si"quiero puedo,

Tnzar un-plan, concebir la idea de la aición apropiada, es ló esen-
cial para llegar a la solución de un ptoblema.

una buena idea es un golpe de suertg una inspiración, un don de ros
dioses que hay que merecer: Áyúdate y Dios te ayLdará. ía perseterancia
maia la caza. No se derrib¿ un roble de un bacbaio. sin embargo, no basta
repetir los intentos; debemos-probar otros medios, cambiar d,e ríaodo. Hay
qae probar todm las llaue¡ dil llauero. Hemos de adaptar nuestros esfuei-
zos a las circunstancias. 

-según el aiento, Ia aera. segrii la tela, el traje. De-
bernos barcr.lo que-podentos si no podemos bacerTo qo, qoirr*or. Si fra-
casamos, debemos intentar otro camino. Es de sabios reitificar, Desde el
principio deberíamos esperar un posible fracaso y tener otro ilan en reserva.
Hay qae lleaar dos cuerdas pari eI arco, si caemos en el eiror de cambiar
!e glan con excesiva frecuencia, luizá oryamos entonces el comentario
irónico: Para h.anr y deshacer,.et dla es rarlo. C.orremos menos perigro de
equivocarnos si no perdemos de vista noesira meta. El obieto i, li' prsca
no es tirar el dnzuelo ¡ino ¡acar eI bez.

Nos esforzamos en extraer de la memoria lo que nos puede ser útil
pero' con frecuencia, una idea eficaz que se preteñta pot ii misma pasa
desapercibida. un experto quizá no tenga más ideas qu. 1", que tiené un
n?-bl. srn experiencia, pero sabrá apreciadas mejor I hará, mejor uso de
ellas- sabrá poner todos los triunfos en juego. o' 1uízi su veniaja reside
en el hecho de estar continuamente alerta: isí podiá coger la or^ióo po,
los pelos.

, .i. Hay-que poner el_plan en ejecución en el momento oporruno, es
decir, cuando ha madurado y no antes. No hay que hacerro irecipitáda-mente. La prxdencia e¡ la madre de la segaridai. La nocbe trde'Jt¿ consejo.
Por otra parte, no hay que dudar mucholiempo. eaien nada arriesga nad,a
P,ie.rde. !1. 

qr" no se mriesgd fto crazd er mai Laiuerte es der ardá. ATti-
dale y Dios te ayadará.

Debemos emplear nuestro juicio para elegir el momento propicio. He
aquí una- advertencia pertinente qoe sübr"ya .l .rro, más comrin, 

'.1 
fr"."ro

más corriente de nuestro juicio: Los deseás no son realidades.
Nuestro plan, por lo general, nos da'sólo una idea de conjunto. Tene-

mos que cuidar que los detalles encuadren en Ia línea general, para lo cual
tenemos que examinar cuidadosamente cada detalle, uno tras otro, poco a
poco el páiaro bace su nido. Zanzota no se ganó en ana bora.

si¡netría lB9

Al llevar a efecto nuestro plan debemos tener el cuidado de ordenar

adecuadamente sus etapas, ordén que por lo general es_inverso al orden

del descubrimiento. Lo que on ntiio ltace aI final, un ltcnzbre cuerdo lo

bace aJ principio.
4. iJna fise importante e instructiva del trabajo es volver a examinar

la solución una vez que se ha obtenido. Na piensa bien quien no piensa

dos aeces.
Gracias a este nuevo examen podemos confirrnar el resultado. Hay que

hacer observar al principiante que este tipo de confirmación tiene valor,

que ualen má¡ dos qrle il?24.
5. Es esta una parte solamente de los proverbios relativos a la solución

de problemas. Se podrían citar muchos más que, Pgt :"t del mismo tema,

serian simples variaciones. Existen otros aspectos del desa¡rollo de la solu-

ción, más iistemáticos y más elaborados que no provienen ya de la Sabidu-

ría de los Proverbioe.
Al describirlos hemos tratado, sin embargo, de darles una preséntación

cercana a la forma de los proverbios, lo cual no es fácil. He aquí algunos

de estos proverbios 
"sintéticos" que describen actitudes un tanto sofis-

ticadas. El fin sugiere los medios.
Sus cinco mejores amigos son qué, por qué, dónde, cuándo y cómo'

Pregúntese de qué se trata, pregúntese por qué, dónde, cuándo y cómo y no

considere la opinión de nadie más.
No'crea nada, pero reserve sus dudas pata las cosas importantes'

Mire alrededor suyo cuando encuentre la primera seta: las setas como

los descubrimientos no crecen nunca solas'
simetría. La pnlahra comprende dos acepciones: una geométrica, par-

ticular, más usual, la otra lógica, general, menos difundida'
La geometría elemental en el espacio considera dos tipos de simetría: si-

metría ion respecto a un plano (llamado plano de simetría) y la simetría

con respecto a un punto (Itamado centro de simetría). El cuerpo humano,

q,r. p"*.. más bien simétrico, de hecho no lo es; muchos órganos internos

ertan dirpo"stos de modo totalmente asimétrico. Por el contrario, una es-

tatua puáde ser perfectamente simétrica respecto de un plano vertical, de

tal suárte que sus dos mitades Parecen 
"intercambiables"'

Segun una acepción más general del término, un todo se dice simétrico

si se cómpone de partes intercambiables. Existen num-efo-s9s tipos de sime-

tría que dlifieren pbr el número de elementos intercambiables y por las ope-

r"ciones que permiten los cambios entre ellos. Así, el cubo es de una

simetría notable dado que sus seis caras son intercambiables, así como sus

ocho vértices f sus docé arist¿s. Del mismo modo la expresión

1 z * z x t x y
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es simétrica; en efecto, se pueden cambiar entre sí dos letras cualesquiera
sin modificar el conjunto.

La simetría. en el se¡tido general del término, ocupa un lugar impor-
tante en nuestro tema. si un problema es simétrico bajo ciertos aspectos,
puede ser ventajoso buscar sus elementos intercambiablei y es con frkuen-
cia útil tratar del mismo modo aquellos elementor qrrá desempeñan el
mismo papel. (Véase ELEMENTos auxrrnnrs, 3.) : '

se.debe.procurar siempre tratar de modo simétrico lo que es simétrico,
y no destruit,ala_Ligera un¿ simetría natural; sin embargo, no siernpre es
pos-rble hacerlo. un par de guantes es sin duda siméti"i.o; no obs'tante,
nadie los lleva de un modo enteramente simétricq nadie se pone los dos
guantes ¿l mismo tiempo, sino uno tras otro. I¿ simetría puede también
servir para verificar un resultado; véase la sección 14.

si no puede resolver el problema propuesto no se aflija exagerada-
me1te. Busque consuelo en un logro más fácil; trate d.e resolter primero ttn
p_roblema relaciondo aJ .:ryo; quizá encuentre entonces valor para atacar
de nuevo el problema original. No olvide que ra superioridad áel hombre
consiste en rodear el obstáculo que no puede abordai directamente y que se
pued.e co¡1elir un problema auiiliar aplicable al probrema original'que pa-
rece insoluble.

¿Paede imaginar an problema relacionado más accesibre? Ahora hace
f.alta inaentar un problema relacionado, no solamente recmdar uno. Es de
esPerarse gue ya se hayan formulado la pregunta: ¿conoce algtin problema
reladonado?

. Las otras preguntas de aquella parte de la lista cuyo título es el del
articulo presente, tienen una finalidid común, la varuacróN DEL pRoBLE-
u¡. Existen diferentes medios de lograda, tales como la cENERALrzacróN,
la pARTlcul,truzlctóu, la aN¡rocfa, al igual que diversas maneras de
DEscoMpoNER y REcoMpoNER, pígina 73.

. Términos a-ntiguos y nuevos. Los términos antiguos y nuevos emplea-
dos para- describir la actividad mental que consiste án resolver problimas
son con frecuencia ambiguos. Dicha actividad es, si¡ embargq familiar y se
habla a menudo de ella, pe¡o, corno todo lo abstracto, es diflcil de describir.
En la ausencia de un estudio sistemático, no pueden emplearse términos
técnicos, y en cuanto a los términos corrientes iemitécnicoi, éstos crean las
más de las veces confusión, debido a su empleo en sentidos que varían
según los autores.

- La breve lista que sigue comprende algunos términos .nuevos emplea-
dos en el estudio prdsente, mientras que de los términos antiguos unos se
han evitado deliberadamente y otros se han conservado pese a su ambi-
gtiedad.

Ténnhws antigtns y nuenos r9r

La siguiente discusión etimológica puede ser desconcertante para el lec-
tor si sus nociones no están sólidamente fundadas en ejemplos.

1. El análi¡is ha sido definido claramente Por PAPPUS; es un término
útil que describe un modo típico de concebir un plan a partir de la incóg-
nita lo de la conclusión) regresando hacia los datos (o la hipótesis).
Desgraciadamente, la palabra ha tomado poco a poco significados muy dife-
rentés (análisis matemático, químico, lógico) y por ello hemos evitado, a

nuestro pesar, dicho término en el estudirc presente.
2. I'a condición relaciona los datos y la incógnita de un "problema por

resolver" (véase PRoBLEM^s PoR REsoLvER, PRoBLEMAS PoR DEMos-
rnan). Tomada en ese sentido, es un término claro, útil e ineludible- Con
frecuencia es necesario descomponer la condición en varias partes (en las

partes I y II en los ejemplos de orscoupoNnR Y REcoMPoNER EL PRo-

nrrua, 7, 8). Ahora bien, cada una de esas partes de /¿ condición se llama
también generalmente ana condición. Esta ambigüedad, a veces molesta,
puede fácilmente evitarse mediante la introducqión de algún término tfo-
nico qrre designe a las partes de la condición completa; se puede, por ejem-
plo, llamadas "cláusulas".

3. La ltipóteús designa una parte esencial de un teorema matemático
del tipo más usual (véase PRoBLEMAS PoR RESoLVER, PRoBLEMAS PoR

DEMosrRAR,4). El término, en esa acepción, es perfectamente claro y sa-
tisfactorio. La dificultad proviene de que cada parte de /a hipótesis se llama
igualmente una hipétesis, lo cual se presta a confusión. El remedio consis-
tirí¿ en encontrar otra palabra, corno "cláusula" por eiemplo, para desig-
nar cada parte de la hipótesis (compárese con la observación precedente
sobre la "condición" 

) .
4. Las principales partes de un problerna se definen en PRoBLEMAS

poR RESOLVER, PROBLEMAS POR DEMOSTRAR, 3, 4.

t. Problemas por resolur, problemar por d'emostrar. Son un par de

nuevos términoe int¡oducidos aqui a nuestro Pesar para rcempluat tér
minos tradicionales cuyo significado ha sido cambiado por el uso corriente
al grado de no poder pensar en restablecerlos. En traducciones latinas de
texlos matemáticos griegos, el nombre común a los dos tipos de problemas,
es la palabra "propositio"; un "probiema por resolver" se llama 

"proble-

ma", un "problema por demostr"¡:', 
"theorema". En el lenguaje matemá-

tico en dezuso, las palabras proposición, problema, teorerna, tienen todavía

ese significado 
'leudideano"; 

Pero su significado ha cambiado en el len-

guaje matemático moderno, lo cual justifica la introducción de términos

nuevos.
6. El razonaniento progresiaa ha sido empleado con diversos signifi

cados, según los autores, algunOs de los cuales han respetado su antigua
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acepción de "síntesis" (ver pfurú.o 9). Este último empleo se puede defen-
der pero hemos evitado ese término.

7. El razonamienlo regresiua ha sido empleado por algunos autores en
su significado antiguo de "análisis" (compárense párrafos t y 6). Este úl-
timo término es tan válido como el precedente; pero lo hemos evitado.

8. La solución es un término del todo claro si se toma en su signifi-
cado puramente matemático; designa entonces todo objeto que satisfaga
la condición de un "problema por resolver". Así, las soluciones de la ecua'
ción x' - 3x * 2 : 0 son sus raíces, es decir, los números L y 2.Desgra-
ciadamente la palabra tiene otras acepciones, no Purarnente matemáticas y
no obstante empleadas a veces por matemáticos al lado de su acepción ma-
temátic¿. Se puede, en efecto, empleada en el sentido de "la acción de
resolver un problema" o "el trabajo efectuado al resolver un,problema";
es lo que entendemos cuando hablamos de una "solución difícil". La solu-
ción puede también designar el resultado del trabajo efectuado para resol-
ver un problema; es el significado que se la da ala palabra en la expresión
"una bonita solución". Resulta, pues, gue si en una misma frase tenemos
que hablar del objeto que satisface la condición del problema, del trabajo
por efectuar para obtenedo, y del resultado de ese trabajq y nos valemos,
en los tres casos, de la palabra "solución", la frase corre el riesgo de ser
poco clara.

9. La palabra ¡íntesis ha'sido empleada Por PAPPUs en un sentido bien
definido que amerita conservarse. Muy a pesar nuestro en el presente estu-
dio hemos evitado este término, por las mismas razones que en su contra-
partida "análisis" (véase párrafo 1 ).

Ttabaio subconsciente. Una noche deseaba hablar a un amigo de un
cierto autor de cuyo nombre no pude acordarme. Eso me exasperó, máxime
que me acordaba muy bien de una de sus novelas. Recordaba también una
anécdota de este autor que quería contar. En suma, recordaba todo acerca
de é1, menos su nombre, y los esfuerzos repetidos que hice por recordado
resultaron vanos. Sin embargo, a la mailana siguiente, al tiempo que Pen-
saba en la decepción de la pasada noche, e[ nombre en cuestión me vino a
la mente sin el menor esfuerzo.

Cada uno de nosotros recuerda sin duda, alguna experiencia personal de
ese tipo. Todo aficionado e investigador de problemas hab¡á sufrido la
experiencia probablemente en el transcurso de su trabajo. Sucede con fre'
cuéncia quedarse completamente en blanco ante un problema, pese a los
mayores esfuerzos..Pero cuando se vuelve a él tras una noche de repoco o
después de una interrupción de varios días, puede ocurrírsenos una idea
brillante que permite resolverlo fácilmente. Poco importa la naturaleza del
problema, una palabra olvidada, un término difícil en un crucigrama,

Ya¡iación ilel problbma 

' 
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el principio de una carta delicada pueden, al igual que la solución de un
problema matemático, presentarse en la mente de este modo.

Tales hechos d¿n la impresión de un trabajo sabconsciente.{ierto es
que un problema, después de una "ausencia" prolongada, puede presen-
társenos con una nueva claridad, más cercano a ser resuelto que en el mo-
mento que hemos dejado de pensar en é1. ¿Quién lo ha esclarecido? ¿Quién
lo ha traído al camino de la solución? Nosotros mismos, claro está, pero
trabajando en él incon¡cientemente. Es difícil dar otra explicación, pese
a que los psicólogos hayan descubierto el resquicio de una respuesta diferente
que quizá un día sea más satisfactoria.

Cualesquiera que sean los méritos de una "teoría" del trabajo subcons-
ciente, es seguro que existe un límite más allá del cual no es conveniente
forzar la reflexión consciente. A partir de cierto momento es preferible
dejar descansar el problerna durante un cierto tiempo. "La noche trae con-
sejo" dice el'viejo proverbio. Acordando una tregua al problema y a
nosotros mismos, podemos obtener más al día siguiente con menos esfuerzo."Hoy no, mañana sí." No obstante no debemos abandonar, antes de haber
hecho algún progreso, un problema sobre el cual tenemos la intención de
volver más tarde. No dejemos el trabajo, provisionalmente, sin haber cap-
tado algún detalle, elucidado aunque sea algún aspecto de la cuestión.

Sólo vuelven a la mente, transformados, aquellos problemas que nos
han apasionado o los que nos han mantenido en una tensión mental consi-
derable; el esfuerzo consciente y la tensión intelectual parecen necesarios
para hacer trabaiar al subconsciente. Si no fuese así, la cosa sería muy sim-
ple, ya que podríamos resolver los problemas más difíciles durmiendo
tranquilamente o esperando la "idea".

Antiguamente se consideraba a la idea brillante como una inspiración,
un don de los dioses; hay que merecer ese don por el trabajo o, al menos,
por un ardiente deseo.*

Variación del problema. Un insecto -ya hemos mencionado el he-
cho- hace intentos de escapar a través de un vidrio, repitiendo indefinida-
mente esfuerzos vanos, sin tratar de pasar por la ventana vecina que está
abierta y por la cual entró en la pieza. Un ratón procede quizá en forma
menos absurda; caído en la ratonera, trata de escaparse entre dos barrotes,
después a través de los dos siguientes y así variando sus tentativas, prueba
diversas posibilidades. Un hombre debe ser capaz de variar sus tentativas de
un modo todavía más inteligente, debe examinar las diversas posibilidades
con mayor cornprensión, aprender algo de sus errores y sus tanteos. "Trate,

trate de nuevo", es un buen consejo que siguen tanto, el insecto y el ratón,
* Pa¡a un estudio a fondo del "pensamiento inconsciente" véase de Jacques

Hadanrard, The Pichology ol Intention in tbe Nathenatical Field.
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como el hombre; pero si este último tiene más éxito se debe a que aaúa st
problema de modo más inteligente.

1. Cuando hemos logrado la solución y ponemos punto final a nuest¡o
estudio, nuestra concepción del problema es más completa y está mejor
adaptada a la cuestión que en un principio. Para ir de la concepción inicial
a otra más completa, mejor adaptada al problema, hernos ensayado diver-
sos puntos de vista y hemos considerado el'problema bajo diferentes
aspectos.

El éxito depende de la elección del punto de vista, del ataque por el
lado accesible. Para encontrar dicho punto de vista, dicho ladq examinarnos
varios aspectos, oariamos el problema,

2. La vaúaciÍn del problema es esencial. Es un hecho que puede ex-
plicarse de diversos modos. Es así como el progreso en la solución de un
problema puede aparecer como una movilización y una organización de los
conocimientos previamente adquiridos. Debemos "ext¡aet'' de nuestra me-
moria ciertos elementos y hacerlos entrar en nuestro problema. Ahora bien,
la va¡iaciín del problema y^ a ayudarnos en est¿ efnpresa. ¿Cómo?

Reco¡damos los hechos mediante una especie de "acción por contacto'
llamada "asociación mental"; lo que tenemós "in mente" en un mornento
dado tiende a recordarnos lo que había estado en contacto con ello en una
circunstancia antetior. (No es aquí el lugar ni el momento de enunciar
más claramente la teoría de la asociación ni de discutir sus llmites.) Za-
riando el problema, aportamos nuevos detalles, cre¿rmos nuevos contactos,
nuev,rs posibilidades de eotrar en contacto con elementos capaces de inter"
venir en la cuestión que nos ocupa.

3. No podemos esperar resolver un problema digno de ese nombre sin
una intensa concentración; pelo tal tensión mental, dirigida sobre un
mismo objeto, Lcaffez. pronto una fztiga que puede ser excesiva. Para que
nuestr¿ atención no desfallezc4 hay que cambiar repetidarnente el objeto
sobre la cual se proyecta.

Cuando nuestro trabajo adelanta, constantemente hay medidas qué to-
mar, nuev¡rs cuestiones por examinar, nuestra atención y nuestro interés
se mantienen despiertos. Pero si no adelantamos la atención se debilita,
el interés languidece, intervienen b fatiga y el aburimientq nuestra mente
comienza a v^g^r y corrernos el riesgo de perder el hilo del problema. El
medio de escapar de esto es entonces plantearse ,.na trleut preganta.

Esa nog va a revela¡ posibilidades inexploradas de contacto con nuestros
conocimientos precedentes, va a hacer renacer en nosotros la esperanza de
encontrar contactos útiles; conqüsta de nileao ,tselrro interés uariando el
problema del cual nos muestra un nuevo aspecto.

4. Eiemplo. Encontrar el volumen de una pirámide truncada de base
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cuadrada, conociendo el lado de la base inferior a, el dela base superior á
y la, altwa b,

Este problema se puede plantear a alumnos que conozcan bien las
fórmulas del volumen del prisma y de la pirámide. Si no toman la delan-
tera proponiendo sus ideas personales, el profesor cornenzará por hacer
aariar los d¿lo¡. Partamos de una pirámide truncada en la cual a ) b. ¿Qué
sucede cuando á aumenta hasta llegar a ser igual a a? La pirámide trunc¿da
se convierte en un prisma y el volumen considerado es 8b, ¿Qué sucede
cu¿ndo á disminuye hasta llegar a se¡ 0? La pirámide truncada se convierte

en un¿ pirámide cuyo volurnen * +.3
Esta variación de los datos contribuye, ante todq al interés del pro-

blema. Despu6 puede sugerir la idea de emplear, de un modo o de otro,
los resultados conocidos relativos al prisma y a la pirá'mide. En todo caso,
hemos descubierto ciertas propiedades'del resultado final: la fórmula por

dete¡minar debe ser tal que pueda reducirse a dh para b : o y " +
I

para b = 0., Tratemos de prever las propiedades del resultado que quere-
mos obtener. Tales'propiedades pueden suministrarnos sugerencias intere-
santes y, de todos rnodos, una vez encontrada la fórmula final, estaremos
en condiciones de verificarla. Tenemos así, por adelantado, una respuesta
a la pregunta: ¿puEDE coMpRoB^R EL REsULTADo? (Véase párrafo 2.)

,. Ejemplo. Construir un trapecio dados sus cuatro lados a, b, c, d,.
*a. a la. base inferior, c la base superior; a y c panlelos pero desiguales,

b y d no son paralelos. Si no .tenernos otra idea, podemos empezar por va-
riar los datos.

Partamos de un trapecio en el cual a ) r. ¿Qué sucede cuando r dismi-
nuye hasta llegal a 0? El trapecio se transforrna en triángulo. Ahora bien,
un triángulo es una figura sencilla que nos es familiar, que podemos cons-
truir a partir de diversos datos. Puede ser interesante hacer aparecer ese
triángulo en la figura. Lo hacemos trazando simplemente una línea auxiliar
que será una diagonal del trapecio (f.ig. 29).
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Examinando el triángulo no nos parece, sin embargo, de gran utilidad;
conocemos dos de sus lados ay d,pero nos harían falta tres datos.

Probemos alguna otra cosa. ¿Qué sucede cuando r aumenta hasta llegar
a ser igual a a? EI trapecio se convierte en un paralelogramo. ¿Podemos
emplearlo? IJn examen rápido (véase fig. 30) nos llama la atención sobre
el triángulo que hemos añadido al trapecio primitivo al construir el para-
lelogramo.

: - - - - - - - - - - - - 7

Dicho triángulo es fácil de construir puesto que conocemos sus tres lados,
b , d y a - c .

Al va¡iar el problema inicial (construcción del trapecio) hemos llegado
a un problema auxiliar rnás accesible (construcción del triángulo). IJtili-
zando después el resultado de ese problema auxiliar resolvemos fácilmente
el problema original (hasta completar el paralelogtamo).

Nuestro ejemplo es típico, como lo es también el fracaso de nuestra
primera tentativa. Volviendo sobre ella, constatamos sin embargo, que no
ha sido inútil. Había en ella una idea, la que nos ha permitido pensar
en construir un triángulo, dándonos así un medio de alcanzat nuestro ob-
jetivo. Si lo hemos logrado en nuestro segundo intento ha sido modificando
un primer ensayo infructuoso; se trataba en los dos casos, en efectq de una
variación de r, que hemos tratado primero de disminuir y después de
aumentar.

6. Como en el ejemplo anterior, así tendremos que intentar con fre-
cuencia diversas modificaciones del problema. }lary que variarlo, enunciado
de modo diferente, transformado hásta encontrai ai fin lo que puede ser-
nos útil. Podemos incluso sacar partido de un fracaso, ya que a veces
en una tentativa fallida puede haber una buena idea que, una vez modifi-
cada, puede conducirnos a un ensayo más fructífero. Lo que obtenemos tras
diversos ensayos es la mayor parte de las veces, como en el precedente ejem-
plo, ¡rn problema auxiliar más accesible.

Existen ciertos procedimientos particularmente útiles para va¡iar el
problema como, por eJemplo, el referiise a la orr¡Nrclów, o'rscorrlpoNER
y RECOMPONER EL PROBLEMA, introducir ELEMENTOS AUXTLIARES. utili-

FIG, 30
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zar medios como la cENERALrzAcrón, la pARTTcuLAR¡z¿.cróN y el emplt
de la aN¡rocf¡. ,

8. Las indicaciones que hemos dado en eI pinafo j acerca a. n*u;i:i
preguntas que pueden reanimar el interés del investigador, facilitarán el**i
eqpleo juicioso de nuestra lista. ' .,

. U-n profesor puede utilizar esta lista para ayudar a sus alumnos; pero
lray alumnos que no necesitan ayuda y J quienes no tendrá que plaritear
ninguna pregunta, sino más bien permitides trabajar solos, lo q.r. .uid*t.-
mente es mejor para su independencia intelectual. Debe simplemente el
profesor tratar de encontrar el medio de ayudar a cada uno deisos buenos
alumnos por medio de alguna pregunla o sugerencia apropiada en el mo-
mento que se encuentren estancados en su trabajo. Porque entonces, hay
que evitar por todos los medios que el alumno se canse áel problema y lo
abandone 9 loe pierda el inter6 y cometa por pura indifirencia algún
error ganaf.al.

Podemos emplear la lista para resolver nuestros propios problernas.
Para emplearla en forma apropiada, procederemos como en el piimer caso.
En el caso de un adelanto satisfactorio, cuando nuevas observaciones se pre-
sgnta¡ por sí mismas, sería tonto frenar el progreso espontáneo por me-
dio de preguntas superfluas. Pero cuando eslamos varados, cuando no te-
nemos ninguna otra idea, corremos el riesgo de cansarnos del problema. Es
entonces el momento de pensar en alguna idea general que pudiera servir-
nos, una pregunta o una sugerencia de la lista que pudieá aplicarse. y
acogerernos con alegría cualquier nueva pregunta que, con algo de suerte,
pudiera revelarnos un nuevo aspecto del problema que despierte nuestro
interés y nos haga tnbajar y reflexionar.



Gueffie

perte
Problemos,

sugerencias,
soluc¡ones
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cicios.

Losproblemasnorequieren.mayoresconocimientosquelosqueel lec-
tor haya^ adquirido en loi estudios de enseñanza media' Sin embargo' no

son oioblemas de meras aplicaciones de fórmulas, ni son muy fáciles; aI-

gunó, d" ellos requieren áierta originalidad e ingenio' *
-- 

i", zugerenci"s ofrecen indicaciones que conducen al resultado, citando,

sobre todo] alguna frase apropiada de la- lista; a un lector muy atento' Pron-

to a captai laí s,rgerenciai, Ii ptteden dar la idea clave de la solución'

Las soluciones no sólo tr""t' t" respuesta, sino también el -método 
que

o .tl" .on¿uce, no obstante el lector dábe suplir algunos detalles' Algunas

á. .itt tt"tan de abrir nuevos horizontes, pbr medio de algunas palabras

al final.-- 
ni t.aot que ha tratado seriamente de resolver el.problema' puede sacar

brovecho de las sugerencias y soluciones' Si por sí mismo llega al resuhado'

i;;üÑ;;;É; compar""do.su métodó con el que se exPo-ne aquí' si

después de un gran esfuárzo se siente inclinado a abandonar el-problema'

i*:;;r;".ias 
"pueden 

darle la idea que le falta. si las sugerencias mismas

;; i";;;;Á p'oede ver la solución, iratar de ver la idea clave y' haéiendo

et libro a un lido, tratar de encontrdr la solución'

PROBLEMAS

1. Partiendo de un punto P, un oso camina un kilómetro hacia c[ sur'

Cam¡¡a entonces de direición y "to"t un kilómetro hacia el este' Después'

dandovueltadenuevoalaizquierda'recorreunki lómetrohaciaelnorte
Dara lleqar exactamente al punü de partida P' ¿De c¡ué 5olor 

es el oso?
*^;:^-ñ;il 

q"i.t un'terreno,'absolutaménte horizontal, delimitado

* Excepto el primero (muy cono-cido, p_ero muy dive¡tidt¡ como Para onritirlo)

todos los problemas s. han toáado de los st¿zforá unbersitl competitiae Exami'

¡¿tion¡ in Matbcm¿¡iff ir"tno algunas ligeras modificaciones)..Algunos de ellos se

han publicado enTbe-Aic¡iican ívlatbemític¿l Monthl'¡ o en The California Matlte'

T),i*'é'"ir*¡t-'ni,rt¡n. En esta última revista, el auior ha p*blicado algunas so-

luciones' que se encontra¡án más adelante' conut"it"t"mente modificadas'

to l
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por cuatro llneas rectas. Dos de esas rectas están exactamente ürigidas
norte'sur, las otras dos exactamente este-oeste y cada una mide exactamente
I 000 met¡os. ¿Puede comprar Roberto ese terreno en México?

3. Roberto tiene 10 bolsillos y 44 monedas de plata. euiere poner las
monedas en los bolsillos repartiéndolas de tal modo que cada bollillo con-
tenga un número diferente de monedas. ¿Puede h¿cerlo?

4. Para enumerar las páginas de un libro un tipógrafo ha empleado
2 989 dlgitos. ¿Cuántas páginas tiene el libro?

J. Entre los papeles del abuelo se ha encontrado una nota:

72 pavos, | - 6l.g -

El primero-y el último dígito del número que, evidentemente, represen-
taba el precio total de las aves, se han reemplázado aquí por guionei, dado
que estaban borrados y no se podían leer. 

-

¿Cuáles son los dos dígitos bor¡ados y otil era el precio de un pavo?
6. Dado un hexágono regular y un punto en su planq traz¿r una recta

que pasg po¡ el punto y divida al hexágono en dos partes de áreas iguales.
7. se da un cuadrado. Encontrar el lugar geómétrico de los puntos

desde los cuales se ve al cuadrado bajo un angulJla¡ de 90o (b) de a5".
(S." I t1n p"ntg fuera del cuadrado, pero eÁ su plano. El menor ángulo
con vértice en P en el cual el cuad¡ado está insCrito es "el ángulo bajo
e! cual el cuedrado se ve" desde P.) Dibujar claramente los dJs lugares
geométricos y dar todos sus elementos.

. 8. Uaqglos "eje" 
de un sólido a una línea recta gue una dos puntos

de su superficie y tal que por rotación, en torno a esa iectq de un ingulo
comprendido e¡tre 0o y 3600, el sólido coincide consigo mismo.

- Encontrar los ejes de un cubo. Definir daramenté la posicióñ de los
eies y determinar el ángulo de rotación relativo a cada rrno-de eilos. supo
niendo que se toma como unidad la arista del cubo, calcular la media aiit-
m&ica de las longitudes de los ejes.

9. Eg un tetraedro cualquiera, dos aristas opuestas tienen la misma
tgng-itud 

1y -s.on ortogonales. Además, cada una áe esas aristas es perpen-
dicular alalinea, de longitud b, que une sus puntos medios. Expresir el
volumen del tetraedro en función de a y á, y demostrar er resuliado ob,
tenido.

, 19. Se llama lPey d9 una pirámide al vértice opuesto a la base.
a) Llamemos "isósceles" a una pirámide cuyo ápex está a igual distancia

de todos los aértices de la base. con diáha áefinición, d"emostrar que
la base de una pirámide isósceles esti in¡mita en un círculo cuyo centro

- es el pie de la altura de la pirámide.
b) Llamemos, ahora, "isósceles" 

a una pirámide tal que las perpendicu-

p¡oblenac 2O3

lares bajadas del vértice a los lados de la base sean iguales. con esta

definiciEn (diferente de l¿ anterior) demostrar que la base de una

pirámide isdsceles esti circunscrita a un cítculo cuyo centro es el pie

de la altura de la Pirámide.
11. Encontrar x, l, t, y z que satisfagan el sistema de cuatro m¡a-

ciones:
x * 7 y * 3 r r * ) z :  1 6' ;#f i ' , I":=-i2

) x * 1 7 + 7 r ¿ +  z : - 1 6

(Esto puede pa¡ecer largoy tedioso: busquese un procedimiento rápido.)
' 

12: Roberto, Pedro y Pablo viaian iuntos. Pedro y Pablo son buenos

carninantes; cada uno carnina ¿ kilómetros por hora. Roberto tiene un pie

lastimado y conduce,r.t p.qn"ño automóvil áe dos plazas solarnente, donde

tres no .ó*; recoffe i kiiómetros por hota. Los tres amigos adoptan .el
siguiente plan: Partir juntos, Pablo y Rolerto en el automóvil, Pedro a pie.

Dispués áe algún tiempo, Pablo desciende_del coche y sigue a pie mientras

que Roberto r-egr"sa en b,rsc" de Pedro; despu6 Roberto y Pedro van en

cLhe hasta quJ alcanzan a Pablo. En ese m-omento cambian: Pablo sube

al coche y Pedro camina, como al principio; todo el ciclo se repite tantas

veces cuantas se¿ necesario'
a) ¿Cuántos kilómetros por hora adel-anta el g*Pol

b) jDurante qué fracción de tiernpo del viaie, sólo hay una Persona en

el automóvil?
c) Verificar los casos extremos P : o y p : 

l,
f i. Tres números forman una pfogresión aritmética y otros tres, una

progresión geométrica. Sumando los términos correspondientes de las dos

progresiones se obtiene
8t' 76 Y 84

respectivamente; sumando los tres términos de la progresión aritmética se

obtiene 126. Encontrar los términos de las dos progresiones'
14. Detenninar m tal que la ecuación en x

x t - ( ) m + 2 ) f * m l : g

tenga cuatro níces en progresión aritmética.-lt, 
El perlmetro áe un triángulo rectángulo es de 60-cm, la altura

perpendicuÉr a la hipotenusa.mide L2 cm. Determinat los lados'

76. De la cima áe on" montaña se ven dos puntos A y B en la pla'

nicie. I¿s líneas de visión dirigidas a estos puntos determinan el ángulo 7'
I-a orimera tiene una inclinación a con relación al horizontg la segunda

*"^in.lirr..ión p. Se sabe que los puntos A y B están en un mismg plano

horizontal y que !a distancia entre ellos es c.

,il;
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Expresar la altura.1 dg la cima respecto del plano horizontal gue con_tiene a A y Ben función de los ángulol o, B y y y dela distancia r.L7. Observando que el valor áe

! , 2  3  , 2
t - t * 4 * " ' + ( t r f 1 ) !

|  5 2 3
" t  

T '  Z ,  U P m a .  
n : 1 , 2 , 3 ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,

recuerde Ia ley general (considerando más valores si es necesario) y de-muestre que la hipótesis es exacta.
18. Considérese Ia tabla

I

3 + 5
7 + 9 + r r

= 8

i
{

,r ' i  l t ' ; : t i :r? ,r= , i :
Deduzca,la ley general,s.ugerida por esos ejemplos, exprésela por mediode una fórmula matemáticá apropiada y. demuéstrela.

L9. El lado d" u," hexágonó ,.gul^, mide r¡ (siendo z un númeroentero). Por medio de parareras eqiidistantes a sus rados, se divide erhexágono en Ztriánguloi.equiláteros'de lado t. Sea Z;i;;;";;.;;;:
ces resultantes de esta divisién y z el número de lados d; il;;ft"d 1. (unlado pertenece a uno o dos triánguros, un ,¿i,i." ;;r;"-ár6¿.io, tri¿rr-gulos.) Cuando o: 

!, 
Io que-es .i ."ro más sencill,o,, i :-¿, V :7,

l"= tr.Considérese "t ...":g general y exprésese T, i';i "; roJi¿r, ¿" ,.(Hacer una hipótesis está biei, demostraila es meior.)
20. ¿De cuántas maneras se puede carnbiar u., páro en monedas? (Lamanera de cambiar está determinada cuando se conoie er número de piezasde cada y¿ls¡ -uns, cinco, diez, veinticinco y cincuenta .ant"uo, que seutilizan. )

SUGERENCIAS

l. ¿Cuál es ld iucógnita? El color del oso. pcrs, 
¿cómo se puede en-contrar el color de un oso a partir de daros m"tem¿tiiol l jCrii ír- a aaolU¡ra situación geométrica 

- _!.ro que parece contradictoria a si misma.
¿Después de ¡ecorrer tres kil'ómettór dá la manera descrita, cómo puedeel oso regresar al punto de partida?

2. ¿Conoce asted algún problena análogo a éste?
i' si Roberto tuviese un gran número dl monedas no tendría dificul-tad en llenar sus bolsillos de-manera diferente. ¿puede ured. blantear elproblenza de otro modo? ¿cuál es er número .ái,;-;"".;;.tdl q,r. ,.

Sugerencias 2O5

pueden meter en diez bolsillos de tal suerte que cada bolsillo contenga un
número diferente de monedas?

4. He aqaí un problema relacionado con el suyo. Si el libro tiene
exactamente nueve páginas numeradas, ¿cuántos dígitos emplea el tipógra-
fo? (9 evidentemente). He aguí otro problema en relación con el sayo: si
el libro tiene exactamente 99 páginas, ¿cuántos dígitos emplea el tipógrafo?

5. ¿Puede asted. plantear el problenta en otra't'orma? ¿Cuáles pueden
ser los dos números borrados si el precio total, expresado en centavos, es
divisible por 72?

6. ¿Puede intaginar algún problema más fácil relacionado con hte?;
¿Un problenta nzás general?; ¿un problerna análogo? (Véase GENERALT-
zirctóN, 2).

7. ¿Conoce asted algún problema relaciona¿lo con é¡te? El lugar geo-
métrico de los puntos desde los cuales se ve un segmento de recta dado
desde un ángulo dado se compone de dos arcos de círculo, cuyos extremos
coinciden con los del segmento y son simétricos con relación al segmento.

8. Supongo que el lector está flmlliarizado con la forma de un cubo
y que, por medio de un simple examen, ha encontrado algunos de sus ejes;
pero ¿los ha encontrado todos?; ¿puede demostrar qile Jtt enatneración de
ejes es exhaustiva?; ¿descansa esta enumeración sobre algún principio claro
de clasificación?

9. Mire Ia incógnita. La incógnita es el volumen de un tetraedro. Sí,
ya sf, se puede calcular el volumen de una pirámide conocida la base y
altura (la tercera parte del producto de los dos factores), pero aquí no se
conoce ni la base ni la altura. ¿Pzede inaginar algún problerua más
sencillo qile re relacione con este? (¿No ve usted un tetraedio m¿is sencillo
que es una parte alícuota del que se da?)

10. ¿Conoce algún teoremd qae se relacione con esla pregunta?; ¿co-
noce usted algún teorena análogo... más sencillo... que se relacione? Sí:
en un triángulo isósceles, el punto medio de la base es el pie de la altura
correspondiente al vértice opuesto. He ahí un teoretna que ie relaciona con
este último y qile y se lta cletnostrado. ¿Pzede utilizar el ntétodo? El teo-
rema sob¡e el triángulo isósceles se demuestra considerando dos triángu-
los rectángulos iguales que tienen por lado común la altura del triángulo.

11. Se supone que el lector está familiarizado con los sisternas de ecua-
ciones lineales. Para resolver tal sistema, hay que combinar las ecuacio-
nes de algún modo y buscar si, entre éstas, hay relaciones que pudicsen
poner en evidencia una combinación particularmente ventajosa.

1.2. Separe las diferentes pdrtes de la conclición. ¿Puede precisarlat por
etcrito? Entre el momento en que los tres amigos parten y el momento en
que se encuentran de nuevo, hay tres fases diferentes.
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1) Roberto y Pablo en automóvil.
2) Roberto en automóvil solo.
3) Roberto y Pedro en automóvil.
Llamaremos, respectivamentq tl, t2, ts, lx duraciones de esas fases.

¿Cómo podemos descomponer la condición de manera apropiada?
11. .sefye las diferentes partet de la condicióo. ¿eo"'d" precistlas

por etcrito? San
d - d ,  a ,  a * d

los términos de una progresión aritmética, y

bg-t, b, bg

los de una progresión geométrica.
L4. ¿cuál es la condición? I¿s cuatro r¿íces deben estar en progresión

aritmética. La ecr¡ación tiene, sin embargo, una característica pa*icular:
sólo contiene potencias pares de la incógnita ¡. po¡ lo tanto, ,i ,., on"
rú2, - ¿ es también rúi de la ecuación.-

15.^ separe -la: diferenteÍ pafiei de la condicün. ¿pttede precisailas por
e¡crito? se pueden, e.l la condición, distinguir tres pártes reÍativas a

1) El perímetro
2) al triingalo rectángulo
3) a la altura bajada sobre la hipotenusa.
16.^ Sepae las-djfer.entel F1rt"s de la condición. ¿prede precisarlas pot

escrito? Sean ¿ y b lu lgngiruda (desconocidas) d¿ pA y'de pB, o i p,
respectivamente, sus inclinaciones con ¡elación al-plano hoiizontal. se pue-
den, 9n la condición, distinguir tres partes relativ-as a

L) La inclinación de ¿
2) la inclinación de á
3) el triángulo que tiene por lados a, b y c.
17. ¿Reconoce usted los denominadores 2, 6,24? ¿Conoce algtjn pro-

ble.ma relacionado?; ¿an problema análogo? (véase ¡¡¡nuccró¡v p rolp,rc-
cIóN M^TEMÁnca.)

18. Para descubrir por inducción hay que observar. observe los segun-
dos miembros; lo-s primeros términos de los primeros miembros, des[ués
los últimos ¿Cuál es la ley general?

. L9. Haga ana fi&o*. su examen púrá ya sea ayudarle a encontrar
la ley por i,nd11cció¡,¡a sea llevarle a las relaciones entie T, V, Ly n.

20. ¿caál es la incógnitd;¿qué se nos pide buscar? puede sir necesa-
rio precisar un- poco el obje.to del problema, ¿Paede imaginar algtin proble-
rnd qile-_se relacione. con éste y sea más sencillo?; ¿atgún pribtema mát
g:-fuol?j ¿olg!" problena an,álog-o? He aquí un problemá anilogo mrq sen-
cillo: ¿De cuántas maneras puede usted pagar un centavo? (Sólo háy un

Sprlrciott¿t 2O7

modo.) He aquí un problerna más general: ¿De cuántas m¿rneras puede
usted pagar la cantidad de z centavos, utilizando las cinco monedas si-
guientes: unq cincq diez, veinticinco y cincuenta centavos? Nuestro pro-
blema particular es el caso parl n: LOO.

-En los casos particulares más sencillos, para los valores pequeños de z,
podemos cif rar la respuesta sin método complicado, simplemeñte ensayan-
do y examinando.

He aquí una tabl¿ (que el lector deberá verificar)

La primera fila enumera las cantidades por pagar, de valor general n; la
segunda fila enumera los números de "modos de p^gar" correipondientes,
de valor general E". (Et motivo de la elección de eita notación ei un secreto
personal que no quiero revelar en este momento. )

Tenemos que considerar el caso particular Eroo, peio sin método daro
es dudoso que podamos calcular Eroo. De hecho este problema exige del
lector_un poco más que los precedentes: defu oeu una pequeña teoria.

Nuestra pregunta es general (se trata de c¿lcular Eo paia el valor gene-
nl n, pero está "aislada"). 

¿Prede imagina algún ptoblema relacionado
más fácil?; ¿algún problema an,álogo? He aquí un problema anítloga may
sencillo: Encontrar A,, el número de procedimientos de pagar la cantidad
de z centavos utilizando sólo centavos (1" : 1).

SotuctoNEs
1. ¿Piensa usted que el oso es blanco y que el punto P es el polo Nor-

te?; ¿paede demostralo? Como se ha podido comprender, hemos idealizado
la pregunta. Consideramos la tierra como exactamente esférica y al oso
como un punto material móvil. Dicho punto describe un arco de meri
diano al desplazarse hacia el sur o hacia el norte, y un arco de paralelo
(paralelo al ecuador) al desplazarse hacia e[ este. Hay que distinguir
dos casos:

1) Si el oso regresa al punto P siguiendo un me¡idiano diferente del
que ha seguido al salir de P, dicho punto es necesariamente el Polo Norte.
De hecho e[ otro único punto de la tierra en el que dos meridianos se en-
cuentran es el Polo Sur, pero el oso no podría salir de ese Polo más que
desplazándose hacia el norte.

2) El oso podría regresar al punto P siguiendo el mismo meridiano que
al salir de P si, al desplazarse un kilómetro hacia el este, describiese fl plra-
lelos completos, pudiendo ser a igual L l, 2,3 . . . En dicho caso, P no es el

n 4 r 9 1 0 L 4 L t 1 9 2 0 2 4 2 ,
E * L 2 2  4  4  6  6  9  9 L )
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Polo Norte, sino un punto de un pa¡alelo muy cercano al polo sur (cuya

longitud, expresada en kilómetros, es un poco inferio r a 2¡ + -Ll
n '

2. Representamos a la tierra como en la solución del problema 1. El
terreno que quiere Robert-o.está limitado por dos meridianos y dos paralelos.
Imagine dos meridianos fijos y un paraliro areiándose del áuador: el arco
de ese paralelo móvil interceptado por los dos meridianos fijos disminuye
constantemente. El centro det terreno tendría que estar en el ecuador. Ro-
berto no puede comprarlo en México.

3. El mínimo número de monedas puestas en uh bolsillo evidente-
mente es 0. El número inmediato superior es por lo menos, 1; el número
inmediato superior a éste es cuando menos, 2, . , . y el número de monedas
puestas en el último (décimo) bolsillo es cuando menos, 9. El número de

lmonedas necesarias es, pues, por lo menos
0 + t + 2 + i + 4 + . . . * 9 : 4 J

Roberto no puede lograrlo: sólo tiene 44 monedas.
4. Para un libro de 999 piginas se necesitan

9 + 2 X 9 0 + ) X 9 0 0 : 2 8 8 9
dígitos. Si el libro en cuestión tiene X páginas,

288e+^Í ' : ;ZZZr:2ele

. Este problema nos hace ver que una evaluación preliminar de la incóg-
nita puede ser útil (o incluso neiesaria, como en esü caso).

5. Si el número -679- es divisible por 72,1o es también a la vez
¡or 8 y por 9. Siendo divisible por 8, el número 79- debe ser también
div-isible.p9. 8 (ya que 10o0 ei divisible por 8),79-� debe ser, pues,
792: la última cifra borrada es 2; si -6jtz es divisible por 9, la Suma
de los..dígitos de ese número debe serlo también (regra cle "ia pr.reba
por 9"), la primera cifra borrada debe ser, pues, 3. El precio l6i.gz +
72 :  5.11 pesos.

6. "Se dan en el mismo plano, con sus posiciones, uu purzto y un
figura que tiene-un centro de ¡imetría. Determinar una recta qu" pnr. po,
el punto y divida ala figura en dos partes de áreas iguales." ia ricta que
se pide pasa naturalmente por el céntro de simetría. véase Ranaoo.¡a
DEL rNvENTon, página 138.

. 7.- !" cualquier posición del ángulo, sus dos lados deben pasar por
dos vértices del cuadrado. considerando dos de esos vértices, el vértice del
ángulo se desplaza sobre el mismo arco de circunferencia (según el teorema
indicado en sugerencias). De donde se deduce que cada uno de los dos
lugares geométricos req.eridos se componerl de varios arcos de circunfe-

' 
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rencia: cuatro semicircunferencias en el caso (a), ocho cuartos de cir-
cunferencia en el caso (b); véase figara 3I.

8. El eje atraviesa la superficie del cubo en un punto que está ya sea
en un vértice, en una arista o en una cara. Si el eje pasa p* ,r'punto de
una- arista (excluídos sus extremos), dicho punto de6e sei el p,rn^to medio
de la arista; de otro modo la arista no podria coincidir consigi misma por
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rotación' Análogamente, el eje que atraviese una cara debe pasar por su
centro. cualquier eje debe, naturalmente, pasar por el centro dÉl cubo. Hay,
pues, tres clases de ejes:

1 ) cuatro ejes cada uno _de los cuales pasa por dos vértices opuestos;
sus ángulos son de L2O" y 24Oo.

2) Seis ejes que pasan, cada uno, por los puntos medios de dos aristas
opuestas; su ángulo es de 180o.

3) Tres ejes que.pasan: cada uno, por los centros de dos caras opues-
tas; sus ángulos son de 90o, 1800 y Z1Oo.

En cuanto a la longitud de un eje de la primera especie, véase la sec-
ci6n 12; Ios otros son más fáciles de calcular. La media pedid¿ es

¿ t / 7 + c \ D + t : t 4 1 6
r 3

(Este. prob-lema puede-preparar útilmente ar rector para el estudio de la
cristalografía. Para el lector que tenga amplios conocimientos del cálculo



2lO Probletnas, sugerenciac, soluciones

integral, se puede advertir que la media calculada es una buena aproxima-

ción de la "longitud media" del cubo que es, en efecto, 1: ,.t.)

dicular, de longitud á, divide al tetraedro en otros dós tetraedror igurl"r,

más sencillos, cada uno de los cuales tiene por b^r" 4 y por altura -1.

El volumen pedido es, pues, igual a 
z' z

^ L a b ¿  é b' ' t ' n  , :  6
10. La base de la pirámide es un polígono de z lados. En el caso (a)

las n aristas laterales di la pirámide ron ig"uales; en el caso (b) las alturas
de sus n catas laterales (bajadas del vérti-e) son iguales. si'dál vértice de
la pirámide bajamos la altura sobre la base y si unimos el pie de dicha al-
tura ya sea a los z vértices de la base en el caso (^), y^ sea á los pies de las
alturas delas n caras laterales en,el caso (b), obtenemos en los d-os casos ll
tüángalos rectángalos que tienen por lad.o cotnún la axrara de la pirámid.e:
Digo que esos ,? triángulos rectángulos son iguales. En efecto, según las
definiciones dadas en el problema actual, sus hipoteoosas (que son aristas
laterales en el caso (a) y alturas en el caso (b) tienen la misma longitud
en. todos esos triángulos; nos hemos limitado a indicar que tienen en co-
mún otro lado (la altura de la pirámide) y un ánguro (él ángulo recto).
En los z triángulos iguales, los terceros lados deben ser también iguales;
quf.." del.mismo punto (el pie de la altura) y están en un mismJplano
(el de la base); constituyen z radios de una circunferencia que es ó cir-
cunscrita a la base de la pirámide en el caso (a) o inscrita a dlcha base en
el caso (b). [En el caso (b) falta, sin embargo, demostrar que los n radios
mencionados son perpendiculares a los lados respectivos de la base: esto se
deduce de un teorema muy conocido en la geometría del espacio sobre
proyecciones.]

Debe notarse que una figura plana, un triángulo isósceles, pueden co-
rresponder, en el espacio, a dos figaras análogas diferentes.

Obsérvese que hay la misma relación entre las ecuaciones primera
y última que entre la segunda y la tercera: los coeficientes de los plimeros
miembros son los mismos, pero en orden inverso, mientras que los segun-
dos miembros tienen valores opuestos. súmense la primera ecuación y la
última, después la segunda y la tercera:

6 ( x i l z )  + 7 0  ( / + z ¡ : 9
1 0 ( x * t ) + 1 0 ( t + z ¡ : s

Soluciones 2 l l

Se puede considerar esto como un sistema de dos ecuaciones lineales
con dos incógnitas, x * a y I * z, del cual se obtiene fácihnente

x * I : o  7 * z : o
Sustituyendo -x por tt y - ! por z en las dos primeras ecuaciones del

sistema inicial, se obtiene
- 4 x * 4 7 :  1 6

6 x - 2 1 : - L 6

Resultando un sistema más sencillo del que se obtiene

x = - 2 ,  ! : 2 ,  , t : - 2 ,  z : 2 ,

L2. Cada uno de los amigos ha recorrido la misma distancia entre los
puntos de partida y reunión. (Recuerde: espacio: velocidad X tiempo.)
Distinguimos dos partes en la condición.

Roberto ha recorrido la misma distancia que Pablo:

ch - ct¿ * cf": ch + pta + pty

Pablo ha recorrido la misma distancia que Pedro:

ctt * Pfe * pt": ph * ptz * ctt

Esta última ecuación da:
( c  -  p ) t ' :  ( c  -  p ) t z

Suponemos, claro está, que la velocidad del automóvil es superior a la
de un peatón, c ) y'. Se deduce pues

Í t :  t s i

es decir, que Pedro camina exactamente lo mismo que Pablo. De la primera
de las dos ecuaciones anteriores se deduce

h  c * P- = -
t z  c - P

lo que, naturalmente, también es el valor ¿, ?.De donde se obtienen las
t2

resPuestas:
c(h -  t ,  + ,a) _c(c * 3P)

h + k + h  t c + p

h * t z * t s  1 c + p
E n e f e c t o , O l p l c .
Hay dos casos extremos:

si p:0, (^) resulta I  y (u) I
) 5

Si p: c,  (a) resulta c y (b),  0.
Es fácil ver estos resultados sin cálculos.

(a)

(b )

( . )
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, 
13' 

,Se 
descompone fácilmente la condición en cuatro partes expresa-

das por las cuatro ecuaciones
a - d * b g - ' =  I 5

a * b : 7 6
¿ * d * b g =  e 4

3a = 126
De la últ ima ecuación se obtiene a:42, después, de la segunda, b:34.
surnando las otras dos ecuaciones (a fin de éüminar a¡, s"e tiene

2 d * b ( 8 - ' * g ) : t 6 9 .

Dado que a y b se conocen ya, se tiene aquí una ecuación dc segunclo
grado en g, de la que resulta

g : 2 ,  d . : - 2 6  ó  g : t ,  d = 2 1
Las progresiones son

68, 42, 1,6 
. 17, 42, 67

1,7, 34, 68 68, 14, r7

. L4. Si a y - ¿ son las ¡aíces de menor valor absoluto, serán consecu-
tivas en la progresión que tiene, por lo tanto, la forma

- 3a, - d, d, \a,

El primer miembro de la eo¡ación propuesta debe ser, pues, de la forma
(f -  ¿) ( f  _ ed).

Efectuando el.producto y comparando ros coeficientes de las potencias
semejantes, se obtiene el sistema

l , O d = j m * 2
94 '  :  m '

La eliminación de ¿ da

De donde
L 9 n z " - l O B m - 3 6 : A

m : 6  ó . r r : - G
L 9

lt. Sean a, b, c, los lados, siendo el ultimo la hipotenusa. Las tres
partes de la condición se expresan por las ecuaciones:

¡ ;
i l

f l

[ , , ,

&l
Observando que

se obtiene

a * b * c : 6 O
d * b " : C

ab : l2c

( a * b ) ' � : l * b " + z d l )

( 6 0 - c ) ' : f * z 4 c
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De donde c : 25 y ya sea a : 15 y b : 2Q o bien a : 20 y b : 1,5
(lo que no cambia nada en el triángulo).

16. Las tres partes de la condición se expresan por

sena: ! -

tc
sen B : -7-

é : é + b ' - 2 ¿ b c o s v
La eliminaci 6n de a y b da

f : -  c ' s e n " a s e n ' F
sen"c * sen'B - 2 senc senB cos 7

L7. Supongamos que
L 2 n ' L

- I - - L - L - - : 1 - -
2 t  3 t  ( n * L ) !  

^  
( n * r ) l

Siguiendo.t pt*'a. r¡¡ouccróN r ¡NoucclóN ¡,r,rrrvÁrrc^, pregun-
témonos si la fórmula supuesta sigue siendo cierta cuando se pasa de n a
n * '1.. Se tendría que tener igualmente

1  *  2  t . . . +  n  -  n r l  : 1 -  I  -
2 t  ) t  ( z  *  1 ) l  ( n  *  2 ) t  ( n  *  2 ) l

Verifiquémoslo restando de ésta la primera ecuación:
n * l  

*  1
( n * 2 ) l  ( n * 2 ) t .  ( z * 1 ) l

lo que se reduce a
n * 2  I-GTTI  =  

1 r+r ¡
siendo esta última ecuación manifiestamente exacta para n : 1, 2, 3 . . .;
lo cual, según el plan recordado aguí, demuestra nuestra hipótesis.

L8. En la n-ésima- lina, el segundo miembro pat3ce ser na, slendo el
primer miembro una suma de z términos. El último término de dicha suma
es et m'ési','T': 

ffT; :T'' i':: n@ *,)- 2 '

véase ¡Noucc¡óN r rNouccróN ¡¡¡rriuÁrlca, 4. El último término de la
suma del primer miembro deberá ser pues

2 m - l : n ' * n - I

Se puede deducir de ello el primer término de la suma, considerando
a ésta de d,oJ m^neras: bien regresando z - I pasos a partir del último
término, lo que da

( r f  *  n -  1 )  -  2 ( n  -  1 )  :  r i  -  n  I  t ,

bien añadiendo un término al último de la línea precedente, lo que da

l ( " - r ) " *  ( " -  1 )  -  1 l + 2
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lo que, después de una simplificación sencilla, se reduce a la misma ex-
presión: ¡Bien! Afirmamos, pues, que

( f  -  o +  1 )  +  ( f  -  r +  3 )  +  . . . +  ( r f  !  n  -  r )  :  ¡ '

donde el primer miembro es la suma de z términos sucesivos de una pro-
gresión aritmética cuya raz6n es 2. Si el lector conoce la regla que da la
suma de una progresión tal (media aritmética del primero y del último
término, multiplicada por el número de términos), podrá verificar que

( n ' - o + 1 ) + ( r t * n - r )
n : n "

y demostrar así la afirmación.
(Se puede fácilmente demostrar la regla citada por medio de una figura

un poco diferente a la f.ig. L4) .
19. El perímetro del hexágono regular de l¿do n es 6n. Se compone,

pues, de 6n lineas límites y de 6n vértices. Pasando de n - L a n, V au-
menta 6z unidades, de donde

v  :  |  * 6  ( 1  +  2  +  3  +  . . . *  n )  :  3 ¡ f  *  3 n  *  |

véase rNnuccróN r rNouccrór.¡ uarruÁrrca, 4. Tres de las diagonales
que pasan por el centro del hexágono lo dividen en seis (grandes) trián-
gulos equiláteros. Considerando uno de estos últimos, se tiene

T  :  6  ( 1  +  3  +  t . +  . . .  +  2 n  -  L )  :  6 t f

(según la regla qúe da la suma de una\progresión aritmética, recordada en
la solución del problema 18). Los I triángulos tienen 37 lados comunes.
En ese total 37, cada línea de división interior de longitud 1 se cuenta dos
veces, mientras que los 6n lados no se cuentan sino una vez. De donde:

2 L :  1 T  *  6 n ,  L : 9 #  *  3 n

(Para el lector más wanzado: resulta, del teorema.le Euler sobre los polie-
dros, que T + V : L * 1. Verificar esta relación.)

20. He aquí una serie bien ordenada de problemas análogos. Calcu-
lar An, B*, Co, Dn y E*, que representan cada una de estas cantidadEs el
número de maneras de pagar la cantidad de z centavos y se diferencian de
las otras por las monedas utilizadas. Se tendrá

I, monedas de 1 centavo,
B, monedas de 1 y 5 centavos,
C, monedas de 1, 5 y 10 centavos,
D* rnonedas de L, 5, L0 y 25 centavos,
E, monedas de L, 5, 10,25 y 50 centavos.

Ya lran.sido empleados los símbolos Eny An (ahora se ve por qué).
Todos los medios y formas de pagar la cantidad de z c,entavos con las

cinco monedas quedan expresadas por E,. 
,,'
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Podemos, sin embargo, distinguir dos casos:
lc No se utilizan más que monedas de 50 centavos. El número de ma-

neras de pagar es, por definiciín, Dn,
zo Se uiiliza una (o más de una) moneda de 50 centavos. Después de

depositar la primera moneda de J0 centavos sobre el mostrador queda por

pagar (n -;o) centavos, lo que se puede hacer de 8,,-"u formas exacta-

mente.
Se deduce de ello

De igual modo
E*:  Dn *  E" - *

D , : C * * D ' - , u
C": B" * C'-o
B, :  An *  B* -o

h a c i e n d o  
A "  =  B . :  c " :  D . :  E , :  r

(lo que manifiestamente tiene un sentido) y considerando como nula toda
cantiáad tal como An, Bn,.. En, cuyo índice resulte negativo. (Por ejem-
p\o Eru: Drr, como se puede ver de inmediato y 1o cual es compatible con
nuestra primera fórmula puesto que Eru-ro : E-r, : 0.)

Las fórmulas nos pefmiten calcular las cantidades previstas por vía

regresiua, es decir, volviendo a valores de z inferiores o a letras del alfabeto
précedentes. Se puede, por ejemplo, calcular C:o por una simple suma, si

ie conoce.t ya Cn y 816. En la lista que sigue, la primera línea, correspon-
diente 7 An, y la primera columna, correspondiente a 0, no contienen más
que el número 1. (¿Por qué?) Partiendo de esos primeros números, se

cálculan los otros por vía regresiva, gracias a simples sLrmas: cualquier otro

número de la lista es igual, ya sea al que está colocado encima de él o a la

suma de dos números: el que está encima de él y otro situado a la izquierda,

en el rango correspondiente. Por ejemplo

C o : B ' n * C s : 7 * 9 : 1 6

El cálculo se ha efectuado hasta E¡o: )o; se puede pagar la cantidad

d.e 50 centauos de 50 formas diferentes exactantente.

Siguiendo adelante, el lector podrá verificar que E,no: 292: se puede

canzbiar iln Peso d'e 292 nzatteras diferentes:

A*
B,
C*
Dn

E*

1 1 1 1 1 1 1 1
4  ,  6  7  I  9  1 0  1 1
6 9 1 2 1 6 2 0 2 t ) O ) 6
6 9 t J 1 8 2 4 t r 1 9 4 9
6 9 r J 1 8 2 4 t r 3 9 t 0

1 1 1
7 2 j
1 2 4
L 2 4
L 2 4
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