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» alumno regular: al que obtenga en cada parcial un puntaje mayor o igual a 50 y como promedio
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®m una evaluacion sobre la teoria de todos los temas de la materia.
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Para aprobar la materia hay que aprobar todas las instancias con una nota no menor a 60 en cada
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3. Aquellos alumnos que no hayan quedado en condicién regular durante el cursado de la materia,
habiendo obtenido en uno de los parciales una nota mayor o igual a 50, podran realizar un examen
recuperatorio, que consistird de una evaluacién sobre los temas de la asignatura incluidos en el (o
los) parcial(es) a recuperar, para conseguir la condicién de regular.

4. Las fechas estimativas de los parciales y recuperatorios son:
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Los ntimeros reales Funciones Reales

Parte I

Los NOMEROS REALES.

1. EL SISTEMA DE LOS NUMEROS REALES.

El sistema de los nimeros reales estd caracterizado por ser un cuerpo ordenado y com-
pleto. Veremos en esta seccién de manera precisa estos conceptos.

1.1. CuEerros

Definicién 1 Un cuerpo es una terna (F, +, -) constituida por un conjunto F dotado de dos opera-
ciones + y - en F, denominadas respectivamente adicion y multiplicacion, que verifican los siguientes
axiomas:

Axiomas de la adicion
A1 Propiedad asociativa: x,y,z€F=x+y)+z=x+(y +2).
A2 Propiedad conmutativa: x,YyeF=>x+y=y+x.
A3 Existencia de elemento neutro para +:  Alelemento O € Ft.g x e F = x+0 =0+ x = x.
A4 Existencia del opuesto de un elemento:  x € F, Al elemento —x € Ft.q. x+(—x) = (=x)+x = 0.

Axiomas de la multiplicacion

A5 Propiedad asociativa: x,Y,z€F = (xy)z =x(y=z).
A6 Propiedad conmutativa: x,y€F=xy=yx
A7 Existencia de elemento identidad para -: ! elementoe € Ft.g. x € F = xe = ex = x.

A8 Existencia del reciproco de un elemento: 6 # x € F, A! elemento x™! € F tal que x-x™' =
xlx=e

Axiomas comunes a la adicién y la multiplicacién
A9 Propiedad distributiva: x,Y,z€F= (x+y)z=xz+yz.

Los axiomas anteriores no son independientes unos de otros. Se puede comprobar facil-
mente (hacerlo) la unicidad del elemento neutro y de la identidad y ademés, al ser las
operaciones asociativas, la unicidad del opuesto y del reciproco de todo elemento del con-
junto.

A partir de estos axiomas se deducen todas las leyes usuales de manipulacién de nameros
reales. Veamos algunas de ellas

Proposicién 1 Sea (F, +, -) un cuerpo, entonces

HNxeF=>x0=0x=0.

ii) F no posee divisores del elemento neutro o cero, es decir que si x,y € F, entonces x-y = 0 = x =
Ovy=0.

iit) Vale la regla de los signos: x,y € F = x-(-y) = (=x)y = —(x-y), de donde se obtiene que
x,y € F = (=x)-(—y) = x-y, y en particular (—€)(—€) = €€ = €.

6 Funciones Reales-LM GFR-2015



Funciones reales Los ntimeros reales

iv) Si x,y € F, entonces la suma x + (=) serd simbolizada x — y y denominada diferencia entre x
e y. Si y # O entonces el producto x-y~* serd simbolizado x/y y denominado cociente entre x e .
Las operaciones
(o y) > x-y, (,y) = x/y,
son denominadas sustraccién y division .
v) Six,y € F, entoncesx* =y>* © x=yVx=-—y.
dem:i))x e F -5 x0+x=x0+x€=x(0+¢€) =x€=nx.
El resultado sigue de la unicidad del elemento neutro para la suma.
ii)Siy # 6, luegoxy=0—->0=0y"'=@xy)y ' =xyy)=xe=>xe=0=x=0.
iif) Siendo x-(-y) + xy = x((-y) + y) = x-0 = O resulta x:(-y) = —(x-y). En forma
andloga se muestra que (—x)-y = —(x-y).
Usando el hecho que z € F = —(-z) = z, se tiene que (—x):(-y) = —(x(-y)) =
x(=(=y) = xy.
v) Observemos que x> = y* © > — > = (x—y)(x+y)=0=>x-y=0Vx+y=6. O
Definicién 2 Un subcuerpo de un cuerpo (F,+,-) es un subconjunto H no vacio de F tal que
munido de las restricciones de las operaciones + y - a H, constituye un cuerpo.

Teorema 1 Si (F, +,-) es un cuerpo, un subconjunto no vacio H de F es un subcuerpo si y sélo si se
verifican los axiomas siguientes:

SC1 H es cerrado con respecto a las operaciones es decir: x,y € H = x+y € HAxy € H.

SC2 H es cerrado con respecto a la oposicion y a la inversion, i.e:x € H = —-x e Hy 0 # x €
H=x"'eH

Corolario 1 Sea F un cuerpo, entonces:

a) La interseccion de cualquier familia no vacia de subcuerpos de F es un subcuerpo de F.

b) La interseccion F, de todos los subcuerpos de F es el menor subcuerpo de F, en el sentido que si H
es un subcuerpo de F entonces Fy C H.

1.2. CUERPOS ORDENADOS

Definicién 3 Una relacion “<” sobre un conjunto S es una relacion de orden si verifica las si-

Quientes propiedades: Si x,y,z € S, entonces

(O1) Propiedad reflexiva: X< x;
(O2) Propiedad antisimétrica: XSYAY<x=>x=y;
(O3) Propiedad transitiva: X<YyAy<z=z<z

Una relacién de orden sobre un conjunto S es una relacion de orden lineal o total si verifica que:
Six,y € S entonces:
(O4) Propiedad de linealidad (o totalidad): x <y V y < x.

Definicién 4 Un subconjunto F* de un cuerpo F es un subconjunto de elementos positivos del
cuerpo F si verifica los siguientes axiomas.
i) Es estable con respecto a la adicion y a la multiplicacion:

x,yeF"=x+yeF", xyeF".

ii) Severifica el principio de tricotomia: si x € F entonces unay sélo unade las siguientes proposiciones
es verdadera:
x=0, xeF', ,-xeF".
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Nota 1 Sesimboliza F~ := {x € F : —x € F*}. De este modo el axioma ii) indica que {{0}, F*,F~} es
un particién del conjunto F. Se dice que F~ es el conjunto de elementos negativos del cuerpo F.
Se tiene que

xeFAx#0=x* €l

En efecto pues, si x € F*, por el axioma i) se tiene que x-x € F* ysi x & F*, entonces al ser x # O, por
el axioma ii) resulta —x € F* y asi x* = (—x)(—x) € F*. En particular se tiene que € = €-€ = €* € F*.

Definicién 5 Sea F* un subconjunto de elementos positivos del cuerpo F, se define la relacion < en
el conjunto F de la siguiente manera

x<ys&y—-xefls,
en tal caso se dice que x es menor que y. La relacion inversa se simboliza >, y se dice que y es mayor
que y.
En particular se tiene que
Fr={xeF:0<x}, F ={xeF:x<0).

La relacién recién definida posee propiedades de las que se deducen todas las leyes usuales
del calculo con desigualdades entre niimeros reales. Veamos algunas.

Proposicién 2 Sea F* un subconjunto de elementos positivos de un cuerpo F, entonces la relacion
< que él determina verifica las siquientes propiedades. Siendo x,y,z € F se tiene

i) Propiedad transitiva: X<YAy<z=x<z

ii) Propiedad de tricotomia: una y sélo una de las sigquientes proposiciones es verdadera

X<y, x=Y, Yy<x

iit) Monotonia de la adicionx <y & x+z <y +z.

iv) Monotonia de la multiplicacion: x < yAO@ <z=xz<yz, x<yAz<0=yz<xz

v) O<x<y-yl<axl

dem: i) Por la definicién de < y usando el axioma 1)
X<YAy<z=y-xeF Az-yeF =2z-x=z-y+{y—-x)eFF =x<z
ii) El resultado surge de lo que sucede con las proposiciones
y—-xeF", y-x=0, x-y=-(y—x)eF".
iif) Se tienen las siguientes equivalencias
y<ysoy-xefFfeyY+z)-(x-2)=y—-xeFrex+z<y+z
iv) La primera proposicion sigue de usar el primer axioma, pues
x<ynO<z=>y-xeF AzeF = yz-xz=(y—-x)zeF" = xz<yz

La segunda desigualdad es andloga.
v) Veamos primero que el reciproco de un elemento de F* es un elemento de dicho
conjunto. En efecto pues

0<z=0=0(z")<z(z) =z1
Ahora, puesto que 6 < x 'y 6 < y ! resulta 6 < x"-y~! y en consecuencia
x<y=x@@ly <y Ty =y <x,

como queriamos demostrar. m|
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La relacion < definida en el cuerpo F a partir del conjunto de elementos positivos F* no
es una relacién de orden, pues si bien verifica las propiedades antisimétrica y transitiva, no
verifica, debido a la propiedad de tricotomia, la propiedad reflexiva.

Definicién 6 Un cuerpo ordenado es un par (F, <) constituido por un cuerpo F y una relacion <
sobre el conjunto F tales que
a) La relacion < es una relacion de orden lineal sobre F, i.e. x,y,z € F entonces

(CO1) Propiedad reflexiva: x <y,

(CO2) Propiedad antisimétrica: x K yAy<x =>x=1y,

(CO3) Propiedad transitiva: x K yAy 2z = x <z,

(CO4) Propiedad de linealidad: x,y e F => x <yVy < x.

b) La relacién < es compatible con la estructura de cuerpo de F, en el sentido que si x,y,z € F
entonces

(CO5) Monotonia de la adicion: x <y = x+z <y +z,

(CO6) Monotonia de la multiplicacion x < y A0 <z = x-z L y-z.

Definicién 7 Sea F* un subconjunto de elementos positivos de un cuerpo F y < la relacion de menor
que él determina sobre F. Se define la relacién < sobre el conjunto F del siguiente modo, para x,y € F

XSyex<yvx=y,
en cuyo caso se dice que x es menor o igual que y ( o bien que y es mayor o igual que x).

Teorema 2 Sea F* un subconjunto de elementos positivos de un cuerpo F y < la relacién de menor
o igual que él determina sobre el conjunto F. Entonces el par (F, <) constituye un cuerpo ordenado

Puede demostrarse el resultado reciproco de este teorema es decir que si (F, <) es un cuerpo
ordenado entonces el subconjunto {x € F : 0 < x A 0 # x} constituye un subconjunto de
elementos positivos del cuerpo F. Demostrar ambos resultados.

1.3. Los MULTIPLOS DE UN ELEMENTO DE UN CUERPO

Definicién 8 Sea F un cuerpo, siendo n € Z y x € F se define el elemento nx € F del siguiente

modo
0 sin=0
) x sin=1
= m—Tx+x sin>1
—((—n)x sin <0.

De la definicién anterior se obtiene que

ne”Z,x € F= —(nx) = (-n)x, neZ = nb=0.

Lema 1 Sea F un cuerpo, paran,m € Z.y x,y € F se tiene que

i) (m+n)x=mx+nx, iii) m(—x)
i) m(x+vy)=mx+my, iv) n(mx)

(=m)x = =(mx), v) m(xy) = (mx)y
(nm)x.
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dem: Se ve facilmente que los resultados son validos para los casos n = 0,m = 0 o
x = 0,y = 0. Veamos las demostraciones para el caso en que m # 0 # n.
i) En el caso que m y n sean enteros positivos el resultado se prueba por induccion.
Fijado m € Z probemos (m + n)x = mx + nx. Para n = 1 vale, veamos que si vale para
k vale para k + 1.

(m+k+1)x =((m+k)+1x = (m+k)x+x = (mx+kx)+x = mx+ (kx +x)0mx + (k+ 1)x.

En el caso en que m <0y n <0, entonces m +n < 0, de donde

(m+n)x=—[(=(m+n))x]==[((=m)+ (=n))x] = =[(=m)x+ (-n)x] = =[(=m)x]+[-((-n)x)] =
mx + nx

En el caso en que m < 0y n > 0 debemos analizar dos casos:
e Si [m| < n, se tiene

(m+mn)x =0+ (m+n)x = (mx+ (—m)x) + (m+n)x = mx + ((—m)x + (m + n)x) = mx + nx.
e Si |m| > n entonces

m+n)x=m+n)x+6=m+n)x+ ((—n)x + nx) = ((m+ n)x + (—n)x) + nx = mx + nx.

i) En el caso en que m sea un namero entero positivo el resultado se demuestra por
induccién. Si m es un nimero negativo, se aplica la definicién y el resultado ya de-
mostrado.

iif) A partir de las igualdades 6 = n0 = n(x + (-x)) = nx + n(—x) se obtiene que
n(—x) = —(nx).

iv),v) Las demostraciones son similares a lo hecho hasta aca. Hagalo. O

1.4. CUERPOS ORDENABLES

Hemos mencionado que una condicién necesaria y suficiente para que un cuerpo F sea
ordenable (es decir que exista una relacién de orden lineal sobre el conjunto F compatible
con su estructura de cuerpo) es que el mismo posea un subconjunto de elementos positivos.
La respuesta a si esto siempre es posible de encontrar es negativa.

Teorema 3 Si (F, <) es un cuerpo ordenado entonces F es un conjunto infinito.
dem: Segtin vimos se tiene que 0 < €, y asi por induccién se obtiene que
nelN=ne<(n+1e.

De este modo se tiene que m # n = me # ne, entonces el conjunto {ne : n € IN} es un
subconjunto infinito de F y en consecuencia resulta F un conjunto infinito. O

Corolario 2 Todo subcuerpo de un cuerpo ordenado F es un conjunto infinito.

Este resultado muestra que si F es un cuerpo finito no es ordenable, i.e. no existe ninguna
relacién de orden sobre F que sea compatible con su estructura de cuerpo. Veamos que esto
también puede suceder aun en el caso de que F sea infinito.
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Proposicién 3 El cuerpo C de los niimeros complejos no es ordenable.

dem: Supongamos que sea < un orden cualquiera sobre el conjunto C compatible con su
estructura algebraica, en este caso se tiene que 0 = (0,0) y € = (1,0). Se tiene

0 = (0,0) < (0, -1)% = (0, -1)(0, —1) = (0,1)(0,1) = (~1,0) = —(1,0) = ¢,

contradiciendo el hecho que probamos que 0 < e.
En consecuencia queda demostrado que la relacién de orden no es lineal. m]

1.5. CARACTERIZACION DEL SUBCUERPO RACIONAL DE UN CUERPO ORDENADO F

Definicién 9 Sea (F, <) un cuerpo ordenado, al menor subcuerpo de F se lo denomina subcuerpo
racional del cuerpo F. Se simboliza el subcuerpo racional de un cuerpo F como F,.

Observemos que al ser F, un subcuerpo de F, entonces por ser F, cerrado respecto de la
adicion y la oposicién resulta
{ne :n ez} CF,.

Ademas si 0 # n,m € Z entonces F, contiene la solucion de la ecuacion
(ne)x = me,
que siempre existe y es tinica, y que simbolizamos me/ne = —. Por lo tanto se tiene que
ne
{me/ne :m,n e Z,n + 0} CF,.

Propiedad 1 Valen las siguientes propiedades

Oe le
a) = Oy e~ €.
. (km)e  me
b) Sim,n # 0 € Z, entonces0 # k€ Z. = = —.
(kn)e  ne
c)Sim,r,n #0,s # 0 € Z, entonces me_re & ms = nr.
ne  se

. me
d)Szm,niOeZ,entoncesE =0 m=0.
. me
e) Sim,n # 0 € Z, entonces e <0 e mn>0.

El siguiente teorema caracteriza el subcuerpo racional F, de un cuerpo ordenado (F, <),
mostrando que sus elementos son los recién presentados.

Teorema 4 Sea (F, <) un cuerpo ordenado, entonces el subcuerpo racional Fy de F es el conjunto
Fo = {me/ne:m,n + 0 € Z}.

dem: Por las consideraciones anteriores basta ver que este conjunto es un subcuerpo de F.
Para ello usemos el resultado presentado en el Teorema 1, de este modo tenemos que

probar:
me re (ms+nr)e —(m)e (—m)e
a) _— —_—= C) = ,
ne  se (ns)e ne ne
-1
p Me.re_ me D meo= (M)
ne se (ns)e ne me
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Veamos a), para ello basta considerar

(ns)e-(f—j + g) :(ns)e-(((f;)j + Ezgi): (rz:s)e-((':;s))e€ + (ns)e- Ezgz =(ms)e + (nr)e

= (mx + nr)e.
Para el caso b) la igualdad que se debe usar es
(ns)e-(1e-2¢) = s(ne)-(1e-1£ ) = (s(ne)- 22 ) - £ =5 ((ne)- 22 ) - £ = 5(me)- <
=m(se)- L =m(re).

Para la prueba de c) y d) deben usarse

me (—m)e (mn+ (—m)n)e Oe
— + = = = 6,
ne ne (nn)e (nn)e

me ne _ (mme _le

ne me (mn)e le

Quedando asi demostrado el teorema. ]
Corolario 3 El subcuerpo racional de un cuerpo ordenado es un conjunto numerable.

1.6. ISOMORFISMO ENTRE SUBCUERPOS RACIONALES

A partir de la demostracion del dltimo teorema vemos que estd justificado el nombre
de cuerpo racional ya que el mismo acttiia de manera similar al subcuerpo Q de los reales,
cuyos elementos se expresan como un cociente de nlimeros enteros.

Definiciéon 10 Sean F y G dos cuerpos ordenados, una aplicacién biyectiva ¢ : F — G es un
isomorfismo si y solo si se verifican los siguientes axiomas:

Dx,y€F=ox+y) =px) +ey),

i) x,y € F = ¢(x-y) = ¢(x)-@(y),

i) x,y €F, x <y = @) <py),
Dos cuerpos ordenados F y G se dicen isomorfos si existe algiin isomorfismo ¢ : F — G.

Notemos que puede verificarse que dados dos cuerpos ordenados F, G una aplicacién ¢ :
F — G es un isomorfismo si su inversa lo es. Ademads se comprueba facilmente que la
composicion de isomorfismos es un isomorfismo, con lo que se obtiene que, en el conjunto
de todos los cuerpos ordenados, la relacién de isomorfismo es una relaciéon de equivalencia.

Proposicién 4 Sean F y F dos cuerpos ordenados, si Fy y Fy son sus respectivos subcuerpos
racionales, entonces los cuerpos Fo y Fy son isomorfos.

dem: Sean € y € los elementos unidad de los cuerpos F y F respectivamente, basta demostrar
que la aplicacion
®: F, —» F,

me me mé
B O(EE) = 12
ne ne né

es un isomorfismo.
La aplicaciéon @ es biyectiva: la sobreyectividad es inmediata y para la inyectividad se
tiene que
me re mé  ré me  re
P(—)=P(—) —=—ms=nrs —=—.
ne se né  sé€ ne  se
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Ademas en lo concerniente a las operaciones se tiene que

(ms+mnr)e  (rm+ms)é mé

Mme  re 1€ me re
O(—+—)=D — =P(—) + D(—).
(ne +se) ( T e (ne)+ (se)

(ns)e  (ns)é  né sé
De manera andloga se tiene que

me re

O(— - —
ne se

) = O(22) - ().

Falta solamente verificar el axioma iii) de isomorfismo para ello notemos que

me  re re me M — ms)e mé  ré me re
—<—<:>———=Q>6<:>(rn—ms)>0<:>—~<—~(:>CD(—)<CD(—),
ne  se S€  ne nse né  sé€ ne s€
como querfamos demostrar O

Corolario 4 Sea F un cuerpo ordenado, entonces su subcuerpo racional Fy es isomorfo al cuerpo Q
de los niimeros racionales.

1.7. CUERPOS ORDENADOS COMPLETOS

Cuando se estudia la estructura de los ntimeros reales, ademds de los axiomas de cuerpo y
de orden también se estudia el axioma de completitud , estrechamente ligado a la estructura
topolégica de dicho espacio.

Nocién de supremo de un subconjunto de un cuerpo ordenado

Definicién 11 Sea F un cuerpo ordenado y X un subconjunto no vacio de F.

Se dice que X es acotado superiormente si existe un elemento b € F tal quesix € X = x < b.

Se dice que X es acotado inferiormente si existe un elemento a € F tal quesix € X = a < x.

Se dice que X es acotado si es acotado superior e inferiormente, i.e. si existen elementos a,b € F
tales quesix € X =>a <x <b.

Un subconjunto X de un conjunto ordenado estd acotado si estd contenido en un intervalo
[a,b] = {x : a < x < b} 0 en forma equivalente si existe un elemento k € F tal que

xeX= x| <k

Definicién 12 Sea F un cuerpo ordenado y X un subconjunto no vacio y acotado superiormente de
F.

Un elemento s € F es un extremo superior o supremo de X si es la menor de las cotas superiores
de X, i.e. si se verifican los siguientes axiomas:

i) s es cota superior del subconjunto X: x € X = x <.

ii) Si b es una cota superior del subconjunto X entonces s < b.

Se simboliza el supremo del conjunto X como sup(X).

Notemos que la condicién ii) puede interpretarse como que ningtin elemento menor que s
puede ser cota superior de X, i.e.

Sic < sluego existe x € X tal que c < x <s.

Otro modo de expresar esta dltima condicién es la siguiente
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Vp € Ffexisteunx € X tal ques —p < x <s.

Definicién 13 Sea F un cuerpo ordenado y X un subconjunto no vacio y acotado inferiormente de
F. Un elemento i € F se denomina el extremo inferior o infimo si es la mayor de las cotas inferiores
de X, i.e. se verifican las siguientes propiedades

i) i es una cota inferior del subconjunto X: x € X = i < x.

ii) Si a es una cota inferior del subconjunto X entonces a < i.

Se simboliza al infimo como inf(X).

Anéalogamente a lo enunciado para el supremo puede mostrarse que la segunda propiedad
puede reformularse como: ningtin nimero mayor que i puede ser cota inferior de X, i.e.

Sii < cluego existe x € X tal quei < x <c.
De manera equivalente
Vp € Frexisteunx € X tal quei <x <i+p.

Definicién 14 Sea F un cuerpo ordenado y X un subconjunto no vacio de F. Se dice que el elemento
m € X es el mdximo de X si
xeX=>x<m,

en otras palabras, cuando m es una cota superior de X perteneciente a dicho conjunto.

Resulta evidente que si X es un subconjunto no vacio de un cuerpo ordenado F que posee
maximo m entonces el conjunto X es acotado superiormente y su supremo es 1.

Ejemplo 1 Se demuestra ficilmente que los intervalos [a,b] y [a,b) son subconjuntos acotados
superiormente, que ambos admiten como cotas superiores los elementos del conjunto {x € F : b < x}
y por lo tanto b es el supremo de los dos intervalos. Ademds b = max([a, b]) mientras que [a, b) no
tiene mdximo.

El axioma de completitud

Segtin mencionamos en el ejemplo anterior existen subconjuntos acotados superiormente
de un conjunto ordenado que no poseen elemento méximo, pero que si poseen supremo. Nos
preguntamos si todo subconjunto acotado superiormente posee un supremo. La respuesta
general a esta pregunta es no. Veremos un resultado donde efectivamente esto no sucede.

Teorema 5 El siquiente subconjunto del cuerpo de los niimeros racionales Q
X={peQ:0<pAp*<2}
es acotado superiormente y no posee supremo.

dem: Observemos que 0 < p A p? < 2 = p < 2, luego X es un conjunto acotado superior-
mente.
Supongamos que X posea supremo m € Q. Por el principio de tricotomia, debe verifi-
carse una de estas proposiciones:

m? =2, meX;={peQ:p*<2}, meX,={peQ:2<p’.
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Veamos en primer lugar que m* # 2. Si sucediera esto tendriamos que p = %, con
m,n € Z no ambos pares. Entonces se tendria que

m* = 2n*,
Esto muestra que m? serfa un nimero par de igual modo m seria un ntmero par y
por lo tanto que m? es divisible por 4. De aqui tendriamos que 2n? es divisible por 4
y por lo tanto que 1n? es un ntimero par, de donde 7 serfa par contradiciendo nuestra

hipétesis.
Para demostrar lo que falta consideremos para cada ntiimero racional p > 0
2-2 2p+2 2(0* -2
n:p—p e 712—2:M. (1)
p+2  p+2 (p +2)?

Si suponemos que p € Xj, i.e. p> — 2 < 0, surge de la primera igualdad anterior que
p < my de la segunda que 1* < 2, luego p no puede ser cota superior del conjunto X.
Luego toda cota superior del conjunto X debe estar en X,. Ademéas como

pEXXxAXxeEX X <2< =20<pP? - =@p+x)p-x)=>p-x>0

se tiene que todo p € X, es cota superior del conjunto X.
Para terminar basta ver que el conjunto X, no contiene un menor elemento, esto pues
si

peX =>p*-2>0

y de la primera igualdad en (1) se obtiene que 7 < p y de la segunda que 7> > 2, es
decir que 7 es una cota superior de X y por lo tanto p no puede ser el supremo de
X5. Luego de existir el supremo no satisface el principio de tricotomia, lo que es un
absurdo y queda demostrado el resultado. m]

Definicién 15 El Principio del extremo superior. Se dice que un cuerpo ordenado F es completo
si todo subconjunto no vacio de F acotado superiormente posee supremo.

Lema 2 Si F es un cuerpo ordenado completo entonces todo subconjunto no vacio del cuerpo F
acotado inferiormente posee infimo.

dem: Sea 0 # X C F acotado inferiormente, definimos el conjunto
—-X={xeF:-xe€X}.

Es inmediato verificar que —X es un subconjunto vacio de F, acotado superiormente.
La completitud de F asegura la existencia del supremo de dicho subconjunto. Demos-
trando que

inf(X) = —sup(-X),

la prueba queda completa. m|
Veamos a continuacién algunas propiedades de los cuerpos ordenados y completos.

Teorema 6 Sea F un conjunto ordenado y completo, entonces:

i) El conjunto N = {ne : n € IN} no es acotado superiormente.

ii) El infimo del conjunto X = {le/ne : n € IN} es 0.

iit) El Principio de Eudoxo-Arquimedes: Dadoa € F* y b € F, existe un n € IN tal que b < na.
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dem: i) Siendo @ # N C F, éste cuerpo ordenado y completo, si N fuese acotado superior-
mente tendrfa un supremo. Supongamos que sea s = sup(N), se tiene entonces que
s — le no es cota superior de N y por lo tanto existe un n € IN tal que s — 1€ < ne, luego

s=(s—1e)+le <ne+1le=(n+1e.

Como (n + 1)e € N, la desigualdad anterior indica que s no es cota superior de N por
lo tanto s no puede ser el supremo del mismo.

if) Claramente O es una cota inferior de X, basta ver que es la mayor y para ello
veremos que si c € F* luego c no es cota inferior de X.

Como 0 < c por lo visto en i) se tiene que existe un n € IN tal que

~ ne
0<cl<ne=—,
le

entonces 1
€ _ Mne ~1y-1
— =(=)"<(c =g,
=) <)
luego ¢ no es cota inferior de X.
iit) Por lo visto en i) existe un n € IN tal que

a b < ne,

entonces se tiene que
b =a-(a'b) < a-(ne) = n(ae) = na.

De este modo queda demostrado el teorema. m|

El siguiente es un resultado debido a Georg Ferdinand Ludwing Philipp Cantor (1845
Saint Petersburgo - 1918 Halle).

Teorema 7 El principio del encaje de intervalos cerrados
Sea F un cuerpo ordenado completo, si {[a,, b, ]}, es una sucesion de intervalos cerrados encajados,
i.e. tales que

[a1,b1] 2 [a2, b2] 2 [a3, D3] 2 -+ 2 [an, bul 2 [aps1, bpa] 2 -+,

Entonces
?) (i, b1 # 0.
n=1

b) Ademds, si inf{b, — a, : n € N} = 0, entonces existe & € F tal que

(i bl = 16).
n=1

dem: a) A partir de la sucesién de intervalos podemos obtener las sucesiones {a,}>, y
{bu}77, tales que

<< <a,<a,q < oo <by1 <by- < by < by

Veamos que para n,m € IN se tiene que a, < b,. De no ser asi existen ny,m, € NN,
supongamos que 1y < mj tales que b,, < a,, luego a,, < b,, < a,, lo que es una
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contradiccion con el hecho que la sucesion {a,}”; es creciente.

El conjunto {a,}" , es acotado superiormente, luego como F es un cuerpo ordenado
completo existe s, = sup{a, |, siendo a, < s,,¥n € IN. Ademas por ser cada b,, cota
superior de {a,} | resultas, < b,,Vn € N.

Por otro lado {b,};’, es acotado inferiormente, tiene infimo y se verifica a, < s, <
b,, ¥n € IN. Resumiendo se tienen las siguientes desigualdades

a, <8, <s, <b,,¥YneN,

con lo cual resulta [s,, sp] C [a,,, b,], Vn € Ny asi

(o]

0 # [50,5] C |l bl-

n=1
Se tiene entonces que 0 < s, —s, < b, —a,,Vn € N, luego s, — s, es cota inferior de
{by, —a,}2,, con lo cual es menor que el infimo, de donde si éste es O se tiene

n=1’

0<sy—5,<0>58,—-s,=0=>53,=5,=¢&,
como queriamos probar. O

Teorema 8 Sea F un cuerpo ordenado que verifica el ppio. de Eudoxo-Arquimedes y el ppio. del
encaje de intervalos cerrados, entonces F es un cuerpo ordenado completo.

dem: Sea ) # X C F acotado superiormente, queremos ver que existe £ € F : £ = sup(X).
Sea
M = {m € F : mes cota superior de X} = {m € F: m > x,Vx € X}.

Sea b € My a € X fijos. Vamos a construir una sucesién de intervalos cerrados en F.
Para n € N se tiene que 3= > 0 y ademds b —a < 0, luego por el ppio. de Eudoxo-
Arquimedes, existe m € IN tal que

b—a<m£:>b<a+m£
e 2ne’

de donde resulta a + m3< cota superior de X, pues b lo era.
Para 7 fijo elegimos

le .
pn:=min{m € N :a + mﬁ es cota superior de X},

entonces
le
a+pp=—2x,Yx€X,
2he

y a+ (p, — 1)2< no es cota superior de X, luego existe x € X tal que a + (p, — 1)3= < xo.
Consideremos los intervalos

le le
In = [an/ bn] = [ﬂ + (pn - 1)%/61 + pn%]/n = 1/ 2/
I, N X # 0, pues para cada n estd el x) que mencionamos recién.
Si observamos que p,+1 = 2p,, 0 bien p,+1 = 2p, — 1. Esto pues

le _,, le
Prone = Frgmier
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luego a + 2;9,1 Sic €S cota superior de X y p,+1 < 2pn. Por otro lado

le

(pn = (2pn - z)m/

conlo cuala + (2p, - 2) 23516 no es cota superior de X, y resulta 2p,, — 1 < py41.
Si se tiene que p,+1 = 2p, resulta

le le €
a+ Pui1557 2n+1 pn 2n+1 p” 2n

es decir que b,41 = by, i.e. los extremos derechos de I, y de 1,41 coinciden. Ademas
le le le le

le
i=a+W,—)— =a+p— —1— <a+pPy— — —— = 1.
an=a+(p )2”6 AT Prone ™ ong ST Prgug T Qg T Al

Si se tiene que p,+1 = 2p, — 1 resulta

le le le
A+ prn = Dagprg =+ @pu=1= Dy =a+ (= Dai
es decir que 4,41 = a, i.e. los extremos izquierdos de I, y de I,,;; coinciden. Ademas
b € le le le b
n+l — =a+ pn+1 2n+1 pn2n€ 12n+1€ <a-+ Pn% = 0y.

En consecuencia en ambos casos resulta I,,;; C I,;, siendo {I,}7 | un encaje de intervalos
cerrados en F. Ademads se tiene que

le - E
2ne e e’

by — ay —a+pn1——a+(Pn—1)
con lo cual ]glﬂfl {b, — a,} = 0. Luego por el ppio. del encaje de intervalos cerrados se
obtiene que existe un tinico elemento ¢ € F tal que {&} = ﬁ L.
Falta por demostrar que efectivamente & es supremo del zzlnjunto X. Veamos primero

que es una cota superior, de no serlo existiria un elemento x, € X tal que 0 < xp — &
entonces existe n € IN tal que

le le
TP <—<x-=¢,
y en consecuencia
Pn€ (pn - 1)€ le (pn - 1)6
+ =g+ —+ +— -8+
e ¢ e Qe <(@ 2ne E+x<x,

en cuyo caso el elemento a + 2= no serfa una cota superior del conjunto X, lo que es
una contradiccién por construccion.

Finalmente para ver que & es supremo de X, supongamos que no lo es. Luego existe
un elemento y € M tal que y < &, con lo que existiria unn € N tal que 3 < & -y, y
como & € I, resultaria

(pn — e . pn€  le Pn€

+ = — + -8+
¢ e ¢ 2ne 2”e>(a 2ne O+y>y

en cuyo caso el elemento a + —5— (p 5 ) seria una cota superior de X contradiciendo una

vez mas su construccion. O
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Densidad del subcuerpo racional en un cuerpo ordenado y completo

Es muy importante el siguiente resultado que presentamos sin demostracién, la misma
puede verse en [4]

Teorema 9 Un cuerpo ordenado y completo es un conjunto infinito no numerable.

Proposicién 5 Sea F un cuerpo ordenado completo y sea Fy su subcuerpo racional. Si x,y € F son
tales que x < y entonces existe unr € Fy tal que x <r < y.

dem: Se tiene que 0 < y — x, ademds como 0 < € por el axioma de Eudoxo-Arquimedes se
tiene que existe 1y € IN tal que € < ny(y — x) o lo que equivalente que
le

n—0€<y—x. (2)

Supongamos que y > 0. Por Eudoxo-Arquimedes, existe m € IN tal que

< m—
Y no€

Sea entonces /1 = min{m € IN : y < m;<). Vale entonces que (171 — 1);& <y <1, y
por (2), resulta

le _1le le B le

x<y-—<m—-—=(m-1)—<uy.

no€ no€ no€ no€
Enel caso 0 > y seria 0 < —x y por Eudoxo-Arquimedes podemos asegurar que existe
un m € N tal que

€
X <m—.
no€

Sea ahora 71 = min{m € IN : —x < m%}. Vale que (1 — 1)min{m € N : y < m%} <
—x <mminfm e N:y < mﬁ} y usando nuevamente (2) se obtiene que

le _le le B le
—Yy<-x——<Mm——-—=(-1)— < —x,
nop€ no€ no€ nop€
es decir x < (1 - m),}fe < y como queriamos probar. m|

Recuperamos para los cuerpos ordenados completos la propiedad que ya conociamos
para el subcuerpo racional de los reales. Veamos ahora un resultado que muestra que los
elementos no racionales también son densos en el cuerpo.

Corolario 5 Sea F un cuerpo ordenado y completo y Fy su subcuerpo racional, si x, y € F tales que
x < y entonces existe z € F \ Fy tal que x <z < .

dem: Sean p, g € F, tales que x < p < g < y, esto es posible debido al teorema precedente.

Como F es un conjunto nonumerable y Fylo esresulta F\F, # 0,luegosea 0 < w € F\F,.

Por el axioma de E-A existe un n € IN, tal que w < n(q — p), entonces, simbolizando

z=p+ Lwresultax € F\Fyyademdsq<z<g. |

El resultado fue enunciado para cuerpos ordenados completos pero es vélido para cual-

quier cuerpo arquimediano (cuerpo ordenado que verifique E-A), en cuyo caso para el
corolario debe agregarse la hipétesis F \ Fy # 0.
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Unicidad y existencia de los cuerpos ordenados y completos
Teorema 10 Si F y G son dos cuerpos ordenados y completos luego son isomorfos.

Este resultado, si bien no establece la unicidad de los cuerpos ordenados y completos, nos
permite considerarlos como idénticos a través de la existencia de un isomorfismo que los
vincula.
La demostracién, que omitimos, sigue el siguiente esquema:

a) Se construye un isomorfismo entre los subcuerpos racionales respectivos Fy y Gy, la
existencia de este isomorfismo fue establecida en la Proposicién 4.

b) Se extiende dicho isomorfismo a todo el cuerpo F utilizando argumentos de densidad,
haciendo uso de la densidad del subcuerpo racional Fy en F.

Esta nocién de unicidad nos permite introducir la siguiente:

Definicién 16 Se denomina cuerpo de los niimeros reales y se simboliza R, al cuerpo ordenado
y completo, cuyos elementos son denominados niimeros reales.

Para demostrar la existencia de un cuerpo ordenado y completo es necesario describir
explicitamente uno de ellos a partir de elementos ya definidos, por ejemplo los nimeros
racionales. En dicho caso, los elementos del cuerpo ordenado y completo serdn ciertos
subconjuntos de nimeros racionales y en él se definirdn operaciones de adicién y multipli-
cacién y una relacién de orden que verifique los axiomas correspondientes.

Existen diferentes construcciones basadas en estas ideas aparecidas de modo independiente
en la segunda mitad del siglo XIX, por Weierstrass (1869), Dedekind (1872) y Cantor (1872).

1.8. REPRESENTACION DECIMAL DE LOS NUMEROS REALES
Recordemos

Definicién 17 Dado x € R se define como parte entera de x como el iinico entero tal que [x] <
x<[x]+1

Para la representacién decimal de un ntimero real podemos reducir el andlisisa 0 < x <1
pues 0 < x — [x] <1y x = [x] + (x = [x]). Simbolizamos con D = {0,1,---, 9} el conjunto de
los digitos.

Proposicion 6 Dado x € [0, 1) existe una sucesion {x,} C D, tal que

dem: Probaremos que existe una sucesion {x,} C D que verifica

3
AN

. Xn Xy Xn+1
0S§10n$x< 10n+ Tom

n

I
—_

m

. X 1
En este caso, Yn € N, se tiene que 0 < x — ] i < 1o ¥ luego resulta que
n=

m (o]

1/ xi’l xi’l

X = m = .

m—woZ 107 Z 107

n=1 n=1
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La sucesion se obtiene por recurrencia.
Paso 1): Sea x; = [10x], se tiene que al ser 0 < 10x < 10 — x; € D. Ademas

X1 x1+1

< — < .
x1_10x<x1+1=>10_x< 0
Paso 2) Habiendo obtenido x; € D que verifica la tltima desigualdad, i.e. 0 < 10(x —

X1 .
75) <1, se define
X1

= [10%(x — 5)].
xy = [10%(x 10]
Resulta x, € D y ademds
X1 X1 X2 X1 x+1
<10%(x — = +1=>—=+-—=< — 4+ =
Rl -gp)<e+l=prE se <t

Paso m): En general, una vez obtenidos {xi,x; -+, x,,—1} C D tales que verifican

0<x-— Xn 1
- — 10"~ 10m-1’
se define :
Xn
w= 10" - Y 2
= 11076 ), 750

Resulta x,, € D y ademds

m—1
X,  Xp+1

m-1 m
m _ xn xn
X < 10™(x nE:l _10n)<xm+1:> HE:l o7 §x<n:1 10n+ 107

como queriamos demostrar. m|

Definicién 18 Dado un niimero real x € [0, 1] se denomina representacion decimal de x a toda
sucesion {x,} C D tal que
= Z 107"

n=1

Usualmente se nota 0, x1XX3++* X+ * -

Unicidad de la representacién decimal?

Si modificamos ligeramente la definicién de parte entera de un ntmero real x y lo
tomamos como el tnico namero entero [x] tal que [x] < x < [x] + 1 puede probarse
siguiendo los pasos de la demostracién anterior, la existencia de una sucesion {&,} C D tal

que ¥m € N se tiene que
m m—1
Sn Sn | Emt1
;mn <"3;10*”r 107

Resulta entonces que 0, £1&; - - - es una nueva representacion decimal del ntimero x, la cual
en principio no tiene por qué ser igual a la ya obtenida. Por lo tanto, en principio, podemos
afirmar que la representacién decimal de un ntimero real no es necesariamente tinica. Para
analizar esta situacién veremos si existen niimeros reales con més de una representacién

GFR-2015 Funciones Reales-LM 21



Los ntimeros reales Funciones Reales

decimal y dicho caso que caracteristicas tienen dichas representaciones.

Supongamos que existe x € [0,1] que admite 2 representaciones decimales diferentes {x,}
y {&x). Sin pérdida de generalidad supongamos que existe m € N tal que &, = x,,Vn =
1,---,m—=1yqued, <x,.

Por la definicién de representacién decimal de x se tiene que

de donde resulta que

_ m . én N Xn _ m . ‘gn_xn
n b =100 5 2 1) T ) T

n=m+1 n=m+ n=m+1

Como los x,,, &, € D se tiene que 1 < x,, — &, y que |€,, — x| < 9 sin > m, en consecuencia

U S =X N 1€l - 11
2. 1onxSZ 1onx <9). -1

n=m+1 n=m+1 n=m+1

Se ha obtenido entonces que

1<x,—&, =10" Z 5”1—856”31

n=m+1

y esto ocurre si y slo si se verifican simultdneamente las condiciones siguientes:

o Xy — & =1

em<n=<¢,—x,=9=>x,=0A¢&,=09.
En conclusién probamos que si x € [0, 1] tiene dos representaciones decimales entonces se
tiene que para algtiin m € IN es

X = Z f;ln = 10% HZ:; 10" "x,,.

n=1

m

Como }, 10""x, € IN, resulta que debe ser x un nimero racional cuya representacioén
n=1

irreducible posea denominador con tinicos factores primos a lo sumo 2 y 5. Ademds dichos

nimeros aceptan tinicamente dos representaciones decimales diferentes dadas por
0, x1x2 -+ - x,,0000- - -, y 0,x1x2 -+ (x,, — 1)9999 - - -

Notemos que la primera representacion es la obtenida a partir del procedimiento utilizado
en la Proposicién 6, mientras que la segunda se obtiene a partir de la definicién de [x]. Luego
dichos procedimientos pueden considerarse los tinicos para la obtencién de la representa-
cién decimal de los ntimeros reales del intervalo [0, 1), salvo para los ntimeros racionales
cuya representacion irreducible posee un denominador cuyos tinicos factores primos son,
a lo sumo, 2 y 5, en cuyo caso estos 2 métodos dan las 2 tinicas posibles representaciones
decimales.

Una vez seleccionado uno de los procedimientos para la obtencién de la representacion
decimal de los ntimeros reales del intervalo [0, 1), queda determinada una aplicacién entre
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dichos ntimeros y las sucesiones de digitos. La definicién de representaciéon decimal de un
numero real muestra que esta aplicacién es inyectiva. Notemos ademads que, fijado un pro-
cedimiento quedan sucesiones fuera del recorrido de la aplicacién, a saber las sucesiones
tales que a partir de un cierto término son todos 0 0 9, dependiendo del procedimiento ele-
gido. Eligiendo cualquiera de los 2 procedimientos el complemento del conjunto recorrido
de esta aplicaciéon es un conjunto numerable.

Cabe destacar que la elecciéon del conjunto D formado por 10 digitos no es esencial y que
puede ser reemplazado por subconjuntos de tipo {1,2, - - -, m} paraun 1 < m € N cualquiera.

2. Ev eEspacio METRICO IR.

2.1. Tororocia METRICA DE IR.

Definicién 19 Si x, y € R definimos la distancia entre x e y como el niimero d(x, y) = |x — y|.
Proposicién 7 La funcion d : R X R — IR, definida por d(x, y) = |x — y| es una métrica.
dem: Es inmediato por propiedades de valor absoluto. m]

Definicién 20 Dado x € Ry 6 > 0, se denomina 6-entorno de x o entorno de centro x y radio 6
al conjunto Es(x) = {y € R : d(x,y) = |x — y| < &}. Diremos que U C R es abierto si para todo
x € U existe Es(x) C U

Teorema 11 La familia T de todos los abiertos de R constituye una topologia que es la topologia
métrica.

dem: CA1) 0 € 7 por definicién.
CA2) Paracadax € Ry 6 >0, Es(x) C Rluego, R € 7.
CA3) Sea {Uylpen C Tty x € (J U, (si U U, # 0) entonces x € U,, entonces existe 0y,

acA acA
tal que E;, (x) C Uy, € J Uy dedonde U U, €.

acA acA

n n
CA4) Sea {Uj};l:l CTyxe€ ﬂl U; (si ﬂl U; # 0) entonces x € U; para todo j luego existe
j= =

0;j tal que Es;(x) € Uj. Sea 6 = min6; luego Es (x) c "\ U;y (U; € T. O
j=1 j=1

Nota 2 todos los conceptos topoldgicos (conjunto abierto, interior, cerrado, clausura, acumulacion,
frontera, etc) tienen sentido en la topologia métrica de R.

2.2. CONVERGENCIA EN R.

Definicién 21 Diremos que una sucesion (x,) C R es convergente si existe x € R tal que Ve > 0,
existe ny € IN tal que si n > ng entonces |x, — x| < €.

Proposicién 8 Si (x,) converge el limite es tinico.

al . .
| existen n,, n, € N y ny = méx(n,, np) tal que
[b—al |b—a|
+
2 2

dem: Si a # b son limites de x, para ¢ = |

sin>nges|lb—al=b—x,+x,—al <|b—x,|+|x,—al <

= |b—al abs.O
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Nota 3 En tal caso diremos que la sucesion (x,) converge a x y que x es el limite de la sucesion y
notamos lim x, = x o simplemente x, — x.

n—oo

Proposicién 9 Sea E C R, entonces:

i) un punto x € R es un punto clausura de E sii existe una sucesion (x,) de puntos de E tal que
Xy = X.

ii) un punto x € R es un punto de acumulacion de E sii existe una sucesion (x,) de puntos de E
con x; # xjpara i+ j tal que x,, — x.

dem: i) =) x € R es un punto clausura de E entonces YU € N (x), U N E # (0 en particular
VneNesEi(x)NE #0.Seax, € E.(x) N E Vn, luego (x,) CEyx, = x.
<) Ve >O,§n0ta1quesin > 1 :'nlxn—xl <eyx, € EVn=Ve>0,E(x)NE#0
luego x es punto clausura de E.
ii) =) x € R es un punto de acumulacién de E entonces YU € N (x), (U - {x}) NE # 0
en particular Vi € N es (Er(x)—{x})NE # 0.Sea x,, € (E1(x)—{x})NE ¥n, luego (x,) CE
y X, — x. Tomamos una subsucesién (xn,) (que también converge x) tal que x,, # x,,
Yi # j, podemos hacerlo pues sino, a partir de un n la sucesién seria constante y como
converge a x deberia ser igual a x abs, pues x,, € (E1(x) — {x}) N E Vn.
&) Ve >0,dngtal quesin >ny = |x, — x| <e. Como X; # xjparai # j existe 7 tal que
0 < |xp — x| < e luego Ve > 0, (E.(x) — {x}) N E # 0 luego x es punto de acumulacién de
E. O

2.3. DENSIDAD. SEPARABILIDAD.

Definicién 22 Diremos que un conjunto D C R es denso en R sii D = R.
Nota 4 D es denso en R sii V& € R existe una sucesion (&,) C D tal que &, — &.
Teorema 12 Q es denso en R.

Nota 5 Siendo Q numerable, el teorema anterior nos dice que IR es un espacio métrico separable,
pues contiene un subconjunto denso y numerable.

Corolario 6 Entre dos niimeros reales x < y existen infinitos racionales.

dem: Sean x < y existen (x,), () C Q tales que x, = xy y, = y. Sea ¢ = 5= > 0, existe

x1 € Q tal que x; € E.(x) y existe x, € Q tal que x, € E,.(y). Definimos por recurrencia
Xn-1 — Xp-2
xn:Tluegox§xn_2<xn<xn_1SyVne]N. O

2.4. SucesioNEs DE CAucHY DE NUMEROS IR. CoMPLETITUD DE R.

Definicién 23 Diremos que una sucesion (x,) en R es una sucesion de Cauchy si Ve > 0, existe
no € N tal que si n,m > ny = |x,, — x,,| < €. Diremos que un espacio métrico es completo si toda
sucesion de Cauchy es convergente.

Proposiciéon 10 Toda sucesion convergente de niimeros reales es de Cauchy.

dem: Sea x, — x, Ve > 0, existe np € IN tal que sin > ny = |x, — x| < &. Sean n,m > ny
entonces |x, — X,,| < |x, — x| + |x,, — x| < €. O

Teorema 13 R es un cuerpo métrico completo, esto es, toda sucesion de Cauchy en R es convergente.
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2.5. CONJUNTOS Y SUCESIONES ACOTADAS. SUPREMO E INFIMO.

Definicién 24 Diremos que:

i) Un conjunto E C R es acotado superiormente (inferiormente) si existe k € R tal que x < k
(x > k) Vx € E, en tal caso decimos que k es una cota superior (inferior) de E. Si E es acotado superior
e inferiormente diremos que es acotado.

ii) Una sucesion (x,) C R es acotada superiormente (inferiormente) si existe k € R tal que x, <
k (x > k) ¥n € IN. Si (x,) es acotada superior e inferiormente diremos que es acotada.

Definicién 25 Si E es acotado superiormente (inferiormente) se denomina supremo (infimo) o
extremo superior (inferior) de E, a la menor (mayor) de las cotas superiores (inferiores). Notamos
A =supE (A = infE).

Teorema 14 Sea E # 0, entonces:

i) Si E es acotado superiormente, existe una minima cota superior de E, esto es, existe A € R tal que
x<AVxeEyVe>O0,existex € E tal quex > A — ¢.

ii) Si E es acotado inferiormente, existe una mdxima cota inferior de E, esto es, existe A € R tal que
x> AVxeEyVe>O0,existex € E tal quex < A + ¢.

dem: i) Sea E acotado superiormente y sea b € R una cota superior de E. Como E es no
vacio, existe @ € E tal que a < b tal que a4 no es cota superior de E, o sea existen
elementos de E mayores que a.

Sia+b

es decir x < b; Vx € Ey existe x € E tal que x > a;.
Sia+b a+b

no es cota superior de E, ponemos a; = — Y by = b también tendremos que
siendo b; cota superior y a4; no, serd x < b; Vx € E y existe x € E tal que x > a;.

) a+b ) .
es cota superior de E, sean by = — y a1 = a, siendo b; cota superior y a; no,

—-a
Observemos que by —a; = — Tendremos entonces que

b—a
aSa1<b1$b y bl_al:T
con b, b; cotas superiores de E y 4,4, no. Continuamos este razonamiento, tomando el
, ay + by . p .
namero — y procediendo de manera andloga, se obtienen a5, b, tales que
b] — _ b—a
2 22
con b, by, b, cotas superiores de E y a,a;,a, no. Asi sucesivamente, se obtienen sucesio-
nes (a,) y (b,) tales que

ﬂSﬂ1Sﬂ2<b2Sb1§b y bz—ﬂzz

—a

0<a1<0;<..50, <...<b, <. << <b y b,—a,= T

con b, cotas superiores de E y los a, no.

Mostraremos que estas sucesiones son convergentes a un A que resultard ser cota
superior minima de E. Para probar que (b,) es convergente, veamos que es de Cauchy.
Observemos que si m > n se tiene

b—a

a,<a,<b,<b,—0<b,-b,<b,—a, = o
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b—a
21’!

Ahora, dado ¢ > 0 existe N tal que < e sin > N luego resultard

|b, — byl < eVn,m>N

b—a

n

— A.

Veamos que A es minima cota superior de E. En efecto, para cada x € E se tiene x < b,
VYn € N=Vx € E, x < A, luego A es cota superior. Serd minima? sea ¢ > 0, como
(a,) /A existe ng tal que a,, > A — ¢,y a,, no es cota superior, existe un x € E tal que
x > a,, luego x > A — ¢. Queda probado entonces que A = sup E.

ii) Sea prueba de manera andloga. m|

Por lo tanto, (b,) es Cauchy y luego b, — A € R. Por otro lado a, = b, —

Teorema 15 Toda sucesion mondtona creciente (decreciente) acotada superiormente (inferiormente)
es convergente.

dem: Sea (x,) C R tal que x, < x,41 Vn y existe M tal que x, < M Vn. El conjunto

E = {x, : n € N} es acotado superiormente por M. Sea A = sup E. Entonces x, — A,
en efecto sea ¢ > 0, siendo A = supE es x,, < A Vn y existe ny € N tal que x,,, > A —&.
Entonces para todon > npresulta A — ¢ <x,, <x, < A<A+e. O

Teorema 16 (Bolzano-Weierstrass) Toda sucesion acotada contiene una subsucesion convergente.

dem: Sea (x,) C R acotada, sea E = {x, : n € IN}, que por cierto es acotado.

Si card(E) = |E| < oo, es claro que (x,) contiene una subsucesién cuasi constante y por
tanto convergente.

Si card(E) = |E| = oo, existird una subsucesion (x,, ) de (x,) de términos todos distintos.
Supondremos sin pérdida de generalidad que (x,) tiene todos sus términos distintos.

Como es acotada existe un intervalo [g, D] tal que x,, € [a, b] Vn. Subdividimos [a, b] en

dos intervalos [a, 2 —; b] y [a —; b, b]. En uno de ellos hay al menos infinitos términos

distintos de (x,), puediendo haber infinitos en ambos. Seleccionamos uno de ellos y
lo renombramos [a;, b1]. Tendremos que en [a;, b;] hay infinitos términos de (x,) y

b—a

a<a; <by<b con by—a = >

Continuando con este procedimiento, obtenemos una sucesion de intervalos [ay, by]
tales que
b-a
ok
y en donde hay infinitos términos de (x,), podemos entonces para cada k, seleccionar

un término de los x, que llamamos x,, € [a, bx] de modo que n; < ... < n, < ..., luego
(x4,) es una subsucesion de (x,) que resulta convergente puesto que la sucesion (a,) es

A< < ..<@q<b<...<by<b con by—a;=

. . . —-a
creciente y acotada superiormente por tanto converge a L,ademasb, = a,+ 2—” - L,
y como a; < X, < by para todo k, resulta lim x,, = L. O
k—o0
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2.6. COMPACIDAD.

Teorema 17 (Bolzano-Weierstrass) Todo conjunto acotado infinito contiene al menos un punto de
acumulacion.

dem: Sea E un conjunto acotado infinito. Sea (x,) C E de puntos distintos, que resul-
tard acotada, existira (x,,) subsucesién (de puntos distintos) de (x,) convergente a
x € R, luegox € E'. |

Teorema 18 (Bolzano-Weierstrass) Si E C R, entonces son equivalentes:
i) E es cerrado y acotado.
ii) Toda sucesion de puntos de E contiene una subsucesion convergente a un punto de E.

dem: i—ii) Sea E cerrado y acotado. Sea (x,) C E, acotada y por tanto contiene una
subsucesién x,, — x entonces x € E = E.
ii—i) Sea E un conjunto que cumple la propiedad ii.
Veamos que es acotado. Supongamos que no es acotado superiormente, podemos
seleccionar una sucesion (x,) en E tal que

X1 €E, xo>x1+1,...,x,41>%x, +1

Y (x,) no contiene una subsucesién convergente, en efecto, Ym > n es x,, — x, > 1, no
es de Cauchy. Esto contradice ii), luego E es acotado superiormente, andlogamente se
prueba que es acotado inferiormente, resultando entonces acotado.

Veamos que es cerrado, sea x € E, existe x, — x, de ii) surge que (x,) contiene una
subsucesion convergente a un punto de E, pero x,, — x luego x € E y entonces E C E.
|

Definicién 26 Diremos que una familia I' = {A,}, de conjuntos es un cubrimiento de E, o que
recubre E sii E C |J A,. Si todos los A, son abiertos diremos que I' es un cubrimiento abierto. Un

a
subcubrimiento de E es una subfamilia de I' que también recubre a E.

Teorema 19 (Lindeloff) Todo cubrimiento abierto de E C IR, contiene un subcubrimiento numerable.
(R es N, y N, = L, ver topologia)

Teorema 20 Sea (F,) una sucesion de cerrados, acotados no vacios de R, tales que F,.1 C F, Vn.

[ee]
Entonces (1 F, es cerrada y no vacia.

n=1

(o] (o]
dem: () F, es cerrado por ser interseccioén de cerrados. Veamos que () F, # 0. Como F,, es
n=1 n=1
acotado para cada n, existe [a,, b,] D F,, consideremos el menor de todos definido por

a, =infF, y b,=supkF,

como F, es cerrado, a,,b, € F,. Ademas siendo (F,) una sucesion decreciente de
conjuntos resulta
alSazﬁ...ﬁanﬁbnﬁ...ﬁbzﬁbl
Luego la sucesion (a,) es creciente y acotada superiormente por b;, por tanto conver-
(]
gente, es decir, existe & = lima,. Veamos que & € () F,. Como (a,); € Fyya, = &
n=1

y F; cerrado, luego & € Fy. También (a,); C F» y a, — & y F, cerrado, luego & € F,.

Asfi sucesivamente, tenemos que & € F, Vn. Y por lo tanto () F, # 0. O
n=1
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Teorema 21 (Heine-Borel) Si F es cerrado y acotado de IR, de todo cubrimiento abierto de F se puede
extraer un subcubrimiento finito.

dem: Sea F un conjunto cerrado y acotado y sea I' un cubrimiento abierto de F, del teorema
de Lindel6f podemos suponer I' numerable, sea I' = {G,,},,en. Para cada n definimos

O, = UGryL,=FNCO,.Cada O, es abierto y cada L, cerrado. Ademds
k=1

On c On+1 y Ln+1 c Ln Vn

La familia {O,} es también un cubrimiento de F, pues G, C O,Vn.

Mostraremos que existe n, tal que L,, = 0. Pues si suponemos que L,, # 0 V1, conside-
ramos la sucesion (L,) decreciente de cerrados no vacios y acotados pues L, C F Vn,
por teorema anterior existe £ € (1L, = £ € L, Vn,luego £ € Fy & ¢ O, Vn absurdo

n=1
pues {O,} es un cubrimiento de F. Entonces existe n, tal que L,, = F N CO,, = 0,

no
entonces F C O,, = | Gy, existe I, subcubrimiento finito de F. O
k=1
Teorema 22 Sea F C IR, entonces son equivalentes:
i) F es cerrado y acotado.
ii) Todo cubrimiento abierto de F contiene un subcubrimiento finito.
ii1) Toda sucesion de puntos de F contiene una subsucesion convergente a un punto de F.

dem: (iiii) Es el teorema de Bolzano-Weierstrass.
(i=1ii) Es el teorema de Heine-Borel.

(ii=1) Sea F un conjunto que verifica la propiedad ii, veamos que F es acotado y cerrado.
SeaI' = {(-n,n) : n € IN} una familia de abiertos que cubre R por tanto cubre a F,

no
entonces exite ny tal que F C (J(—n, n) = (-ny, ny) entonces F es acotado.
n=1
Para ver que es cerrado, mostraremos que contiene a F’, por el absurdo supongamos

que existe & € F’ tal que & ¢ F. Consideramos la familia de abiertos O, = {x € R :

lx — &| > E}' que sera {O,} . Resulta O = {O,},en un cubrimiento abierto de F, pues

U O, = R—{&} D F, como F tiene propiedad ii, existird un subcubrimiento finito de F,
n=1

no 1

estoesFC | JO,={xeR:|x-¢& > n—}. Se concluye que en el entorno E ; (£) no hay
n=1 0 n

ningtn punto de F, absurdo pues £ es punto de acumulacién de F. Luego F ‘es cerrado.

O

Definicién 27 Diremos que un conjunto F de R es compacto si tiene alguna de las propiedades
del teorema anterior.

2.7. CoNjuNTOS PERFECTOS. CONJUNTOS DE CANTOR.

Definicién 28 Diremos que un conjunto P es perfecto si coincide con P’.

Nota 6 Un conjunto perfecto es cerrado pues contiene a sus puntos de acumulacion y no tiene
puntos aislados.
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Teorema 23 Todo conjunto perfecto no vacio es no numerable.

dem: Sea P perfecto no vacio, supongamos que es numerable. Sea P = {x,},en con x; # x;
sii# j, sifuese P finito seria P’ = () que contradice que P sea perfecto. Construiremos
una sucesion de puntos de P, tomamos x; = x,, y sea E; un entorno de x,, (contiene un
intervalo abierto centrado en x,,). Como x,, € P’ existen infinitos x, € E;. Sea x,, € P
tal que n; < 1, y 1, es el menor indice tal que x,, € E;, es decir si n; < j <np, x; ¢ E.
Sea ahora E, un entorno abierto de x,, tal que x,,, € E> y E, C E;. Repitiendo el proceso
con x,, € P’ encontramos un x,, € E, talque n; <ny < j<mnsy xj ¢ Ex (n3 el primer
indice mayor que 7, tal que x,, € E,). Asi sucesivamente, se obtiene una sucesién de
elementos (x,,) de P y una sucesién de entornos abiertos E; de estos puntos tales

ng < Ny = Xy, € E; y n< ] <ni = x; ¢ E
Xy, & Eis1 'y Ei CE;

Observemos que siendo (x,,) una sucesién acotada pues (x,,) C E;, contiene una
subsucesion (xnik )k convergente a cierto x. Ademas x € P’ = P.

Ahora si fijamos i € IN entonces Vj > i = Xn; € E;CEi C Ei.1 C E; en consecuencia
X = hm Xy, € Ei.1 C E; Vi. Pero observemos que x # x,,, ¥i € IN pues fijado i, Xp; € Eiq

—)OO

Vj > iy entonces x € Ein y como X, ¢ Eiq sigue que x # x,, Yi.
Ahora para cierto iy € IN tendremos que

nj, <m<n;4 siendox =x, puesx€DP

tendriamos que x,, = x € E; .1 C E;, siendo m < n;,41, esto contradice el hecho de que
njy+1 es el primer indice mayor que n;, tal que x, ,, € Ej,. Luego P no es numerable. O

El conjunto de Cantor.
Hay conjuntos perfectos con cardinal potencia del continuo de medida cero. Consideramos

1, 2 .
8§]U[§,1] (tiene
]U[ ,1] (tiene 4 = 22

1
los conjuntos Fy = [0,1] (es 1 = 2° intervalo cerrado de longitud 3—) F, =0,
1 21 2 7

0,351VI531VI5 5

1 1
intervalos cerrados de longitud ﬁ)’ ...y asi F, (tiene 2" intervalos cerrados de longitud ﬁ)'

1
2 = 2! intervalos cerrados de longitud ﬁ)’ F, =

Obtenemos una sucesion (F,) , de cerrados no vacios tales F,, O F,1, por tanto el conjunto
(]

K = (N F, es no vacio y cerrado. Este conjunto se denomina conjunto de Cantor.
n=1

Veamos que es perfecto. Como K es cerrado K D K’. Veamos que K C K, seax € K = x €

1
F, V¥ny F, tiene 2" intervalos cerrados de longitud TR Sean ¢ > 0y E, (x) entorno de x. Sea

1 1
1o € N tal que - <&, entonces x € I,QO intervalo cerrado de longltud — componente de F,,

y tendremos I,]10 C E.(x), este intervalo es I,]10 = [ano, no] tal que x — ¢ < ano <x< bi,o <x+e
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y cada uno de éstos ‘11]10/ bﬂlo € F, VYn, luego a,]m, b,]i0 € K y al menos uno de ellos es distinto
de x (??) llamémoslo z. Entonces, en todo entorno de E.(x) existe un punto z € K tal que
z # x, luego x € K. Luego K es perfecto no vacio, y por tanto no numerable. Por otra parte
K c [0, 1], siendo la potencia del [0, 1] 1a del continuo, luego K tiene la potencia del continuo.
Lo que le saqué mide

O sea K tiene medida (de Lebesgue) nula.

3. EL SISTEMA DE NUMEROS REALES EXTENDIDOS.
3.1. Eir conjunTO RR.

Definicion 29 Definimos R = R U {+co, —co}.

3.2. OPERACIONES. RELACION DE ORDEN.
Definicién 30
e SumaenR. Six,y €R,x+yeslasumaenR. Six €,

X+ (+00) = +o0

X+ (—o0) = (—o0)
(+00) + (+00) = +o0
(—0) + (=00) = —o0

No estd definido (+00) + (—00), ni (—00) + (+09).
e Producto en R. Si x,y € R, xy es el productoen R. Six € R, x # 0

+o0 six>0 —oco six>0
x(+°°):{—oo six <0 x(_oo):{+oo six <0
(+00)(+00) = +o0
(-00)(=) = +o0
(~o0)(+0) = (+o0)(-0) = —oo
0(xc0) = 0

Como fabkdx =k —a), fabde =0(b—a)=0luego f_;OOde = 0(+00) = Oyf_::oldx = +00.
Definicion 31 Extendemos a R la relacion de orden de R poniendo —co < x < 400 Yx € R.

3.3. SUPREMO E INFIMO DE CONJUNTOS EN IR Y CONVERGENCIA EN R.
Definicién 32 Sea E C R, definimos supremo de E y notamos
s si E C R acotado superiormente y s menor cota superior

supE ={ +co siE C Rno acotado superiormente
+00 si +oo0€E
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Definimos infimo de E C R y notamos

i si E C R acotado inferiormente e i mayor cota inferior
infE ={ —oo siE C Rno acotado inferiormente
—00 si —oc0 €E

Definicién 33 SisupE = s € E diremos que s es mdximo de E. Y si InfE = i € E diremos que i
es minimo de E.

Definicién 34 Diremos que una sucesion de niimeros reales (x,) converge en Rsiix, —» L € Ro
si (x,) diverge a +00 0 —co.

3.4. PuNTOS LIMITES DE UNA SUCESION DE NUMEROS REALES. LIMITE SUPERIOR E INFERIOR.

Definicién 35 Diremos que un niimero real extendido « es un punto limite de (x,) C R, si existe
una subsucesion (x,,) tal que %im Xy, = a. Definimos L = {puntos limites de (x,)}

Ejemplo 2 1) ((-1)"),o , entonces —1,1 son los tinicos puntos limites.
. nm L. L.
2) (sin —),eN, entonces —=1,0, 1 son los tinicos puntos limites.

3) (n(1 + (=1)"))uen, los puntos limites son 0, +co.

1+ (=1)"
4) L+ + 1 los puntos limites son 0, g
24+ (- n), 3

Teorema 24 Sea (x,) C R,

i) Si (x,) es acotada superiormente (inferiormente) entonces L es acotado superiormente (infe-
riormente). Ademds sup L es punto limite, es decir, sup L = max L, (inf L es punto limite y
inf £ = min L).

ii) Si (x,,) no es acotada superiormente (inferiormente) entonces +oo € L (—oo € L).

dem:i) Sea (x,) acotada superiormente= JM € R tal que x, < M Vn. Por teorema 16 (B-W),
sea o € L existe x,, —» a. Como x,, < M es a < M, luego L acotado superiormente.
Ademés, sea A = sup L (A € R), veamos que A € L. Existe () C L tal que ax ' A,

luego para j € N existe k; tal que A—— < ay; < A. Como ay, € L existe una subsucesion

de (x,) que converge a ;- Podemos seleccionar de ésta una subsucesion x,, tal que
]

1
ar. — = < X, < a + — resulta
L A

2 1 1 1 2
A——,<ak].——,<xnkv<ak].+—_<A+—,<A+—,
J ] ! J J ]

Por lo tanto, dado ¢ > 0, tomando j > [2] resultard

&

A—e<x, <A+e
]

es decir Xy = A.Luego A € Ly por tanto A = max L.

ii) Sea ahora, (x,) no acotada superiormente, existe una subsucesién x,, — +oo, luego
+oo € L. O
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Corolario 7 El conjunto L tiene miximo y minimo en R.

Definicién 36 Llamaremos limite superior (inferior) de una sucesion (x,) al mayor (menor) de
sus puntos limites en R. Notamos limx,, (limx,).

Teorema 25 Una sucesion de niimeros reales es convergente en R sii limx,, = limx,, y son finitos.

dem: =) Sea (x,,) una sucesién de nameros reales convergente, luego 3! a € R tal que

x, — a,luego L = {a} :Exn = limx, = a.
&) Silimx, =limx, =ae R=>L={a} = x, - a. O

Ejemplo 3 1) lim (-1)" = 1 # lim (—1)" = —1, la sucesién (=1)" no converge.

- . nm . . nm ., . nhm
2) lim sin > =1 # limsin o> = —1, la sucesion sin o> no converge.

3) im n(1 + (=1)") = +o0 # lim n(1 + (=1)") = 0, la sucesiéon n(1 + (—=1)") no converge.

4) lim

—(1+(—1)" 1) 2

1+(-D)" 1

1+C-=D" 1
—) =0, la sucesion ( (=1)

2+ (-1y ' n 2+ (-1y 7 2+ (-1y ' n

:gilf_m(

) no converge.

11’[

5) E(Z + (_i) ) = ﬁ_m(z + (_2) ) = 2, la sucesion (2 + (_n) ) converge.

Teorema 26 a) Si (x,) es acotada superiormente,

)Ve>0, YNeNdIn>N:x,>A—-¢

11mxn:A<:>{ii)vg>0, ANeN:Yn>N:x, <A+¢

b) Si (x,) es acotada inferiormente,

)Ve>0, YNeINdn>N:x, <A+e

h—mx”:M:{ii)Vwo, ANEN:Vn2N:x, >A-¢

dem: a) =) Sean limx, = Ay ¢ > 0. Como A € L existe x,, — Ay por lo tanto existe k, € N

tal que A — ¢ < x,, < A+ ¢ Vk > ky, por lo tanto para cualquier N € IN existird un
ne > N tal que x,, > A — ¢ y luego vale i). Supongamos que no se cumple ii), existirian
infinitos términos x,, > A + ¢. Como la sucesion es acotada, existird una subsucesion
Xp; tal que Xn, > N+ ey X, — a, tendriamos que a € L, « > A + ¢ > A contradiccién

pues limx, = A es el mayor de puntos limites. Por lo tanto vale ii).
&) Supongamos que se cumplen i,ii). Mostraremos que limx, = A, veamos primero

1 1
que A € L. Tomando ¢ = -, de i,ii) existird Xn; tal que A — = < Xp, < A + =. Esto

muestra que existe una subsucesion x,; — A. Veamos ahora que es el mayor punto

. . o —
limite. Supongamos que existe « € £ tal que A < a. Tomando ¢ = tendremos

A <A+ e <a Comoa € L existird una subsucesion de x,, que converge a o y por lo
tanto infinitos términos de x, mayores que A + ¢ = a — ¢ lo que contradice ii). Por lo
tanto mxn =A.

b) Se prueba analogamente. m|
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Teorema 27 Si (x,) es una sucesion de niimeros reales, se tiene:

limx, = inf(sup x)
" ke

limx, = sup(infx;)

— 4 k=n

dem: Supongamos que (x,) es acotada superiormente. Sean limx, = A 'y a = inf(sup x;).
" kxn
Sea ¢ > 0, por ii) del teorema anterior existe n tal que xx < A + ¢ Yk > n entonces dn

tal que sup xx < A + €. Por lo tanto a = inf(supxy) < A+¢ > a < A+e.Comoe >0
k>n k>n
es arbitrario resulta a < A.

Por i) se tiene que Vn dk > n tal que x, > A —¢. Porlo tantosupxy > A—eVn=a =
k=n
inf(sup xx) > A — ¢ y luego a > A. Resultando o = A.
" k2n
Supongamos que (x,) no es acotada superiormente luego existe (x,,) tal que x,, — +oo

entonces +oo € L de donde limx, = +00,luego sup x; = +oco ¥n y entonces inf(sup x;) =

k>n k>n
+00.

Anéalogamente se prueba limx, = sup(};nf Xr).- m]
n >n

GFR-2015 Funciones Reales-LM 33



Funciones Reales. Continuidad. Funciones Reales

Parte 11

FuncioNESs REALES. CONTINUIDAD.

1. FUNCIONES REALES.

1.1. LiMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO.

Definicién1 Sean f : D C R —» Ry p € D’'. Se dice que el niimero L es limite de f en p sii
Ve > 0 existe 6 > 0 tal que si x € E(p) N D entonces f(x) € E.(L) sii Ve > 0 existe 6 > 0 tal que
O<|x—pl<6x€eD=|f(x)—L| <e. Notamos lim f(x) = L.

X—p

Proposicién1 Si f : D C R — Ry p € D’ existe a lo sumo un limite de f en p.

la — bl
2

O<|x=pl <061, x€D = |f(x) —a|l < eyexiste 6, > 0tal que 0 < |x —p| < 62,

x €D = |f(x) —b] < ¢. Luegosi x € D es tal que 0 < |x —p| < min{d;,0,} es
a—bl la-b

o= bl <l fQOl+ [f@) — bl < LY B2

] 2 2
un limite. O

dem: Supongo existen a4,b = lim f(x), luego si ¢ = > 0 existe 6; > 0 tal que
x—>p

la — b| absurdo, luego a lo sumo existe

Proposiciéon 2 Sean f : D — Ry p € D’. Entonces son equivalentes:

i) lim f(x) = L.
x—>p

ii) Para toda sucesion (x,) C D, x,, # p Vn € N tal que x,, — p entonces lim f(x,) = L.

dem: i=1ii) Supongamos lim f(x) = L,comop € D’,sea (x,) C D, x, # p¥n € Ntal quex, —
x—>p
p. Como lim f(x) = L,dado e > 0existe 0 >0: 0 <|x—p| <dVx €D = |f(x) - L| < e.
x—>p

Para ese 6 = 6(¢), existe Ny € IN tal que Vnn > N, 0 < |x, — p| < 6 luego |f(x,) — L| < ¢,
es decir Ye > 0 existe Nj) = N, tal que |[f(x,) — L| < € Yn > N;, siendo lim f(x,) = L.

ii=1) Supongamos que para toda (x,) C D, x, # p ¥n € N tal que x, — p entonces
lim f(x,) = L. Veamos que lim f(x) = L. Supongamos que no, existird un ¢ > 0 tal que
n—0oo x—)p

1
V6 > 0, existe x; € D tal que 0 < |x; — p| < 0 y |f(x;) — L| > €. Tomando 6, = - Vne N

. 1 .
existird x, € D, tal que 0 < |x,, — p| < -y |f(x,) — L| > €. Habria entonces una sucesion
X, = pyque f(x,) - L contradiccién, luego lim f(x) = L. O

x—p

Teorema 1 (Condiciéon de Cauchy) Sea f : D — Ry p € D'. Entonces lim f(x) = L sii (CC)
x—>p
Ve > 0 existe 6 > 0 tal que x,y € DN E}(p) = |f(x) — f(y)| < e.

dem: =) Como lim f(x) = L, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal quex € DN E}(p) = |f(x) — L| < %
X—p

Sean x,y € DN Ej(p) = If() = fW)] < f() ~ LI+ |f(y) =Ll < 5 + 5 =
(CC).

&) Supongamos se cumple (CC) en p, veamos que existe finito lim f(x), para ello
x—p

¢. Luego vale

veamos que para una sucesion (x,) € D, x, # p VYn € N tal que x, — p entonces
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{f(x,)} es convergente, que bastara probar que {f(x,)} es de Cauchy. Sea ¢ > 0, y sea
0(¢) > 0 dado por (CC), como x, = py x, # p ¥n para este 6 existe N tal que si
n>N=0<|x,—pl|l <0 Luego sin,m > N se tiene que x,,x,, € D N E; (p) y por
(CO) If(xn) = f(xm)l < €. Luego {f(x,)} es de Cauchy y por tanto convergente a un L,
independiente de la sucesién considerada (x,), en efecto, sean dos sucesiones x,, — p
y z, — p conx, # p # z, tales que %1_{210 flxp) =L # Ly = 7111_1)2 f(z,). Consideramos la

sucesion (y,) = (x1,21, X2, 22, ....) € D, y, # py y, — p sinembargo no existe lim f(y,).0

Nota 1 Se pueden definir los limites laterales es decir podemos definir limite por derecha (iz-
quierda) en un punto de acumulaciéon por derecha (izquierda) y notamos lim f(x) = L. Teniendo
x—p*

proposiciones similares a las anteriores para limites laterales.

1.2. LIMITES INFINITOS Y LIMITES CUANDO X — £00.
Definicion 2 Dada f : D — R y p € D’ definimos %{i{}l;f(x) = +oo sii YM > 0 existe 6 > 0
tal que 0 < |x —p| < 6 = f(x) > My%cii]%f(x) = —oo sii YM > 0 existe 6 > 0 tal que
O<|x-pl<d6= f(x) <-M.
Definicién 3 Dada f : D — R, D no acotado superiormente (inferiormente) definimos

lim f(x) = Lsii Ve > Qexistek > 0tal quesix >k = |f(x) - L| < ¢

x_)m( lim f(x) = Lsii Ve > Qexistek > 0 tal que si x < =k = |f(x) = L| < ¢)

xl_l)]g(l)o ;‘?x_)oo: 400 sii YM > 0 existe k > 0 tal que six > k = f(x) > M

(lim f(x) = —ocosii YM > 0 existe k > 0 tal que si x < =k = f(x) < -=M)
lim j‘?x_)oo: —oo sii YM > 0 existe k > 0 tal que six > k = f(x) < -M

X—+00

(lm f(x) = +oo sii YM > 0 existe k > 0 tal que six < —k = f(x) > M)

1.3. LiMITE SUPERIOR E INFERIOR DE UNA FUNCION EN UN PUNTO.

Definicién 4 Sean f : D — Ry p € D’ se denomina limite superior de f en p al niimero real
extendido limf(x) = %ng sup f(x) y se denomina limite inferior de f en p al niimero real
x—>p

xeD
0<|x—pl<d
extendido lim f(x) =sup Inf f(x).
x—p S xeD
0<|x—pl<o

Proposiciéon 3 Sean f : D — Ry p € D’'. Supongamos que f sea acotada en un entorno reducido
de p. Entonces

— _ Ve>0,¥0>0dxeD:0<|x—p|l<dy f(x) >L—¢
£1£I£f(x)_L®{Ve>0,36>O:VxeD,0<|x—p|<6yf(x)<L+e

lim f() = | &

X—p

Ve>0,YV0>0dxeD:0<x—p|l<dy f(x) <l+e¢
Ve>0,40>0:VxeD, 0<|x—pl<dy f(x)>1-¢

dem: ejercicio.

Proposicién 4 Sean f : D — Ry p € D’. Entonces existe lim f(x) sii lim f(x) = Ef(x). En
x—=p —p x—p
cuyo caso lim f(x) =lim f(x) = lim f(x).
X—p xX—p

X—p
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dem: ejercicio.

Ejemplo1 1) f(x) = sin g, entonces sup ( inf sing):li_m fx) =-1+#1= @f(x) =

550 \0<hl<o x—0
——————
=1
p . T . ; . T
inf | sup sin — | luego no existe lim sin —.
6>0 0<|x|<d x—0 X
————

=1

1 . =« 1 = — 1 . =
2) f(x) = =sin—,sup [ Inf —sin—|=lm f(x) = —co y lim f(x) = inf [ sup —sin — |= +oo.

X X 550 \O<kl<d X X x—0 x>0 6>0 | p<|xj<o X

——— N
=—00 =400

2. CONTINUIDAD.
2.1. FUNCIONES CONTINUAS.

Definicion 5 Sean f : D — Ry p € D. Diremos que f es continua en p sii Ve > 0 existe
6 > 0 tal que si x € Es(p) N D entonces f(x) € E.(f(p)) sii Ve > 0 existe 6 > 0 tal que
x€Dyl|x—pl<6=|f(x)= f(p)| < €. Diremos que f es continua en S C D si lo es en cada punto
de S.

Observaciéon 1 i) f es continua en todo punto aislado de D.
ii) Si p € D’ entonces f es continua en p sii lim f(x) = f(p).
x—>p

Definicién 6 Sea f : D — Ry S C D, llamaremos oscilacion de f en S al niimero real extendido
Qf(S) = sgpf— irslff
Sip € D, llamaremos oscilacién de f en p al niimero real extendido
wy(p) = if O (D 0 Ex(p) = inf O (S(p)

es decir, para cada 6 > 0 consideramos los conjuntos Ss(p) = D N Es(p) y calculamos Qf(S5(p)), la
oscilacion de f en Ss(p).

Proposicién 5 Sean f : D — Ry p € D. Entonces f es continuaenp & w(p) = 0.

dem: =) Sea f continua en p, luego dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que x € S5(p) = DN Es(p) =
|f(x) = f(p)| < e. Entonces

flp) —e < f(x) < f(p) + € VYx € Ss(p)

Sigue que
flp)—¢ < supf<flp)+e
S5(p)
flp)—e < mEf<flp)+e
s5(p)
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luego
0£supf—inf)fsf(p)+e—f(p)+€:28

Ss(p) Solp

esto es
0<Qf (Ss(p)) < 2¢

Y asi, ws(p) = 16n£ Q¢ (S5(p)) < 2e Ve > 0, resulta ws(p) = 0.
&) Supongamos que w¢(p) = éng Q¢ (Ss(p)) = 0 (*). Veamos que f es continua en p. Sea

e > 0, de (*) sigue que existe 0y > 0 tal que Q (S5,(p)) < € 0 sea que

sup f— Inf f<e¢ 3)
Sop) S0

resultando entonces f acotada en Ss,(p), asi para x € Ss,(p) es

inf f < f(x) <sup f

Ss0 () S50(P)

en particular para p

inf f < f(p) <sup f

Ss0(P) S5y (P)
Tenemos de (3) que

—e< inf f-supf<f(x)—f(p)<supf—-inf f<e

S®)" 55 (p) Ss () S0

luego para ¢ > 0, existe Oy > 0 tal que Vx € S5,(p) = DN Es,(p) = |f(x) = f(p)| < &, 0sea
f es continua en p. m]

2.2. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS.

Teorema 2 (Bolzano) Sea f : [a,b] — R continua y signf(a) # signf(b) entonces existe al menos
un cen (a,b) tal que f(c) = 0.

dem: Supongamos f(a) <0y f(b) > 0.Sea & = #, si f(&) =0yaestd, sinoserd f(&£) <0

o f(&) > 0. Definimos [a1, b1] aquel intervalo de los dos subintervalos [a, ] v [€, b], en
cuyos extremos f asume valores de signos contrarios. Tendremos
b—a

a<a <b <b f(m)<0, f(b))>0, bl_alzT

Procedemos con [a1, b1] como hicimos con [4, b], con este razonamiento obtenemos un
& tal que f(&) = 0 al cabo de un ntimero finito de pasos o bien el proceso continua
indefinidamente . En este tltimo caso, se tiene una sucesion de intervalos [a,, b,,] tales
que

a<m<..<a,<b,<..<b1<b, f(a,) <0, f(by)>0, bn—an:b;a VnelN

om
La sucesion (a,) es creciente y acotada superiormente por b, luego converge a cierto
b-a

c € [a,b]. Y la sucesion (b,) también converge a ¢, puesa, = cy b, =a, + —.

Siendo f continua en c resultard f(c) = lim f(a,) = lim f(b,), pero f(a,) < 0 Vn =
lim f(a,) <0y f(b,) >0 Vn = lim f(b,) > 0luego f(c) = 0. O
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Corolario 1 (Teorema del valor intermedio) Sea I un intervalo de Ry f : I — R continua. Sean
x1 < x en I tales que f(x1) # f(x2) y sea v un niimero entre f(x1) y f(x2). Entonces existe & entre

x1 Y Xo tal que f(E) = v.

dem: Sea ¢ : [x1,x2] — R tal que g(x) = f(x) — v, como f continua resulta ¢ continua y
signg(x1) # signg(x,), aplicando el teorema de Bolzano a g, existe & tal que g(&) =

f(&)—-v=0. ]
Corolario 2 Sean I un intervaloy f : I — R continua entonces f(I) es un intervalo.

dem: Sean y; # y, € f(I), entonces existen xj,x, € I tales que f(x1) = vy1, f(x2) = ya.
Suponemos y; < ¥,y f continua, por corolario anterior para cada y talque y; <y < 1,
existe & tal que f(&) = y, luego y € f(I) y entonces f(I) es un intervalo. m|

Teorema 3 Sea f : D — R continua y sea F un compacto en D. Entonces f(F) es compacto.

dem: Ya hemos probado este resultado en general. Veamos ahora otra prueba, veremos
que f(F) tiene la propiedad de Bolzano-Weierstrass. Sea F C D compacto, f continua
y (y.) C f(F). Para cada n, sea x, € F tal que f(x,) = y,. Como F compacto la
sucesion (x,) contiene un subsucesion x,, — x € F. Como f continua en x se tiene
que ]11_{?0 f(x,,) = f(x). Sea y,, = f(x,,), entonces (y,,) es una subsucesioén de (y,) que

converge a f(x) € f(F) estoes y,, — y = f(x) € f(F), luego f(F) es compacto. O

Teorema 4 (Weierstrass) Una funcion continua sobre un compacto tiene maximo absoluto y minimo
absoluto.

dem: Como f es continua y F compacto entonces f(F) es compacto en IR, luego es cerrado
y acotado, por tanto

sup f(v) = max f = M€ f(F)  nf f(x) = min f(x) = m € f(F)

xeF

esto es existen x1, x, € F tales que f(x1) = My f(xp) = m. O

2.3. CONTINUIDAD UNIFORME.
Definicién 7 Sea f : D — R diremos que f es uniformemente continua sobre un subconjunto
SdeDsiiVe > 0existe > 0tal quex,y €S, [x —y| <6 = |f(x) = f(y)l < e (CU).

Nota 2 (CU) es equivalentea Ve > 0Vx € Sexisted > 0talquey € S, |x—y| <6 = |f(x)— f(y)| <
€.

1
Ejemplo 2 1) f(x) = . es continua en (0, 1) pero no uniformemente continuaen (0,1). 5i0 <a <1,

1 . .
— es uniformemente continua en [a, 1).
X

En efecto, f es continua por ser la reciproca de una continua en (0,1). Supongamos ahora que es
uniformemente continua, dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal quesi|x —y| < 6 = |; - §| < €. Pero si
1

1 1 1 1
=1,Y6 > Oexisten tal 0<—<61 0< —<—<d=2x—vyl=|-——| <0
e existen tal que " 1ego 1 lx—yl ln n+1|
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N =In—(m+1)| =1+« 1. Por lo tanto f no es uniformemente continua

pero If( ) — f(n 7
en (0, 1) Veamos que silo es, en [a,1) con 0 < a < 1. Sea € > 0, si ponemos 6 = a*e, tenemos
que si x,y € [a,1) y |x —y| < 0 resulta |f(y) — f(x)| = I%I < %6 = ¢. Luego f es

uniformemente continua en [a, 1).

2) f(x) = x* es continua en R pero no uniformemente continua en R, pero si lo es en todo intervalo
acotado.

2
En efecto, |(x+g)2—x2| = |x2+6x+%—x2| = 6|x+§| £ e parax — oo. En cambio, f : [a,b] - R,

f(x) = x es uniformemente continua. Supongamos |a| < |b|, luego |x* — y*| = |x — y|lx + y| <

lx = yl(xl + [yl) < Ix—yl2lbl < esifx—y|l <6 = T

3) sin x, cos x son uniformemente continuas en R.

En efecto, sean x <y € Ry sea E(TVM) tal que x < & < y, luego | sinx —siny| = |cos &llx —y| <
|x — y| < & si tomamos 6 = ¢. Andlogamente para la funcién cos x.

Teorema 5 (Heine) Sea f : D — R continua y F un compacto en D. Entonces f es uniformemente
continua en F.

dem: Sea ¢ > 0, siendo f continua en D para cada x € D existe 6, > 0 tal que si z €
DNEs (x)=|f(x)- f(2)| < = (A) Para cada x € F consideramos la bola abierta B(SY (x),

la familia I' = {Bs, (x) : x € F } es un cubrimiento abierto de F, como F es compacto
3

n 6x
existen x, ..., x, € F tales que F C | Bs,, (xx). Ponemos 6 = min{?k ck=1,..,nh

f serd uniformemente continuaen Fsiy,z € Fy |y —z| <0 = |f(y) — f(z)| < €. Sean
entonces y, z € F tales que |y — z| < . Existirdn x;, x; tales que y € Bs,_(x;), z € Bs,, (x;)y

3 3
ademas si 0y, < 0y, (sin pérdida de generalidad) se tiene

Sy Oy,
Ixi—lesIxi—y|+|y—z|+|z—x]|<?+6+?_6x].

luego x; € Bax]. (x;) y entonces

FY) = f@I < 1fW) = el +1fC) = fepl +1f () — f@) % g + % =

por lo tanto f uniformemente continua en F. m|

GFR-2015 Funciones Reales-LM 39



Medibilidad Funciones Reales

Parte 111

MEDIBILIDAD.

1. 0—ALGEBRA. ESPACIOS MEDIBLES.

Sea X un conjunto no vacio y A, B C X, la familia P(X) verifica: X, A, CA, AUB, ANB €
P(X). Toda colecciéon de subconjuntos de X cerrada bajo uniones, intersecciones o comple-
mentos se llama algebra. Si también es cerrada bajo uniones e intersecciones numerables se
llama o-dlgebra. Toda o-algebra es un -dlgebra.

Definicién 1 Sea X un conjunto no vacio. Se dice que una familia ® de subconjuntos de X es una
o-dlgebra si tiene las siguientes propiedades:

0l) X € ®.

02) E€® = CE € ®.

03){E}hen CP = (JE, € .

n=1
Si X # 0 es un conjunto y @ es una o-dlgebra de subconjuntos de X, el par (X, ®) constituye un

espacio medible. Los conjuntos de la o-dlgebra se denominan conjuntos ®-medibles.

Ejemplo 1 1) Sea X # 0 un conjunto cualquiera, las familias {X, 0} y P(X) son o-dlgebras (dlgebras)
de subconjuntos de X. Si @ es cualquier o-dlgebra (dlgebra) de subconjuntos de X, se tiene

{(X,0} c ® c P(X)

2) Sea X # 0 un conjunto cualquiera y A subconjunto propio de X, entonces la familian ® =
{X,0,A, CA} es una o—dlgebra. Por ejempo, X = IN y consideramos A = {pares} y CA = {impares}.
3) Sea X conjunto no numerable. La familia ® = {E C X : E numerable o CE numerable} es una
o-dlgebra de subconjuntos de X.

Proposiciéon 1 Sea (X, @) un espacio medible, entonces:
)0 €.

ii)Aq,..., A, € D= | JA € D.
k=1

iii) Ay, ..., A, € D= () Ar € D.
k=1

iv) {Alien CO = (A, € D.
n=1

V)AL BED=>A-Bed.

dem:i)) X e ® = () =CX € D.
ii) Sean {A;}] C @, definimos E; = A; parai=1,..,ny E; = () para i > n, luego pori) la
familia {EZ}TO cChO= UAz = U E; €3 O.
i=1 i=1 ©
iii) Sean {A;} C ® = CAjePparai=1,..n=JCA €D = CUCA =N A €.
o i = 02 =1 i=1
iv) Sean {A,},en C @ :2> CA;, € D Vi :3> UUCA, € ® = CNA €D :2> C(CﬂAi) =
o a3 =1 i=1 o i=1

mAiEq).
i=1
V)SeanA,B€®=2>A,CBECD?AOCBECD=>A—BECD. O

m
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Lema1 Sea (X, ®) un espacio medible y sea A un subconjunto de X. Entonces
a) La familia ®4 = {ANE : E € ®} es una o-dlgebra de subconjuntos de A.
b) Si A € @, la familia O, coincide con la familia de todos los subconjuntos de A que son
D-medibles.
Dy se denomina o-dlgebra inducida sobre A por la o-dlgebra @ de X. El par (A, @4) constituye
un subespacio medible del espacio medible (X, ©).

dem: a) La familia ®, es o-dlgebra sobre A pues verifica:
0l)Como X e PyA=ANX=>AcD,.
02)SeaBe ®y > B=ANE,E€®dP=>CsB=ANCB=ANCANE)=AN(CAU
CE) =A ﬂwCA UANCE = AN C(II;E Dy.
= €

03)Sean B, e ®4, Vn = B, =ANE, E, € ®dVnluego U B, = UANE,) =ANn U E,€
n=1 n=1

n=1

cd
Dy.
b) Sea B C Atal que B € @, luego B=ANB € 4. Ahora,si B € &4, = B=ANE para
algin E€ ®ycomo A € ® = B € @y ademds B C A. ]

iii
1.1. GENERACION DE 0-ALGEBRAS. CONJUNTOS DE BOREL.

Lema 2 Sea X # 0y sea F una familia de subconjuntos de X. Entonces existe una minima o-dlgebra
Dy de subconjuntos de X que contiene a F es decir tal que

7: C CD7-
®F C O VO o-algebraen X que contiene a

Dy se denomina o-dlgebra generada por la familia F . Los miembros de ¥ se denominan gene-
radores de la o-dlgebra @y

dem: Como P(X) es una o-dlgebra que contiene a ¥, la familia Sy = {Q : Q es o-4lgebra en

X que contiene a ¥} esno vacia. Sea @ = (| Q = F C Dg. Es claro que es la menor
QeSy
que contiene a ¥, pues @ C Q YQ € S¢. Veamos que es o-dlgebra:
Gl)XEQVQ€S¢:>XE ﬂ Q = Of.
Q&S
02)SIE€EDr 2 EcQVQe Sy = CEcQVQe Sy = CE € Of.

03)Sea {E,;}7? C Oy = {E,}7CQVQ€eSF= UE, €QVQ= UE, € Ds. O
n=1 n=1

Definicién 2 Conjuntos de Borel. Si (X, 1) es un espacio topoldgico, se denomina dlgebra de
Borel de X a la o-dlgebra  generada por la familia de abiertos de X, esto es cuando en particular
¥ = 1. Los miembros de 3 se denominan conjuntos de Borel o borelianos de X y los abiertos de T
son los generadores de f5.

Definicién 3 Sea X un espacio topoldgico y sea E un subconjunto de X. Se dice que E es de clase
F; si es union numerable de conjuntos cerrados. Si E es interseccion numerable de conjuntos abiertos
se dice que es de clase Gs.

Observacion 1 1) Los conjuntos abiertos y los conjuntos cerrados de un espacio topolégico X son
borelianos.
2) Los conjuntos de clase F,; y los conjuntos de clase Gs son borelianos.
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3) Un caso de particular interés es el del espacio topolégico (IR, t,). El dlgebra de Borel  de R admite
diversas familias de generadores, tales como la familia de todos los intervalos abiertos, la de todos los
intervalos cerrados, y otras.
4) En el del sistema de niimeros reales extendido R, la topologia se define considerando como abiertos
generadores a los intervalos

(ﬂ, b)/ [_OO/ b)/ (Ll, +OO]

y a toda unién de intervalos de este tipo. El dlgebra de Borel 8 de R se denomina dlgebra de Borel
extendida.

5) El dalgebra de Borel de IR", admite diferentes familias de generadores, entre ellas la de todos los
productos de intervalos abiertos o de intervalos cerrados, y otras.

2. APLICACIONES ENTRE ESPACIOS MEDIBLES.

2.1. FUNCIONES MEDIBLES.

Definicién 4 Sean (X, @x) e (Y, @y) espacios medibles. Se dice que f : X — Y es una funcion (o
aplicacion) medible si la pre-imagen de todo conjunto ®y-medible es ®x-medible, esto es, si

f1(B)e dx VBe Dy

Observacion 2 1) Obsérvese la analogia que existe entre el concepto de funcion medible entre
espacios medibles, y el de funcion continua entre espacios topoldgicos.

2) Si (X, ®x) es un espacio medible e Y es un espacio topoldgico, se entenderd que una funcion es
medible cuando lo sea al considerar a Y como el espacio medible (Y, By), donde By es el dlgebra de
Borel de Y.

3) Funciones medibles Borel. Si X e Y son espacios topoldgicos, considerados como espacios
medibles con sus respectivas dlgebras de Borel Bx, py entonces si f : X — Y es una funcién medible
se denomina funcion medible Borel.

Proposicion 2 Sean (X, @x), (Y, Py), (Z, Dy) tres espacios mediblesysean f : X - Yyg:Y — Z
funciones medibles. Entonces la funcion compuesta g o f : X — Z es medible.

dem: Sea B € @, queremos ver que (go f) ' (B) € ®x. Como g es medible, g'(B) € Dy.
Ahora por ser f medible, resulta (go f)"}(B) = f~1(¢"}(B)) € @x. Por lo tanto go f es medible.
O

Proposicion 3 Sean (X, Dx) e (Y, Dy) espacios medibles y sea f : X — Y. Sea

FH(®y) = {f(B): B € Dy

Entonces:

a) f~H(Dy) es una o-dlgebra de subconjuntos de X.

b) f es medible si y sélo si f~1(Dy) C Dy.
Mis ain, f~(®y) es la menor o-dlgebra de subconjuntos de X para la cual f : X — Y es medible
cuando sobre Y se considera la o-dlgebra ®y.

dem: a) 1) Para Y € @y, X = f1(Y) luego X € f1(Dy).
02)SeaA € f{(®y) = A=f1(B),Be®y = CA=Cf'(B)=f(CB),conCB € ®y =
CA € f (D)

03) Sea {An}c{o - f_l(q)y) = A, = f—l(Bn), B, € &y = E.:len = E:jlf—l(Bn) = f—l(@an)
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conUB €Dy > UA € f i
n=1
Por lo tanto f~ 1(<I)y) es una o- algebra en X.

b) inmediato. O

Proposicion 4 Sean (X, Dx) e (Y, Dy) espacios medibles y sea f : X — Y. Sea G un sistema de
generadores de ®y. Entonces f es medible si y sélo si f~1(G) € Px VG € G.

dem: =) f medible= f1(Dy) c Dy = f1(G) e Dx VG € G.
&) Sea A = {B € Oy : f1(B) € Ox}. Serd f medible si probamos que A = ®y. Por
hipétesis G C A. Veamos que A es o-dlgebra de Y.
ol) 1Y) = X € Py luego Y € A.
02)SeaBe A= f1(B) e ®x = Cf(B) = f /(CB) € ®x = CB € A.

63) Sean {B,J* ¢ Ay B = UB, = f(B,) € Oy Vn = f(B) = f(UB,) =
n=1 n=1

6 f(B,) € ®x = Be A.
=1

Por lo tanto, como A es una o-dlgebraen Yy G C A entonces @y C A, pues Dy es
la menor o-algebra en Y que contiene a G. Ademas por definicién es A C ®y. Luego
A = Dy y entonces f es medible. O

Corolario 1 Las funciones continuas entre espacios topoldgicos son medibles Borel.

dem: f continua& f~'(B) € 1x VB € 1y. Si By es generada por 7y resulta VB € 1y C By,
fY(B) € tx C Bx entonces f es medible. O

Definicién 5 Sean (X, Dx) e (Y, Dy) espacios medibles y sea A C X. Diremos que fa : A — Y la
restriccion de f al conjunto A es medible si lo es como funcion de (A, D,) en (Y, Dy).

Proposiciéon 5 Sean (X, @) e (Y, Dy) espacios medibles y sea f : X — Y. Entonces:
a) Si f es medible, la restriccion fa a cualquier subconjunto A es medible.
b) Si para algiin A € @y, las restricciones fa Yy fca son ambas medibles, entonces f es medible.

dem: a) Sea f : X — Y medible. Sea f4 : (A, CDA) (Y, ®Dy). Sea B € Oy, fAl(B) [xe A:
fa(x) e By ={x € A: f(x) € B} = AN f}(B) € 4 pues f(B) € x pues f medible,
luego f4 medible.

b) Supongamos existe A € ®x tal que f4 y fca son medibles. Sea B € q)y,
fIB)={xeX:f(x)eB}={xeA: f(x)eBlU{x€CA: f(x) € B} fA (B) U ch(B)_
quA €Dcy

(A NE)U (CA N Ez) € @x. Luego f es medible. O

€q>x Dy

Proposicién 6 Sean (X, Px) e (Y, Py) espacios medibles y sea f : X — Y tal que f(X) C Z € Dy.
Sea f : X — Z tal que f(x) = f(x). Entonces f : (X,®x) — (Y, ®y) medible si y sélo si f :
(X, Dx) — (Z,Dy) es medible, donde ®; = {Z NF : F € Oy}.

dem: =) Sea B € @7 entonces B = ZN F con F € @y, luego f IB)={xeX: f(x) € B} =
{xe X: f(x) e B} = f1(B) =f1(2) n f~(F)e ®x por ser f medible y luego resulta f

edy edy
medible.
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&) Sea B € Oy,

f1B) = lkeX: fo) eBl = IxeX:flx)eBNZ)= xeX:fx)eBnZzZ}=
fY(BN Z) € Oy, luego f es medible. -
ey

2.2. FUNCIONES MEDIBLES A VALORES REALES.

Definiciéon 6 Sea (X, @x) un espacio medible. Se dice que una funcion f : X — R es ®x-medible
si es medible como funcion (X, @x) en (R, ), siendo B el dlgebra de Borel de R.

Proposicion 7 (X, ©x) un espacio medible y sea f : X — IR. Entonces f es ®x-medible siy sélo si
se verifica alguna de las siguientes condiciones equivalentes:
a) Ay ={xeX: f(x) >al e dx YaeR.
b)B,={xeX: f(x)<a} e Dx YVaeR.
c)Co={xeX: f(x)>a}edx YaelR.
d)D,={xeX: f(x)<al ey YacR.
dem: Probaremos que f es medible sii a) A, € @x Yo € R. Notemos que A, = f~(a, o)
=) f medible y (a, ) € B luego A, = f (@, ) € Dx.
&) Supongamos que A, € @x. f serd medible si f7!(B) € ®x VB € B, pero por
proposicion 4, bastara mostrar que f~!(U) € ®x YU abierto de R. Ademas cada U
abierto de R es unién numerable de I, intervalos abiertos disjuntos (R es N, y T»),

luego f~1(U) U fU(I,,). Como @y es o-dlgebra bastara mostrar que f~}(I) € Ox V I

intervalo ab1erto de R.
i)Sil = (a,), f1(I) = f(a, ) = A, € D por hipétesis.

) Si I = (=0, ) = R — [,00) = RNC[B,0). Como [B, o) = (“j(/s 1 o) serd

fD) = f(=o0,p) = fHR)N fTHCIB,))
fR) NCf (ﬂ(ﬁ—-oo))

=Xeby

XﬁCﬂf (ﬁ oo)e(I)X

Dx

iii) SiI = (a, B) = (@, 20) N (=00, B), luego f1(I) = f (e, B) =f e, 00) N f1(—00, f)€ Dx.
Dx

[S0J% €

Por lo tanto f~1(I) € ®x VI, luego f es medible.
Veamos ahora las equivalencias entre a,b,c,d.
(aeb) B, = CA, Ya luego B, € Ox & CA, € Dy <:2> A, € Ox.

(ced) D, = CC, Ya andlogo D, € Ok (:2> C, € Oy.
(a=c) Ay = fHa, ) € Dx Yar luego

Ca= fa,o0) = AN (@=Eo9) = ) f @=L, 00)e O

=Aa- l/neq)X
(d=b) D, = f!(—c0,a) € Dx Yar luego

By = fT(~00,a] = f~ (ﬂ( 0, + )—ﬂf H(—00,a + )€ Dx

=Dy11/n€Px
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Por lo tanto a&b, a=c¢, ced y d=b, esto es son todas equivalentes. m|
Ejemplo 2 1) Las funciones constantes son medibles. Si f(x) = c Vx € X sea a € Rsia > ¢,
Ap=x:fx)>a=cl=0eDy,sia <c, Ay = X € D, luego f es medible.

2) La funcion caracteristica de un conjunto medible es medible. Sea (X, @x) y E € ®x, definimos

f<x>=xE<x>={(1) e

Seaa € R,
a < 0=>A,=Xedy
0 < a<l=>A,=Eecdy
> 1= A,=0€edy

3) Si X es un espacio topoldgico, las funciones medibles Borel f : X — R se denominan funciones
de Borel. Las funciones continuas son funciones de Borel. Las funciones monétonas son funciones
de Borel, supongamos f monétona creciente, f(x) < f(y) si x < y. Sea a € R, consideramos A,,
si existe X tal que f(%) = a, luego como f es creciente A, = (%, 00) € Dx, si no existe x tal que
fx)>a, Ay =0 € Dx. Si Ay # 0 pero no existe x tal que f(x) = a, sea £ = inf{x : f(x) > a} luego
Ay = [&, 00) € Dy por 02.

Proposicion 8 Sea (X, ®) un espacio medible. Sean f : X — Ry ¢ : X — R funciones medibles y
sea ¢ € R. Entonces las funciones cf, f + g, f, ¢y |f| son también medibles.

dem: - cf es medible. Si ¢ = 0, cf = 0 es medible por ser constante. Si ¢ > 0, sea a €
R, Ax(cf) = {x : cf(x) > a} = Aa(f) € Px por ser f medible. Sic < 0 a € R,

Aulef) ={x: f(x) < %} = Da(f) € x pues f es medible. Entonces cf es medible.

- f+ gesmedible. Sea a € R, Ap(f +g) = {x: f(x)+g(x) >a} ={x: f(x) >a—-g(x)}, en
este caso observemos que f(x) > a — g(x) & Ir € Q tal que f(x) > r > a — g(x), luego
Ao(f+8) = %({x D f) >rnfxgy)>a—r)) = %(Ar(f) N Aa—r(g)) € x pues f, g
medibles.

- f* es medible. Sea @ € R, A, (f*) = {x: f2(x) >a} =X e Pxsia <0.Ysia >0,
Au(f?) = A z(f) U D_ ;z(f) € Ox pues f medible.

- fgesmedible. fg = }L[(f +¢)° — (f — g)*] luego es medible por lo ya probado.

- |f] es medible. Sea a € R, A (|f]) = {x : |f(x)] > a} = A(f) U D_,(f) € @x pues f es
medible. O

Definiciéon 7 Sea X un conjunto y sean f : X - Ry g : X — R. Definimos las funciones
max(f, g) y min(f, g) como

max(f, g)(x) = max(f(x),g(x))
min(f, g)(x) = min(f(x), g(x))

En particular, definimos la parte positiva de f y la parte negativa de f como las funciones

£+ = max(f, 0)
f~ = max(~f,0)
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Lema 3 Sea X un conjuntoysean f : X - Ry g: X — R. Entonces

max(f,g) = ;f+g+v—9)
min(f,g) = %(f+g—|f—gl)

Fr=sUfief)  f=50A-0)
f=r=f  fl=f+f
dem: ejercicio de la practica 2.

Proposiciéon 9 Sea (X, @) un espacio medible. Entonces:
a) f : X — Res medible si y sélo si f*y f~ son medibles.
b)Si f: X — Ry g: X — Rson medibles entonces max(f, ) y min(f, g) son medibles.

dem: a) =) f medible= |f| medible= %(|f| + f) medible= f*, f~ medibles.
&) Si f*, f~ medibles = f = f* — f~ es medible.
b) Si f, g son medibles= %( f+ g +|f = gl) son medibles= max(f, g) y min(f, g) son
medibles. o

2.3. FUNCIONES MEDIBLES A VALORES REALES EXTENDIDOS IR.

Definicion 8 Sea (X, @) un espacio medible. Se dice que una funcion f : X — R es ®-medible si
es medible como funcion de (X, ®) en (R, B), siendo B el dlgebra de Borel extendida.

Notacién: Utilizaremos la notacién M(X, @) para indicar la familia de todas las funciones
f: X = R que son ®-medibles.

Nota1 Si (X, D) es un espacio medible, toda funcién f definida sobre X, a valores reales, puede
considerarse también como una funciéon a valores reales extendidos, que por cierto no asume los
valores +00, —co. Teniendo en cuenta que la o-dlgebra inducida sobre R por f es B, de la proposicién
6 se concluye que f serd medible como funcién a valores reales si y sélo si, lo es como funcién a
valores reales extendidos.

Proposicién 10 Sea (X, @) un espacio medible y sea f : X — R. Entonces f € M(X, ®) si y sélo
si se verifican las dos condiciones siguientes:

f Y, B)e® Ya,p R 4
f_1(+oo) e, f‘l(—oo) ed (4)

dem: =) Sea f € M(X, ®). Notemos que el algebra de Borel extendida B es generada por
la familia (a, B) con @ < B € R, (a, +00] y [—00, B). Como f medible Ya, B, f~!(a,p) € @,
fHa,+] € Dy fl[-0,B) € ®. Notemos ademds que f~(+o0) = {x : f(x) = +oo} =

ﬁ{x  f(x) > n} = ﬁ fY(n, +0]e ®@. Andlogamente f!(—oc0) = ﬁ fl[-c0,—n) € .
n=1 n=1 cd n=1

Luego se cumplen las condiciones dadas en (4).
&) Supongamos que se cumplen (4), veamos que f € M(X, D), bastard mostrar
que fHa,B) € ®, f(a,+0] € Dy fl[-00,B) € D. Pero f(a,B) € P por (4). Y
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ademds (@, +0] = f Y (a, +00)U fH(+00) y fHa, +c0) = G fYa,a +n)e @, luego
ed (4) n=1 cd

f(a, +o0] € @, andlogamente se prueba que f![-co,f) €  y entonces f € M(X, D).

O

Proposicion 11 Sea (X, ®) un espacio medible y sea f : X — R. Entonces f € M(X, ®) si y sélo
si se verifica alguna de las siguientes condiciones equivalentes:

) Ay ={xeX: f(x) >aled YaeR

b)By={xeX: f(x)<a}led YaeR

c)Co={xeX: f(x)2a}ed YaeR

d)Dy,={xeX: f(x)<a}ed YaeR.

dem: Veamos f € M(X, @) sii A, € ® Ya € R. Las equivalencias a,b,c,d son vélidas.
=) Sea f € M(X,®) y sea a € IR, notemos que A, = f }(a, +o0] € ® pues (@, +] € 8
VYay f medible.
&) Supongamos A, € @ Va. Mostraremos que f verifica (4).
Sean a < B, fXa,B) = f (&, +0] N [-0,B)) =fHa,+o0] N f1[-c0,f)E @ pues

Ane® cd

f~c0,B) = DﬁeCD(DﬁeCD(:)AﬁeCD)
fli(+00) = ﬂ fln,+0]e ®y fl(-o0) = ﬂ f[~c0,—n)€e ®. Por lo tanto f es

n=1 A, €D D_ nECD
medible. O

Proposicion 12 Sea (X, ®) un espacio medible y sea f : X — R. Entonces f € M(X, ®) si y sélo
si se verifican las dos condiciones siguientes:

a) A= f(+c0) €D, B = f(~00) € D.
b) la funcion f, : X — R definida por f, (x) = { f(x) six¢ AUB

0 sitcAUB es medible.

dem: =) Sea f € M(X, @), entonces por proposiciéon 10, A, B € @ es decir vale a), veamos
que cumple b). Observemos que filcuus) = fleaus) es medible pues f es medible y
C(AUB) € D.Y filaup = 0laup es medible pues la funcién constante 0 es medible y
A UB € ®. Luego f; medible, por proposicién 5 b).
&) Supongamos que f cumple a,b) tenemos entonces A, B € ®. Ademas
flewus) = fileaus) es medible por serlo f;.
fla = (+0)|4 es medible por serlo la funcion constante +o0 y f|z = (—o0)|5 es medible
por ser medible la constante —oo, luego f|aus es medible. Por lo tanto f medible, por
proposicioén 5 b). m|

Definicién 9 Sea X un conjunto. Sean f : X > R, ¢ : X > Ry ¢ € R. Se definen las funciones

cf, f + 8, fgy|fldela siguiente manera:

- (cf)(x) = c¢f(x) con la convencion O(+o0) =
x)+g(x) six¢ EyUE

(o = N )og( ) sixiEiUEi

Ez = {x: f(x) = 400, g(x) = —oo}.

“(f9)(x) = f(x)g(x) con la convencion 0(+o0) =

i) = 1)l

Proposicién 13 Sea (X, @) un espacio medible. Sean f,g € M(X,®) y ¢ € R. Entonces las
funciones cf, f + g, fg y |f| pertenecen a M(X, D).

donde E; = {x : f(x) = —co, g(x) = +oo} y
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dem: Se deja como ejercicio demostrar que cf, f + g, |f| € M(X, ®). Luego demostraremos
que fg € M(X, D).

Definicion 10 Sea X un conjunto y sea f : X — RR. Definimos las funciones parte positiva de f
y la parte negativa de f como las funciones

f* =max(f,0)
f~ = max(~£,0)

respectivamente, con la convencién de que
max(+00,0) = 400 max(—o0,0) =0

Proposicion 14 Sea (X, @) un espacio medible y sea f : X —» R, f € M(X, ®). Entonces f* €
MX, D)y f~ € M(X, D).

dem: ejercicio.

Proposicion 15 Sea (f,) una sucesion de funciones en M(X, ®@). Entonces las funciones f = inf f,,
F=sup f,, f* = limf, y F* = limf, pertenecen a M(X, D).
dem:-Si f =inff, yseaa € R, D,(f) = {x: f(x) <a} = G{x :falx) < af = G D,(f.)e @
= n=1 cd
pues cada f, € M(X, @), luego f € M(X, D).
-Si F =sup f,, serd Ay(F) = U Au(fu)€ © pues cada f, € M(X, D), luego f € M(X, D).

n=1 e
-Si f* = limf, = sup( %nf fc ) € M(X, @) porlo anterior. Andlogamente F* = limf, =
>n
" eEMXD) p/cn
inf( sup fi ) e M(X, D). O
" k
eM(;,g)) p/cn

Corolario 2 Sea (f,) una sucesion en M(X, ®). Supongamos que, para cada x € X, existe lim f,(x),
Nn—00

finito, +00 0 —co. Entonces la funcién f = lim f, pertenece a M(X, @). Convendremos en decir que
la sucesién (f,) converge puntualmente a la funcion limite f : X — R. Y decimos que M(X, @) es
cerrada con respecto a la convergencia puntual.

dem: notemos que si existe lim f, se tiene que limf, = limf,. |

dem: Demostraremos ahora que si f, g € M(X, @) entonces la funcién fg € M(X, ®). Para
cada n € N definimos las funciones truncadas

f(x) silfx)l<n g(x) silgx)<n
fa(x) = n sif(x)>n gn(x) = n  sigx)>n
-n sif(x)<-n -n sigx)<-n

Cada f, y g« son medibles a valores reales, luego es medible f,g,. Ademds lim f, = f
ylim g, = g entonces fg es medible por ser fg = lim f,g, = lim f, lim g,,. ]
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Mostraremos ahora que toda funcién no negativa en M(X, @) es el limite puntual de una
sucesiéon mondtona creciente (¢,) de funciones en M(X, ®). Ademads, cada ¢, puede ser
elegida no negativa y tal que asuma solamente un ntiimero finito de valores reales.

Lema 4 Si f es una funcién no negativa en M(X, ), existe una sucesion (¢p,) en M(X, D) tal que:
a. 0 < Pu(x) < Ppia(x), Vx € X, Vn € N.
b. %1_{{)10 Pn(x) = f(x), Vx € X.
c. Cada ¢, asume sélo un niimero finito de valores reales, Vn € IN.
dem:Sea f € M(X, @) tal que f > 0. Definimos los conjuntos, paran € Nym =0,1, ...,2"n-1

E,={xeX: f(x) = n}=Cu(f) D,(f) ={xe X: f(x) <n}

m m+1
E% :{xeX: o < f(x) < T }:C%(me";—:l(f)
2"n—1
Observemos que X = |J Em UE,, Vn € N.
m=0 2"

Para cada n € IN, definimos

n six€eEm, m=0,1,...,2"n -1
2]1

%m={”

n sixe€eE,

1°: Veamos que (¢,)nen € M(X, D).
Dado n € IN, consideremos los conjuntos A,(¢,) = {x € X : Pulx) > a}.
—Sia > 0 entonces existe m € N tal que 2 <o < Zt y

2"n—m

Add) = {reX:pu)=2F k=1,.2"n-mf= U Epu =
k=1 2n
2"n—m—1 2"n—m—-1
= U EpuVUE, = U [f%525U i, +oo] =
k=1 2n k=1

= fSE ) U f i, ool = F5E, +o0) U f 7 (+00) € O

—-Sia < Oentonces A,(¢,) = X € Dpues P,(x) = % >0 > aparaalginm, =0,1, ..., 2"n.
Luego, para todo n € N, resulta ¢, € M(X, D).

2°: Veamos que se verifican los items a,b,c.

a. Por definicién ¢,(x) = % > 0 para algan my = 0,1, ...,2"n. Sea x € X y n € N, si
f(x) <nexistem € {0,1, ..., 2"n — 1} tal que

Pu(x) = & < flx) < 2

luego

2 < f() < 3
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de donde

yr < f) < o T < flo) < BE

y asi

¢n+l(x) 2n+1 an x) o (Pn+1(x) = 22":_:‘11 = % + 2n1+1 > ZznTl

resultando 0 < ¢,(x) < Ppi1(x) Vx € X, Vn € IN.

. Para ver lim ¢,(x) = f(x), observemos que

0< an(X) < ¢n+l(x)/ Vx Vn (1)

Luego, dado x € Em para alginm € {0, 1, ...,2"n — 1}, se tiene que
2?!

Pu(x) = 3 < flx) < 57

y por (1) tenemos
m+1

= ¢Pu(x)

luego
m 1
o SPun(¥) < <n<n+1

entonces ¢,.+1(x) = 2% paraalgan i € {0,1, ..., 2" (n +1) — 1}. Entonces x € E

y asi

s < fo) <P ()

= ﬁbn(x)

on+l

Ademas, Vx € X, Vn € N, x € Em para algtn m, € {0,1,...,2"n — 1}. En conse-

211
cuencia, dado x € X se tiene que:

i. Si existe n € IN tal que x € Emy para algtn my € {0,1,...,2"n — 1}, entonces:

2
x€Em,m, €{0,1,..,2"n -1}y

2)1

Pulx) = 5 < fl0) < 7

por (2) tenemos

1
Tt = P (x) < f(x) < M=

entonces
1
2 = () < fx) < Pk

para todo k € IN. Luego 0 < f(x) — qbn+k(x) < ﬁ Vk € IN. Dado ¢ > 0,
existe ny € IN tal que | fx) = qi)n(x)i 3 < s < & sin > nyy entonces

2"0

lim ¢, (x) = f(%).

ii. Sino existe n € IN tal que x € Emo para algan my € {0,1, ...,2"n — 1}, entonces:

x € E, (con my = 2"n), paratodone]N y On(x) —n<f(x)Vn€1Ny

lim ¢, (x) = 400 < f(x).

n—-oo

Por lo tanto lim ¢,(x) = f(x) Vx € X.

c. Por defincién ¢, asume un ntimero finito de valores, pues dado 7, ¢,(X) C {3;

m=0,1,..., 2"}y asi card(¢p,(X)) = §(Pu(X)) <2"n+1 < o0, ¥n € N.

Con lo queda demostrado a,b,c.
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2.4. FUNCIONES MEDIBLES A VALORES COMPLEJOS.

Definicién 11 Sea (X, @) un espacio medible. Se dice que una funcién f : X — C es O-medible si
es medible como funcién del espacio medible (X, @) en (C, p) siendo p el dlgebra de Borel de C.

Proposicién 16 Sea (X, @) un espacio medible y sea f : X — C. Entonces f es ®-medible si, y sélo
si f7H(Q) € ® YQ rectangulo abierto de C.

dem: Se puede probar que todo abierto de C es unién numerable de rectdngulos abiertos
de C.

Proposiciéon 17 Sea (X, @) un espacio medible y sea f : X — C. Entonces f es ®-medible si, y sélo
si las funciones Re f e Im f son ®-medibles.

Proposicién 18 Sea (X, @) un espacio medible y sean f : X — C, g : X — C medibles, sea c € C.
Entonces las funciones cf, f + g, fgy |fl son medibles.

Proposicion 19 Sea (X, @) un espacio medible y sea f : X — C funcion ®-medible. Entonces existe
una funcion o : X — C, O-medible tal que la| =1y f = |fla.

dem: Definimos a : X — C por

flx) .
OC(X) _ If(_x)l S1 f(X) #0
1  sif(x)=0
entonces |a(x)| = 1 Vx y f(x) = |f(x)la(x) Vx. Ademds a es P-medible. O

Proposicién 20 Sea (X, D) un espacio medible. Sea (f,) una sucesion de funciones ®-medibles,
definidas sobre X a valores en C, que converge puntualmente a una funcion f : X — C. Entonces f
es O-medible.
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Parte IV

MEDIDAS.

1. MEDIDAS POSITIVAS.

Definicién 1 Sea (X, @) un espacio medible. Una medida positiva, o simplemente una medida
sobre (X, @), es una funcion de conjuntos u : ® — R con las siguientes propiedades:

ul) w(@) =

u2) u(E) > 0 VE € @.

u3) si (E,) es una sucesion disjunta en @, entonces u(\J E,) = Y., u(E,).
=1

n=1

La propiedad u3) se denomina o-aditividad de la medida.

Definicién 2 Sea p una medida sobre el espacio medible (X, ®@). Si u(X) < oo se dice que es una
medida finita. Si existe una sucesion (E,) de conjuntos en X tal que

X = U E,y u(E,) < oo Vn se dice que 1 es una medida oc—finita.
n=1

Ejemplo1 1) Sea X un conjunto no vacio y sea ® una o—dlgebra sobre X. Las funciones de
conjuntos

@ >R t:® - R
0 SiE=0
son medidas sobre (X, D).

2) Sea (X, @) un espacio medible y sea x, un punto fijo de X. La funcion de conjuntos

p:®-R

{1 sixeE
E*MD‘{OQ%¢E

es una medida sobre (X, ®). Se denomina medida unitaria concentrada en x,.
3) Sea (N, P(IN)) y sea u la funcién de conjunto

1:P(IN) - R

(B silEl<oo
E_)”(E)_{+oo si|E| = oo

es una medida sobre el espacio medible (N, P(IN)). Se denomina medida cuenta puntos en IN.
No es una medida finita pues y(]N) = +0o, pero si es o—finita, basta tomar (E,);", = ({n})7,

serd u(fn})) =1 < oo VnyIN = U

4)SiX=Rypeslao— algebm t;le Borel de IR, veremos mds adelante que existe una iinica medida
definida sobre B, que coincide con la longitud sobre los intervalos, esto es que p(a,b) = b—-ay
p(=o0,b) = 400 = p(a, +00) = u(R) = +oo. Esta medida se denomina medida de Lebesgue sobre
(R,B). No es una medida finita, pero si es o—finita, pues podemos considerar en R la sucesion

{Eq}, = {(=n,n)}7, serd u(-n,n) =2n <o ¥ny R = U( n,n).

n=1

5) Si X = Ry B es el o—dlgebra de Borel de R. Sea f : IR — R una funcién monétona creciente,
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continua por derecha, se demuestra que existe una tinica medida sobre (R,B), ms : p — R tal
que ms(a,b) = f(b) — f(a). Esta medida se denomina medida de Lebesgue-Stieltjes generada
por f sobre (R, B). La medida de Lebesgue es el caso particular de la medida de Lebesque-Stieltjes
correspondiente a la funcion f(x) = x.

Proposicién 1 Sea u una medida definida sobre un espacio medible (X, @). Entonces:
a) Monotonia: Si E, F € O tales que E C F, resulta u(E) < p(F)
Si ademds, [(E) < +oo resulta

u(F = E) = u(F) — w(E)

b) o-subaditividad: Si (E,)" es una sucesion de conjuntos en @, resulta u(\J E,) < Y. u(E,)
n=1 n=1

dem:a)SeanE,F € ®,E C F,luegoF-E € ®y F = EU(F-E) = u(F) = u(E)+ y(F E)> u(E).

Si p(E) < oo se tiene que u(F — E) = u(F) — u(E). Si u(E) = +oo también serfa y(P) 400
y no necesariamente u(F — E) = 0, por ejemplo F=INy E = {n € N : n es par}.

b) Sea (E,);” C @, queremos ver que u(|J E,) < ). p(E,). Definimos los conjuntos
n=1 n=1

n—1
Ay =E;, Ay=E,-E, As=E;—(E1UEy),.., A, =E,— U Ek
k=1

Asfi definidos resulta que
A, edVYnelN

n—1

Ay NA,=0sin#mpuessim<n, Ay, =E,N((CE) CCExVk=1,..,n-1y
k=1

A, CE, Vn luego A, CCE C CAp.

UA UEn, en efecto UA C UE trivial, ahora si x € UE seang = min{n : x €
= n=1 n=1 n=1 n=1

E,}luegox € E,, yx € CEcconk <np,oseax € A,, = x € |J A,.

n=1

H(UE)—M(UA)— ZM(A) AS Z(U(En)

En n=1
Luego se Ver1f1ca b). |

Proposicién 2 Sea u una medida definida sobre un espacio medible (X, @). Entonces:

a) Si (E,) es una sucesion creciente en @, resulta 1i( U E, = 11m y(E ).
n=1

b) Si (F,) es una sucesion decreciente en @, tal que u(Fy) < oo resulta u( ﬂ F,) = lim u(F,).
=1 n—o0

dem: a) Sea (E,);” una sucesion creciente de conjuntos en ®. Si para algian ng es u(E,,) = +oo
la igualdad p(J E,) = lim u(E,) es trivial.
n=1 n—00
Supongamos u(E,) < coy E, C E,;; Vn. Definimos los conjuntos

Ay=E, A,=E,-E, ..., A, =E,—E,,4

tenemos entonces que (A,);” C ®, A, NA,;, = O0sin#my |JA, = E,. Ademdas como
n=1 n=1
u(E,) < oo, u(A,) = u(E,) — u(E,—1) ¥n (si definimos E; = ). Por lo tanto
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HUE) = w(UA) = L u(4) = L pE) - p(E) = lim ¥ (B ~ p(Ei) =
hmu(En) .U(Eo)

b) Sea (F,);° una sucesion decreciente de conjuntos en @, tal que p(F;) < co. Definimos

Ey=0, Exc=F,-F,, E3=F —-F;,...,E,=F —F,
tenemos que (E,)]” C @, E, C E,;1 ¥n, luego por a) y(U E,) = lim p(En) *).

Ahora U E, = U(F —F,) = U(F - n)—U(FlmCPn)—FlmUCF ~FNCAFE, =

n=1 n=1 n=2 n=2 n=2
- N F,.
n=2
Como F, C F; Vny u(F;) < oo, es u(F,) <coVny () F, CF, = u(( F,) < o0. Tenemos
n=2 n=2
que

p( Q E,) = w(F1) - u(@ F,)

y también u(E,) = p(F1)— u(F,) Yn. Volviendo a (*) y reemplazando tenemos

<00

p(U E,) = () - () F) = im u(E,) = lim u(Fy) - p(F,)

(o] (o]
y como (| F, = () F, entonces
n=2 n=1

(u(Oan) = [J(Ozpn) = %i_l;l;y(l:n)
es decir vale b). O

2. ESPACIOS CON MEDIDA.

Definicién 3 Un espacio con medida es una terna (X, ®, ) constituida por un conjunto X, una
o—dlgebra ® de subconjuntos de X y una medida u definida sobre .

Definicién 4 “casi todo punto”. Un conjunto de medida nula es, obviamente, un conjunto N €
@ medible tal que u(N) = 0. Existe una terminologia que se utiliza habitualmente, y que emplearemos
de ahora en adelante. Si (X, @, 1) es un espacio con medida, diremos que cierta proposicion es vilida
u-casi todo punto (u-ctp) en (X, @, u), si existe un conjunto N de medida nula tal que la proposicion
es vdlida sobre CN.

Ejemplo 2 1) Si f y g son funciones definidas sobre X, decimos que f = g u-ctp en X sii existe
N € @, u(N) = 0 tal que f(x) = g(x) Yx € CN.

2) Sea (f,) una sucesion de funciones definidas sobre X en R. Diremos que f, — f u-ctp sii existe
N € @, u(N) = 0 tal que f(x) = %i_r)x;fn(x) Vx € CN.

Definiciéon 5 Sea (X, @, u) un espacio con medida. Si para todo E € ® con u(E) = 0, se verifica
que todo subconjunto A de E pertenece a @, diremos que |1 es una medida completa. Esto es, una
medida 11 es completa si todos los subconjuntos de conjuntos de medida nula son medibles y por tanto
también de medida nula.
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El siguiente teorema asegura que toda medida puede ser extendida a una medida completa.
Teorema 1 Sea (X, @, u) un espacio con medida. Entonces la familia
Q" ={E'=EUN:E€® NCF Fe®, u(F) =0}

es una a-dlgebra de subconjuntos de X y la funcién de conjunto ' : @ — R definida por y/'(E’) =
u(E), es una medida completa. Ademds ® C @ y y’(E) = u(E) VE € @.

dem: 1°) Veamos que @’ es una o—4lgebra.
0l) Xe D' pues X =XUDconXeDyDcCPed, u@®) =
02)Si E’ € @ entonces CE’ € @’?.SeaE" = EUN,conE€ ®, NCF, FeQ, y(F) =
Ahora bien, CE’ = (CE' N F) U (CE’ N CF) = (CE' " F) U (CE N CN N CF)
NCF:>CFCCN
(CEENF)U(CENCF)e .
——— ————

CF C(EUF)e®
03)Si(E})>, c®,conE;, =E,UN,, conE, €®, N, CF,, F, €D, y(F ) = 0. Veamos

UE, = UE UN) =UE UUN,y UNyc UF,y (U ) < X (F,) = 0 luego

n=1 n=1 n=1

etI)
UE, ed.
n=1
2°) Veamos que i’ : @ — R definida por p/'(E’) = u(E) si E’ = EU N es una medida
completa.

a) Esta bien definida, en efectosean E] = E{UNy,conE; € ®, Ny C Fy, F1 € ®, u(F;) =0
yE; =E;UN,,conE; € ®, N, C F,, F, € @, u(F) =0, entonces u(E;) = u(E) pues si

E{CE{UN;=E,UN, CE,UF,

u(Er) < w(Ex U Fp) < u(Ex)+ u(F2)
—0

Analogamente p(E;) < u(Ey).

b) Es una medida.

ul) 0 = (Z) UDyDdched,u@® =0, luego u'(0) = u(@) =

y2)y(E)-y(E)>OVE’ EUN.

u3) Si (E;)}” € @’ es una familia disjunta conE, =E, U Nn, conE,e®d, N,CcF, F, e

@, w(F) = 0, serd UE, =UE, UUN,y UN, € UF, (U F,) < T () =

n=1 n=1 n=1

S
luego (U E) = /J(UlEn) £ dis Z w(E,) = Z W (E)-
C) Veamos que es completa. Sea H’ € @’ con y '(H) = 0y sea E' C H" veamos que

Eed.

Observemos que E’ —(Z) UE’. Ademas E' C H’ H UNyN C F € @y u(F) = 0, entonces
EcH =HUNCHUF e Oy uHUF) < y(H)+y(P) = u(H) = w'(H") = 0 por
hipétesis. Luego E' = QUE’, con) e PyE' C HUF € @y u(HUF) = 0, por tanto

E ed.
3°) Finalmente, se cumple que ® C @" y u’(E) = u(E) VE € ®. En efecto, sea E € @
entonces E=EUD,conE€ Py c0, u@ = 0entonces E € @'y u'(E) = u(E). |

Definicién 6 Diremos que el espacio (X, ®’,u’) es la completacion del espacio con medida
(X, D, u).
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3. APLICACIONES ENTRE ESPACIOS CON MEDIDA.

Definicién 7 Se dice que una aplicacion entre espacios con medida, o entre un espacio con medida
y un espacio medible, es medible, si lo es como aplicacién entre los espacios medibles subyacentes.

Proposicién 3 Sea (X, D, u) un espacio con medida completa y sea (Y, @y) un espacio medible. Si
f X — Y es una aplicacion medible y § : X — Y es tal que f = g u—ctp en X, entonces g es
medible.

dem: Sea f : X — Y medibley f = g, u-ctp entonces existe N C X tal que u(N) =0y f =g
en CN. La funcién ¢ serd medible si g~}(B) € @ VB € ®y. Sea B € ®y, tenemos

§7'(B)= (" (B)NN) U (g7'(B) NCN)

Ahora: i) ¢ ' (B)NN Cc Ny u(N) =0 = ¢ '(B)N N € ® por ser u medida completa. ii)
¢ B)NCN ={x e CN : g(x) e B} = {x e CN : f(x) € B} = f(B)NCN € @ pues f
medible y CN € ®@. Luego g!(B) € @. O

4. MEDIDAS CON SIGNO.

Definiciéon 8 Sea (X, @) un espacio medible. Una medida con signo o carga es una funcion de
conjuntos definida sobre X a valores reales, A : ® — R tal que
A1) A@) = 0.

A2) A es o-aditiva, es decir para toda sucesion (E,)}® C @ disjunta resulta A({J E,) = }. A(E,).
n=1

n=1

Observemos que el primer miembro en A2) es independiente del orden en que se consideren
los conjuntos y A({J E,) es un ntimero real finito, por lo tanto la serie del segundo miem-

n=1
bro debe ser incondicionalmente convergente (converge para cualquier ordenamiento y al

mismo nimero), lo que equivale que es absolutamente convergente.

Proposiciéon 4 Si Ay, ..., A, son medidas con signo sobre (X, ®) y cy,...,c, son niimeros reales,
entonces c1A1 + ... + ¢, Ay, es una medida con signo sobre (X, D).

dem: ejercicio.

5. (GENERACION DE MEDIDAS.

5.1. MEDIDAS EXTERIORES.

Definicién 9 Sea X un conjunto no vacio. Una medida exterior sobre X es una funcion de
conjuntos u* : P(X) — R, con las siguientes propiedades:

1) (@) = 0.

w2)u(E)=0 VEC X.

w3) u* es o-subaditiva, es decir para toda sucesion (E,);* C P(X) resulta u*(\J E,) < Y., u*(E,).
n=1 n=1
u*4) u* es mondtona, esto es, si E C F C X, resulta u*(E) < u*(F).

Veremos ahora como puede generarse una medida exterior.
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Definicién 10 Se dice que una familia de subconjuntos K de X es una clase cubridora por

sucesiones si:
i) e K

it) VA C X, existe una sucesion (E,);* en K tal que A C |J E,.
n=1
Ejemplo 3 1) En R, la familia K = {I : I intervalo abierto} U {0} es clase cubridora.

2) En R", la familia K = {]] I; : I; intervalo abierto} U {0} es clase cubridora.

i=1
Proposicién 5 Sean X un conjunto, K una clase cubridora por sucesiones de X y A : K — R tal

que A(0) = 0y A(E) > 0 VE € K. Entonces la funcién de conjunto u* : P(X) — R definida para
cada A € P(X) por

[o¢]

w(A) = inf(¥ AE,): (E)P €K, Ac UE,)

n=1 n=1
es una medida exterior sobre X.

dem: Veamos que es una medida exterior, para ello:
w?2) u'(A) 2 0puessi(E,); K, AcC JE,es Y A(E,) 20.

nl n=1
y1)0<y((0)<22\((2)) Oyaque® C U(DCK

u4) u monotona sean A C B, es claro que todo cubrimiento por sucesiones de B lo
es de A, luego

K = {i ME,) : (E))Y €K, BC Q E) CKy= {Z AE) (B €K, AcC @1 E,)

y entonces u*(A) = inf Ky < infKp = u*(B).
u3) u* es o-subaditiva: sea (A,);° € P(X). i) Si u*(A,) = +oo para algin n, es trivial.
ii) Si u*(A,) < +oo Vn. Sea ¢ > 0, para cada n existe una sucesion (E;,)% o C K tal

que A, C U E.,y Z MEy) < w(An) + — (por definicion de infimo). Consideramos la
]_
sucesion (E )°° tendremos

UAc UE,

n=1 n,j=1

y resulta
L AME) < LW A)+5) = LA +e

n,j=1

De la definicién de p*( U Ay,), sigue también que
n=1

WU A < L @A) + €
para todo ¢ > 0, por lo tanto
WU An) < L (A

Entonces u* es una medida exterior. |
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5.2. MEDIDA INDUCIDA POR UNA MEDIDA EXTERIOR.

Una medida exterior tiene la ventaja de estar definida sobre la familia de todos los sub-
conjuntos de un conjunto X, pero tiene la gran desventaja de no ser, en general, c—aditiva.
Veremos que es posible restringir u* a una o—4lgebra suficientemente grande de subcon-
juntos de X, sobre la cual u* tendré la propiedad de o—aditividad y més adn, y* restringida
a esa o—élgebra resultard completa. La condicién que distinguird a los subconjuntos selec-
cionados es debida a Carathéodory.

Definicién 11 Sea X un conjuntoy sea u* una medida exterior sobre X. Diremos que un subconjunto
E de X es u*—medible si, para cada subconjunto A de X resulta (condicién de Carathéodory)

W (A) = (ANE) + (AN CE) (5)

Observacion 1 1) La condicién que define a un conjunto u*—medible indica una propiedad de
aditividad de u*. En términos imprecisos podriamos decir que un conjunto E es u*—medible si él y
su complemento estin suficientemente "separados” como para que dividan a cualquier conjunto A
aditivamente para u*.

2) Teniendo en cuenta la subaditividad de ", la condicion de ser u*—medible es equivalente a probar
que u'(A) > w"(ANE)+ u(ANCE).

Teorema 2 (Carathéodory) Sea X un conjunto y sea p* una medida exterior sobre X. Entonces la
familia a* de todos los conjuntos p*—medibles es una c—dlgebra y la restriccion de u* a a* es una
medida completa.

Haremos la prueba en varias etapas.
Lema1 Si u*(E) = 0 entonces E € a”.

dem: Sean E C X tal que u"(E) =0y A C X, entonces ANECE = uy"(ANE)<u(E)=0y
w(ANCE) < u'(A) luego p"(ANE)+ u(ANCE) < u*(A) y entonces E € a*. O

Lema 2 a" es un dlgebra de subconjuntos de X.

dem: En efecto, 02) si E € a*, por (5) resulta CE € a*. 61) @ € a* pues (lema 1) u*(0) =0y
entonces X = C0 € a*. 03) Veamos que si E1,E; € a* = E{UE, €a".Sean E;,E; €a’ y
A C X. Puesto que E; € a" y AN (Eq UEy) C X, se tiene por (5) que

[J*(A N (El U Ez)) = [J*(A N (El U Ez) N El) + (LI*(A N (El U Ez) N CE])
= WANE)+u (ANE,NCEy) (6)
Por otro lado
W (ANC(E VEy) = ut"(ANCE; NCEy) (7)
Entonces de (6) y (7) resulta

W(AN(E UEY) + (AN C(Ey UE,) W(ANE) +

+ ‘Ll*(A NE,N CEl) + [.f(A N CEl N CEz)

w(ANCE) pues Ejea*
= @A)

Eiea*

queda probado que (E; U E;) € a”. m|
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Lema 3 Sean Ey, ..., E, conjuntos de a* disjuntos dos a dos y sea A un subconjunto cualquiera de
X. Entonces

AN UE) =Y (AN Ey)
k=1 k=1
dem: Lo demostraremos para n = 2. Sean E,E; € a', EENE;, =0y A C X. Como E; € a°
tenemos por (6)
W(ANELUEy)) =u (ANE) +u (ANE;NCEy) (8)
Ahora como E; N E, = () tendremos
WAN(E2NE)) =0 )
Sumando (8) y (9) sera

H*(A N (E] U Ez)) = ‘Ll*(A N E1)+ [Ll*(A NE,N CE]) + [,l*(A NE,N El)

W(ANEy)
y entonces hemos probado que
W(AN(E1VUE)) = (ANE)+ u(ANE)

La prueba se completa haciendo induccién sobre 7. m|

[o¢]
Lema 4 Si (E,);° es una sucesién de conjuntos en a* disjuntos dos a dos, entonces | J E, € a.

n=1

dem: Sean (E,); disjuntos 2a 2 ena’ y sea E = |J E,. Definimos F,, = |J Ex € a* (por lema
n=1 k=1
2),luego si A C X, para cada n tenemos

W(A) = W(ANFE)+ @ (ANCE,)
= w(ANnUE)+ ' (ANCFy)
k=1

= Y U(ANE)+ @ (ANCE,)

lema 3 j_1

> Y W(ANE)+ ' (ANCE
CF,BCEkgly( ) + W (ANCE)

Tomando limite cuando n — oo, se obtiene

p(A) = Y i(ANE,) +u (ANCE) (10)
n=1
Ademas siendo y* o—subaditivay ANE = G ANE,es f WANE,) > u"(ANE), de
n=1 n=1
donde
w(A) > uy(ANE)+ u (ANCE)
esto prueba que E € a". m]
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dem: Demostracién del teorema.
1°) a* es o-algebra por ser algebra (lema 2) y ser cerrada por uniones numerables de
conjuntos disjuntos 2 a 2.
2°) u*le = p es un medida.

ul) p(0) = 1 (9) = 0.
u2) u(E) = u(E)y >0 VE € a".
u3) Si (E,);° en a* disjuntos 2 a 2, sea E = |J E,, entonces por lema 4, E € a*. Por

n=1

o-subaditividad .
p(E)< T (E)
0 sea

u(E) < éuusn)

Ahora usando (10) con A = E tenemos

W)= L W(ENE,) + i (ENCE) = p(E) = L '(E) = . p(Ex)

~—— —
E, 0

De donde - -
[J( L—Jl En) = ;1 [J(En)

3°) wle = p es completa. Sea E € a*, con u(E) = u*(E) = 0y F C E, entonces
WE <P E)=0=>u(F)=0 = Fea

lema 1

entonces 1 es completa. |

Definicién 12 Sea X un conjuntoy sea u* una medida exterior sobre X. La medida completa definida
por

p: a >R
E — w(E) = w(E)

se denomina medida inducida por la medida exterior .

6. LA MEDIDA DE LEBESGUE EN IR.

6.1. CONJUNTOS MEDIBLES LEBESGUE.

Definicién 13 Sea K la clase cubridora por sucesiones en IR, constituida por el conjunto vacio y la
familia de todos los intervalos abiertos. Sea | la funcion longitud definida sobre K de la siguiente
manera:

[(0)=0, l(a,b)=b—a, I(I) =+co silno esacotado

Llamaremos medida exterior de Lebesgue en R a la funcién de conjunto:
m" : PR) >R

A > m'(A) = inf{f I0): (I)° cK Ac U In}
n=1

n=1
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Definicién 14 Llamaremos conjunto medible Lebesgue en IR a todo subconjunto de R que sea
m*—medible segtin la condicién Carathéodory. Si Mindica la o—dlgebra de los subconjuntos medibles
Lebesgue de R, la medida completa m inducida sobre M por la medida exterior m* se denomina
medida de Lebesgue sobre R.

Ejemplo 4 1) Todo conjunto formado por un tinico punto es medible Lebesgue y tiene medida nula.
2) Todo conjunto numerable es medible Lebesgue y tiene medida nula. En particular, el conjunto de
nitmeros racionales es medible, con medida nula.

En efecto, sea xp € R, dado ¢ > 0, (xp — ¢,xp + €) es un cubrimiento de {xy} por lo tanto
m*({xo}) < 2¢e Ve > 0, luego m*({xo}) = 0 = {xo} es medible y m({x,}) = 0.
Sea ahora E = {x, : n € N} = [J{x,}, cada {x,} € My M es o-dlgebra = E € My

n=1

m(E) = i i, )= 0.

Proposicién 6 La medida exterior de un intervalo es su longitud.

dem: Consideremos primero el caso I = [a,b] (cerrado y acotado). Para cada ¢ > 0, el
intervalo (@ — ¢,b + ¢€) cubre a I y por tanto m*([a,b]) < b —a + 2¢ Ve > 0, luego
m*([a,b]) < b—a < oo (1). Sea ¢ > 0 existe una sucesion (I,)7* C K tal que Y I(I,) <

n=1

m*([a,b]) + € y [a,b] € U I, observemos que los I, son todos acotados. Aplicando
n=1
el teorema de Heine-Borel, existird una subfamilia finita de (I,);> que cubre a [a, b]
k k 0
(compacto), sea entonces [a,b] € U I,;,. Tendremos ). I(I,)) < Y. I(I,) < m*([a,D]) + €.
j=1 j=1 n=1
k
Mostraremos que ). I(I;,) > b —a.
j=1
k

Notemos que a € |J Ly, de modo que existird un I”n = (m,by) talque ;y < a < b;. Si
=1

k

fuese b < by tendrfamos a; <a < b < b; yentoncesb —a < b; —a; < }| l(In].) ya estaria.
j=1

Sib > by, serdn a; < a < by < by luego by € [a,b] existiendo un intervalo In],2 tal que

by € (az,by) es decir a, < by < by. Si fuese b < b, tendriamos a1 <a <b; <b <b,y

k
entonces b —a < by —a; = (by — ax)+ (a2 — by) +(by — 1) < ), l(In].) ya estaria. Si b > b
<0 j=1

se continua el razonamiento y al cabo de un ntimero finito de pasos se obtiene un
intervalo (a,, b,) de la familia tal que ay < b < by, paracadai=1,..,kesa; < bi_1 < b;.

Conb—-a< bk - a1 = (bk - Eln)'l‘ (Eln - bn—l) +(bn_1 - Eln_l) + ... + (b2 - (12)+ (02 - bl)
<0 <0

+(by —ay) < zkgl I(I,,)-
£

k oo
Luego b —a < Y I(I,) < X I(I,) < m*([a,b]) + € Ve > 0, luego m*([a,b]) = b—ay (1)
j=1 n=1

tenemos m*([a, b]) = b —a.
Si I fuese cualquier intervalo acotado (a,b), (a,b], [a,b). Como I C [a, b] resulta m*(I) <
m*([a,b]) = b—a (2). Sea € > 0, tenemos [a + &,b] C (a,b] = m*([a + &,b]) < m*((a, b]) =
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b—a—¢e<m((ab])Ve>0=m"((a,b]) 2b—-a(3). De (2) y (3) es m*(I) =
Si I fuese no acotado, para todo k € IN existe [2,b] C I tal que b —a = k luego
m*(I) > m*([a,b]) = b—a = k Yk € N luego m*(I) = +oo = I(I). O

Teorema 3 Todo intervalo es medible Lebesgue y su medida de Lebesgue es igual a su longitud.
Ademds, la medida de Lebesgue es la 1inica medida sobre M que coincide con la longitud sobre los
intervalos. Los conjuntos de Borel son medibles Lebesgue, esto es, p C M.

dem: 1°) Todo intervalo del tipo (a, +o0) es medible Lebesgue. Debemos probar que (a, +o0)
verifica la condicién de Caratheodory, esto es, para todo A C IR resulta

m'(A N (a, +00)) + m"(A N Cla, +00)) < m*(A) (11)

Sean A; = AN(a, +o0) y A, = ANC(a, +o0) = AN(—00,a]. Si fuese m*(A) = +oo se verifica
trivialmente (11). Supongamos que m°(A) < 0. Sea ¢ > 0, existe una sucesion (I,);” C K

tal que A C G L,y i I(I,) < m*"(A) + €. Observemos que A; C G (LN (@, +0)=UTI,
n=1 n=1 n=1 n=1

y A, € U, N(=00,a]) = U I} donde I}, y I’/ son, o bien 0 o son intervalos. Luego por
n=1 n=1

proposic_i(’)n anterior,
mA) S L) = LI0) y  mi(A) < X)) = L)

y cada una de estas ultimas series son convergentes pues ), [(I},), Y. I(II)) < Y. I(I,) <
_1 - -

n= n=1 n=1
m*(A) + ¢ yademds como I, UL/ =L, y I, N I}} = 0 es I(I,,) = I(I},) + I(I}}). Resultando asi

' (Ay) + i (Ay) < i(l(l;) L UI) = i I1) < m(A) +¢ Ve>0

de donde sigue que m*(A;) + m*(A;) < m*(A) y entonces (4, +00) es medible Lebesgue.
Cualquier otro tipo intervalo serd medible Lebesgue pues, observemos que como
estamos en una o-algebra

- (_Oo/ a] = C((l, +Oo)

- (ar b] = (El, +OO) - (b/ +OO)

- (a/b) = (El, b] - {b}

- R =(—00,a] U (a, +0) etc.

2°) La medida de un intervalo es su longitud. Es inmediato pues m(I) = m*(I) = I(I).
3°) Veamos que es la tnica, esto es si u es otra medida sobre M tal que u(I) = I(I) VI
intervalo, entonces u = m o sea u(E) = m(E) VE € M. Sea E € M, sea (I )7 € K tal

que E C U I, como u es o-subaditiva y monétona u(E) < Z u(l,) = Z [(I,). De la
n=1

def1n1c1on de m*(E) sigue que u(E) < m*(E). Pero m*(E) = m(E) resultando
W(E) < m(E) (12)

Sea ], = [-n,n], para cada n € N se tiene que, por ser u o—aditiva, p(J,) = u(J, N E) +
u(J» N CE) y m(J,) = m(J, N E) + m(J, N CE). Ahora como u(J,) = I(J,,) = m(J,,) resulta

p(Jn N E) + u(J» N CE) = m(J, N E) + m(J,, N CE) (13)
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De (12) sigue que u(J, NCE) < m(], NCE) luego por (13) deberé ser u(J, NE) > m(J,NE)
y nuevamente (12) sera

H(]n NE)=m(J,NE)

Como E = |J(E N J,,) siendo esta unién creciente, por lo tanto sera
n=1

WE) =lim w(ENJ,) = im m(EN J,) = m(E) VEe M

4°) La familia de los intervalos abiertos genera a f y como estan contenidos en My
M es o-algebra resulta p ¢ M. O

Corolario 1 La medida de Lebesgue sobre R es o—finita.

dem: R = G [-n,n] y m[-n,n] = 2n < co. O

n=1

Teorema 4 La medida de Lebesgue es invariante por traslacion, esto es, si E € M es un conjunto
medible y a € R, entonces el conjunto E + « es medible y m(E + a) = m(E).

dem: 1°) Veamos que m" es invariante por traslacién. Sea A C Ry a € RR. Sea (I,;);° C K tal

que A C U I,yseal, =1,+a,esclaroque A+ a C U I' y que I(I,) = I(I,), entonces

m'(A+a) < Z I, = Z I(I,). De la definicién de m*(A) se tiene que m*(A + a) < m*(A).
n=1
Ahora A = (A + a) — a por lo anterior m*(A) = m*((A + a) — a) < m'(A + a), luego

m*(A + a) = m*(A).
2°) Mostraremos que si E € M entonces E + @ € M. Para ello debemos probar que
VYA CRes

m'(A) =m" (AN (E +a)) + m"(ANC(E + a))

Tenemos
AN(E+a)={xeR:xc€AyxeE+a}={xe R:x€e Ayx—a€E}={z+ta€R:z+a € A
yze€El={z+aeR:zeA-ayzeE}l=(A-a)NE+a.
ANCE+a)={xeR:x€eAyx¢E+al={xeR:xcAyx—-a¢El={z+aecR:
z+a€AyzeCEl={z+ac€R:z€eA-ayzeCE}=(A-a)NCE+a.

Entonces m*(AN(E+a))+m (ANC(E+a)) =m (A—a)NE+a)+m*(A-—a)NCE+a) ;)

m'((A—a)NE)+m*((A—-a)NCE) Y m'(A —a) ;) m*(A)
luego E+a € M.
3°) m(E + a) = m(E) es inmediato pues m = m*| . O

Teorema 5 Un conjunto E es medible Lebesgue si y sélo si para cada € > 0 existen un conjunto
abierto O y un conjunto cerrado F, tales que F CE C Oy m(O — F) < e.

dem: =) Sea E C R medible Lebesgue.
1°) Consideramos E acotado, existe una intervalo I = [a,b] tal que E C I, en tal caso
m(E) < 00.Sea ¢ > 0. De la definicién de medida de Lebesgue sigue que existe (I,);” C K

talque EC U I,y X I(I,) < m(E) + 5. Sea O = |J I, entonces E C Oy O es abierto.
n=1 n=1 n=1
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Luego m(O) < Z m(l,) = Z I(I,) < m(E) + 5. Ademas como O es abierto (medible) y

EcOesm(O - E) m(O) m(E) < 5 (pues son <oo).
Sea ahora, A = I — E = I N CE, A es medible Lebesgue, por lo anterior existira un
abierto G tal que A ¢ Gy m(G) —m(A) < 5.Sea F = I — G, F es cerrado y ademds

2
F=1INnCG C INCA=IN(CIVE) =1INE = E. Por otro parte E—F = ENCF =

En(CIU G) E NG C G — A. Se concluye que m(E — F) < m(G — A) y como son

finitas es e
m(E) — m(F) < m(G) —m(A) < 5

Finalmente F C E C O, F cerrado, O abiertoy como O —E = ONCE,E-F =ENCF
son disjuntos entonces

m(O—-F)=m(O—-E)+m(E-F)<¢

2°) Sea E medible no acotado. Sea ¢ > 0, definimos para cada n € IN los conjuntos
Ap=lxeR:n-1<|x| <n}=(-n—-(mn-1)]U[n-1,n)ylos conjuntos E, = A, N E
que resultan medibles y acotados, por lo anterior para cada n existen O, abierto y F,
cerrado tales que F, C E, € O, y m(O, — F,) < 5;

Sea O = U O, abiertoy E C O y sea F = U F,, F C E, veremos luego que F es

n=1 n=1

cerrado. Ademas O-F = |JO, NnCUF, = UO,nNn(CF, = U(Onﬂ ﬂCFn)C

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

G (O, NCF,) = G (O, — Fy) . Luego
n=1

n=1

m(O — R<Zmo—m<z_:

n12n

Veamos que F es cerrado, sea x € Fy (x;) C F tal que x; —» x. Como R=J A,
n=1
existird un N tal que x € Ay en tal caso podemos afirmar que x € Ay_; U Ay para

garantizar que existe 6 > 0 tal que (x — 6,x + 6) C Ay_1 U Ay. Como x; — x existira jg
tal que x; € (x —6,x + ) Vj > jo y por tanto x; € Ay_1 UAN Y] > jo (¥).

Mostraremos que x; € Fy_1 U Fy Vj > jo. Por el absurdo, suponemos que no, esto es
existe n > jp tal que x,, ¢ Fx—1y x, € Fn. Notemos que x,, € F,, paraalginn # N -1,
n # N pues (x;) C F = [JF,. Entonces x, € F, CE, y x, € Ay-1 U Ay por (*) entonces
X, € E, N (An_1 UAN) # 0. Pero E,, N (Any_1 U Ay) . C A, N(An-1UAy) = 0 pues los

n

A, son disjuntos (absurdo).

Porlo tanto, x; € Fy_1UFy Yj > joy como Fy_1 UFy es cerrado, resultax € Fy_yUFy C F.
Luego F cerrado.

&) Sea E C Rtalque Ve > O existen O abiertoy F cerrado,con F C E C Oym(O—F) < e.
Serd E medible Lebesgue, si para todo A C IR probamos que

m'(ANE)+m (ANCE) <m*(A)
Sim*(A) = coes trivial, sim*(A) < co,sea ¢ > 0, tenemos que ANE = (ANF)U(AN(E-F))
entonces

m(ANE)<m(ANF)+m(AN(E-F) <  m((ANF)+m'E-F)
AN(E-F)cE-F

SO mANF)+m(O—-F)<m(ANF)+¢
Ec
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m*(ANCE) = m*(A N CF)
C
Como F es cerrado y por tanto medible (por ser boreliano) sigue que
m(ANE)+m(ANCE) <m"(ANF)+e+m(ANCF)=m"(A) + ¢

para todo ¢ > 0 luego
m'(ANE)+m'(ANCE) <m'(A)

resultando E medible. m|

Teorema 6 La medida de Lebesgue es regular, esto es, tiene la propiedad de que para todo conjunto
medible E, resulta

m(E) = inf {m(O) : O abierto, E ¢ O} = sup {m(K) : K compacto, K C E}

dem: 1°) Sea O abierto tal que E C O, entonces m(E) < m(O), luego m(E) es cota inferior del
conjunto {m(O) : O abiertoy E C O} (1).
Si m(E) = +oco serd m(O) = +oo para todo O abierto tal que E C O luego m(E) =
inf{m(O) : O abiertoy E C O}.

Si m(E) < oo, sea ¢ > 0, existe (I,,);" en la clase cubridora tal que E C J I, y X I(I,) <

n=1 n=1

m(E)+ ¢€,sea O = G I, resulta O abierto, E C Oy m(O) < i I(I,) < m(E) + € (2). De (1)
n=1 n=1
y (2) es
m(E) = inf{m(O) : O abiertoy E C O}

2°) Sea K compacto tal que K C E, entonces m(K) < m(E).

i) Si E acotado, m(E) < oo luego m(E) es cota superior del conjunto {m(K) : K compacto
y K C E} (3). Sea ¢ > 0, por teorema anterior existen O abierto y F cerrado tales que
FCEcCOym(O-F) < ¢, entonces m(E—F) < & = m(E)—m(F) < ¢ = m(F) >m(E)—¢
(4). Ahora F es compacto pues es cerrado y F C E que es acotado. Tenemos que Ve > 0
existe un compacto F tal que F C E y vale (4). De (3) y (4) es

m(E) = sup{m(K) : K compacto y K C E}

ii) Si E no es acotado, podria ser m(E) = 400 0 m(E) < oo (por ejemplo m(IN) = 0).
a) Asi, si m(E) = +oo debemos mostrar que YM > 0 existe K C E compacto tal que
m(K) > M. Como antes definimos paracadan € N, A, = {x :n—-1<|x| <n}, R={JA,

y E, = A, N E que resultan medibles y acotados y E = [J E, (son disjuntos dos a dos)

por tanto m(E) = ), m(E,) = +oo (serie divergente) luego YM > 0 existe N € N tal que
n=1

N

Y. m(E,) > M + 1. Para cada E, acotado (por i) existe K, compacto K, C E, (disjuntos

n=1

N
dos a dos) tal que m(K,) > m(E,) — % Sea K = [J K, compacto (cerrado y acotado),

n=1

K C E 'y entonces

N N
m(K) = Z m(K,) > Z m(Ey) - N > M
n=1 n=1
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b) Si m(E) < o y no acotado, claramente m(E) es cota superior del conjunto {m(K) :
K compacto y K C E} (5). Sea ¢ > 0, ponemos E, = A, N E (disjuntos 2a2) y E = | JE,,

N

tenemos m(E) = Z m(E,) < oo (serie convergente) existe N tal que Z m(E,) > m(E)—%.

Ademés, por i) para cada n, existe K,, compacto K,, C E, (d1s]untos dos a dos) tal que
N

m(K,) > m(E,) — 5. Sea K = {J K, compacto (cerrado y acotado), K C E y entonces

n=1

N

m(K) = Zm(K)>Zm Z n+1>m(E)—§—§:m(E)—e

=1
<£
2

Luego Ve > 0, existe K compacto, K C E y m(K) > m(E) — ¢ (6). De (5) y (6) resulta
m(E) = sup{m(K) : K compacto y K C E}. O

6.2. LA CLASE DE LOS CONJUNTOS MEDIBLES LEBESGUE.

Nota 1 EI Teorema 3 establece que todo conjunto de Borel es medible Lebesgue, es decir que f C M.
Luego veremos que la inclusion es estricta, esto es, que existen conjuntos medibles Lebesgue que no
son borelianos. Mostraremos también que existen conjuntos en R que no son medibles Lebesgue.
Tendremos ast que

p e M&P(R)

Comenzamos mostrando la existencia de conjuntos no medibles.

Teorema 7 Existen en R conjuntos no medibles Lebesgue.

dem: Definimos en R la siguiente relacién de equivalencia:

X1 ~x2®x1—xzeQ
Sea E, la clase de equivalencia de x € IR. Dadas E,, y E,, se verifica que

E,=E, o E,NE,=0 y R=UE;
xeR

Notemos que Eg = Q. Six € R, E, ={y € R: y = x + 1, r € Q}. Notemos ademads que
en cada clase E, existen ntimeros reales positivos tan pequefios como se quiera. En
efecto, sea E, y ¢ > 0 veamos que existe y € E; talque 0 < y < e. Comoy = x +7,
r € Q bastaria elegir r € Q tal que —x < r < —x + ¢. Ahora de cada clase E, elegimos un
ntmero y tal que 0 < u < 1 de modo que si E,, = E,, los elementos i1 y u» elegidos en
ellos coincidan.

Sea F el conjunto de los ntiimeros u asi elegidos. Mostraremos que F no es medible.
Supongamos que lo fuese. Para cada k = 2,3, ... definimos Fy = F + % Cada Fy es
medible, siendo m(Fy) = m(F). Ademds Fx N F; = 0 sik # jy Fx C [0, 1] Vk. Entonces
para todo N € IN tendremos (pues son disjuntos)

Fr UF3U...UFny C[O,l]

Se concluye que

N+1 N+1
m(UJ Fo) = Y, m(F)<m[0,1]=1= Nm(F) <1 VN (14)
k=2 k=2 =m(F)
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entonces m(F) = 0. Ahora, para cada r € Q definamos G, = F + r, G, es medible y

m(G,) = m(F) = 0. Ademds G, NG, =0sir #sy J G, = R, pues si x € Ry racional,
reQ
sea x = 19 € Q entonces 1y € E, sea 1y € Q el elemento elegido de E, para formar

F. Tenemos 7y = o + (1o — o) € F+ (ro — po)= Gyy—po- Six € I, x € E,, sea u, € E, el
€Q
elegido para integrar F. Notemos que x ~ yu, y por tanto x — u, = s € Q. Sigue que

X =lUy+s€F+s=G;cons = x — . Se obtiene entonces que

UG =R y ) mG,)=0=m(R) contradiccién
reQ reQ

Se concluye que F es no medible Lebesgue. m|

Corolario 2 Todo conjunto medible Lebesgue de medida positiva contiene un subconjunto no me-
dible.

Lema 5 Sea F el conjunto no medible construido en la prueba del teorema de existencia de conjuntos
no medibles Lebesgue, y sea E un conjunto medible Lebesgue tal que E C F. Entonces necesariamente
debe ser m(E) = 0.

dem: Para k = 2,3, ... definimos Ex = E + 1 y Fx = F + 1, cada Ey es medible y m(Ey) =
m(E). Ademds como E C F resulta E; C Fy y siendo los Fj disjuntos, serdn también

disjuntos los E;. Como cada F; C [0,1] serd E; C [0,1]. Dado cualquier N € IN, se
N+1

tendrd E,UE3U...UEy,1 C [0,1] entonces Y, m(Ex) <1 = Nm(E) <1 YN = m(E) = 0.
k=2

O

Lema 6 Sea E un conjunto medible Lebesgue tal que E C [0,1] y m(E) > 0. Entonces existe un
conjunto no medible P tal que P C E.

dem: Sea F el conjunto no medible del teorema anterior y para cadar € Qsea G, = F +7,

Grnoesmedibley G, NG; =0sir #sy |J G, = R. Descomponemos E en la forma,
reQ
E = U(ENG,) (1). Veremos que al menos uno de los ENG, es no medible. Supongamos
reQ
que todos fuesen medibles. Observemos que ENG, = EN(F+7) = (E—r)NF + 7 pues

xeEN(F+r)eoxeEyx=u+rnucFex-re(E-r NnFexe(E-rNF+r.
Tenemos entonces que (ENG,) —r = (E—r)NF C F. Como E N G, — r es medible
(trasladado de medible) aplicando el lema anterior concluimos que m(E N G, —r) =
0= m(ENG, =0VreQyentonces m(E) = 0 contradiccién. O

dem: del corolario 2. Sea E medible, m(E) > 0, existe ky € Z tal que m(E N [ko, ko + 1]) > 0.
Sea E = (E N [ko, ko + 1]) — ko que resulta medible y m(E) = m(E N [ko, ko +1]) > 0y
E c [0,1]. Existe por lema 6, P C E, P no medible, pero tomando P = P + k; se tendréa P
no medible, P C E N [ko, ko + 1] C E. O

Mostraremos ahora la existencia de conjuntos medibles Lebesgue que no son borelianos.
Utilizaremos la denominada funcién de Cantor.
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La funcién de Cantor.

El conjunto de Cantor se define como la intersecciéon de F, donde cada F, es la unién
de intervalos cerrados disjuntos (definidos en la unidad 1). El complemento de F, respecto
al intervalo [0, 1] es la unién de intervalos abiertos J,; parai = 1,...,2" — 1. Por ejemplo,
Fl = [O/ %] U [%/1] y ]1,1 = (%/ %)/ FZ = [0/ 31_2] U [32_2/ 3_33] U [3%/ 3_72] U [3%/ 1] y ]2,1 = (%/ %)/ ]2,2 =

2,8), Is = (£,9). En cada etapa, hay 2" intervalos cerrados y 2" — 1 intervalos abiertos
disjuntos. Para cada n € IN definimos ¢,(0) = 0, ¢,(1) = 1 y sobre el intervalo J,; para
i =1,..,2" -1 la funcién continua ¢, poniendo ¢,(x) = zl—n six € J,; y la completamos
seccionalmente lineal y continua. Né6tese que son crecientes y ademas |(41(x) — u(¥)| < 557
Vx € [0,1] (1). Veamos que la sucesion (¢,) es uniformemente convergente sobre [0,1] a

una funcién continua ¢. Si ¢(x) = lim ¢,(x), ¢ es constante sobre cada J,;. En efecto,
On = P14+ (P2 — P1) + (P3 — @2) + ... + (Pn — Pp—1). Py, €s la n—ésima suma parcial de la serie

¢1+ ). (¢pr — Pr-1) siendo esta serie uniformemente convergente sobre [0, 1] en virtud de (1).
k=2
Ademads ¢ es continua y creciente, se conoce como la funcién de Cantor. Es claro que es

monodtona creciente y su restriccién a cualquiera de los intervalos es constante.
Teorema 8 Existen conjuntos medibles Lebesgue que no son borelianos. (f G M).

Lema 7 Si f es una funcién continua y estrictamente creciente con dominio R y recorrido R, la
imagen por f de todo conjunto de Borel es un conjunto de Borel.

dem: Sea f : R — R continua, estrictamente creciente y sobreyectiva (observemos que es
biyectiva). Sea D = {E €  : f(E) € B}. Veremos que D es una o-dlgebra y que contiene
a los intervalos.
1°) D es o—algebra.
-f(R)=R=ReD.
-~EeD=CEcDpuessiEeD = f(E) € p = Cf(E) € py como f es sobre, resulta
f(CEyep=CEeD
-(E)T cD= f(E,)epVn= U f(E,)=f(UE,)€ep=UE,€D.
2°) D contiene a los intervalos. Si I es un intervalo, como f continua = f(I) es un
intervalo= f(I) € fluego I € D.
Concluimos que si 7 es la familia de todos los intervalos, tendremos 7 C D y D es
o-dlgebra, sigue que  C D pues 1 es un sistema de generadores de f3. |

dem: del teorema 8. Sea ¢ la funcién de Cantor. Extendemos ¢ a toda la recta poniendo

0 six<0
Px) =4 Px) si0<x<1
1 six>1

Resulta ¢ continua en IR, creciente y constante sobre cada J,;. Definimos la funcién
f(x) = x + ¢(x), serd f continua en IR, estrictamente creciente y su recorrido es R,
luego f transforma conjuntos de Borel en conjuntos de Borel. Sea K un conjunto de
Cantor, K es medible, K € My m(K) = 0. Tenemos [0,1] = KU (CK N [0, 1]) y resulta
£([0,1]) = f(K)U f(CKN[O,1]) (unién disjunta). Notemos que como f es estrictamente
creciente, f([0,1]) = [f(0), f(1)] = [0,2]. Ahora

m(f([0,11)) = m([0, 2]) = 2 = m(f(K)) + m(f(CKN[0,1])) ()

68 Funciones Reales-LM GFR-2015



Funciones Reales Medidas

Veamos que m(f(CK N [0,1])) = 1. Tenemos que CK N [0,1] = JI,, con (I,,){” intervalos
abiertos disjuntos y por tanto f(CKN[0,1]) = f(UI,) = U f(I.), donde los (f(I,));* son

intervalos abiertos disjuntos. Luego
m(FCKN0,11) = X m(fU) = L IfU) = . 1)

pues I, = J,; para algtniy asisil, = (a,b), f(I,) = (f(a), f(b)) = (a+ P(a), b+ P(b)) ¢:
(a+ ¢(a), b+ P(a)). Pero
1= ¥ I(1,) = m(CK N [0,1])
n=1

Volviendo a (¥) se tiene que m(f(K)) = 1 > 0. De acuerdo con el corolario existe un
conjunto no medible A tal que A C f(K). Tendremos que f!(A) C K y puesto que
m(K) = 0, resultara f'(A) medible Lebesgue por ser completa la medida de Lebesgue.
Veamos que f~'(A) no es boreliano, si suponemos que f'(A) € B tendriamos que
A = f(f"1(A)) € B pero esto es falso pues A ¢ My g c M. Conclusion f~1(A) e My

f(A) ¢ B O

Teorema 9 La g-dlgebra M de los conjuntos medibles Lebesgue en R es la completacion del dlgebra
de Borel con respecto a la medida de Lebesgue m. Explicitamente, todo conjunto medible Lebesgue E
es de la forma E = BUN, donde B es un conjunto de Borel y N es un conjunto para el cual existe un
boreliano By tal que N C By y m(B;) = 0 siendo m(E) = m(B).

dem: Sea E € M. Mostraremos que existen B € B, B € ftal que BC E c By m(E - B) =
m(B - E) =
Consideremos primero m(E) < co. Existe una sucesion creciente de compactos (K,,) y
una sucesion decreciente de abiertos de medida finita (O,) tales que K, C E C O, ¥n
y lim m(K,) = m(E) = lim m(O,).
(De un teorema anterior existen (A,) abiertos y (B,) compactos tales que m(E) <
n

m(A,) < m(E) + Ly m(E) > m(B,) > m(E) — + y podemos considerar O, = () Ay,
k=1

:UBk)-
Sean B = UK y B = ﬂOn,Be,B BepyBcCECB. Ademas(porprop051c1on2)
n=1

m(B) = hm m(K,) = m(E) = hrn m(0,) = m(B) = m((E-B)=m(B-E) =
C0n51deremos ahora el caso m(E) = +00. Sea (I,;) una sucesiéon de mtervalos acotados

disjuntos tales que U I, = R. Sea E, = E N1, entonces m(E,) < ooy U E, = E

n=1
Por lo anterior para cada n existen borehanos B, € B, B, E B tal que B, C E, C B,

y m(E, — B,) = m(B, — E,) = 0. Sean B = UB y B = UBn,resultanBBeﬁy

nl n=1

BCEcCB AhoraE—B = |JE, - UB = UE.N OCB,) ¢ U(E, — By, luego
n=1 n=1 n=1 n=1
cCB,

m(E - B) < Y. m(E, — B,) = 0. Andlogamente m(B — E) =
n=1
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Conclusién si E € M, existen B€ 8, B € ftalque BC E C By m(E—B) =m(B-E) =0.
AhoraE=BU(E-B)=BUN,siendkoN=E-BcB-B=B, € fentonces N C By € 8.
Ademas m(By) = m(B — B) = m(B—E) + m(E—-B) =0.0Oseaque E=BUN con B € f,
N C By € B, m(B;) = 0. En particular m(E) = m(B). O

6.3. LA CLASE DE LAS FUNCIONES MEDIBLES LEBESGUE

Definicién 15 Sea E un conjunto medible Lebesgue en R. Se dice que una funcién f : E — R es
medible Lebesgue vy notamos L, si es medible cuando se considera sobre E la o-dlgebra inducida
por la dlgebra M (0 Mg), y sobre R la o-dlgebra de Borel extendida.

Ejemplo 5 1) Toda funcién medible Borel es medible Lebesgue.

2) Toda funcién continua es medible Lebesgue.

3) La funcion caracteristica de un conjunto medible Lebesque es medible Lebesgue.
4) Toda funcién escalonada es medible Lebesgue.

5)Si f: E - R es medible, o sea f € Ly g: E — Res tal que g(x) = f(x) pctp en E, en-
tonces g también es medible Lebesgue.

6) Si (fu) es una sucesion de funciones medibles Lebesgue sobre un conjunto E € M, y esta su-
cesion converge pctp sobre E a una funcion f, entonces f es también medible Lebesgue.

Nota 2 La sucesion (x") converge puntualmente a la funciéon nula sobre el intervalo [0,1) , pero
la convergencia no es uniforme. Sin embargo, para cualquier niimero 0 < a < 1, la sucesion es
uniformemente convergente a f = 0 sobre el intervalo [0, a].

El teorema de Egoroff, que veremos a continuacion, extiende este principio de un modo general a
sucesiones de funciones medibles.

Teorema 10 (Egoroff) Sea E € M de medida finita, y sea (f,) una sucesién de funciones medibles
Lebesgue, a valores reales, definidas sobre E. Supongamos que esta sucesion converge puntualmente
pctp sobre E a una funcién f a valores reales. Entonces, para cada ¢ > 0, existe un subconjunto E,
de E tal que m(E — E,) < ¢ y la sucesién converge uniformemente a f sobre E..

dem:Sea¢ > 0,sea A = {x € E : lim f,(x) = f(x)}, por hip6tesis E—A es medibley m(E-A) =
0. A resulta también medibfe—,)o;demésx ceAe li_1r>1£1o fa(x) = f(x) © Vo > Oexisten, € N
tal que [f,(x) — f(x)| < 0 ¥n > n, & Yk € N gxiste ne € N tal que [f,(x) — f(x)] < 1
Vi > m & Vk € Nexiste n, € N tal que x € () {x € E: [fu(¥) — f()] < 1} & Vk € N,

n=ny

xe U MrxeE:|fix)—f)l<t}e Yk e N, x € UE, © x € (U Ey. Luego
n=1 j=n n=1 k=1n=1
Ek,n
A = (N U Eky. Los Ei, son medibles (f es medible por ser la medida completa).
k=1n=1

Tenemos A C |J Ex, C E (1). Puesto que m(E — A) = 0 y son conjuntos de medida
n=1
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tinita se tiene que m(A) = m(E) (2). De (1) y (2) sigue que m( 6 Ein) = m(E) (3). Ahora
n=1

Epn = ﬁ{x € E:|fj(x)— fx) < 3} 'ﬁl x € E: |fi(x) — f(x)] < 1} = Expus1 Y1 luego
j=n j=n+

E - Ek,n OE- Ek,n+1 Vn.
De donde m(((E — Ex,,)) = lim m(E — Ej ).
n=1 n—oo

Ademds, m(ﬁ (E - Ei)) = m(r“ﬁ (E N CEx) = m(E N (N CExn)) = m(ENC U Exy) =
n=1 n=1

m(E — U Ekn) = O Por lo tanto

n=1

lim m(E - E,) =0 Vke N (4)

n—oo

Ahora por (4), para ¢ > 0 dadoy para cada k € N existird n; € IN tal que m(E—Ey,) <
Vn > ny.

£
2k

Sea E, = () Ek,,, E. es medible Lebesguey E, C E. Veamos que m(E—E,) < ey f, = f
k=1

uniformemente sobre E.. En efecto, m(E — E.) = m(E — ﬂ Ein) =mENC ﬂ Ein) =

m(EN UCEknk) = m(U ENCEky) = m(U(E Ein)) < Z M(E — Eg,) < Z

k=1
Seax € E, :>erknkaelN seaa>0 seak e]Ntalquek—<oyseank N, € IN.

Six € Egn, = Ifi(x) — f(¥)] < kl < 0 Yj 2 N,. Conclusién dado o > 0 existe N,
(independiente de x € E,) tal que |fj(x) — f(x)| < 0 ¥j > N, Vx € E.. Luego f, — f

uniformemente sobre E.. O

El préximo teorema establece la relacién que existe entre la propiedad de medibilidad de
una funcién y su continuidad. Se demuestra que se puede restringir una funcién medible
a un subconjunto de medida arbitrariamente préxima a la del dominio original, y sobre el
cual la funcién dada sea continua.

Teorema 11 (Lusin) Sea E un subconjunto de R medible Lebesgue y sea f una funciéon medible
Lebesgue definida sobre E, a valores reales. Entonces, para cada € > 0, existe un subconjunto cerrado
F.deE, tal que m(E — F.) < € y f es continua sobre F..

dem: 1°) Consideremos el caso que f sea una funcién simple medible sobre E. Esto es,

f= Z a;xe; donde los E; son medibles y disjuntos 2 a 2, los (a ])N son todos distintos
]_

(ynonulos). AsiE; = {x € E: f(x) =a;}paraj=1,.,N,E;CEVYj= UlEj C E. Sea
]:

N
Ens1 = E - U E;. Observemos que f es constante sobre cada E;. Sea ¢ > 0, para cada
j=1
N+1
SeaF = JFjFes
j=1

j=1,.,N + 1 existe un cerrado F; C E; tal que m(E; — Fj) < N+1

N+1

cerrado, FC Eym(E—F) = ), m(E; - F;) < ¢.Y f es constante sobre cada F;, lo cual
j=1

implica que f es continua sobre cada F;, los F; son cerrados disjuntos 2 a 2, entonces
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f es continua sobre F.
2°) Sea f medible sobre E. Existe una sucesion (f,) de funciones simples que converge

puntualmentea f. (f = f* = f~, ¢, / f*, Py / f~, fu = ¢ — P, — f). Por la primera

parte para cada f, existe un cerrado A, C E tal que m(E — A,) < 57 y f, continua

sobre A,. Sea A = (| A,, A es cerrado, A C E, todas las f, son continuas sobre A.

n=1

Ademas m(E—A) = m(E— ﬂ A,)=mENC ﬂ A,) =m(EN U CA)) = m(U ENCA,) =

n=1

m(U(E An)<zm(E An)<z_:§:€ (1)

Sean Br=AnN {x E R: k 1 < |x| < k} conjuntos medibles, de medida finita, disjuntos

2 a2y tales que A = U By. Ademas f, — f|p, puntualmente sobre By. Aplicando el
k=1

teorema de Egoroff, existird un conjunto medible Cy C By tal que m(By — Cy) < 557

y f» — f uniformemente sobre C;. Para cada k € N existe Fx C C, Fy cerrado

tal que m(Cy — Fy) < 5. Sea F = U Fr, notemos que los Fy son cerrados y Fy C
k=1
By c {x e R: k-1 < |x|] < k} entonces F cerrado y f, — f uniformemente sobre

Fi. Sigue que f sera continua sobre cada Fx. Nuevamente como los F; son cerrados
disjuntos, f resulta continua sobre F = U Fr. Ademas E—F = (E—-A)U(A-F) yluego
m(E — F) < m(E — A) + m(A F) < e + m(A F) por (1) Ahora

A-F= UBk—UPk—UBkﬂCUFk—U(BkﬂCUPk) U(BkﬂﬂCFk)CU(Bkﬂ
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

CF,) = G(Bk —Fy), luego m(A — F) < kim(Bk _F) < ki(m(Bk ~C) + m(Cp - F) <
Z (2k+1 2k+l) = <. O

Teorema 12 Sea E un subconjunto medible Lebesgue y sea f una funcién medible Lebesgue definida
sobre E, a valores reales. Entonces, para cada € > 0, existe una funcion continua g definida sobre R
tal que m({x € E : f(x) # g(x)}) < €. Ademds, si |f(x)| < M sobre E, g puede ser elegida tal que
|g(x)] < M sobre R.

Necesitaremos el siguiente lema.

Lema 8 Sea f una funcién continua definida sobre un subconjunto cerrado F de R. Entonces existe
una funcién continua g definida sobre R que es una extension de f. Ademds, si |f(x)| < M sobre F,
g puede ser elegida tal que |g(x)| < M sobre R.

dem: del teorema. Sea E C R, E medible Lebesgue y sea f : E — R medible Lebesgue.
Sea ¢ > 0, por teorema Lusin existe un cerrado F C E tal que f es continua en F y
m(E — F) < e. Por el lema, existe g : R — IR continua tal que g(x) = f(x) en F. Entonces
{x € E: f(x) # g(x)} € E—F (1). Notemos que {x € E : f(x) # g(x)} = {x € E :
|f(x) — g(x)| > 0} y f y g son medibles luego {x € E : f(x) # g(x)} es medible Lebesgue
y por (1) m({x € E : f(x) # g(x)}) < m(E — F) < ¢. Ademaés del lema, sigue también que
si|f(x)] < M Vx € E, se puede obtener g tal que [g(x)| < M Vx € E. O

dem: del lema ejercicio.
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El principio establecido en el teorema de Lusin puede ser formulado de una manera que
nos recuerda el teorema de aproximacién de Weierstrass.

Teorema 13 (Fréchet) Sea E un conjunto medible Lebesgue y sea f una funcién medible Lebesgue
definida sobre E, a valores reales. Entonces existe una sucesion de funciones continuas (g,) sobre R,
tal que lim g,(x) = f(x) pctp x € E.
1n—00
dem: Aplicaremos el teorema anterior, para cada n € IN, existe g, : R — R continua tal

que m({x € E: g,

— f pctp en E. Observemos que

x e E:Jdke N/ gux) = f(x Vn >k} = G ﬁ{x € E : g,(x) = f(x)}. Por lo tanto,

k=1 n=k
D=CefxeE:dke N/ gu(x) = f(x) ¥Yn >k} = ﬁ G{X € E: g,(x) # f(x)}. Luego para
k=1 n=k
todoke N, D C G {x € E: gu(x) # f(x)} y entonces
n=k
m(D)<m(U (xeE: g () # f()}) < Zm(xEE @) # FO) < z 5 :% vk

luego m(D) = 0. Por lo tanto Vx € E — D existe k € IN tal que g,(x) = f(x) Vn > ky por
tanto lim g,(x) = f(x) Vx € E—D con m(D) = 0 luego g, — f puntualmente pctp en E.
O
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Parte V
INTEGRACION.

§1. INTEGRACION ABSTRACTA.
Consideraremos (X, @, 1) un espacio con medida.

1. LA INTEGRAL.

1.1. LA INTEGRAL DE FUNCIONES SIMPLES.

Definicién 1 Se denomina funcion simple a toda funcion que asume solamente un niimero finito
de valores reales.

n
Proposicién 1 Una funcion simple medible ¢, puede ser representada en la forma, ¢ = ). a;xg,,
j=1

donde los a; son niimeros reales y los E; son conjuntos ®—medibles. Entre estas representaciones
existe una en la que los coeficientes a; son distintos y los conjuntos E; son disjuntos dos a dos. A tal
representacion la denominaremos representacion normal de ¢.

dem: Sean {ay, ...,a,} los valores que asume ¢ y sea E; = {x € X : ¢(x) = 4;}, como ¢ es
®-medible es E; € ® y como a; # aj, E; N E; = 0. Ademaés resulta p(x) = ). a;xg(x)

j=1
Vx e X. O

Notaciéon: M*(X, @) familia de funciones medibles sobre X a valores reales extendidos, no
negativos.

n
Definicién 2 Si ¢ es una funcién simple en M*(X, @) con la representacion normal ¢ = ). a;xt,

j=1
definimos la integral de ¢ con respecto a |1 como el niimero real extendido

Jdu = ¥ aju(E))
j=
Si E € @, definimos la integral de ¢ con respecto a 11 sobre E, como el niimero real extendido

Jeodu = [ xedu

Observacién 1 1) En la definicion utilizamos la convencion 0.0c0 = 0 (si u(E;) = oo para algiin j),
en particular dey = 0u(X) = 0, tanto si u(X) es finito o es +oo.

2) Notemos que si @ es una funcion simple en M*(X, D) también @xg es una funcion simple
n n n

en M* (X, ). En efecto si ¢ = Zlaj)(gj, PXE = Zl aXEXE = Z‘lllj)(Eij.
j= j= j=

3) Observemos que en la definicion de f @du no se presenta el caso (—oo) (+00) pues ¢ es a va-
lores no negativos.
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Proposicién 2 Sea ¢ una funcion simple en M*(X, @), supongamos que puede representarse por

n
Q= Zl ajxe,; con E; disjuntos 2 a 2, pero los a; no necesariamente distintos. Entonces
]:

[ pdu = ]Zl a;u(E))

dem: Sea c uno de los valores asumidos por ¢ y sea A = {x € X : ¢(x) = ¢} = U E;.
ajZC
Sean cj, ..., ¢, los valores distintos asumidos por ¢. La representacion normal de ¢

serd ¢ = kgl CkXa,,, resulta que f pdu = ki—él cki(Ac,). Ahora u(A.,) = Y. u(Ej), pues los

Elj:Ck

E; son disjuntos, entonces f(pdy = f cr(Ag,) = i a( X u(Ey) = i aju(E;). O
k=1 k=1 j=1

ﬂj:Ck

Proposicién 3 a) Si @, v son funciones simples en M* (X, @) y c € RY, entonces valen las propie-
dades de linealidad:

fcqody = cf(pdy
J@+vdu = [odu+ [vip

b) Si ¢ es una funcion simple en M* (X, D), la funcion de conjunto

A d-oR
E — AE)= [ pdu

es una medida.
dem:a)Sic =0, f Opdu=0=0 f pdu.Sic > 0,sealarepresentacionnormalde ¢ = ) a;x¢,,
j=1
entonces cp es simple en M*(X, @) y su representacién normal es cp = ), cajxg,; luego

=1

fapdp = Zicajp(Ej) =c .Zlaf/“l(Ef) = cfgody.
]: ]:

Sean¢ = ) ajxg, yv = ) bxxr, funciones simples en M*(X, ®) dadas por su represen-
j=1 k=1

n m n m
tacion normal, entonces +v = ) a;xe, + ). bexr, = ). Y. (a;+bi) XEnr,- Notemos que si
=1 k=1 j=1 k=1

(j1,k1) # (j2, ko) se tiene que (E iWn Fkl) N (E N sz) = (). Luego aplicando la proposicion

anterior (pues {E; N Fi};x son disjuntos) resulta f (p+v)du = i f (aj + b )u(E; N Fy) =
j=1k=1

n m n m

Y Y auE;NF)+ X Y bru(E;NFy) (D).

j=1k=1 =1 k=1

Notemos que X = JE; = UF, por lo tanto E; = E; N X = [J(E; N Fi) luego
=1 k=1 k=1

w(Ej) = kZ u(E; N Fy), andlogamente Fy = F, N X = U1(Fk NE)y u(Fy) = Zl u(Fr N Ej)
=1 j= j=
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1.2.

(pues {E; N FiJx y {Fx N E;}; son disjuntos).
Volviendo a (1) tenemos

[(@ +v)du

i f aju(E; N Fy) + f i bru(Ej N Fy) =

j=1k=1 k=1 j=1

= Lo X p(E;NF) + L b X w(E; N Fi)=
=1 k= -

H(Ej) w(Fy)

= [du+ [viy

b) Sea ¢ = }. ajXg; (con su representacién normal) simple en M"(X, ®). Sea E € O,
j=1

tenemos A(E) = ngody = f(p)(Ed[.l = Zlajy(E NE) (2).
]:
Consideremos la funcién de conjunto

E — ui(E)=uwENE))

— 1 esta bien definida, ENE; € ® VE € .
—pjesunamedida: i) u;(0) = u(@NE;) = u(@) = 0.ii) u;(E) = u(ENE;) > 0.iii) Si (F,) C P

son disjuntos, ‘u]-(n@l F,) = y(ng (F,, N E]->) = niy([—’n N E]-) = :2:‘1 u; (Fn) ({F, N Ej}, son
disjuntos).

Volviendo a (2), tenemos A(E) = i ajui(E) osea A = i ajujdondea; > 0y u; es una
medida Vj. Se concluye que A es 1]1_11a medida. a |

LA INTEGRAL DE FUNCIONES MEDIBLES NO NEGATIVAS.

Definicién 3 Si f € M*(X, @) definimos la integral de f con respecto a u como el niimero real
extendido

ffdy = sup {f(pdy : ¢ simple medible, 0 < ¢ < f}

Si E € @, definimos la integral de f con respecto a i sobre E, como el niimero real extendido

Je fp = [ f xedu

Observacion 2 1) Escribimos brevemente

[ fdu = sup [ opdu
0<p<f
@ simple

2) Si f e M*(X, D) y E € ® notemos que fxg € M*(X, D).

Proposiciéon 4 (Comparacién) a) Si f € M* (X, @), g € M*(X,P) y f < g entonces

[ fau < [ gdu
b)Si fe M*(X, D)y E,F € ®, E C F entonces
Jo fp < J; fdu
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dem: a) {f @du : ¢ simple medible, 0 < ¢ < f} C {fvdy : v simple medible, 0 <v < g}y
por tanto ffdy = sup fgody < sup fvdy = fgdy.

0<p<f O<v<g

¢ simple v simple
b)SIECF = xp<xryfe M (X,®) = fxe < fxrpora)serd [ fxedu < [ fxrdy =
fEfd‘u < fFfdy. O

Teorema 1 (convergencia mondtona o de Beppo Levi) Sea (f,)}° una sucesion mondétona creciente
de funciones en M*(X, @) que converge puntualmente a f entonces

[ fau=1im [ f,du

dem: Observemos que f € M*(X,®) y por tanto estd definida f fdu. Por otra parte,
siendo (f,) creciente y f, — f puntualmente, tenemos por proposiciéon anterior a) que

[ fudy < [ fumdy < [ fdu V¥n. Se concluye que existe
lim [ fodu < [ fdu (1)

Sea ¢ simple medible tal que 0 < ¢ < f. Sea @ € R tal que 0 < a < 1. Consideremos
para cada n el conjunto A, = {x € X : f,(x) > ap(x)}, A, € © Vn (pues f,, ¢ son

medibles). La sucesién (A,) es creciente y X = G Ay, pues si x € X, observemos que
a@(x) < f(x), puesto que f, /" f existird n tal c_[lr;:e1 fa(x) > ap(x) luego existe n tal que
x € A, y entonces x € G A,
Consideremos la med?ala positiva A definida por la funcién simple ¢ > 0, por A(E) =
fE @du, para E € ®. Concluimos que sera

AX) = lim A(A,) = lim [, pdy

Tenemos queencada A, esa@(x) < f,(x) = apxa, < fuXa, zfago)(Andy < ffn)(Andy =
o awdu < [, fudp < [ fudy.
Tomando limites

a lim fA pdy = aA(X) < lim ffndy

por tanto
a [ @du < lim [ fdu

Hemos fijado ¢ y 0 < a < 1. Dejemos fija ¢ y hacemos a — 1, resulta
[ pdu < lim [ fudu
Tomando supremo entre ¢ simples tales que 0 < ¢ < f tenemos

sup Jodu= [ fdu<lim [ fdu ()
<p<
@ simple

De (1) y (2) resulta ffdy = lim ffndy. |
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Proposicién 5 (Linealidad) a) Si f € M*(X,®) y ¢ € R}, entonces cf € M*(X, D)y fcfdy =
cffdy.
b) Si f, g € M*(X, @) entonces f + g € M*(X, D)y f(f +Q)du = ffdy + fgdy.

dem: a) Es obvio que cf € M*(X, D). Veamos fcfdp = cffdy. Sic = 0 trivial. Sean ¢ > 0
y (¢,) una sucesion creciente de funciones simples medibles que converge a f (existe
por lema 4 de la unidad 3) entonces (cg,) tiene esa propiedad y cp,, — cf por teorema
de Beppo Levi y proposicion 3 tenemos

fcfdy:%i_r)gfapndyzylli_r)gchondy:c&i_r){)\of(pndychfdy

b) Es claro que f + g € M*(X, @). Sean (¢,,), (v,) sucesiones crecientes de funciones
simples medibles que convergen a f y g respectivamente entonces (¢, +v,) / f + g
y entonces tenemos

f(f +g)dy = lim f((Pn +vy)dy = lim f(PndH + lim fvndy = ffd[J + fgdp O
Teorema 2 (Lema de Fatou) Si (f,);° es una sucesién de funciones en M* (X, @) entonces

[ i < m [ fd

dem: Observemos que f = limf, es una funcién en M*(X, @) pues f = limf, = sup }’{nf frr
n >n
paracadan, sea g, = inf fir §n € M (X, D). Ademas (g,) es una sucesion creciente que
>n

converge puntualmente a f, por teorema de Beppo Levi se obtiene
[ fdy = im [ g,y (1)

Ahora para cada n, resulta g, < fy Yk > n y por tanto f gndu < f frdu Yk > ny luego
para cada n resulta

Jgudp <inf [ fidu ()

Observemos que ambos miembros en (2) son sucesiones crecientes resultando

lim [ g,dy < lim inf [ fidy = sup };Q,fffkd# =lim [ fudy  (3)

n—00 n—oo k>n

De (1) y (3) se obtiene que ffdy = flimfndy < li_mffndy. o
Proposicién 6 Sea f € M* (X, @) entonces la funcion de conjunto

A d-oR
E — AE)= [, fdu

es una medida. Para cada § € M*(X, D) se tiene

[ gdr = [gfdu
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dem: i) Veamos que A es una medida. A estd bien definida. Ademés A(0) = f@ fdu =
ff)(@dy— dey:O Si E € ®, como () C E tenemos fa)fdy<ffdy:>O<A(E) Si

(E;) C @y son disjuntos dos a dos, sea E = U E,, observemos que xg = Z XE, Y por
n=1

tanto A(E) = [, fdu = [ fxedu = [ foEndu z [ fxe,du = 2 Ji. fdu = zws)

ii) Supongamos primero g € M+(X CD) es 51mple no negatlva y cuya representac1on

normal es g = Za])(g Entonces fgd)\ Za] (E)) = Z a]fE fdu = Za]ff)(g du =

=/ z aifxedu = | f<j§1 axe)dp = [ fedu.

Sea ahora § € M*(X,®). Sea (¢,) una sucesion creciente de funciones simples no
negativas que converge puntualmente a g. Para cada n ya vimos que vale

[ @udA = [@ufdu (1)

Notemos que (¢, f) es una sucesion creciente en M*(X, D) que converge a ¢f luego

tomando limite en (1)
lim f(pnd/\ = 11m fgonfdy

n—00

tenemos por Beppo Levi que f gdA = f gfdu. ]

Nota 1 El hecho de que sea fgd/\ = fgfdy Vg € M*(X, @) se expresa poniendo dA = fdu.

Se plantea la siguiente prequnta, dado un espacio con medida (X, @, ) y cierta medida A sobre la
o—dlgebra @ ;existird una funcion f € M*(X, D) tal que dA = fdu? La respuesta a esta pregunta
la dard el teorema de Radon-Nikodym.

2. FUNCIONES INTEGRABLES.
2.1. FUNCIONES INTEGRABLES A VALORES REALES.
Notacion. Notamos con Mg(X, ®) a la familia de funciones ®—medibles a valores reales

(no extendido) y con M (X, @) a la familia de funciones ®— medibles a valores reales no
negativos.

Observacién 3 Dada una funcién f definimos f* = max{f,0}, f~ = max{-f,0} resultando

RS il

Definicién 4 Sea f € Mgr(X, @), diremos que f es integrable (o sumable) con respecto a | en
R si las integrales f frdu, f f~du son ambas finitas en cuyo caso definimos la integral de f con
respecto a |1 en IR como el niimero real:

[ fau= [ frap~ [ fdp

Sea f € Mr(X,®)y E € ©, si fEfJ“dy, fEf‘dy son ambas finitas, decimos que f es integrable
sobre E con respecto a 1 y definimos integral de f sobre E con respecto a u como el niimero

real:
Jofdu= [ frdu— [, fdu= [ fxedu

entonces las igualdades: f* =
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Notacién. Notamos con £ = £L(X, D, u) a la familia de todas las funciones integrables de

MgR(X,®).Si f = f+— f~,entonces f € L& f*,f € L.
Proposicién 7 Sea f € Ly sean fy, f, funciones en My (X, @) e integrables tales que f = fi — f

entonces
J fdu= [ fidu~ [ fodp

dem: Tenemos que Yx € X

f(x) = () = fo(x) = f1 () = f(%)

[+ f7(0) = f1(0) + fo(x) 1)

por proposicion anterior es

[fdu+ [fdu=[frdu+ [fdp (2

todas las integrales en (2) son finitas luego

[ hdu = [ fodp = [ frap— [ frdu= [ fau 0
Proposicion 8 Sea f € Mr(X, D). Entonces f € L & |f| € L. En tal caso
[ faul < [1f]au

dem:Tenemosfzf*—f‘y|f| =ft+f luegofel=f'frel=f"+f e€L(pues
[(Fr+f)du=[ frdu+ [ f-du)= |f| € L Porotroladosi|f| € L= f*, f~ € L (pues
<l f < ;;roposic;§n4resulta [ frdu<[|flduy [ fdu<[|fldw)= fe L
Ademas [ fdu = [ f*du— [ f~du entonces | [ fdy| ;mf frdu+ [ f‘dyzo [Ifldu. ©
Observacion 4 Para la integral de Riemann vale:

f integrable Riemann en [a, b] = |f| integrable Riemann en [, b]

Por ejemplo, la funcion
|1 sixeQnla,b]
f(X)—{_1 sixelnla,b]

verifica que |f| = 1 es integrable Riemann en [a, b] pero f no es integrable Riemann en [a, b].

Proposicion 9 Si f € Mgr(X, @) y g es integrable no negativa tal que |f| < g entonces f es
integmbleyflfldy < fgdy.

dem: Por la monotonia de funciones medible no negativas se tiene que f |fldu < f gdu <

o= |fle L= fe Lyvale [|fldu < [ gdu. O

Proposicién 10 (linealidad de la integral)

a) SifeLyozE]Rentoncesozf6£yfafdy:affdy.
b)Sif,ge[entoncesf+ge.Eyf(f+g)dy:ffdy+fgdy.
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dem: a) |af| = lal|f| entonces [lafldu = [lallfldy = lal [|fldy < oo pues f € L = |af| €
L = af € L. Veamos que fafdy = affdy, sia = 0trivial. Sia > 0, como f = f*—f~
serd af = (af)" —(af)” =af' —af luego

[afdu= [aftdu- [af du=a [ frdu—a [ fdu=a [ fdu
Ahora observemos quesi f = f*— f-€ £, —f = —f*+ f~ = f~— f* € Lyvale
[~fap= [ fau~ [ frap=~(f frau~[fdw=-[fip
Cuando a < 0, @ = —|a] luego
Jafdu= [—lalfdy =~ [lalfdu = —lal [ fdu = a [ fdu
b)Sean f = f*—f-yg=g¢"—¢ en L. Como|f+g| <|fl+IglyIfl,Igl€e L=|f+gl€ L

= f + g€ Lpues
[1f +gldu < [1fldu + [Igldu < oo
Ahora f+g = (f*+g") = (f"+g) luego [(f+du = [(f*+g"du— [(f +g )dp =
[frau+ [gtdu= [ fau- [gdu= [ fdu+ [ gdp. 0
Corolario 1 £ = L(X, ®, u) es un espacio vectorial sobre el cuerpo R y la aplicacion

I : L-R
f = 1= [ fdu

es una funcion lineal.
Proposiciéon 11 (Monotonia de la integral) Si f,g € Ly f < g entonces f fdu < f gdu.

dem: Observemos que g— f > 0 es medible e integrable luego es f (g=fdu = f gdu— f fdu
y ademas f(g — fdu > 0. O

Teorema 3 (de Lebesgue o de la convergencia dominada) Sea (f,)}° una sucesion de funciones en
L(X, D, u) que converge puntualmente sobre X a una funcion f a valores reales. Supongamos que
existe una funcion g integrable tal que |f,(x)| < g(x) Vx € X, Vn € IN entonces

feLy [fdu=lm [ fdu

dem: Como |f,(x)| < g(x) Vx € X, Vn € Ny f, — f se tiene que |[f(x)| < g(x) Vx € X. Como
g integrable resulta f € L. De —g(x) < f,(x) < g(x) Vx € X, Vn € IN tenemos que
g—fn =20y g+ f, >0 Vnluego por lema de Fatou, tenemos

Jlim(g~ f)du < lim [(g~ f)du (1)
Jlim(g+ fi)dp < lim [(g+ fi)du  (2)

IN

IA

Ahora
Jlim(g — f)du = [(g— Hdu = [ gdu~ [ fdu
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lim [(¢ — fu)dp = lim( [ gdp — [ fudy) = [ gdu—1im [ fdu
luego por (1) se tiene

Jgdu~ [ fdu < [gdu—lim [ fdu
U
lim [ fdy < [fdp @)
Anéalogamente
Jlim(g + f)du = [(g+ Hdu = [ gdu+ [ fdu
y

lim [(g+ f)dp = lim([ gdp + [ fudy) = [ gdu + lim [ fudu
luego por (2) se tiene
Jsdu+ [ fdp < [gdu+lim [ fdu
U
[fap < lim [ fdp @)

De (3) y (4) sigue que
lim [ fudp < [ fdu < lim [ f,dy
entonces L
lim [ fudy = lim [ fudp = [ fdu
y por tanto existe lim f fadu = f fdu. |

2.2. FUNCIONES INTEGRABLES A VALORES COMPLEJOS.

Notacién. Notamos con Mc(X, @) ala familia de funciones ®—medibles a valores complejos.

Definicién 5 Sea f € Mc(X, @), diremos que f es integrable (o sumable) con respecto a | en
C si las integrales f Re fdyu, f Im fdu son ambas finitas en cuyo caso definimos la integral de f
con respecto a u en C como el niimero complejo:

ffd‘u:fRefd[J+ifImfdy

Sea f € Mc(X,®)yE € D, si fE Re fdu, j:E Im fdu son ambas finitas, decimos que f es integrable
sobre E con respecto a | y definimos integral de f sobre E con respecto a u como el niimero
complejo:

Je fdu = J;Re fdu+i [.Im fdp = [ fxedy

Notacién. Notamos con L= Lc(X, @, 1) a la familia de todas las funciones integrables de

Mc(X, D).

Proposicién 12 (linealidad de la integral)

a)SifeLCyaeCentoncesafeLCyfafdy:affdy.
b)Sif,gELCentoncesf+ge.[:cyf(f+g)dy:ffdy+fgdy.
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dem: ejercicio. O

Corolario 2 L¢ = Lc(X, @, ) es un espacio vectorial sobre el cuerpo C y la aplicacion

I : .LC—)C
f = I(f)= [ fdu

es una funcion lineal.

Proposicién 13 Sea f € Mc(X, @). Entonces f € L < |f| € L. En tal caso
| faul < [f]dp

dem: Tenemos f € Lc © Ref € LyImf € L & [Refl € Ly |Imf|] € £ Como
If| <|Re f| + |Im f| serd

[1f|du < [|Re fldu + [|tm f|du <o = |fle £

Supongamos ahora [f| € L. Como [Ref| < |f| y |[Imf] < |f]| = [Ref]l € Ly
|Im fle L= f € Le.

Veamos ahora que |ffdy| < f|f| du. Si ffdy = 0 trivial. Si ffdy # 0, entonces exis-
te O tal que ffdy = |ffdy|ei9. Sigue que R > |ffdy| = e‘igffdp = fe‘iefdy
JRe(e™f)du y Re(e™f) < ef], luego |[ fdu| = [Re(e™fdu < []e™f]du
J I fldg. 0

Teorema 4 (de Lebesgue o de la convergencia dominada) Sea (f,)}° una sucesion de funciones en
Le(X, D, u) que converge puntualmente sobre X a una funcion f a valores complejos. Supongamos
que existe una funcién g integrable tal que |f,(x)| < g(x) Vx € X, Vn € IN entonces

feLey [fdu=lim [ fdy

dem: Paracadan, f, € Lc > Ref, € Lylmf, € L. Ademéds f, - f © Ref, > Refy
Im f, — Im f. Teniendo en cuenta que |Re f,(x)| < |f,(x)| < g(x) Vx € Xy [Im f,,(x)| <
Ifa(0)] < g(x) Vx € X. Aplicamos el teorema de Lebesgue para funciones reales y
obtenemos queRe f € L, Im f € L = f € L¢ y ademas

fRefd/J = %i_r}gofRefndy y fImfdy = %i_r)gflmfndy
Luego concluimos que
ffdy:fRefdy+ifImfdy: limfRefndy+ilimfImfndy

= %i_r)?o(fRefndy + ifImfndu) = rlll_rilo ffndM o
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2.3. EL ROL DE LOS CONJUNTOS DE MEDIDA NULA.

Proposicion 14 Sea f € M* (X, @) entonces f fdu=0& f =0, u—pctp.

dem: =) Supongamos ffdy =0.Sea E = {x € X : f(x) > 0}, mostraremos que u(E) =0,

esto significard que f = 0, u-pctp. Observemos que E = (J{x € X : f(x) > 1} = G E,.
n=1 n=1

Para cada n se tiene 0 = ffdy > fE fdu = ff)(E”dy > f%){gnd[.l = 1u(E,). Es decir
Lu(E,) <0 = u(E,) = 0VYn, luego u(E) = 0.

&) Supongamos f = 0, u-pctp. Sea E = {x € X : f(x) > 0} sabemos que E € @y
u(E) = 0. Consideremos la sucesion f, = nxg ¥n, observemos que si x € E, f,(x) = n,
lim f,(x) = +o0,six ¢ E, f,(x) = 0, lim f,,(x) = 0. Resulta asi que f(x) < limf, Yx € X

por monotonia y aplicando lema de Fatou tenemos
0< [fdu< [limfydy <lim [ fidu = lim [nyedp = limn p(E)=0
=0

por lo tanto ffdy =0. O

Proposicion 15 Sea f € Mc(X, @) entonces
a) f =0, u—pctp= ffdy =0
b)Ee€®, u(E)=0= [ fdu=0

dem:a) f =0, u—pctp = |f| = 0pctpen M* = [|fldu=0y| [fI< [Ifl=0= [ fdu=0.
b) Observemos que fEfdy = ff)(Edp y que fxe(x) = 0 Vx ¢ E con u(E) = 0. Luego

fxe=0, u-pctp = ff)(Edy = fEfdy = 0. m|

Proposicion 16 Sea f € L¢ y sea § € Mc(X, D) tal que § = f, u-pctp entonces § € L y
[ gdu= [ fay.
dem: Sea N = {x € X : f(x) # g(x)}, entonces N € ® y u(N) = 0. Veamos que g € Lc.
Tenemos que |g] = |glxn + Iglxen. Ahora (por proposicion 14-15) f Iglxndu = 0 pues
Iglxn € M (X, D)y Iglxn =0, u-pctp. Entonces
[lgldu = [Iglxendu = [Iflxendy < o0 = g€ L

Veamos ahora que f gdu = f gxndu + f gXxendu = f fxendy =
=0

sz?_(é\fd# +ffXCNd[J = ffdy. o

Proposicién 17 Sea f € L¢ tal que fE fdu = 0VE € @ entonces f = 0, u-pctp.

dem: Como L, fdu = fE Re fdu+i fg Im fdu = 0, bastard mostrar el resultado para funciones
integrables en IR. Sea f € Ly tal que fEfdy =0VEed.Sean A ={xe X: f(x) >0}y
B ={x € X: f(x) <0} ambos en ®. Sigue que fAfd/J = (0 es decir ff+dy =0= f"=0,
u-pctp. Andlogamente resulta f~ = 0, u-pctp. Luego f = 0, u-pctp. ]
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2.4. FUNCIONES INTEGRABLES DEFINIDAS [/-PCTP.

Observaciéon 5 Sea (X, ©, i) un espacio con medida, sea N € @, u(N) = 0 y sea f una funcion
definida y medible sobre CN. Sean f, f dos extensiones medibles de f a todo X. De acuerdo con la
proposicién anterior, f € £ & f € Ly en tal caso ffdy = ffdy.

Definicién 6 Sea f definida y medible sobre CN, donde N € ® y u(N) = 0. Sea f la extensién por
cero de f definida por

= | f(x) sixeCN
f(x)_{() sixeN

Diremos que f es integrable si f es integrable y definimos la integral de f respecto de u poniendo
[ fdu = [ fdu.SiE € @, definimos [, fdu = [, fdu.

Nota 2 Para funciones integrables definidas u-pctp se extienden resultados obtenidos para funciones
integrables definidas en todo X. Se deja como ejercicio formular tales resultados con la correspondiente
adaptacion.

3. INTEGRALES QUE DEPENDEN DE UN PARAMETRO.
Consideramos F(A) = f f(x, A)du(x) por ejemplo la funcién Gamma I'(x) = fom et 1dt.

3.1. CONTINUIDAD DE UNA INTEGRAL CON RESPECTO A UN PARAMETRO.

Proposicién 18 Sea (X, D, u) un espacio con medida y sea (A,d) un espacio métrico. Sea f :
X x A = C una funcién compleja tal que:

1) Para cada A € A, la funcién x — f(x, ) es ©—medible.

2) Para cierto Ay € Ay cada x € X existe Ah_r))% f(x, A) = h(x).

3) Existe una funcion g(x) integrable sobre X, tal que |f(x, A)| < g(x) Vx € X, VA € A.
Entonces estd definida sobre A la funcion

F(A) = [ f(x, Mdp(x)
y existe
lim F(1) = [ lim f(x, )du() = [hEx)dp)

A—>A0

dem: Observemos que, para cada A € A, la funcién x — f(x, A) es integrable pues estd ma-
yorada por g integrable. Luego estd bien definida F(1) = f f(x, A)du(x). Como (A, d)
es Nj, para probar que existe Ahn} F(A) bastard mostrar que Y(A,) C A tal que A, — A

—A0

resulta lim F(A,) = f h(x)du(x). Sea (A,) una tal sucesién y sea F(A,) = f flx, Ay)du(x),
ponemos f,(x) = f(x,A,) para n € N, tenemos por 3) que |f,(x)| < g(x) VxVn siendo
g integrable sobre X, ademds por 2) (f,) converge puntualmente a h sobre X, luego
por teorema de la convergencia dominada, concluimos que / es integrable en X y

[ 1)t = lim [ f,(dy () = lim F(1,) 0

Corolario 3 Sea (X, D, ) un espacio con medida y sea (A, d) un espacio métrico. Sea f : XX A — C
una funcion compleja que cumple 1) y 3) y tal que

2’) Para cada x € X, la funcion A — f(x, A) es continua.

Entonces estd definida y es continua sobre A la funcién

F(A) = [ f(x, )du(x)
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3.2. DERIVABILIDAD DE UNA INTEGRAL CON RESPECTO A UN PARAMETRO.

Proposiciéon 19 Sea (X, ®, i) un espacio con medida y sea A un intervalo abierto de R. Sea
f: XX A — Cuna funcién compleja tal que:

1) Para cada A € A, la funcion x — f(x, 1) es @—medible.

2) Para cierto Ay € A, la funciéon x — f(x, Ao) es integrable sobre X.

3) Existe %(x, A V(x,A) e X XA.

4) Existe una funcion g(x) integrable sobre X, tal que Ig—’;(x, M <gx)Vxe X, VA € A.
Entonces para cada A € A la funcion x — f(x, A) es integrable y la funcion F(A) = f flx, A)du(x)
es derivable sobre A\ siendo

F) = [ 50 D)

dem: Supongamos f a valores reales (extendemos luego a C). Por 1) para cada A, la funcién
x = f(x,A) es ®—medible, veamos que es integrable. Aplicando el TVM, para cada
x € X ysentre A y Aj se tiene

£, A) = f(x, Ag) = Z(x,5)(A = Ao)
Resulta entonces

[ )] = [ A0)| + B 9|10 = Aol < [fx, Ao)] + 82 1A = Ao

luego x — f(x, ) es integrable por 2 y 4. As{ estd bien definida F(A) = f fx, A)du(x).

Notemos que para cada A, la funcién x - 4 (x A) es ®-medible pues fijado A, sea

(Ay) = A (A, # A Vn), serd entonces 8)\ (x /\) = lim % y luego el limite es

g medible Vn
®-medible. Ademas por 4) es integrable, luego existe la integral f %(x, A)du(x).

Veamos que F es derivable. Bastard mostrar que Y(A,) C A, A, = A (A, # A Vn) existe
lim Z4n-FQ
=

F(L) —FQ) [ O A)du) = [ fox, Ddux)
A=A Ap—A -
fix, An> fx P

=/ du(x

n—oo

Tenemos

f g (x,5,)du(x). Aplicando el teorema de la con-

Sn entre. An
vergencia dommada concluimos que existe

. FA)-FA) _ o
lim e lim [ % (x,sndu(x) = f lim M(x sn)dp(x) = f = (x, 1)du(x). Por lo
tanto existe F/(A) = f %(x, A)dp(x). O

Ejemplo1 F(A) = fooo e X gy, F'(A) = — fooo e sinxdx = e cos x[® + A foo e~ cos xdx =
-1+A (e‘“ sinx|y + A fooo eM sin xdx) =-1-A’F'(A) = F/(A) = 175z = F(A) = —arctan A +C
con F(0) = fooo gy =C

4. INTEGRACION SOBRE ESPACIOS PRODUCTO.

4.1. MEDIDA PRODUCTO.

Definiciéon 7 Sean (X, @x) e (Y, Dy) espacios medibles y sea Z = X X Y. Se denomina rectdngulo
medible a todo subconjunto de Z de la forma A X B con A € ®x y B € ®y. Se denomina espacio
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medible producto al espacio (Z, ©z) donde ©y es la o-dlgebra generada por la familia de rectdngulos
medibles. Se nota @ = Oy X Oy. Llamaremos conjunto elemental a todo conjunto que sea union
finita de rectdngulos medibles. Y notamos Z familia de conjuntos elementales.

Observacion 6 Py coincide con la o-dlgebra generada por Zy. R : familia de rectdngulos medibles.
A : o-dlgebra generada por Zo. RC A= Oy C A. Zy C Py = A C Dy. Entonces Oy = A.

Teorema 5 (Medida producto) Sean (X, @x, 1) e (Y, Py, y) espacios con medida. Entonces existe
una medida Tt definida sobre la o-dlgebra ®; = Ox X Dy tal que

(A X B) = u(A)y(B) YA € ®x VB € Oy (1)
Si las medidas u y y son o—finitas, existe una tinica medida 7 sobre ®z = ©x X Oy que verifica (1).

Lema1 Z es un dlgebra de subconjunto de ®. Todo conjunto en Z, es expresable como union
finita de rectdngulos disjuntos.

dem: ejercicio ]

Lema 2 Sea A X B un rectdangulo medible tal que Ax B = | J A; X B}, siendo los A; X B rectingulos
=1
medibles mutuamente disjuntos. Entonces

HAY(B) = L uw(A)y(B)
j=
dem: ejercicio m]

N Mo

Lema3 Sea E C Zyysean E = |JA; x B; = |J Ax X B dos descomposiciones de E como union
j=1 k=1

finita de rectdngulos medibles disjuntos dos a dos. Entonces

N Mo
'21 u(A)y(Bj) = kZl 1(Ar)y(Br)
j= =
dem: ejercicio o
N
Lema 4 La funcion de conjunto 1y definida sobre el dlgebra Zy poniendo 1io(E) = Y u(A;)y(B))
j=1

N
donde E = | J Aj X Bj es cualquier descomposicion de E como union finita de rectdngulos medibles,
j=1

es una medida sobre la dlgebra Z, lo que significa que:

i) mp(0) = 0.

ii) mo(E) > 0, YE € Z,.

iii) Si (E,,);° es una sucesién disjunta en Zy tal que E = | J E, € Z, entonces 1io(E) = ). mo(E,,).

j=1

n=1
dem: ejercicio m]

dem: del teorema. ejercicio m]
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Definicién 8 Sean (X, ®x, u) e (Y, Dy, y) espacios con medida o-finitas. La medida 1 sobre la
o—ilgebra ®; = Dy X Dy dada por el teorema anterior se denomina medida producto de las
medidas 1,y y se indica 1 = p X y. El espacio (Z, Pz, m) se denomina espacio con medida
producto de los espacios (X, @x, u) e (Y, Dy, y).

Nota 3 Aunque las medidas 11 y 'y sean ambas completas la medida producto 1 no es en general
completa. En efecto: sean (X, @x, u) e (Y, Dy, y) con u, y completas. Sea A € @x tal que p1(A) = 0. Sea

B C Y, B ¢ ®y Entonces AX B ¢ ®y (lo justificaremos luego). Tenemos entonces Aezé BCcA é Ye ©,
z €dz

y1(AXY) = u(A)y(Y) = 0 luego 1 no es completa.

Proposicién 20 Sea (Z, @z, 1) el espacio producto de los espacios (X, @x, 1) y (Y, Py, y) con uyy,
o—finitas. Sea @, la o-dlgebra de los conjuntos 1*-medibles (verifican CC) definidos en el teorema
anterior. Entonces @, es la completacion de la o-dlgebra ®; con respecto a la medida 7.

dem: ejercicio |

Definicién 9 Llamaremos medida producto completa a la medida 1" definida sobre la o-dlgebra
@

Nota 4 La medida de Lebesgue en R". Sea m; la medida de Lebesgue en IR, sabemos que m es
o-finita y completa, denominaremos medida de Lebesgue en R? a la completacion m, de la medida
producto my X my. Para definir la medida de Lebesgue en IR" procedemos inductivamente con
respecto a n. Supuesta conocida la medida de Lebesgue en R", definimos la medida m, en R" como
la completacion de m,_q X m;.

4.2. SECCIONES DE CONJUNTOS Y FUNCIONES MEDIBLES EN ESPACIOS PRODUCTO.

Definicién 10 a) Sea E C Z = XX Y. Para cada x € X se denomina x—seccion de E al subconjunto
de Y definido por E, = {y € Y : (x,y) € E}. Andlogamente, para cada y € Y se denomina y—seccién
de E al subconjunto de X definido por EY = {x € X : (x, y) € E}.

b) Sea f una funcion definida sobre Z, con valores en R 0 en C. Para cada x € X se denomina
x—seccion de f a la funcion

i+ Y>R(©
y = ) =fxy

Andlogamente, para cada y € Y se denomina y—seccion de f a la funcion

. X->R(Q)
x = fUx) = f(x,y)

Proposicién 21 Sean (X, @x) e (Y, Dy) espacios medibles y sea (Z, D) el espacio medible producto.
Entonces:

a) Si E € @y se tiene que E, € Dy y EY € Py, Vx € X, Yy € Y.

b) Si f : Z > R (0 C) es ©z-medible, resulta que f, : Y — R (C) es Oy-medible Vx € X y
fy : X = R (C) es Px-medible Yy € Y.
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dem: a) Definimos @z, la familia de subconjuntos de ®z, como ®; = {E € @ : E, €
®y Yx € X}. Mostraremos que @7 es una o-dlgebra que contiene a los rectdngulos
medibles. Probado esto, se tendra que @, C d,, por ser @y la o-dlgebra generada por
lo rectdngulos medibles, luego D, = D,
1°) &, contiene a los rectdngulos medibles. Sean A € ®x y B € ®y consideremos el
rectangulo A X B. Tenemos que para x € X,

_ . |0 six¢A
(AXB),={yeY:(x,y) € AXB} _{ B siveA
entonces (A X B), € @y, luego AX B € d, en particular D, £ 0.
2°) d; es o-algebra. Z € d, pues paracadax € X, Z, = Y € ®y.

Sea E € @, veremos que CE € ®,. Sea x € X, observemos que (CE),={yeY:(x,y) €
CE}={yeY:(x,y) ¢ E} =Cly € Y: (x,y) € E} = CE,, entonces E € &7 = E, €
Oy VxeX = CE, €dyVxeX= (CE), € DPyVx = CE € d,. Sean(E)1c®Z

CDy o-alg

y sea E = U E, mostraremos que E € ®;. Seax € X, E, = {y € Y : (x,y) € E =
n=1

(o]

U E.} ={yeY:(x,y) € E, para algtin n} = G{y €Y :(x,y) € E,} = U(E,) Ahora

n_l

como E, € &, ¥n = (E,), € Py Yn¥x = U(En)xe®ny:>E _(UE)xEQDy

Oy o-alg =1

Vx = E = |J E, € ®z. Por lo tanto ®; es o-dlgebra.
n=1
Anélogamente se prueba que EY € Px Yy € Y.

b) Sea f : Z — R una funcién ®z-medible. Sea x € X y sea f, : ¥ — R tal que
y — f+(y) = f(x,v), veamos que es ®y-medible, lo que equivale a probar que Ya € Rel
conjunto {y € Y: f(y) > a} € Oy. Tenemos{y € Y: f(y) >al={yeY: f(x,y) > a} =
({x,y) € Z: f(x,y) > a}), € Py por a). Andlogamente se prueba que f es ®x-medible.

€Py pues f es Pz—medible
O

Observacion 7 Si f, y f¥ son medibles Vx € X y Vy € Y entonces f es medible.

43. EL TeoreMmA DE FuBIiNI.

Teorema 6 (Tonelli o "Fubinito”). Sea (Z, @z, 1) el espacio producto de los espacios (X, Px, 1) y
(Y, Dy, y) con uy y, o—finitas. Sea F una funciéon medible no negativa definida sobre Z con valores
en R, ®; = Oy X Oy-medible. Entonces las funciones definidas por

f(x) = [, Fudy gy = [ Frdu

son respectivamente @x-medible e Oy-medible y ademds

fo fdu= [ Fan = [ gdy

En otros simbolos

I O Fec @) du) = [ Fx,y)duxy = [ ( [ Fe y)du)) dy(y)
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Lema 5 (sobre clases monétonas) Si A es un dlgebra de conjuntos, la o-dlgebra generada por A
coincide con la clase mondtona generada por A.

dem: ejercicio en préctica 3. O

Lema 6 Sea(Z, @y, ) el espacio producto de los espacios (X, Dx, u) y (Y, @y, y) con uyy, o—finitas.
Sea E € ®y, entonces la funcion f(x) = y(E) es ©x-medibley la funcion g(y) = p(EY) es y-medible.
Ademis

f fdu = [, gdy = n(E)

dem: ejercicio. O

dem: del teorema de Tonelli. Sea Z = X X Y, ®; = Py X Y, m = u X y.Sea F € M*(Z,Dy)

queremos ver que f(x) = fYFxt;ly es ®x-medible y que g(y) = fXP‘/dy es ®y-medible y

ademads

Jy fau = [ Fan = [ gdy
1°) Supongamos que F = xg con E € ®;. Tenemos f(x) = fYdey = fy()(E)xdy 5
fy Xedy = y(Ey). Veamos que vale (1)

0 si(x,y)¢E 0 siy¢E,
<xE>x(y)=xE(x,y)={ SRS il = P

Andlogamente resulta g(y) = u(EY). De acuerdo con el lema 6 las funciones f, g son
®x-medible y ®y-medible respectivamente y vale

[ fdu = [, xedn = n(E) = [ gdy

N
2°) Sea ahora F una funcién simple medible no negativa. Supongamos F = }_ ax, con
k=1

N

ar > 0y Er disjuntos 2 a 2. Ponemos Fy = xg, luegoserdnF = )| acFr.y fi(x) = fY(Fk)xdy,
k=1

y) = fX(Fk)ydy resultan medibles, por el 1° caso, y vale

fokd‘u =n(Ey) = fygkdy

Multiplicando por a; y sumando hasta N obtenemos (linealidad)

N N N
Lo [ fedu Lan(E) = L oy [, gy
=1 =1 =1

N N
fxglakfkdy = fZFdT(:fYk;lakgkdy (2)

N N N N
Observemos que kz o fi(x) = kz a [ (F)udy = |, kz a(F)udy = |, kz aFu(x, y)dy =
=1 =1 =1 =1

N N
fy(kgl aFe)(y)dy = fnydV = f(x). Andlogamente kgl WSk = fXFydy = g(y). Resulta

asi que f, g son medibles y volviendo (2) tenemos

fody = fZFdn = fygdy
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3°) Caso general, sea F € M*(Z, ®;), existe una sucesioén (F,);° de funciones simples
medibles, no negativas, monétona creciente que converge puntualmente a F. Para cada

n, sean f,(x) = fY(Fn)xdy y 8au(y) = fX(Fn)ydy que por 2°) caso resultan medibles y vale

fo fodu = [ Fudre= [ gudy — (3)
Ahora, F, / F = (F,)x /" F, por monotonia de la integral (Beppo Levi) tenemos
que f,(x) = fY(Fn)xdy / fYdey = f, ademads f es ®x-medible por serlo cada f,.
Andalogamente g, /' ¢y g es ®y-medible. Ahora tomando limites en (3) y aplicando
Beppo-Levi tenemos

i f = i [ =l f .0

y entonces fod/,L = fZFdn = fygdy. O

Teorema 7 (Fubini) Sea (Z, Dz, 1) el espacio producto de los espacios (X, @x, u) y (Y, Py, y) con p
Yy, o—finitas. Sea F una funcién definida sobre Z, a valores reales o complejos. Supongamos que F
es integrable con respecto a la medida 1. Entonces estin bien definidas pctp las funciones

fe)y= [ Edy gy = [ Fdu
y son integrables sobre (X, Dx, u) e (Y, @y, y) respectivamente y ademds

fody = fZFdn = fygd)/
En otros simbolos
S (L FGe iy @) du) = [ Feopduxy = [ ( [ Fe y)du)) dy(y)

dem: Consideremos el caso F a valores IR, siendo F integrable serdn también integrables
F* y F~, le aplicamos el teorema de Tonelli. Sean

frx) = [ Fidy W = [ (F) du
f) = [ Fay § () = [ (F) du

De acuerdo con el teorema de Tonelli, las funciones f*, f~ son ®x-medibles y las
funciones g*, g~ son ®y-medibles y ademads

fofrdy = [Frdn=[gdy (1)
[ fdu = [[Fdn=[gdy (2

Observemos que fZP+d7I < ooy fZF‘ch < oo. Notemos también que f*, f~,¢*, ¢~
son integrables en sus respectivos espacios (por la obs). Luego restando miembro a
miembro entre (1) y (2) y aplicando linealidad de la integral para funciones integrables

tenemos

L= fdp = [ = Fdn = [ (' =g)dy ()
De (1) y (2) siendo F*,F~ integrables resulta que f*, f~,¢*, ¢~ son finitas pctp en sus
respectivos espacios. Ahora

fr@)-f () = [(Ff=Fdy = [ Fdy = f(x) (4)
SW-g () = [(F)Y-F)Wdy=[Fdu=gy) (5

De (4) y (5) sigue f, g son finitas pctp en X, Y respectivamente. Ademads de (3) resulta
que, f € L, g € Ly ademaés fxfdy:le-“dn:fygdy. m|
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Nota 5 El teorema de Fubini sigue siendo vilido cuando se considera el espacio (Z, @?,, ") obtenido
por completacion del espacio (Z, Dz, 1) pero no lo demostraremos.

§2. LA INTEGRAL DE LEBESGUE EN IR. DERIVACION E INTEGRACION.

5. LA INTEGRAL DE LEBESGUE EN IR.

Definicién 11 Llamaremos integral de Lebesgue de f medible sobre R a la integral de f con
respecto a la medida de Lebesgue en IR, que notaremos

Jof®dx o [ f(x)dx

Si E es un conjunto medible Lebesgue en IR, definimos en forma andloga la integral de Lebesgue sobre
E de f como

f fodx = [ f)xe(x)dx

En particular, si E es un intervalo [a, b], pondremos

[ f@dx = [ FExun(dx = [ fdx

[a,b]

Nota 6 La definicion de integral de una funcion medible no negativa, como asi también el concepto
de funcioén integrable, tanto para funciones a valores reales como para funciones a valores complejos,
fueron dados en §1.

5.1. COMPARACION DE LA INTEGRAL DE LEBESGUE SOBRE UN INTERVALO CON LA INTEGRAL DE
RIEMANN.

Condicién de integrabilidad de Riemann.
Sea f una funcién acotada definida sobre [g, b]. Para cada particiéon P = {xy, x1, ..., x,,} de

[a,b] sean s(f,P) = )}, miAx y S(f, P) = ), MyAxy la suma inferior y superior de Riemann
k=1 k=1
de f correspondientes a P, donde para cada k, m; = inf : f(x) y My = sup f(x)y Axx =
-17%% [rg—1,%c]

xr — Xk-1 > 0. La condicién de integrabilidad de Riemann, establece que: La funcién f es
integrable Riemann en [a,b] si y s6lo si para cada ¢ > 0 existe una particién P, tal que
S(frpe) - S(f,Pg) <é&.

En tal caso, las sumas s(f, P) y S(f, P) tienen por limite comtn (cuando la norma de la
particion tiende a cero) la integral de Riemann de f sobre [g,b] . Esto es, siendo la norma
de P, ||P|| = méax Axy, se tiene

b
R) [ f()dx = lim S(f,P) = lim s(f,P)

IPII—0

Teorema 8 Si la funcion acotada f es integrable Riemann sobre [a,b], entonces f es integrable
Lebesgue sobre [a, b] y ademds

b b
(L) [ f)dx = R) [ fx)dx
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dem: Sea f integrable Riemann sobre [a, b] entonces f*, f~ son integrables Riemann sobre
[a, 0]y

b b b
R) [ f(@)dx = R) [ f*(x)dx = R) [ f~(x)dx

Si demostramos el teorema para funciones no negativas, tendriamos que f*, f~ resul-
tan integrables Lebesgue y valiendo para cada una

b b b b
L) [fr@dxr=R) [f@dx y (L) [fx)dx=R) [ f(x)dx

tendriamos que

b b b b b b
(L) [ f@dx = (L) [ fr@)dx—(L) [ f~(x)dx = R) [ f*®)dx—(R) [ f~(@)dx = R) [ f(x)dx

Sea entonces f integrable Riemann no negativa. Observemos ques(f, P) y S(f, P) son las
integrales Lebesgue de la funciones escalonadas inferior y superior respectivamente:

E() = ¥ mo@)  E@ =Y M)
k=1 k=1

siendo Iy = [xx_1, x¢]. Ademads
salvo un ntimero finito de puntos. Por lo tanto para cada k existen funciones escalona-

das ¢, Ok tales que P < f <Dy (2) y fa b(CDk — ¢r)dx < % Consideremos las funciones
medibles g, i definidas por

g(x) =suppr h(x) = irk1f Dy
k

Se verifica que

g(x) < f(x) < h(x)
salvo tal vez sobre un conjunto numerable. Ademads, para cada k, 0 < h(x) — g(x) <
Dy (x) — Pr(x), de donde resulta 0 < fa b(h —9)dx < fa b((I)k — ¢y)dx < 1 por lo tanto

fa b(h —g)dx =0, puesto que h — g > 0, concluimos que 1 — ¢ = 0 pctp y en consecuencia
g = f = hpctp, de donde f es medible. Por la monotonia de la integral Lebesgue y de
Riemann sigue de (2) que

IA

O [[oudx < [ f@dx< [[Dumdx ()
®) [ ¢edx < [ fedx< [ O@dx (4)

A

Teniendo en cuenta que para ¢ simple es, (L) f ¢ = (R) f ¢, luego de (3) y (4) resulta
'(L) [ fdx - ®) [ f(x)dx‘ < [ ou)dx - [ delx)dx < 1 VK

se concluye que (L) [ f(x)dx = (R) [ f(x)dx. 0
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5.2. LA INTEGRAL DE LEBESGUE Y LAS INTEGRALES IMPROPIAS DE RIEMANN.

Definicién 12 Sea f una funcion definida sobre [a, +00), integrable Riemann sobre [a, b] para cada

b > a. Si existe y es finito blim (R) fa ' f(x)dx diremos que la integral impropia de Riemann
— 400

(R) fa o f(x)dx es convergente y pondremos
®) [ fE@dx = lim ®) [ fEdx

Si la integral impropia (R) fa o | f (x)| dx es convergente diremos que (R) fu " f(x)dx es absoluta-
mente convergente.

Nota 7 Toda integral impropia absolutamente convergente es convergente y ademds
(R) [ Fegn] < ®) [ |fo)|d

Teorema 9 Si la integral impropia de Riemann (R) fa - f(x)dx es absolutamente convergente en-
tonces f es integrable Lebesgue en [a, +o0) y ademds

L [ f)dx = ®R) [ f(x)dx

dem: Para cada n, definimos la funcién

six>a+n

Fu) = {f(x sia<x<a+n

Puesto que cada f, es medible sobre [4, +o0) y ademds f(x) = lim f,(x) Yx € [a, +o0),

concluimos que f es medible sobre [4, +o0). Ademds f es integrable Riemann sobre
[a,a + n], para cada n, por teorema anterior serd f integrable Lebesgue en [a,a + 1],
siendo

(L) [ feodx = R) [ f(x)dx
Asimismo, resulta

@© [ @) dx = ®) [ ]F0)]dx

Aplicando el teorema Beppo-Levi obtenemos

@) [ e dx = lim (@) [ |f@)]dx = 1im ®) [ |f@)]dx = ®) [ [f()]dx < oo

a+n
pues |

f(x)l dx = f|f(x)|X[a,a+n]dx y |f' Xlaa+n] — |f' X[a,+oo)/ ademas |f' Xla,a+n] <

|f| Xlaa+n+1]-

De donde concluimos que f es integrable Lebesgue sobre [, +0) (f € L = |f| € L).
Ahora, como |f,(x)| < |f(x)| Vx > a, siendo f integrable Lebesgue, podemos aplicar el
teorema de Lebesgue o de la convergencia dominada y obtener

L) [ fl)dx = lim (L) [ fulo)dx = lim n | " fdx =
= lim (R) f f(x)dx = (R) f f(x)dx O
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6. DERIVACION E INTEGRACION.

Se han visto en los cursos de Célculo los denominados teoremas fundamentales del
cdlculo, que establecen la relaciéon que existe entre derivacion e integracion:

1) Si f en continua en [a, b] entonces es integrable (R) en [, b] y la integral F(x) = fﬂ * f(t)dt
es derivable y F'(x) = f(x).

2) Si F tiene derivada continua en [a,b] entonces F(x) — F(a) = fa : F'(t)dt (esto es se pue-
de reconstruir F a partir de su derivada).

Se plantean las siguientes preguntas:
(seguird valiendo 1) para funciones integrables Lebesgue? Si f continua en [a, b] e integrable

(L) entonces fa ’ f(x)dx es derivable? Cuadl es la clase més amplia posible para la que vale 2)?

6.1. EL TEOREMA DE LEBESGUE SOBRE DERIVABILIDAD DE FUNCIONES MONOTONAS.

Teorema 10 Toda funcién mondtona en [a, b] es medible y acotada y por tanto es integrable Lebesgue
en [a,b].

dem: Supongamos f creciente, veamos que es medible.

Para a € R, definimos A, = {x € [4,b] : f(x) > a}. Sia > f(b), A =0 € B.Sia < f(a),

Ay =1[a,b] € . Sea f(a) < a < f(b), si existe x € [a,b] tal que f(x) = a, Ay = (x,b] € B,

sino existe x € [a,b] tal que f(x) = a, seai = inf {x: f(x) > a}, como i € [a,b] tenemos
#0 pues esta b

dos posibilidades, A, = [i,b] € B si f(i) > a 0 A, = (i,b] € B si no. En todos los casos

resulta f medible. Ademas f(a) < f(x) < f(b) en [a,b] luego f es acotada. Por tanto

f*, f~ son acotadas, existen M*, M~ > 0 tales que f* <M*y f~ <M~

[M M#dx = M*(b - a) < o0
[ fax < ['Mdx=M(b-a)<oco

= <
~
—+
Y
=
IA

luego f integrable Lebesgue. m|

Teorema 11 Una funcién mondétona en [a, b] puede tener solamente discontinuidades de 1° especie
(salto finito). EI conjunto de puntos de discontinuidades es a lo sumo numerable.

dem: Supongamos f creciente y sea x, € [4,b]. Si (x,,) es una sucesion creciente en [a,b] y
X, — X, la sucesion (f(x,)) serd creciente y acotada superiormente por f(x) de donde
existe lim f(x,), esto es vélido cualquiera sea la sucesion (x,) de donde existe f(x;)

n—oo

(limite por izquierda), andlogamente existe f(x;) (limite por derecha). Ambos limites
laterales son finitos pues f acotada. Una funcién monétona puede ser discontinua,
pero si tiene discontinuidades son sélo de 1° especie.

Sea D el conjunto de puntos de discontinuidades de f. Para cada #, sea
D, ={x€[a,b]: f(x") - f(x7) > 3}

tendremos que D = J D,. Puesto que la suma de todos los saltos esta acotada por
n=1
f(b)—f(a), se concluye que cada D,, debe ser finito, por tanto D es a lo sumo numerable.

O
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Veremos el estudio de la derivabilidad de funciones mondtonas.

Definicién 13 Sea f definida en un entorno de xy. Llamaremos derivada superior y derivada
inferior de f por derecha en x, a los niimeros reales extendidos

D" f(xo) = }}ﬁgw D, f(x,) =lim f(xo+h2—f(x0)
- h—0+

y llamaremos derivada superior y derivada inferior de f por izquierda en xo, a los niimeros
reales extendidos

D™ f(x) = ,}E}},w D_f(xo) :}}i_r?_ f(xo+h2—f(xo)

Observacion: Es claro que D* f(xo) > D, f(xo) y D™ f(x0) = D_f(x0). Si D* f(x0) = D4 f(x0) =

D~ f(x9) = D_f(xo) # +oo, diremos que f es derivable en x, y llamaremos derivada de f en x, al

valor comiin, que notamos f’(x,) y que coincide con lim f—(x°+h]z_f (o),

h—0

Si f estd definida en un semientorno de xo, tienen sentido solamente las derivadas obtenidas in-
crementando hacia el lado que permite el semientorno.

Definicién 14 Sea I una familia de intervalos. Diremos que I cubre a E en el sentido de Vitali
sipara cada € > 0y cada x € E existe] € 1 tal que x € [ y I(I) < e.

Lema 7 (Vitali) Sea E un conjunto de medida exterior finita y sea I una familia de intervalos
que cubre a E en el sentido de Vitali. Entonces dado ¢ > 0 existe una coleccién finita disjunta
{l1, ..., In} C I tal que (m* exterior de Lebesgue)

N
m(E-UIL)<e
n=1

dem: no la vemos. a

Teorema 12 (Lebesgue) Sea f una funcion creciente sobre [a,b]. Entonces f es derivable pctp en
[a,b]. La derivada f' es medible y

b
[} fredx < £0) = f@
dem: Comenzaremos demostrando que

D_f(x) =D"f(x) =D, f(x) =D f(x) pctx
Bastard probar que
D" f(x) <D, f(x) pctpen[a,b] (15)

En efecto, si tomamos f*(x)=—f(—x); f* serd también una funcién creciente (f* es la
reflexion respecto del origen).
Ademas,

D'f'()=D"f(=x) y D-f'(x) =Dsf(=) (16)
De (15) aplicada a f y a f*, y de (16), sigue que

D*f(x) < D, f(x) < D" f(x) = D* f*(=x) < D_f*(—x) = D, f(x) < D* f(x)
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De modo que resultard
D_f(x) =D"f(x) = D.f(x) =D f(x) pctpen|a,b]
Consideremos entonces el conjunto medible
E={xe€lab]:D"f(x) > D_f(x)}
Mostraremos que m(E) = 0, o lo que es equivalente que m*(E) = 0. Observemos que

E= U Eu,v

u,0eQ
u>v

donde E, ,={x € [a,b] : D* f(x) > u > v > D_f(x)}. Bastard probar que m *(E, ) = 0. Sea
s = m*(E,»). Dado € > 0, sea O un abierto tal que

E,ocO y mO)<s+e

Consideremos un punto cualquiera x € E, ,. Puesto que

—h) -
D_f(x) = tim /XN =S
ot h
tenemos que Vo > 0,dh <otalque[x—h,x]COy %)h_f(x) < v. Esto es, la familia de

intervalos

{[x=hx]cO: f(x) - f(x —h) < vh}

es un cubrimiento de Vitali del conjunto E,, ;.
Veamos que, aplicando el Lema de Vitali, podemos elegir una coleccién finita disjunta
L1, ..., Iy cuyos interiores cubren un subconjunto A de E,,, tal que

m(A)>s—¢

En efecto, de acuerdo con el Lema de Vitali, existe una coleccién finita disjunta I, ..., Iy
tal que

N
m(E,, — UlL,) <¢
n=1

N
Sea A =E,, () UI,. Tendremos entonces que
n=1

N
Eu,v =A U(Eu,v - UIZ)
n=1

y por lo tanto

N
5= m*(Eu,v) < m*(A) + m*(Eu,v - UIZ) < m*(A) t+¢€
n=1

de donde resulta
m'(A) >s—¢

Para cada intervalo, I, = [x, — h,,, x,,] tenemos

flx,) = f(xy—hy) <vh, n=1,..,N
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Sumando sobre estos intervalos, obtenemos
N N
Y f(xn)— f(xy—hy) <0 ), hy <vm(O) < v(s + ¢)
n=1 n=1

Sea ahora un punto cualquiera y € A. De la definicién de A, tendremos que y € I, para
alginn =1, .., N y ademds D* f(y) > u. En consecuencia, Yo > 0,3k, 0 < k < o, tal que
[y,y+k] CI, paraalginn=1,..,Ny

fly+k)—f(y) >uk

La familia de intervalos

J=Alyy+kl: f(y+k) - f(y) > ukl

es un cubrimiento de Vitali del conjunto A. Usando otra vez el Lema de Vitali, po-
demos seleccionar una coleccién finita {Jy, ..., Jm} de tales intervalos que cubren a un
subconjunto B de A, tal que

m*(B) > s —2¢

Para cada intervalo J; = [y;, y; + k;] tenemos
flyi +ki) — f(yi) > uk;

y sumando sobre estos intervalos obtenemos

M M
glf(yi +ki)— f(yi) >u ;kf > u(s — 2¢)

Cada intervalo J; esta contenido en algtn intervalo I,, y si sumamos sobre aquellos
para los cuales J; C I, obtenemos

Y (flyi + k) = f(y) < (f(xn) = fxn + ha))

i:];cl,

y en consecuencia,
u(s —2¢) <o(s +¢)

Puesto que esto vale para cada ¢ > 0, se concluye que
US<USs

Siendo u > v, sigue que s = 0, esto es que m*(E, ;) = 0, con lo que queda demostrado
que m*(E) = 0. Hemos mostrado asi que existe el limite

g(x) = }lm(} fla h}: —/® pctp en [a, b]

aunque podria eventualmente, ser +oo. f serd derivable en los puntos en que g sea
finita.

Sea g, = n [f(x + %) — f(x)] para x € [a,b] donde hemos extendido f(x) = f(b) para
x > b. Cada g, es medible y g, — ¢ pctp, de modo que g es medible. Ademads, puesto
que f es creciente, resulta g, > 0. Aplicando el Lema de Fatou, obtenemos

[} gedx <lim [ g,(0dx = limn ['[f(c+ 1) — f)ldx (17)
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Observemos que, por ser f creciente en [, b] es integrable Riemann en [4, b], de modo
que en (17) podemos ver la integral como integral de Riemann. Ahora,

n [+ ) - Feldx = n [ fx+ Hdx—n [ f()dx =

o [M7 feodx—n [ fdx =n [ fodx—n [ faodx <
<nfb+ 35 —n fl@y = fb+3) - f@)

Volviendo a (17), obtenemos

7 gGdx < m(f(b+ 1) — f(@) = F(b) ~ f(a)

Esto muestra que g es integrable y en consecuencia finita pctp, lo que prueba que f es
derivable pctp y f" = g pctp. O

6.2. FUNCIONES DE VARIACION ACOTADA.

Definicién 15 Sea f una funcién definida en [a, b]. Si existe una constante M tal que, cualquiera
sea la particion P = {x, ..., x,} del [a, b] resulta

SVAr = L 1) - i)l < M

diremos que f es una funcion de variacion acotada en [a, b] (VA). Si f es VA, llamaremos variacién
total de f en [a, b] que notamos V¢[a, b] al supremo de las SVA sobre todas las particiones de [a, b],
esto es

Viyla, b] = Sup{kg1 |f(xx) = f(xx-1)l : P € Pla, b}
siendo Pla, b] la familia de todas las particiones del intervalo [a, b]. Resulta que V¢[a, b] < M

Teorema 13 i) Si f es monétona en [a,b] es VA en [a, bl y V¢[a, b] = |f(b) — f(a)l.
ii) Si f es continua en [a,b] y derivable en (a,b), siendo f’ acotada, f es VA en [a,b] y V¢[a,b] <
sup |f'(x)I(b — a).

[a,0]
ii1) Si f es VA en [a, b], f es acotada en [a, b].

dem: i) Supongamos f creciente, si P € Pla,b], serd f(xi) — f(xx—1) > 0, luego i |f(xx) —
k=1
flxer)l = i f(xx) = f(xx-1) = f(b) = f(a) = M > 0, como P es arbitraria se tiene que f es
k=1
VA'y Vyla,b] = SuP{i |f(xx) = f(xx-1)l = P € Pla, b]} = sup(f(b) — f(a)) = f(b) — f(a). Si

f fuese decreciente tendriamos Z |f(xx) = fx1)l = Z —f(xe) + f(x1) = fa) — f(b) =

M > 0, luego V¢[a, b] = f(a) - f(b) Por lo tanto, fmonotona es V¢la, b] = |f(b) — f(a).
ii) f continua en [a,b] y derivable en (a,b), siendo f’ acotada, existe M > 0 tal que
|f'(x)] < M. Sea P € P|a,b], para cada k = 1, ..., n si aplicamos TVM tenemos |f(xx) —

fliea)l = 1@l para algin ¢, € [vics, 3], serd . 1£) = fxi-)l = X 1f/@)Ax <
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MY Axy = M(b —a) = M”. Luego f es VA. Pero esto es valido para toda P € P[a, b],
k=1
donde M es cota superior de |f'(x)| en [a, b], en particular para el sup |f’(x)| tendremos

[a,b]
que

Vla, b] = sup} é ) = fx)l P & Pla,bl) < sup f e~ )

iii) f es VA en [a, b]. Supongamos que f no es acotada en [, b], Vn, existird x,, € [a, b] tal
que |f(x,)| > n. Tomamosla P = {a, x,, b} € P[a, b]. Entonces |f(a)— f(x,)|+|f(x,)—f(D)| =
|fCen) = f@)] + 1f(xn) = f(O) = [2f (xn) = (f(a) + f())]. Sea n tal que |f(a) + f(b)| < n (es

posible pues [f(a) + f(b)| < o) pues f es VA. Luego
20f(x)| - |f(@) + F®) > 2n—n =n
y esto contradice que f es VA, por tanto f es acotada. m]
Ejemplo 2 La funcion f definida por

xcos% si0<x<1

f(x):{o six=0

es continua pero no VA. En efecto sea P = {O,{i ck =1,..n},1} entonces Y |f(xx) — f(xk1)l =
k=1

i |(—1)k _ (—1)’{71' _ i |(_1)k k—1+k| i 2%=1_ i

TR Ak—) Y L =1y Arverge.
k=1 k=1 k=1
Teorema 14 Sean f, g funciones VA en [a, b] entonces:

)f+g,f—gyfgsonVAen|a,blyVssela, bl < Vila, b]+V,la,b], Viela, b] < AV¢[a, b]+BV [a, b]

siendo A = sup |g(x)| y B = sup | f(x)|.
[a,b] [a,b]

ii) Si|[f(x)| > m > 0Vx € [a,b], % esVAen[a,blyVila,b] < #Vf[a, b].
f

dem: Sea P € P[a, b], por ser f, g VA en [a, b] existen M, N tales que i [f(xx) = f(xi)l <M
k=1
y ¥ I5(x0) - gl < N
i) Tenemos que 3. I(f  )(w) = (f % )kl = X £+ 8(x0) = f5:-0) F 850 <

k;l |f (i) = f(xemn)| + k;l |g(x) — g(xk—1)l < M + N, luego f + g es VA. Ademas

sup X 1(F+ )0 — (F£ () < sup X 1f(x) = fCan)l + sup ¥ 19(re) — g(xc)]

PePla,b] k=1 PePla,b] k=1 PePla,b] k=1

entonces Vy.ola, b] < Vi[a,b] + V,[a, D].
Para el producto fg, sean A = sup|g(x)| y B = sup|f(x)| que resultan finitos por ser

[a,b] [a,b]
f,g VA.
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Tenemos |(fg)(xk) — (f &) (xx-1)| = [f () g(xx) — f (xx) g (xx-1) + f (xx) g (k1) — f (xi-1) g (xk-1)| <
|f (ellg(xx) — g(xr—1)| + g Ger—)ILf (xx) — f(xx)| < Blg(xx) — g(xa—1)l + Alf(xx) — f(x-1)l,

luego sumando tenemos

L (£9)() = (F9)xi)] < BN + AM

es decir fg es VA, ademds tomando sup tenemos
Peplab]

Vela,b] < AV la, b] + BV [a, b]

;s 1 1 — )= ) 1 -1 1

if) Ahora |75 — gl = oo | < welf(w) = fe)l uego X 17 = 5l <
n

LY () — flog)l < 24, asi % es VA y ademés tomando sup tenemos Vi[a,b] <
k=1 PePla,b] f

#Vf[a, b] O

Teorema 15 Si f es VA en [a,b] y a < ¢ < b entonces f es VA en [a,c] y en [c,b] y V([a,b] =
Vela, c] + Ve[c, b].

dem: ejercicio de la prética. m|

Teorema 16 (Caracterizacién de funciones de VA) Sea f definida en [a,b] a valores reales
entonces f es VA en [a,b] si y solo si f es diferencia de dos funciones crecientes en [a, b].

dem: =) Sea f VA en [4, b], definimos la funcién V en [g, b] por

_J Vyla,x] sia<x<b
V(x)‘{o six=a

Observemos que estd bien definida, mostraremos que V es creciente en [a,b]. Sean
a<x<y<bSix=a0y=>esinmediato que V(x) < V(y).Sia <x <y <b
por teorema anterior f es VA en [a,x] y en [x,y], siendo V¢[a, y] =V([a, x]+V[x, y]
de donde V[a, x] <V([a,y] es decir V(x) < V(y). Veamos que también ¢ = V — f es
creciente en [a, b], pues g(y) — g(x) = V(y)— f(y) = V(x)+ f(x) =V(la, y]-V¢la, x] - (f(y) -
f() 2Vilx, yl = |f(y) — f(x)| > 0, luego f = V — g es diferencia de dos crecientes.

«) Trivial pues si f = g —h con g,h crecientes, serdn g, h de VA por teorema 13 y
entonces f es VA por teorema 14. O

Corolario 4 si f es VA en [a, b] entonces f es derivable pctp en [a, b].
dem: Resulta inmediato por teorema 12 y 16. m|

6.3. DERIVADA DE UNA FUNCION INTEGRAL.

Definicién 16 Sea f integrable sobre todo conjunto compacto de cierto intervalo I de R. Sia,b € 1
ponemos fabf(x)dx = f[ab]fdx sia<bo fabf(x)dx = —f[ba]fdx sia>by fubf(x)dx =0sia=b.

Si ademds x, € I, diremos que la funcién F,, definida sobre I por

Fo(x) = [ f(t)dt

es una funcioén integral de f.
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Lema 8 Sea f > 0 integrable sobre E entonces dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que para todo A C E con
m(A) < 6 resulta Lf(x)dx <e.

dem: ejercicio de la practica. m|

Teorema 17 Si f integrable sobre [a, b] entonces la funcion integral F(x) = fa * f(t)dt es continua
de VA en [a, b]. En consecuencia, derivable pctp en [a, b].

dem: Por lema anterior sigue la continuidad, pues si xy € [4,b] y € > 0 existe 6 > 0 tal que
siA Ca,b], m(A) <0es fA |f(t)| dt < € entonces si |[x — x| < 6 resultara |F(x) — F(xo)| <
fx Z |f(t)ldt < ¢, entonces F continua en cada x,. Veamos que es VA, sea P € PJa, b], luego

n

2 |F () = Fxx-1) = ké | fxﬁl f(tdt] < ké ij: [f(t)ldt = fab |f(t)ldt < oo, pues f integrable,

k=1
entonces F es VA 'y Vi[a, b] < fub |f(t)|dt. O
Lema 9 Si f integrable sobre [a,b] y fux f(t)dt =0 Vx € [a, b] entonces f = 0 pctp en [a, b].

dem: ejercicio de la préactica. m|

Teorema 18 Sea f integrable en [a, b] y sea F(x) = fa * f(t)dt, Vx € [a, b] entonces F'(x) = f(x) pctp
en [a,b].

dem: De acuerdo con el teorema 17, F resulta derivale pctp de [a,b]. Para mostrar que
F'(x) = f(x) en [a, b], descomponemos la prueba en dos casos:
Ier. caso: Supondremos f acotada, esto es Jk tal que [f(x)| <k Vx € [a,b].
Consideramos la sucesioén de funciones (f,) definidas por:

fulx) = ”(P(x +3) - P(x)) —n fxx+'1_' f(t)dt
Entonces, cada f,, resulta acotada
lfu(x)| <k Vxelab], nelN

y fu — F'(x) pctp en [a, b].
Fijemos c € [a,b] y apliquemos el teorema de la convergencia dominada sobre [g,c].
Obtenemos,

[ P (x)dx = lim [ fu)ydx = lim n [F(FGx+ 1) = F(x))dx =

= lim n ([ F(x+ Lydx - [ F(x)dx) (18)

n—+oo

Ahora, las integrales en (18) son integrales de Riemann, pues F es continua. Haciendo
un cambio de variable en la primera integral, obtenemos:

[FGe+ bdx = [ fj F(x)dx

Por lo tanto, 1
I “F'(x)dx = lim n ( I C:; F(x)dx — [ ‘ F(X)dx) =
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- lim n( “ Fodx - [ a+%F(x)dx) (19)

n—+o00

Consideremos la funcién integral de F

o) = [ F(bdt

Puesto que F es continua, del ler. Teorema Fundamental de Célculo para integrales
de Riemann, sabemos que ¢(x) es derivable en [g, b], y que

¢'(x) =F(x) Vxela,b]

Ademés, el 2do. Teorema Fundamental del Céalculo nos dice que:

[P Fdx = (B) - p(a) Ve, B e ab]

Ahora, podemos expresar (19) de la siguiente manera:
JF@dx = lim n{(@¢+1) - ¢©) - @@+ 1) - o@)] =
= 1im (e + 1) = ¢(0)) - lim n(p@a+ 1) - p(a) =

¢'(c) = ¢'(a) = F(c) = Fa) = F() = [ f(x)dx

En consecuencia, ;
[ (F(x) = f(x))dx =0

Esto vale cualquiera sea c € [a,b]. Del lema 9 sigue entonces que F’'(x) = f(x) pctp en
[a, D]

2do. caso: Sea f integrable en [a,b]. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
f > 0. Definamos la sucesion (f,) poniendo,

£i(x) = {f(x) si f(x)<n

n si f(x)>n

Tenemos asi que 0 < f,(x) < n Vx € [a,b], (f,) es una sucesioén creciente, f, < fy
lim f,(x) = f(x) Vx € [a,b]. Definamos
Gu(x) = [ (f(t) = fult)dt

Puesto que f — f, > 0, G, es una funcién creciente de x y por lo tanto derivable pctp y
su derivada debe ser no negativa. Ahora, por el ler. caso, se tiene

([ fut)dty = fux)  petp en[a,b]

Siendo
F() = Go@) + [ fult)dt

tendremos

F'(x) =G,(x)+ (fax fat)dt) = G (x) + fu(x) pctp en [a, b]
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de donde
F'(x) > fu(x) pctp en [a, b].

Tomando limite cuando n — oo, se obtiene
F'(x) > f(x) pctp en [a, b] (20)

Integrando sobre [g, b] sigue que

[TFdx = [ fodx = Fb) = F(b) - Fa)

Por otra parte, de acuerdo con el Teorema de Lebesgue

[ F(0dx < F(b) - F(a)
Sera entonces , ,
[ F(x)dx = F(b) — F(a) = [ f(x)dx

de donde )
J; (F'(x) = fx))dx = 0 (1)

Ademas, de acuerdo con (20)
F'(x) = f(x) >0 pctpen|[a,b] (22)

De (21) y (22) se concluye que debe ser F'(x) — f(x) = 0 pctp en [a, b]; 0 sea F'(x) = f(x)
pctp en [a, b]. ]
6.4. FUNCIONES ABSOLUTAMENTE CONTINUAS.

Reconstruccion de una funcién a partir de su derivada.

Definicién 17 Sea f una funcién a valores reales definida sobre el intervalo [a, b]. Diremos que f
es absolutamente continua en [a,b] AC si para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que para toda familia
finita de intervalos {(xx, x;)};_, disjuntos dos a dos, contenidos en [a, b] y tal que

Y —x) <6 (A)

k=1

resulta

LIf@) - fel <e  (B)
Observacion 8 1) Si f es AC en [a, b], f es continua en [a, b] (de hecho uniformemente continua),
pues si vale (A) = (B) para toda familia finita, vale para la familia {(x, y)} con x,y € [a, b] y resulta
f uniformemente continua.
2) Si f es lipschitziana en [a, b], f es AC en [a, b], pues dado ¢ > Oy L (cte Lipschitz) serd ). | f(x;) —
k=1

flxe)l < k;l Llx; — xi| < L6 = ¢ si consideramos 6 = £ y una familia que verifica (A).

Lema 10 Si f es AC en [a, b] entonces f es VA en [a, b].
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dem: ejercicio de la préctica. m|
Ejemplo 3 La funcion f definida por

xcos% si0<x<1

ﬂ”:{o six=0

es continua en [0, 1] pero no AC en [0, 1], pues vimos que no es VA.
Corolario 5 Si f es AC en [a, b] entonces f es derivable pctp en [a, b].
Lema 11 Si f es ACen [a,b] y f'(x) = 0 pctp en [a, b] entonces f es constante.
dem: ejercicio de la practica. m]

Teorema 19 Sea F una funcién definida en [a, b]. Entonces F es una funcion integral sii es AC en
[a,b].

dem: = Supongamos que F sea una funcién integral sobre [a, ], esto es que existe una
funcién f integrable en [g, D], tal que

F(x) = [ f(Hdt + F(a)

Veamos que F es AC en [a,b]. Sea ¢ > 0. De acuerdo con el lema 8, existe 6 > 0
tal que A C [a,b] y m(A) < 6, resulta

[, 1fldx < ¢

Consideremos cualquier familia finita disjunta de intervalos {I; = [x, x{(]}ll{\’: ,en[a,b],

tal que
N
2. (x, = x¢) < 0.
k=1
N
Sea A = J(xx, x;). Tenemos asi que m(A) < 6y, del lema 8 sigue que
k=1

LUWX:ﬁJfV&WM<@

Por lo tanto N N N
T IFG) = FGool = X | [ feyan < L [ Ifdt < e

Queda probado que F es AC en [a, b].
& Supongamos que F sea AC en [a,b] y sea F’ = f. Veremos que f es integrable sobre
[a,b] y que

F(x) = [" f(Hdt+Fa) x€[a,b]

F es diferencia de dos funciones crecientes en [a, b], F; y F», 0 sea

F(x) = F1(x) — Fa(x)
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Resultando
[F"(x)| < Fj(x) + F}(x) pctp en [a, b].

Del Teorema de Lebesgue, sigue que
b b
fa Fi(x)dx < Fi(b) — Fi(a) y fa F(x)dx < F(b) — F»(a)
y por lo tanto,
[ IF()ldx < Fy(b) + Fo(b) - Fy(a) - Fa(a) < +oo

lo que muestra que f = F’ es integrable en [a, b].
Consideremos la funcién integral

G(x) = [ f(t)dt

G es AC en [a,b], siendo G'(x) = f(x) pctp en [a,b]. Por lo tanto es AC también la
funcién i = F — G; siendo

P'() =Fx) -G = flx) - f(x) =0
pctp en [a,b]. De acuerdo con el lema 11, serd
Y =cte en [a,b].

Resulta,
F(x) =G(x)+C Vx¢€]a,b]

donde C es una constante. Puesto que G(a) = 0, resulta C = F(a), y entonces F(x) =

[ f(Hdt + Fa). O

Corolario 6 Toda funcién AC es funcion integral de su derivada.
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Parte VI

Los Espacios DE LEBESGUE LF.

§1 BREVES NOCIONES SOBRE ANALISIS FUNCIONAL.

1. INTRODUCCION AL ANALISIS FUNCIONAL EN ESPACIOS DE BANACH.

1.1. EsPACIOS NORMADOS.
Definicién 1 Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo K (R o C). Una norma sobre X es una
funcién

Il X-=NR

x —

con las siguientes propiedades, Vx,y € X y VA € K
NI |lx|l 2 0, |lx| = 0siix =0 € X
N2) [|Ax]| = |Al]lx]]
N3) ||+ y|| < llxll +||y]|

El par (X, ||I-|]) constituye un espacio normado.

Observacion 1 De N2 surge ||0]| = 0, por lo tanto en N1 basta pedir ||x|| = 0 = x = 0.

Definicién 2 Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo K (R o C). Una seminorma sobre X es
una funcion

p : X—-R
x = pl)

con las siguientes propiedades, Vx,y € X y VA € K :
SN1) p(x) >0
SN2) p(ix) = [Alp()
SN3) plx +y) < p(x) + p(y)

Observacion 2 Si p es seminorma puede existir x # 0 tales que p(x) = 0. Si p es seminorma tal
que p(x) = 0 = x = 0 entonces p es norma. Toda norma es seminorma.

Ejemplo 1 Ejemplos de espacios normados y seminormados.

1) X = R sobre R, ||x|| = |x|
n n
2) X = R" sobre R, |lxll, = (X x))"* norma euclidea, ||x|l; = ¥ |xl, lIxllo = max|xd,
k=1 k=1 1<ksn
n
lIx[l, = (1;1 kl”)!P para 1 < p < oo,

n
3) X = C"sobre C, |lxll, = (¥ [xl")"? para 1 < p < oo, ||xl|o = ﬂf’tx |k l.
k=1 <k<n

4) X = Mypen(IK) sobre K, A = @), 141l = (£ X [a )7 para 1 < p < oo, [|All., =méix fa;.
i=1j=1 <i<m

1<j<n
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5) X = (Cla,b] sobre K,
max | f(t)].

telab]

fl, = [ 17w, fl.

b 1/p
f||p = (fa |f(t)lf’dt) ,paral < p < oo,

fl =

|1 =0= f =0, siendo ||f||1 =0 = f = 0 salvo niime-

6) Espacio seminormado, X = SCla,b] sobre K, funciones seccionalmente continuas,

fa ’ |f(t)|dt es una seminorma pues || f
ro finito de puntos de discontinuidad.

7) N = {f € SCla,b] : f(x) = 0 salvo niimero finito de puntos}C SC|a,b]. Relacionamos
f~g© f—g¢€N.Ponemos SCla,bl/ ~ = {[f] : f € SCla, b]} en este espacio ||f||1 = fub |f(t)|dt

es una norma.
1.2. METRICA INDUCIDA POR UNA NORMA. CONVERGENCIA.

Proposiciéon 1 Sea (X, |||[) un espacio normado. Entonces la funcién
d : XxXX->R
(y) — dxy) =|x-y

es una métrica sobre X, que llamaremos métrica inducida por la norma ||| .
Nota 1 Un espacio normado se considerard un espacio métrico con la métrica inducida.

Definiciéon 3 Se dice que (x,) converge a x € (X, ||]]) si lim ||lx, — x[| = 0.

Lema1 Si (x,) converge el limite es tinico, (todo espacio métrico es T>).

Proposicién 2 Sea (X, ||-|[) un espacio normado y sean (x,), (y,) sucesiones en X, (A,) C K, tales
que x, = X, Y, — yy A, — A. Entonces:

i) continuidad de la norma: ||x,|| — ||x||

ii) continuidad de la suma: x, + y, > x+y

iii) continuidad del producto por escalar: A,x, — Ax

Definicion 4 Sea (x,) una sucesion en (X, ||'ll) y sea S, = Y., x¢. Si S, — S en X se dice que la serie
k=1

Zxk—S

k=1

[o¢] (o]
). Xy es convergente y que S es su suma, escribimos S = ) xi, entonces serd 1im
k=1 k=1 —e0

-

(] (o]
Si la serie numérica ), ||xi|| es convergente, diremos que ). xy es absolutamente convergente.
k=1 k:l

1.3. ComprLETITUD. Esracio DE BANACH.

Definicién 5 Se dice que (x,,) en (X, ||-||) es una sucesion de Cauchy sii [Ve > 0 existe N, tal que
sin,m> N, = ||x, — x,|| < &] (CC).

Observacion 3 Toda sucesion convergente es de Cauchy.

Definicién 6 Diremos que (X, ||-|[) es completo si toda sucesion de Cauchy es convergente. Un
espacio normado completo se denomina espacio de Banach.
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Ejemplo 2 1) (R,|x]) es completo. 2) (R", ||x]|,,), (R", ||x]|), (C", [lx]|,)), (C", |lx||o) sS0n completos.

3) (Minxn(K),l|Al,) es completo, (Mysn(IK),l|IAll) o = Pé}a;} lf@®l,
una sucesion (f,) — f segtin |||l - f” = n}éé |fa(t) = f(t)] = 0sii Ve > 0 existe N, tal
oo tela,
que m[éﬁ |f(t) = f(t)] < e Yn > N, sii Ve > 0 existe N, tal que |f,(t) — f(t)| < e Vn > N, Vt € [a, ]
tela,

sii hay convergencia uniforme.

Observacion 4

LS f e S
LS f = fS S
LRt S

fo= 1l =L Ifn(t) F(h)ldt <

con picos de altura 1 en 5, f, — 0 puntualmente pero no uniformemente.

. (b—a) — 0. Considerar la sucesion de tridngulos

2}1/

Teorema 1 (X, ||||) es completo sii toda serie absolutamente convergente es convergente.

Aplicacion: (M, (C),l|All,) es completo Consideramos x = Ax, la soluci(’)n x(t) = eAt don—
deed =1+ Y ‘2!. Como Z 14 ”1 Z 'Alll < el < oo, Tuego Z 14 ”1 <) = Z (C)
k=1

- k=1
absolutamente.

1.4. SuBEesracios. DENSIDAD. SISTEMAS COMPLETOS.

Definicion 7 Sea (X, ||-||) y sea Y C X entonces (Y, ||-||) es un subespacio normado. Diremos que
se

Y es subespacio cerrado si lo es como subconjunto de (X, ||-||) en la topologia métrica inducida por
la norma.

Proposicién 3 Si Y es subespacio de (X, ||||) entonces Y es subespacio cerrado de (X, |||]) .
Definicion 8 Diremos que D en (X, ||||) es denso en X sii D = X.

Definicién 9 Diremos que S en (X, ||-||) es un sistema completo si la cipsula lineal de S es densa
en X, es decir L(S) =

Teorema 2 (Weierstrass) Sea f € Cla,b] entonces Ve > 0 existe p € Pla, b] (polinomio) tal que
n[r;éz}? Ip(x) — f(0)l < e.

Ejemplo 3 1) P[a,b] (polinomios) es denso en Cla,b] con |||l . 2) En (Cla, b], |I'|l.) el conjunto
S=1{1,x,x?..,x", .} es un sistema completo.
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1.5. TRANSFORMACIONES LINEALES.

Definicién 10 Sean X e Y espacios vectoriales sobre K, se dice que una aplicacion T : X — Y es
una transformacién lineal sii T(Ax) = AT(x) y T(x1 + x2) = T(x1) + T(x2) VA € K, Vxq,x, € X.
S1Y =K, la transformacion lineal se llama funcional lineal.

Proposicion 4 Sean (X, ||-lx), (Y, II-lly) espacios normados y T : X — Y lineal entonces son equiva-
lentes:

i) T continua

ii) T continua en x = 0.

iii) Existe k > 0 tal que ||T(x)|ly < kllx|lx Vx € X.

Proposicion 5 Sean (X, |'llx), (Y, |'lly) y T : X = Y lineal y continua. Entonces

inflk > 0+ [Tl < Kl ¥x € X) = sup{Z8L : x 0} = sup{IT@)ly : Il = 1)

Definiciéon 11 Sean (X, ||llx), (L 1ly) y T : X — Y lineal y continua. Llamaremos norma de T al
niimero ||T|| = sup Ty — sup [Ty = inflk > 0 : [IT@)|ly < klxllx ¥x € X).

llxllx
llxll=1

Observacion 5 1) [|[T(x)|ly < [T [lxllx Vx € X. 2) IT(x)|ly < kllxllx Vx € X = ||T|| < k.

Ejemplo 4 1) X espacio vectorial, dim X = n, Bx = {vy, ..., v,}, Y espacio vectorial, dimY = m,
By = {w, ..., wy,}, toda T : X — Y lineal es continua.

2) X =Y = Cla,b], k(x,y) € C([a,b] X [a.b]), para cada f € Cla,b] definimos Tf(x) =

fg ’ k(x,y)f(y)dy, T estd bien definida pues k(x,y)f(y) es continua en y y por tanto integrable
en [a,b]. Ademds Tf € Cla,b] y lineal y como

TF0] < [ kx| [fw)] dy

serd T continua con respecto a las normas definidas en Cla, b], en efecto

A, = f; < [f =
_ J:z(fab
< K ['(["1dx)|f(y)|dy = Kb ~a)|lfl,

Proposicion 6 Sean (X, |I|lx), (Y |Illy) y L(X,Y) = { T : X — Y lineales y continuas}. Entonces
(L(X; Y),|ITIl) es un espacio normado.

Definicién 12 Se dice que (T,,) C L(X,Y) es uniformemente convergente si existe T € L(X,Y)
tal que lim ||T,, — T|| = 0. En tal caso decimos T, % T. Observemos que si T, 5 T entonces

Tu(x) = T(x) en Y Vx € X siy sélo si lim ||T,(x) — T(x)lly = 0.

Teorema 3 Si (X, |||lx) normado y (Y, ||ly) de Banach entonces (L(X;Y),||TI|) es de Banach. En
particular el dual de X, X" = L(X, K) es de Banach.
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1.6. ALGEBRA DE BANACH.

Definicién 13 Si (X, ||-||x) es de Banach sobre el que estd definido un producto

XxX — X
(x,y) — xy

tal que:
i) X con la suma, producto por escalar y producto es un dlgebra (no necesariamente con unidad)
ii) ||xy|| < ||| ||y|| (continuidad del producto)

Diremos que X es un dlgebra de Banach.

Ejemplo 5 1) (M,,(K),||All;), con AB producto habitual de matrices, es un dlgebra de Banach.

f]

2) X espacio métrico compacto, C(X) = {f : X — K: f continua},
entonces C(X) es dlgebra de Banach con unidad f = 1.

o f8(0) = f(x)gx),

3) (X, |Illx) de Banach. L(X) = L(X,X), ST = S o T, L(X) es dlgebra de Banach con unidad
T = I. Ademds ||S o T|| = sup BIWN < syp |15)| O — 5] sup L < 1511 (177!
x#0 x#0 x#0

(Il [E9] Il

§2. Los espracios DE LEBESGUE L”. CONVOLUCIONES.

2. Los Esracios DE LEBESGUE.
2.1. Evmspacio LY(X, @, p).

Definicién 14 Sea (X, ®, u) un espacio con medida y sea L(X, @, u) el espacio de funciones inte-
grables sobre (X, ®, u). Si f € L(X, D, u) definimos

Ni(f) = [ If (ol

Lema 2 L(X, D, u) es un espacio vectorial y Ny es una seminorma sobre L(X, D, u). Ademds
Ni(f) = 0sii f(x) =0 u—pctp en X.

dem: Por las propiedades de las funciones integrables es claro que L(X, ®, u) es un espacio
vectorial. Veamos que N; es una seminorma, sean f,g € L(X,®,u) y A € K:
SN1) |f()] 2 0= [ 1f(0)ldu > 0= Ny(f) 2 0
SN2) Af € LX,®,u) YA € K, Yf entonces Ni(Af) = [IAf(x)ldu = A [1f(x)ldy
IAINA(f).
SN3) | f()+g()| < |f(@)|+g()l, luego Ni(f+g) = [1f()+gldu < [(f@)|+|g(0Ddu
J1fCold + [ 18l = Ni(f) + Ni(g).
Por lo tanto N; es seminorma y ademas Ny(f) = fx |f(x)ldu = 0sii f =0 u-pctp. ]

Lema 3 (Def) La relacion f ~ ¢ & f = g u-pctp en X es de equivalencia en el espacio L(X, D, u).
Definimos L'(X, ®, i) como el espacio cociente L(X, D, i)/ ~, esto es, el espacio de las clases de
equivalencia [f] = (g€ L(X, D, u) : f ~ g}. Ast

LY(X, @, 1) = {[f]: f € LX, @, )
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La funcion

””1 : Ll(X/q)/ ‘Ll) - R
f1 = LA, = M)

donde f es un representante cualquiera de la clase [ f1, resulta una norma sobre LN(X, @, u).

dem: 1°) Veamos que ~ es una relacién de equivalencia. Sean f, g,/ :

i) f=fVx=f~f

ii) f~g= f=gupctp=g=fppctp=>g~f

iii) f ~gyg~h= f =g upctp= f(x) = g(x) Vx € CNy con u(N;) =0y g = h u-
petp= g(x) = h(x) Vx € CN, con p(Nz) = 0 = f(x) = h(x) Yx € CN; N CN, y como
CN; NCN, = C(N7 UNy) con (N7 UN,) < u(Ny) + u(N2) =0= f =h pu-pctp= f ~ h.

€

2°) Veamos que |[|]|; es una norma. Estd bien definida pues sean f, g tales que [f] =
[g] = f = gu-pctp= |f| = Ig| u-pctp= ”[f]”1 =Ni(f) = Ni(g9) = “[g]“1 . Ademaés como
vimos en lema anterior N; es seminorma, sélo falta ver ||[ f]” .= Ni(f)=0=1fl=0

p-petp= [f] = [0] O
Nota 2 En adelante indicaremos con f a [f], y entonces pondremos H f “1 en lugar de H[ f]“ .
Teorema 4 (L'(X, ®, ), ||'|l,) es un espacio de Banach.

dem: la veremos luego, como caso particular de uno mds general. m|
Ejemplo 6 1) L'(R, M, m) con m = dx, L\(R, dx), L'(R", dx), L}(Q, dx) con Q abierto de R".
2) IN(R) = {& = (xn)7° i:: Ix,| < oo}, LY(N, P(IN),u,) con , cuenta puntos. fN Edu, = ? Xk,

€l = fN |Eldp, = Y. |xil. El espacio (L, I'll1) es separable. En efecto, D = {} x; : xx € Q,n € IN}
1 1
combinaciones lineales finitas de racionales, es obviamente numerable, D C I' y es denso, pues si

o) N 00
Ee(R)es & = (x,) con Y |xe| =s < 0. Sea e >0, existe N tal que | Y, |xi| — s| < Sy Xl < 5.
1 1 N+1

N
Como Q denso en R para cada x, existe q, tal que |x, — q,| < 55 ¥n =1,..,,N. Sea q = Y. qx € D.
1

0o N o N
Entonces |E—qlli = X —qel = Ll — gl + X Il < X5 + 5 =&
1 1 N+1 1

2.2. Los Esracios LP(X,®, u) con 1 < p < oo.

Definicién 15 Sea (X, ®, 1) un espacio con medida y sea 1< p < oo, indicaremos con LV (X, D, u)
el espacio de funciones ®—medibles f tales que |f(x)IP € L, es decir

o f@Pdu < oo
Si f € LP(X, D, u) definimos
N,(f) = (fy IFopdu)
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Nota 3 El caso p = 1, ya lo vimos, resultando L}(X, ®, u) un espacio vectorial y Ny es una
seminorma sobre L}(X, @, u). Luego pasamos al cociente. Veremos (luego en lema 6) que L7 (X, @, u)
es espacio vectorial y N, una seminorma paral < p < oo.

Definicién 16 Dos niimeros reales p, q tales que 1 < p,q < ooy 5 + 1 = 1 se denominan indices
conjugados o simplemente conjugados.

Lema 4 (Desigualdad de Holder) Si p,q conjugados y f,g € M* (X, ®, u), vale la siguiente desi-

gualdad de Holder
1 1
S fedu < (f fre) " (f gdu) "

dem: Sean f,¢ € M*(X,®,u), ponemos A = (fx f’”dy)w >0yB = (fx quy)l/q > 0. Si
A = 0 resultaria (fxff’dy)l/p =0= f =0 y-pctp=> fg = 0 y-pctp= fogdy =0,

entonces vale la desigualdad. Andlogamente si B = 0. 5i A = 0o 0 B = oo también vale.

Supongamos entonces 0 < A < 00y 0 < B < c0. Definimos F = % y G = £. Observemos
que

(hPaw)” = (f o) =2 (forran) " =1y (fGuu) " =1

Sea x € X tal que 0 < f(x) < o0y 0 < g(x) < o (1). Esto vale p-pctp. También resultan
s@) 46
en esos x, 0 < F(x) < ooy 0 < G(x) < co. Existen s, t € Rtal que F(x) =e ? , G(x) =e 1

(siendo s(x) = pIn F(x) y t(x) = g1n G(x)). Luego, como la exponencial es convexa, sera

s, t
F@G) =er'1 <le+ 1l (2)

tenemos
FG() < IF +1G7  (3)

Integrando
JoFGau <1 [ Frdu+1 [ Gldu=1+1=1

Entonces [ FGd <1= [, £5du < 11uego [, fadu < 4B = ([, fra) " ([ gdu) " .0
Nota 4 Parap = q = 2 la desigqualdad de Holder se denomina desigualdad de Schwarz

fi fadu < ([, £au) " ([, g2au)”

Lema 5 (Desigualdad de Minkowski) Sil <p < ooy f,g € M*(X, D, 1) vale la desigualdad de

Minkowski " 1y 1p
(folf + grdu) ™ < (fy frdu) ™ + (i g7du)

dem: Si fX( f+g)du = 0 el resultado es trivial. Si fX fPdu = +o00 fX g’du = +oco0 también es
trivial. Suponemos fopdy < 0o, j;(g”dy <ooy fx (f + g) du > 0, Tenemos

f+el =(f+(f +8y ' =f(f+g)V " +a(f+Q"
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luego
Jof +9ydu= [ f(f +Qdu+ [ g(f + g du  (A)
Observemos quesigestal que ; +1 = 1= pg=p+q = q(p—1) = p, aplicamos Holder

en (A) y obtenemos

< ()" (f G+ @)+ (o)™ (f -+ 9 dps) ™

luego
S +erdn < (frran)” (fF+9ydn) " +(fardn) (o (F + ) du) "
= (G gy an)” (o) (fogran) )
pero como 1= = & tenemos ([(f + @y d) " < ([ fraw) "+ (fgraw) o

Lema 6 (Def) Sil < p < oo, LF(X, D, u) es un espacio vectorial sobre Ky N,(f) = (fx |flpdy)l/p
es una seminorma sobre LP(X, ®, u). Ademds N,(f) = 0 & f = 0 u-pctp. Se denomina espacio de
Lebesgue L¥(X, @, 1) al espacio cociente LV (X, D, u)/ ~donde f ~ ¢ & f = g u-pctp. La funcion

||-||p o (X, P,u) > R
171 = Al = Ny = (v

es una norma sobre LV (X, @, u).

dem: Para ver que £7(X, ®, 1) es un espacio vectorial, observemos que para f, g € L' es

Jelffrdu < ooy Jilgbdp < oo, entonces (f [fPdw)' < ooy (J IglPdp)"’” < co por la
desigualdad de Minkowski es fX |f+glPdu < oo entonces f+g € LP. Porlas propiedades
de la integrales resulta L7 (X, ®, u) un espacio vectorial. Veamos que N, es seminorma.

SN1) ()] = 0Vx = Ny(f) = ([, IfPdu) " > 0 f e 27

1/
SN2) f € L7y a € K, Ny(af) = (fylafPdu) " = 1aN,(f)
SN3) La desigualdad de Minkowski es N,,(f + g) < N,(f) + N,(g).
Ahora si ponemos LF = L/ ~ veamos que ||[ f]”p = N,(f) es una norma, es decir, si

A, = No(h) = (s fPdp)”" = 0= |fF = 0 p-petp=> f = 0 p-petp, o sea [f] = [0]. ©

Nota 5 En adelante pondremos f en lugar de [f]y Hf”p = ”[f]”p.

Teorema 5 (LP(X, ®, p), |Ill,) para 1 < p < co es un espacio de Banach.

dem: Para ver que (L/(X, @, u), |I]|,) es de Banach bastara probar que toda serie absoluta-
o

o] n
mostraremos que existe S € L7 talque S = ). f, osea lim [|S, — §||, = Osiendo S,, = }_ fx.
1 n—>00 1

(o) (o)
mente convergente en L¥ es convergente. Sea ). f, con f, € L’ tal que }, , < %,
1 1

114 Funciones Reales-LM GFR-2015



Funciones reales Los espacios de Lebesgue L”

Sea ¢ = ). |ful, g es medible y no negativa, tenemos para cada n, por desigualdad Min-
1

kowski

n ip )
(fX(; Ifkl)”du) <Y (f; lfklpdu)l/p -3

Aplicando el lema de Fatou

(o]
il <S5l <o

i tim (1 du <tim [E1Ade < G [A],Y <o
O sea
fegdu = [E1fydn < TRl <o

esto es, ¢ € IV en particular g es finita u-pctp, luego la serie i |fx(x)| converge u-pctp
1
luego ) f.(x) converge u-pctp. Sea S(x) = ). fu(x). Mostraremos que S € L7 y } f,
1 1 1

converge a S en norma L?. Ahora, |S(x)| < i |fu(x)| = g(x) € L¥. Luego [S(x)lP < g(x)? €
1
L' = S e [F. Ademaés
IS0 = Slly = [, 1Su(x) = S@)Pdy

pero |S,(x) = S(x)IP < (IS,.(x)| +S(x))’ < 2PgP € L', tomamos limite y aplicando teorema
de convergencia dominada (Lebesgue) tenemos

1im IS, = S|, = 1im [[ 15,() = SCIPdu = [, 1im 1S,(x) = S@I dyu = 0

=0

queda probado que } f,(x) converge a S(x) en norma L”. Entonces L¥ es completo. O
1

2.3. EvrEespacio L*(X, D, u).

Definicién 17 Sea (X, ®, u) un espacio con medida. Diremos que una funcién ® medible f es
esencialmente acotada sii existe una constante M tal que p{x € X : [f(x)] > M} = 0, en cuyo
caso diremos que M es una cota esencial de f. Definimos L (X, @, u) al espacio de las funciones
medibles esencialmente acotadas y para cada f € L*(X, D, u) la funcion N(f) = supes|f| =
inf{M : p{x € X : |f(x)| > M} = 0}.

Proposicion 7 L*(X, @, u) es un espacio vectorial y No(f) es una seminorma sobre L=(X, @, u),
siendo Noo(f) = 0 & f = 0 p-pctp.

dem: ejercicio. O
Definicién 18 Definimos el espacio L*(X, ®, 1) como el espacio cociente L=(X, D, )/ ~ .

Indicaremos con [f] la clase de f, esto es [f] = {g € L™ : f = g u-pctp}, convendremos en escribir

f en lugar de [f].
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Teorema 6 L*(X, @, 1) es un espacio vectorial, la funcion

e @ LoX®,u) — R
f = |fll. = Na(f) = supes|f]

es una norma sobre L= (X, ®, ). El espacio normado (L= (X, @, u), ||-l.) es de Banach.

No(f) resulta una cota esencial de f i.e. |f| < |

oo’ HPCLP-
dem: Para ver que (L*(X, D, ), |||l,) es de Banach bastara probar que toda serle absoluta-

falloo

mostraremos que existe S € L™ tal que S = Z fa 0 sea lim IS, — S|, = 0 siendo
l n—00

< o,

mente convergente en L™ es convergente. Sea Z fa con f, € L™ tal que Z

= ifk Para cada k, tenemos ufx € X : |fi(x)| > ||fk||oo} = 0, pues f; € L*, llamamos
1
Ny = {fx e X : i@ > |||} y N = UNi, N € @, u(N) = 0y CN = (1CNi. Si
:1 =1

fill, < o0

serd f |f2(x)] < oo ¥x € CN. Sigue que la serie f fa(x) < 00 Yx € CN. Definimos la
1 1

x € CN = x € CNi Yk y por tanto sera |fi(x)| < ka”oo Vk (1). Puesto que f
1

funcién (medible)

Y. fu(x) sixeCN

1

0 sixeN

fallo, fall ) C

.} = 0 entonces S es esencialmente acotada y S €

S(x) =

Asi, six € CN, S| < YIL@)] < ¥
1 1

N = ulx e X : 1501 > X |fs
1

L*. Finalmente, veamos que lim [|S, — S|, = 0. Sea ¢ > 0, Vx € CN resulta S(x) —

Sq(x) = }:l fi(x) y por tanto |S(x) — S,(x)| < Zl |fk(x)| < }:l ”kaOO < ¢ paran > N, pues
L n+ n+

<ocosea{x e X:|Sx) >
1

2 L < oo Es decir, si ¢ > 0, Vx € CNy VYn > N, es |S(x) — S,(x)| < ¢. Por tanto
1

{x € X :|S(x) = Su(x)| > ¢} € N y entonces u{x € X : |S(x) = S,,(x)| > ¢} = 0. De donde,
IS = Sullo < € VY > N,. Por lo tanto, (L*(X, @, ), ||ll..) es completo. O

Lema 7 (Desigualdad de Holder, extension). Si f € L'y ¢ € L entonces fg € L' y vale la
siguiente desigualdad de Hélder

[ \fgldu < [ 1fdu 18]l

O sea,

I£stl, < Il sl

dem: [f(x)g(x)| = [f()IIgX)] < [f(x)] ||g||oo p-petp luego fg e L'y ||fg||1 = j;glfgld‘u <
Fotllstl dee = llstl., fe 1A = fsll. 1], - :
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Nota 6 Convenimos en decir que p = 1y g = co son conjugados (hemos convenido < = 0). Luego
sil <p,q < oo tales que % + % =1, f € I?, g € L7 entonces vale desigualdad de Holder

sl <71, sl

Ejemplo 7 1) L*(R) y L*(Q) con QO € R". 2) I*(R) = {& = (x,);° : (x,) es sucesion acotada}.
&:IN — C tal que k — x; € C, (IN,P(IN), 1)

2.4. CONVERGENCIA EN L7 (1 < p < 00). OTROS TIPOS DE CONVERGENCIA.
Teorema 7 Sea (X, ®, u) un espacio con medida finita, sea (f,) € LP(X, ®, u) tal que f, = f en X.
Entonces f € LF(X, D, u) y fn — fenL?.

dem: Como f, = f dado ¢ = 1 existe N tal que |f,(x) — f(x)] < 1Vn > Ny Vx € X,
1/ 1/
resulta [f(0] < [fy() = f + [fu@)] < 1+ [fu@)] luego ([ FPdy) < ([, 17du) " +
(fx |fN(x)|de)l/p = u(X)7 + ||fN||p < 00, luego f € L¥. Veamos que f, — f en L7, como
fu = fseae >0y N, tal que |f,(x) - f(x)| < & ¥n = N, y Vx € X, resulta
L) = FePdu < ep(x)

fu —f”p <eu(X)? ¥n > N, osea f, — fenl?. O

luego

Observacién 6 La convergencia uniforme implica convergencia en L?, pero la convergencia puntual
o pctp no implica convergencia en LV aunque u(X) < oo. Por ejemplo, f,(x) = nx 1 2,(x), si

o a

p—HOVlSp<oo.

112

X =10,2]. Luego f, % 0 Vx € X. Ademds , = (fjin nPdu)lr = (n‘1+r7)’5 =

,=1Vny

nl_% — oo. Luego ||f - f,

Veremos que si la sucesioén estd dominada por una funcién de L” entonces serd convergente
enLF.

Teorema 8 Sea (f,) C LV (X, D, u) tal que f, — f u-pctp. Si existe § € L? tal que |f,(x)| < g(x)
Vx € X, VYn € N entonces f € L"(X, D, u) y f, — fenL?.

dem: Como f, — f u-pctp y |fu(x)| < g(x) Vx € X, ¥n € N serd |f(x)| < g(x) y-pctp=
|f ()P < g(x)? u-pctp y ¢” € L' (pues g € L?) entonces f € [P. Ademas |f,(x) — f(x)| <
R+ £ < 250) fi-petp= If(x) - FOI < 2°g(x) w-petpy como lim [f, ()~ )P =

0y 2r¢” € L' el teorema de la convergencia dominada Lebesgue permite establecer
lim [|f,(x) - fP =0
por lo tanto f, — f en L*. ]

Corolario 1 Sea (f,) C L*(X, ®, u) tal que f, — f p-pctp y u(X) < oo. Si existe una constante k
tal que |f,(x)| <k Vx € X, Vn € N entonces f € P(X, D, u) y fu — fenLF.

dem: Como pu(X) < oo, la funcién g(x) = k € L*. O
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Observacién 7 La convergencia en L¥ no implica convergencia puntual ni aiin en casi todo punto.
Por ejemplo: sea X = [0,1], ® = M, u = dx. Consideramos la sucesion de intervalos

[0,11,10, 11,13, 11,10, 2112, 21, 12,11, ...

m(m+1)

Sea f, la funcion caracteristica del n—ésimo intervalo. Y sea f = 0 en X. Observemos quesin > —

. L. 1 -
la medida del n-ésimo intervalo es < L entonces Vn > @ se tiene

fu= £l = 1) = F@Pdx = [ fulxydx = p(L,) < &

luego f, — f = 0en LP. Sin embargo, (fu(x)) no converge en ningiin x € [0,1], aunque si existe
una subsucesion que converge.

Definicién 19 Sea (X, @, u) un espacio con medida, sea (f,) C ®—medibles, diremos que f, con-
verge en medida |1 a una f, ©—medible y ponemos f, 5 f sii para cada o > 0 se tiene

lim ufx € X : £, (1) = f()] = a) = 0

Diremos que (f,) es de Cauchy en medida sii para cada a > 0 se cumple que Y& > 0 existe N, tal
que sin,m > N, resulta u{x € X : [f,(x) = fu(x)| > a} < e.

Teorema 9 Sea (X, @, i) un espacio con medida. Si (f,) es tal que f, 5 f entonces (f,,) es de Cauchy
en medida.

dem: Como f, 5 f, para a > 0 se tiene lim u{x € X : |f,(x) — f(x)| = §} = 0 entonces Ve > 0
existe N, tal que sin > N, resulta uf{x € X : |f,(x) — f(x)| = 5} <5 (1). Seann,my x € X

tales que |f,,(x) — fu(x)| > a luego

a < |fa(x) = fu @ < 1fux) = fFOOI+ £ (x) = fu ()]

y entonces

fu@) = fI 25 o Ifu(®) - f0)I 25

Osea{x € X:|f,(x)=fu(¥)| =2 a} C{x € X : |fu(x)—f(X)| = S}U{x € X : |fu(x)— f(2)| = 5}
Por lo tanto sin,m > N, tenemos por (1) que

wx e X |fu(x) = fu@ 2} <5 +5=¢
y entonces (f,) es de Cauchy en medida. i

Teorema 10 Sea (X, D, 1) un espacio con medida y f, = f en X entonces f, 5 f.

dem: Como f, = f Ve > Oexiste N, tal que |f,(x)— f(x)| < e Vx € Xyn > N,..Seaa > 0 existe
N, tal que {x € X : |f,(x) = f(x)| = a} = 0 sin > N, entonces p{x € X : |f,(x) — f(x)| >

a} =0Yn > N, luego lim ufx € X : |f,(x) — f(x)| = a} =0 0sea f, > f. 0

Observacién 8 La convergencia puntual no implica convergencia en medida. Por ejemplo la suce-
SION f, = Xinn+1) converge puntualmente a f = 0 en R pero no converge en medida.
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Teorema 11 Sea (f,) C LP(X, D, u) tal que f, — f en L¥ entonces f, 5 f.

dem: Como f, — f en L? tenemos ||fn - f||p — 0osea %i_%flfn(x)—f(x)lp =0(1).Seaa >0,
definimos E, = {x € X : |f,(x) = f(x)| > a}. Por (1), dado ¢ > 0 existe N, tal que sin > N,
= [1fu(x) = fF@P < ea? pero [|fu(x) = FR)P =fEn |[fu(x) = fF(OP + fCEn |fu(x) = fF()P<

>a? u(Ey) >0
ea?. Por lo tanto, Ye > 0 existe N, tal que sin > N, = a?u(E,) < ea? = u(E,) < ¢

= lim u(E,) = 0y luego f, 5 f. O
n—o0
Observacion 9 La convergencia en medida no implica convergencia puntual, ver ejemplo anterior.

Teorema 12 Sea (f,) una sucesion de Cauchy en medida. Entonces existe una subsucesion (f,,) tal

que f, 5 fyfu — fpctpy f medible.
dem: ejercicio.

Corolario 2 Sea (f,) una sucesién de funciones medibles, de Cauchy en medida. Entonces existe

una funcién f medible tal que f, 5 f. Esta funcion limite f estd univocamente determinada en casi
todo punto.

dem: ejercicio.

Observacion 10 Vimos que la convergencia en L¥ implica convergencia en medida, en general la
convergencia en medida no implica convergencia en L¥. Por ejemplo, f, = MX |1 2, converge en

n’'n

medida a f = 0 pero no converge en L?, probarlo.

Teorema 13 Sea (f,) C LP(X, D, u) tal que f, 5 f ysea g € L tal que |f,(x)| < g(x) u—pctp
entonces f € LPF(X,®, u) y f, — fenL?.

dem: Suponemos f, - f en L?, entonces existird una subsucesiéon (g,) de (f,) yun e > 0
tal que || Sn—f ||p > ¢ V¥n (1). Como f, 5 f también g, 5 f pero entonces existe una
subsucesion (h;) de (g,) tal que h; Sh y hj — h pctp y h medible. Como esta funcién

limite es tinica pctp, tenemos h = f p-pctp. Como h; — f pctp y estd dominada por g
con g € LV se concluye que h; — f en L¥ en contradiccién con (1). m|

Teorema 14 Sea (f,) C L(X, ®, u) tal que f, — f en L? entonces (f,) tiene una subsucesion que
converge a f u-pctp.

dem: Como f, = fenl’ = f, 5 f = (fu) es de Cauchy en medida. Ahora, existird (f,,)
que converge u-pctp y en medida a cierta funcion g, pero f,, 5 f. Por la unicidad

p—pctp, tenemos que f = ¢ u—pctp, luego f,, — f u-pctp. m|
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Resumen. Sea (X, ®, u) un espacio con medida.
euX)<oo, (f)Cll, f, > f=fel’yf,— fenl’ osea

fuo=fll, = .

dgel? /|f,] <
sl gy~ fumpetpy{ BEVTIISE e =Ty

fo=fll, = 0= fui > fofu— fpetp
e f, 5 f = (f,) Cauchy en medida.
i f=fuo f
chiofwfiof
ccllf-fl,—0=f>f
chiof®fi>f

ofi D f>fio fenl?

fuo=All, = .

*fu > fofi— fpctp =

fo=1ll, = .

e (f,) Cauchy en medida = 3(f,,.)/ fo, = fV fo = f pi—pctp y f medible.
¢ (f,) medibles y de Cauchy en medida = 3f medible/ f, 5 f (Gnica u—pctp)
e(f)CLl, fi 5 fyseagell/|fu(x)] < g(x) u—pctp = f € LPy f, — fenLF.

o (fi) C LV, fu— fenll = A(fy)/ fu, — f p—pctp.

Observacion 11 Justificar cada una de las convergencias o mostrar un ejemplo o contraejemplo.

3. CONVOLUCIONES. TEOREMAS DE YOUNG.

3.1. ConvorucioNEgs. EL ALGEBRA DE coNvoLuciON L(IR™).

Definicién 20 Sean f, g funciones medibles sobre R". Definimos la convolucién de f y g como

(f* Q@) = [o, fx — )8y

en cada punto de R" donde la integral exista finita.

Observacién 12 En principio, no podemos asegurar que f(x—1y)g(y) sea integrable en y ni siquiera
para algiin x. El teorema de Fubini permitird probar que si f, g integrables, existe pctp la convolucion
f*guylafuncion f * g es también integrable. Utilizaremos el siguiente lema para probar el teorema
de Fubini.

Lema 8 Si f, g € LY(R"), entonces f(x — y)g(y) es medible sobre R*".
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Teorema 15 (Fubini) Sean f, g € L'(R"). Entonces existe f + g en casi todo punto de R" y ademds
f*gel'(RYy
1l <1l sl

dem: Si f,¢ € L'(R"), entonces (x,y) — f(x — y)g(y) es medible, en tal caso aplicando
Tonelli, tenemos

Jren 1f (c = p)g()ldxdy

oo e [f G = )8Wldy)dx = [, (fo, 1f(x = )gW)ldx)dy =
Jor 8@ fion 1 x = pld)dy = [ (18W) e, | f(0)ldx)dy =
S LFCONA [ 18Ny = £, [lg]l, < o0

es decir [, (fe 10 = YgWldy)dx = [|f]], [lg]|, < oo, de donde [, If(x = y)g(y)ldy < oo
pctx, luego existe (f * g)(x) = f » fx =y g(y)dy pctx. Ademas

S I % @ < i, (oo LG = gy = || ]| [l

lo que muestra que f * g € L'{(R") y ||f * 8“1 < Hf”l ”8”1 : =

Teorema 16 El espacio L*(R") con las operaciones de sumas, producto por escalares y producto de
convolucion, es un dlgebra de Banach conmutativa.

Nota 7 El dlgebra de convolucion en L'(R") no tiene unidad, no existe e € L'(R") tal que f xe =
fVYfeLY(R").
dem: Ya vimos que L'(R") es un espacio de Banach, veamos que (L'(R"), +, -, *) es un 4lge-
bra conmutativa. Esto es:

- (L'(R"), +) es un grupo abeliano.
- f,¢,h € L' veamos que = es asociativa:

(f+9)* M) = [0, (f * ) = Yh(y)dy = [o, (f, fx = y = 2)8(2)dz) h(y)dy
T2 f o fO = 1080~ p(y)dudy =
Jeo F@ = 0)(Jp 8t = (y)dy)du = [, f(x = u)(g = H)u)du = (f * (¢ = h))(x)

- f,g,h € L' veamos que * es distributiva con respecto a la suma:
(f* (g +M)W) = [ fO =&+ MWy = fo, f&x =Wy + fi, fx = ph(y)dy
= (f* Q) + (f *h)(x)
((f +8)* M) = fo (f + = (WY = fo, fx = Ph(y)dy + fo, 8 = »h(y)dy

= (f*I)(x) + (g * M)
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-a€kK, f,gel!,veamosquea(f*Q) =afxg=frag:

a(f * Q) = a o, fx = gy = [, (af) (x = Yg(y)dy = (af * g)(x)
(f*aQ)®) = [, fx—y) (ag) Wy = a [, f(x = y)gy)dy = a(f * g)(x)

- f,g € L', veamos * es conmutativa:

(F+9)(0) = [, fx—gdy =" [, f@)gx - 2)dz = (g f)(x).

Por lo tanto (L'(IR"), +, -, *) es un algebra conmutativa. O
Observacion 13 Como * es conmutativa podemos poner (f * g)(x) = f fy)g(x = y)dy.

3.2. TEOREMAS DE YOUNG.

Teorema 17 (Young) Sea g € L'(R"), si f € LP(R"), con 1 < p < oo, entonces existe la convolucién
y f*g € LP(IR"). Ademdis
1<l <11, sl

dem: Si p = 1, ya lo probamos.
Sip = oo, se tiene que |(f+8) (W] < fo IFWIgt = idy < [[f], f.I8Cc = ldy =
Hf”oo f]Rn |g(x)ldx = ”f”oo ”g“l < o0, siendo entonces sup | (f * ) (x)] < oo y luego f* g €
Ly |[f«gll., <Al sl -
Sea 1 < p < ooy sea g el conjugado de p, tenemos

1(f+ Q@ < [, fFWIIgx — ldy = o, IfFWllgx — pIPIgx = pIdy (1)

Observemos quesi g € L' = |g]/7 € L7, luego |f|¢]'P € LF y|g|'/7 € L7. Ahora aplicando
la desigualdad de Holder a (1), tenemos

< (o LFPIgCe = ldy) " (Jr I8 = dy) "

Por lo tanto /
(£ *2) @F < ([ LF0PIsa — idy)|lg]"

Integrando en x y aplicando Fubini, se tiene

IF sl < N8l o (foo FPIRG = i) ax = gl foo LFICf 186 = i)y
= sl e tror N, dy = lslly ™™ 1AL = sl 1A
y entonces [|f < g]| < [IF], llsll, 0

Maés generalmente, se tiene el siguiente:

Teorema 18 (Young) Sea g € L'(R"), con 1 < r < c0. Si f € [F(IR"), con 1 < p < oo, tal que
}% +1 > 1, entonces existe la convolucion y f g € L'(R"), donde q es tal que % =lil-1>0.
Ademds

1
p

1l < [1£1, sl
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dem:Sir =1, se tendriap = qy sip = 1 serfa r = g, ya lo probamos. Luego supondremos
r,p > 1.5ig = oo, entonces p, r seran conjugados y el resultado sigue de la desigualdad

de Holder, ||f+g||, = sup|f=g|y |[f+g| < o lfWllg = iy < [|f]|, e, < oo si

g = 1, entonces ;17 +1 =2y entonces p = r = 1, también ya lo probamos. Tendremos
s6lo que probarelcasol <g< ooy % +1 > 1. Definimos A = ¢q, u = % yv= %, estos
indices verifican1 < A, y,v < ooy 1 + i +1 =1, tendremos entonces aplicando Holder

IN

f n |f(}/)||8(x - y)ldy = f ., |f(y)|P/q|g(x — y)lr/”’lf(y)P"’/”’Ig(x _ y)|1—r/qdy

q-r

q-p a—_
(oo V@IV = Iy (o LEIPAY) 7 (fo 18Ce = )P) 7

| (f *g) ()

IA

De donde

q-r
r

(&) @I < (fo I @IPIgC = aray) £ 18

Integrando en x, tenemos

=gl < AL Nsll fe (S F@IFIg0 = pIrdy) dx
= AL ISl feo lFF (f 180G = oldx) dy
= A alt Nl A
=[£I sl
Es decir, |£ + |, < [I£I], <]l O

3.3. TEOREMAS DE DENSIDAD. SEPARABILIDAD DE LOS ESPACIOS LP(IR",dx) (1 < p < o).

Definicién 21 Sea (X, ®, u) un espacio con medida o—finita, definimos el conjunto D = {f €
LP(X,®,u) : f =0en CNy, con u(Ny) < oo}.

Teorema 19 Sea (X, D, u) un espacio con medida o—finita y sea 1 < p < oo. Entonces el espacio D
es denso en LV (X, D, ).

Teorema 20 Sea () abierto de R" y sea 1 < p < oo. Entonces el subespacio de LP formado por las
funciones continuas con soporte compacto es denso en LP(Q, dx).

Teorema 21 Sil < p < oo, el espacio LP(IR", dx) es separable. El subespacio de las combinaciones
lineales con coeficientes racionales de funciones caracteristicas de intervalos n-dimensionales cuyos
vértices tienen coordenadas racionales, es denso en LF(IR", dx).

4. EL TEOREMA DE RADON-NIKODYM. ESPACIOS DUALES DE 1L.OS ESPACIOS LF.
4.1. EL TEOREMA DE RADON-NIKODYM.
Definicién 22 Sea (X, ®) un espacio medible y sean 1, v dos medidas positivas sobre ®. Diremos

que v es absolutamente continua con respecto a | y notamos v << u sii para E € ® con
u(E) =0=v(E) =0.
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Ejemplo 8 Si (X, ®, u) un espacio con mediday f € M* (X, ®), la medida ¢ definida por

us(E) = [, fdu

es absolutamente continua con respecto a p, 0 esa g << u (si y(E) = 0 = fEfdy =0Vfe
M (X, D))

Definicién 23 Sea (X, @) un espacio medible y sea v una medida positiva. Si existe un conjunto
A € D tal quev(E) = v(ENA) YE € ®diremos que v es una medida concentrada en A (equivale a
que v(E) = 0 VE € @ tal que ENA = 0). Si u es una medida concentrada en A entonces u(CA) = 0.

Definicién 24 Sea (X, @) un espacio medible y sean u,v dos medidas positivas sobre @ si existen
dos conjuntos A, B (separacion de X) en @ tales que v estd concentrada en A y u estd concentrada
en B, diremos que v y u son medidas mutuamente singulares y notamos v L .

Lema 9 Sea (X, ®) un espacio medible y sean 1, v, v1, v, medidas positivas sobre ® entonces:
DV << vy <<u=vi+v, <<
v Ly, volu=vi+v, Ly
) v <<, va Lu=v L
wv<<uviu=v=0
dem: ejercicio.
Teorema 22 (Radon-Nikodym) Sea (X, @) un espacio medible y sean ,v dos medidas positivas
finitas sobre ®. Entonces:
a) Existe un tinico par de medidas v,, vs sobre ® tal que
V=Vt Vo <<u, velu
b) Existe una tinica funcion h € LY(X, @, p) tal que
vo(E) = [ h(x)du(x) VEe®

dem: Veamos primero la existencia de la descomposicién de v en v, + v,. Definimos el
funcional:

I: A(X,®,v+p)— R
I(f) = [ fav

Veamos que [ es lineal y continuo.
Linealidad:

I(f+8) = [(f+Qdv= [ fdv+ [ gdv=1H+1Lg) Vfg

I(cf) = [cfdv=c [ fdv=cl(f) VceR,Vf
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Continuidad: Sea f € L*(X,®,v + u). Observemos que, gracias a la desigualdad de
Holder conp =g = 2:

1Pl = | f fav| < fo1flav < [ 1fld + ) = 1A 1d0 +p) <

NI=

< ([ IfPdv + u))% (i 1de + y))% = 1 llzx om0 (0 + 1)(X))

NI=

Por hipétesis tenemos que v y u son medidas finitas. Esto implica que ((v + y)(X)) es

1
constante y finito, digamos ((v + y)(X))2 = M. Tenemos entonces que:

O < Mlifllzxopen  Vf € LAX @,V + p)
Como ! es lineal, dadas fy ¢ € LA(X, @, v + p),

() = Il = l(f = &I < MIIf = gllizxa+p)

y entonces [ resulta uniformemente continua, en efecto dado ¢ > 0, 36 = §; tal que si
IIf — glli2 < 6 entonces |I(f) = (g <M||f —gll<M-06<e.

Del Teorema de Representacion de Riesz, sabemos que existe una tnica funcién g €
LA(X, @, v + p) tal que

I(f) = [y fdv= [, fed(v+p) VfeL*(X®v+u) (23)

Eligiendo f = xg, con E € ®, tenemos v(E) = fE gd(v + ).
Por un lado, tenemos que YE € @, (u +v)(E) = u(E) + v(E) > v(E) y por otro lado, dado
E € ® tal que (v + u)(E) > 0 se cumple que:

v(E)
0= Emm <1

y entonces

OSmEgd(V—FH)Sl

equivalentemente
0< [, gd(v+p) < v(E) + u(E) = (v+ p)(E) = [, 1d(v + p)

Esdecir que VE € @ con (v+u)(E) > 0sesatisface que fE gd(v + ) < fE 1d(v + p). Enpar-
ticular, sea E* = {x : g(x) > 1} tal que (v+p)(E*) > 0 entonces fE gd(v + p) > fE ld(v + p)
pero también tendriamos que fE gd(v+pu) < fE 1d(v + u) lo cual es una contradiccién.
Se concluye que (v + u)(E) = 0 y entonces 0 < g(x) < 1 para casi todo punto.

Sean A = {x € X : g(x) <1}y B = {x € X : g(x) = 1}. Claramente ANB =0y
AUB = X. Ademas:

v(E) = W(ENX) = W(EN(AUB)) = (ENA)U(ENB)) = WENA) +(ENB) = v,(E) +vs(E)
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De la igualdad en (23):
J fav = [ fgd(v+p) = [ fgdv+ [, fedu (24)
y entonces
Jy fav= [ fedv = [(f = fydv = [ f0 - g)dv = [, fgdu (25)
Eligiendo f = x3, tenemos a partir de (25)
[ fA-gudv=[(1-gdv= [ ldv— [ gdv= [ gdu (26)

Por lo tanto, de (24) y (26), tenemos

v(B) = [, gdp + Jy8dv = [, gd(u+v) = f,d(u +v) = u(B) + v(B)

de donde se concluye que u(B) = 0y como u(B) = u(CA) es decir u estd concentrada
en A.
Como v5(A) = V(A N B) = v(0) = 0 entonces v, estd concentrada en B, es decir que

Vs L U

Eligiendo f = x¢ ), ¢* con E un medible cualquiera y reemplazando en (25) se obtiene,
k=0
por una lado

fxf(l —Q)dv = fXXE(éogk)(l —Q)dv = fEé‘ng(l —g)dv = fE(l — ¢")dy

y por otro:
n n+1 ‘
Jy fedu = Jylxe X gy = J; ¥ g'du

n+1
Por lo tanto [ (1 — g™ dv = [ Y, g*du.
k=1

Tomando limites

n—+oo n—+00

n+1
lim [(1-¢"")dv= lim [ 1;1 ghdu

+00 n
Six € A, g(x) < 1entonces (1 — g"*') — 1y poniendo h(x) = ¥, ¢(x) resulta Y ¢ — h.
k=1 k=1

Observar que
fE(l - ¢"MNdv = fEmA(l - ¢"Ndv + fEnB(l - ¢"Ndv

Y asi fE(l — ¢"Ndv = fEm 41— ¢""Ndv. Aplicando Beppo Levi a ambas sucesiones:
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n+1
V(ENA) = v(E) = [dv = fEnl_im)OElgkdy = [ hdy VYEe®

Se concluye que v,(E) = fEhdy. Ademés, si u(E) = 0 entonces f hdp =0 y luego
E

vo(E) = 0. Por lo tanto v, << p.

Veamos la unicidad. Supongamos que existen medidas v, y v, tal que v = v, +v] = v,+v,.
Se tendria v, — v, = v, — v, y entonces v, — v, << Vv, — v,.

Por lema 9 iii), como v, — v, << u, v, — vsLu entonces v, — v, Lv, — v; pero enton-
ces

WVa=V) L(WV=vs) v Vo=V, <<V,—Vs=1,—v,=0
de donde v, = v, y entonces v, — v, = 0 lo cual implica que v = v,. |

Nota 8 El par (v,,vs) constituye la denominada descomposicion de Lebesgue de v con respecto
a u. La parte b) se conoce como el Teorema de Radon-Nikodym. La funcién h se denomina derivada
de Radon-Nikodym de v con respecto a . La prueba (queda como ejercicio) de ambos resultados
se debe a Von-Neumman. La prueba de éste teorema depende fuertemente de las hipétesis p(X) y
v(X) finitas. Si suponemos que u es una medida positiva o—finita y v es una medida con signo o una
medida compleja, podemos extender el resultado anterior.

4.2. EsPACIOS DUALES DE LOS ESPACIOS LP.

Representaciones de funcionales lineales continuos sobre L*.

Teorema 23 (Representacion) Sea (X, @, u) un espacio con medida o-finita. Entonces cada funcion
g € LUX, D, u), con 1 < g < oo, define un funcional lineal y continuo l, sobre LP(X, ®, u), donde p
es el conjugado de q, dado por

le, + PX,®u)—K
f - lg(f)=ffgdy

siendo ademds ||lg|| = Hg”q

Teorema 24 (Riesz) Dado cualquier funcional lineal y continuo I sobre LP(X, @, u),con 1 < p < oo,
existe una vinica funcion g € L1(X, @, u) tal que

= [ Fedu vf eveco,p

siendo ademas ||l|| = Hg”q Yy q es el conjugado de p.

Definicién 25 Diremos que | es un funcional real si I(f) € R VYf € L?, f a valores reales. Y
diremos que | es un funcional positivo si [(f) > 0 para toda f € L, con f > 0.

Lema 10 Si [ es un funcional real sobre L¥. Entonces existen funcionales positivos I*,1” tales que

I(f) = 1(f) ~ () Vf € L.
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Duales de 7.

Teorema 25 Sea (X, @, u) un espacio con medida o-finita. Entonces existe un isomorfismo isométrico
entre L2(X, @, u) y su dual (L*(X, @, y))’. Es decir, existe una aplicacion lineal biyectiva

o XD, - (XX 0,w)
§ = ¢ =1
tal que ||p(9)|| = ||1sl| = II3]l, -

dem: De acuerdo con el teorema de representacion Riesz y teniendo en cuenta quep = g = 2
son conjugados se concluye que la aplicacién ¢ definida

o LX) - (2X D, )
§ = ¢ =1
donde I,(f) = [ fgdu ¥ f € L? es un isomorfismo isométrico de L? sobre su dual (L?).0

Observacién 14 El isomorfismo existente entre L* y su dual permite establecer una identificacion
entre ambos espacios. Por eso suele decirse que el dual de L* es L?, identificando cada funcional del
dual con la funcion g que lo realiza como integral.

Teorema 26 Sea (X, @, ) un espacio con medida o-finitaysean1 < p < 00,1 < q < oo indices con-
jugados.. Entonces existe un isomorfismo isométrico entre L1(X, @, i) y el dual de L7, (LV (X, ®, y))'.
Es decir, existe una aplicacion lineal biyectiva

o LIX ) - (LX)
§ = 0@ =1
tal que o) = [[1s]l = [,

dem: Es consecuencia del teorema de representacién Riesz, para p, g conjugados, la aplica-
cién ¢ definida
¢ LKD) = (XD, )
g = 9@ =1

donde [,(f) = f fedu V¥ f € L7 es un isomorfismo isométrico de L7 sobre su dual (L*)'.0

Observacion 15 Este teorema permite establecer una identificacion entre el dual de LV (1 < p < o0)
y L7 (1 < g < o0), siendo p, q conjugados. Se identifica entonces cada elemento de (L¥)’ con la funcion
que lo realiza como integral, y se dice entonces que el dual de L? es L.

Nota9 (L?) = L[? (L'Y = L=, pero (L®) # L', aunque se puede probar (funcional) que el
Ll C (L™,
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