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Los números reales Funciones Reales

Parte I

L ́ .

1. E    ́ .
El sistema de los números reales está caracterizado por ser un cuerpo ordenado y com-

pleto. Veremos en esta sección de manera precisa estos conceptos.

1.1. C

Definición 1 Un cuerpo es una terna (F,+, ·) constituida por un conjunto F dotado de dos opera-
ciones + y · en F, denominadas respectivamente adición y multiplicación, que verifican los siguientes
axiomas:

Axiomas de la adición

A1 Propiedad asociativa: x, y, z ∈ F⇒ (x + y) + z = x + (y + z).

A2 Propiedad conmutativa: x, y ∈ F⇒ x + y = y + x.

A3 Existencia de elemento neutro para +: ∃! elemento θ ∈ F t.q. x ∈ F⇒ x + θ = θ + x = x.

A4 Existencia del opuesto de un elemento: x ∈ F, ∃! elemento−x ∈ F t.q. x+(−x) = (−x)+x = θ.

Axiomas de la multiplicación

A5 Propiedad asociativa: x, y, z ∈ F⇒ (x·y)·z = x·(y·z).

A6 Propiedad conmutativa: x, y ∈ F⇒ x·y = y·x.

A7 Existencia de elemento identidad para · : ∃! elemento ǫ ∈ F t.q. x ∈ F⇒ x·ǫ = ǫ·x = x.

A8 Existencia del recı́proco de un elemento: θ , x ∈ F, ∃! elemento x−1 ∈ F tal que x·x−1 =

x−1·x = ǫ.

Axiomas comunes a la adición y la multiplicación

A9 Propiedad distributiva: x, y, z ∈ F⇒ (x + y)·z = x·z + y·z.

Los axiomas anteriores no son independientes unos de otros. Se puede comprobar fácil-
mente (hacerlo) la unicidad del elemento neutro y de la identidad y además, al ser las
operaciones asociativas, la unicidad del opuesto y del recı́proco de todo elemento del con-
junto.
A partir de estos axiomas se deducen todas las leyes usuales de manipulación de números
reales. Veamos algunas de ellas

Proposición 1 Sea (F,+, ·) un cuerpo, entonces
i) x ∈ F⇒ x·θ = θ·x = θ.
ii) F no posee divisores del elemento neutro o cero, es decir que si x, y ∈ F, entonces x·y = θ⇒ x =
θ ∨ y = θ.
iii) Vale la regla de los signos: x, y ∈ F ⇒ x·(−y) = (−x)y = −(x·y), de donde se obtiene que
x, y ∈ F⇒ (−x)·(−y) = x·y, y en particular (−ǫ)(−ǫ) = ǫ·ǫ = ǫ.
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Funciones reales Los números reales

iv) Si x, y ∈ F, entonces la suma x + (−y) será simbolizada x − y y denominada diferencia entre x
e y. Si y , θ entonces el producto x·y−1 será simbolizado x/y y denominado cociente entre x e y.
Las operaciones

(x, y)→ x − y, (x, y)→ x/y,

son denominadas sustracción y división .
v) Si x, y ∈ F, entonces x2 = y2 ⇔ x = y ∨ x = −y.

dem: i) x ∈ F→ x·θ + x = x·θ + x·ǫ = x·(θ + ǫ) = x·ǫ = x.
El resultado sigue de la unicidad del elemento neutro para la suma.

ii) Si y , θ, luego x·y = θ→ θ = θ·y−1 = (x·y)·y−1 = x·(y·y−1) = x·ǫ⇒ x·ǫ = θ⇒ x = θ.

iii) Siendo x·(−y) + x·y = x·((−y) + y) = x·θ = θ resulta x·(−y) = −(x·y). En forma
análoga se muestra que (−x)·y = −(x·y).
Usando el hecho que z ∈ F ⇒ −(−z) = z, se tiene que (−x)·(−y) = −(x·(−y)) =
x·(−(−y)) = x·y.

v) Observemos que x2 = y2 ⇔ x2 − y2 = (x − y)·(x + y) = θ⇒ x − y = θ ∨ x + y = θ. ¤

Definición 2 Un subcuerpo de un cuerpo (F,+, ·) es un subconjunto H no vacı́o de F tal que
munido de las restricciones de las operaciones + y · a H, constituye un cuerpo.

Teorema 1 Si (F,+, ·) es un cuerpo, un subconjunto no vacı́o H de F es un subcuerpo si y sólo si se
verifican los axiomas siguientes:

SC1 H es cerrado con respecto a las operaciones es decir: x, y ∈ H⇒ x + y ∈ H ∧ x·y ∈ H.

SC2 H es cerrado con respecto a la oposición y a la inversión, i.e.: x ∈ H ⇒ −x ∈ H y θ , x ∈
H⇒ x−1 ∈ H.

Corolario 1 Sea F un cuerpo, entonces:
a) La intersección de cualquier familia no vacı́a de subcuerpos de F es un subcuerpo de F.
b) La intersección F0 de todos los subcuerpos de F es el menor subcuerpo de F, en el sentido que si H
es un subcuerpo de F entonces F0 ⊆ H.

1.2. C 

Definición 3 Una relación “≤” sobre un conjunto S es una relación de orden si verifica las si-
guientes propiedades: Si x, y, z ∈ S, entonces
(O1) Propiedad reflexiva: x ≤ x;
(O2) Propiedad antisimétrica: x ≤ y ∧ y ≤ x⇒ x = y;
(O3) Propiedad transitiva: x ≤ y ∧ y ≤ z⇒ z ≤ z.

Una relación de orden sobre un conjunto S es una relación de orden lineal o total si verifica que:
Si x, y ∈ S entonces:
(O4) Propiedad de linealidad (o totalidad): x ≤ y ∨ y ≤ x.

Definición 4 Un subconjunto F+ de un cuerpo F es un subconjunto de elementos positivos del
cuerpo F si verifica los siguientes axiomas.
i) Es estable con respecto a la adición y a la multiplicación:

x, y ∈ F+ ⇒ x + y ∈ F+, x·y ∈ F+.

ii) Se verifica el principio de tricotomı́a: si x ∈ F entonces una y sólo una de las siguientes proposiciones
es verdadera:

x = θ, x ∈ F+, ,−x ∈ F+.
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Nota 1 Se simboliza F− := {x ∈ F : −x ∈ F+}. De este modo el axioma ii) indica que {{θ},F+,F−} es
un partición del conjunto F. Se dice que F− es el conjunto de elementos negativos del cuerpo F.
Se tiene que

x ∈ F ∧ x , θ⇒ x2 ∈ F+.

En efecto pues, si x ∈ F+, por el axioma i) se tiene que x·x ∈ F+ y si x < F+, entonces al ser x , θ, por
el axioma ii) resulta −x ∈ F+ y ası́ x2 = (−x)(−x) ∈ F+. En particular se tiene que ǫ = ǫ·ǫ = ǫ2 ∈ F+.

Definición 5 Sea F+ un subconjunto de elementos positivos del cuerpo F, se define la relación < en
el conjunto F de la siguiente manera

x < y⇔ y − x ∈ F+,

en tal caso se dice que x es menor que y. La relación inversa se simboliza >, y se dice que y es mayor
que y.

En particular se tiene que

F+ = {x ∈ F : θ < x}, F− = {x ∈ F : x < θ}.
La relación recién definida posee propiedades de las que se deducen todas las leyes usuales
del cálculo con desigualdades entre números reales. Veamos algunas.

Proposición 2 Sea F+ un subconjunto de elementos positivos de un cuerpo F, entonces la relación
< que él determina verifica las siguientes propiedades. Siendo x, y, z ∈ F se tiene
i) Propiedad transitiva: x < y ∧ y < z⇒ x < z.
ii) Propiedad de tricotomı́a: una y sólo una de las siguientes proposiciones es verdadera

x < y, x = y, y < x.

iii) Monotonı́a de la adiciónx < y⇔ x + z < y + z.
iv) Monotonı́a de la multiplicación: x < y ∧ θ < z⇒ x·z < y·z, x < y ∧ z < θ⇒ y·z < x·z.
v) θ < x < y→ y−1 < x−1.

dem: i) Por la definición de < y usando el axioma i)

x < y ∧ y < z⇒ y − x ∈ F+ ∧ z − y ∈ F+ ⇒ z − x = (z − y) + (y − x) ∈ F+ ⇒ x < z.

ii) El resultado surge de lo que sucede con las proposiciones

y − x ∈ F+, y − x = θ, x − y = −(y − x) ∈ F+.

iii) Se tienen las siguientes equivalencias

x < y⇔ y − x ∈ F+ ⇔ (y + z) − (x − z) = y − x ∈ F+ ⇔ x + z < y + z.

iv) La primera proposición sigue de usar el primer axioma, pues

x < y ∧ θ < z⇒ y − x ∈ F+ ∧ z ∈ F+ ⇒ y·z − x·z = (y − x)·z ∈ F+ ⇒ x·z < y·z.
La segunda desigualdad es análoga.
v) Veamos primero que el recı́proco de un elemento de F+ es un elemento de dicho
conjunto. En efecto pues

θ < z⇒ θ = θ·(z−1)2 < z·(z−1)2 = z−1.

Ahora, puesto que θ < x−1 y θ < y−1 resulta θ < x−1·y−1 y en consecuencia

x < y⇒ x·(x−1·y−1) < y·(x−1·y−1)⇒ y−1 < x−1,

como querı́amos demostrar. ¤
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La relación < definida en el cuerpo F a partir del conjunto de elementos positivos F+ no
es una relación de orden, pues si bien verifica las propiedades antisimétrica y transitiva, no
verifica, debido a la propiedad de tricotomı́a, la propiedad reflexiva.

Definición 6 Un cuerpo ordenado es un par (F,¹) constituido por un cuerpo F y una relación ¹
sobre el conjunto F tales que
a) La relación ¹ es una relación de orden lineal sobre F, i.e. x, y, z ∈ F entonces

(CO1) Propiedad reflexiva: x ¹ y,
(CO2) Propiedad antisimétrica: x ¹ y ∧ y ¹ x⇒ x = y,
(CO3) Propiedad transitiva: x ¹ y ∧ y ¹ z⇒ x ¹ z,
(CO4) Propiedad de linealidad: x, y ∈ F⇒ x ¹ y ∨ y ¹ x.

b) La relación ¹ es compatible con la estructura de cuerpo de F, en el sentido que si x, y, z ∈ F
entonces

(CO5) Monotonı́a de la adición: x ¹ y⇒ x + z ¹ y + z,
(CO6) Monotonı́a de la multiplicación x ¹ y ∧ θ < z⇒ x·z ¹ y·z.

Definición 7 Sea F+ un subconjunto de elementos positivos de un cuerpo F y< la relación de menor
que él determina sobre F. Se define la relación ≤ sobre el conjunto F del siguiente modo, para x, y ∈ F

x ≤ y⇔ x < y ∨ x = y,

en cuyo caso se dice que x es menor o igual que y ( o bien que y es mayor o igual que x).

Teorema 2 Sea F+ un subconjunto de elementos positivos de un cuerpo F y ≤ la relación de menor
o igual que él determina sobre el conjunto F. Entonces el par (F,≤) constituye un cuerpo ordenado

Puede demostrarse el resultado recı́proco de este teorema es decir que si (F,≤) es un cuerpo
ordenado entonces el subconjunto {x ∈ F : θ ≤ x ∧ θ , x} constituye un subconjunto de
elementos positivos del cuerpo F. Demostrar ambos resultados.

1.3. L ́      

Definición 8 Sea F un cuerpo, siendo n ∈ Z y x ∈ F se define el elemento nx ∈ F del siguiente
modo

nx =





θ si n = 0
x si n = 1
(n − 1)x + x si n > 1
−((−n)x si n < 0.

De la definición anterior se obtiene que

n ∈ Z, x ∈ F⇒ −(nx) = (−n)x, n ∈ Z⇒ nθ = θ.

Lema 1 Sea F un cuerpo, para n,m ∈ Z y x, y ∈ F se tiene que

i) (m + n)x = mx + nx, iii) m(−x) = (−m)x = −(mx), v) m(x·y) = (mx)·y
ii) m(x + y) = mx +my, iv) n(mx) = (nm)x.
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dem: Se ve fácilmente que los resultados son válidos para los casos n = 0,m = 0 o
x = θ, y = θ. Veamos las demostraciones para el caso en que m , 0 , n.
i) En el caso que m y n sean enteros positivos el resultado se prueba por inducción.
Fijado m ∈ Z probemos (m + n)x = mx + nx. Para n = 1 vale, veamos que si vale para
k vale para k + 1.

(m+ (k+1))x = ((m+ k)+1)x = (m+ k)x+x = (mx+ kx)+x = mx+ (kx+x)0mx+ (k+1)x.

En el caso en que m < 0 y n < 0, entonces m + n < 0, de donde

(m+n)x=−[(−(m+n))x]=−[((−m)+(−n))x]=−[(−m)x+(−n)x]=−[(−m)x]+[−((−n)x)]=
mx + nx

En el caso en que m < 0 y n > 0 debemos analizar dos casos:
• Si |m| ≤ n, se tiene

(m+ n)x = θ+ (m+ n)x = (mx+ (−m)x)+ (m+ n)x = mx+ ((−m)x+ (m+ n)x) = mx+ nx.

• Si |m| > n entonces

(m + n)x = (m + n)x + θ = (m + n)x + ((−n)x + nx) = ((m + n)x + (−n)x) + nx = mx + nx.

ii) En el caso en que m sea un número entero positivo el resultado se demuestra por
inducción. Si m es un número negativo, se aplica la definición y el resultado ya de-
mostrado.

iii) A partir de las igualdades θ = nθ = n(x + (−x)) = nx + n(−x) se obtiene que
n(−x) = −(nx).

iv), v) Las demostraciones son similares a lo hecho hasta acá. Hágalo. ¤

1.4. C 

Hemos mencionado que una condición necesaria y suficiente para que un cuerpo F sea
ordenable (es decir que exista una relación de orden lineal sobre el conjunto F compatible
con su estructura de cuerpo) es que el mismo posea un subconjunto de elementos positivos.
La respuesta a si esto siempre es posible de encontrar es negativa.

Teorema 3 Si (F,≤) es un cuerpo ordenado entonces F es un conjunto infinito.

dem: Según vimos se tiene que θ < ǫ, y ası́ por inducción se obtiene que

n ∈N⇒ nǫ < (n + 1)ǫ.

De este modo se tiene que m , n ⇒ mǫ , nǫ, entonces el conjunto {nǫ : n ∈ N} es un
subconjunto infinito de F y en consecuencia resulta F un conjunto infinito. ¤

Corolario 2 Todo subcuerpo de un cuerpo ordenado F es un conjunto infinito.

Este resultado muestra que si F es un cuerpo finito no es ordenable, i.e. no existe ninguna
relación de orden sobre F que sea compatible con su estructura de cuerpo. Veamos que esto
también puede suceder aun en el caso de que F sea infinito.
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Proposición 3 El cuerpo C de los números complejos no es ordenable.

dem: Supongamos que sea ≺ un orden cualquiera sobre el conjunto C compatible con su
estructura algebraica, en este caso se tiene que θ = (0, 0) y ǫ = (1, 0). Se tiene

θ = (0, 0) ≺ (0,−1)2 = (0,−1)(0,−1) = (0, 1)(0, 1) = (−1, 0) = −(1, 0) = −ǫ,

contradiciendo el hecho que probamos que θ ≺ ǫ.
En consecuencia queda demostrado que la relación de orden no es lineal. ¤

1.5. C́        F

Definición 9 Sea (F,≤) un cuerpo ordenado, al menor subcuerpo de F se lo denomina subcuerpo
racional del cuerpo F. Se simboliza el subcuerpo racional de un cuerpo F como F0.

Observemos que al ser F0 un subcuerpo de F, entonces por ser F0 cerrado respecto de la
adición y la oposición resulta

{nǫ : n ∈ Z} ⊆ F0.

Además si 0 , n,m ∈ Z entonces F0 contiene la solución de la ecuación

(nǫ)x = mǫ,

que siempre existe y es única, y que simbolizamos mǫ/nǫ =
mǫ
nǫ

. Por lo tanto se tiene que

{mǫ/nǫ : m,n ∈ Z,n , 0} ⊆ F0.

Propiedad 1 Valen las siguientes propiedades

a)
0ǫ
1ǫ
= θ y

1ǫ
1ǫ
= ǫ.

b) Si m,n , 0 ∈ Z, entonces 0 , k ∈ Z⇒ (km)ǫ

(kn)ǫ
=

mǫ
nǫ

.

c) Si m, r,n , 0, s , 0 ∈ Z, entonces
mǫ
nǫ
=

rǫ
sǫ
⇔ ms = nr.

d) Si m,n , 0 ∈ Z, entonces
mǫ
nǫ
= θ⇔ m = 0.

e) Si m,n , 0 ∈ Z, entonces
mǫ
nǫ
< θ⇔ mn > 0.

El siguiente teorema caracteriza el subcuerpo racional F0 de un cuerpo ordenado (F,≤),
mostrando que sus elementos son los recién presentados.

Teorema 4 Sea (F,≤) un cuerpo ordenado, entonces el subcuerpo racional F0 de F es el conjunto

F0 = {mǫ/nǫ : m,n , 0 ∈ Z}.

dem: Por las consideraciones anteriores basta ver que este conjunto es un subcuerpo de F.
Para ello usemos el resultado presentado en el Teorema 1, de este modo tenemos que
probar:

a)
mǫ
nǫ
+

rǫ
sǫ
=

(ms + nr)ǫ

(ns)ǫ
, c)

−(m)ǫ

nǫ
=

(−m)ǫ

nǫ
,

b)
mǫ
nǫ
· rǫ

sǫ
=

(mr)ǫ

(ns)ǫ
, d) m , 0⇒

(
mǫ
nǫ

)−1

=
nǫ
mǫ
.
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Veamos a), para ello basta considerar

(ns)ǫ·
(

mǫ
nǫ +

rǫ
sǫ

)

= (ns)ǫ·
(

(ms)ǫ
(ns)ǫ +

(nr)ǫ
(ns)ǫ

)

= (ns)ǫ· (ms)ǫ
(ns)ǫ + (ns)ǫ· (nr)ǫ

(ns)ǫ = (ms)ǫ + (nr)ǫ

= (mx + nr)ǫ.

Para el caso b) la igualdad que se debe usar es

(ns)ǫ·
(

mǫ
nǫ · rǫsǫ
)

=s(nǫ)·
(

mǫ
nǫ · rǫsǫ
)

=
(

s(nǫ)·mǫ
nǫ

)

· rǫ
sǫ =s

(

(nǫ)·mǫ
nǫ

)

· rǫ
sǫ =s(mǫ)· rǫ

sǫ

=m(sǫ)· rǫ
sǫ =m(rǫ).

Para la prueba de c) y d) deben usarse

mǫ
nǫ
+

(−m)ǫ

nǫ
=

(mn + (−m)n)ǫ

(nn)ǫ
=

0ǫ
(nn)ǫ

= θ,

mǫ
nǫ
· nǫ
mǫ
=

(mn)ǫ

(mn)ǫ
=

1ǫ
1ǫ
= ǫ.

Quedando ası́ demostrado el teorema. ¤

Corolario 3 El subcuerpo racional de un cuerpo ordenado es un conjunto numerable.

1.6. I   

A partir de la demostración del último teorema vemos que está justificado el nombre
de cuerpo racional ya que el mismo actúa de manera similar al subcuerpo Q de los reales,
cuyos elementos se expresan como un cociente de números enteros.

Definición 10 Sean F y G dos cuerpos ordenados, una aplicación biyectiva ϕ : F → G es un
isomorfismo si y sólo si se verifican los siguientes axiomas:

i) x, y ∈ F⇒ ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y),
ii) x, y ∈ F⇒ ϕ(x·y) = ϕ(x)·ϕ(y),
iii) x, y ∈ F, x < y⇒ ϕ(x) < ϕ(y),

Dos cuerpos ordenados F y G se dicen isomorfos si existe algún isomorfismo ϕ : F→ G.

Notemos que puede verificarse que dados dos cuerpos ordenados F,G una aplicación ϕ :
F → G es un isomorfismo si su inversa lo es. Además se comprueba fácilmente que la
composición de isomorfismos es un isomorfismo, con lo que se obtiene que, en el conjunto
de todos los cuerpos ordenados, la relación de isomorfismo es una relación de equivalencia.

Proposición 4 Sean F y F̃ dos cuerpos ordenados, si F0 y F̃0 son sus respectivos subcuerpos
racionales, entonces los cuerpos F0 y F̃0 son isomorfos.

dem: Sean ǫ y ǫ̃ los elementos unidad de los cuerpos F y F̃ respectivamente, basta demostrar
que la aplicación

Φ : F0 → F̃0

mǫ
nǫ 7→ Φ(mǫ

nǫ ) = mǫ̃
nǫ̃ ,

es un isomorfismo.
La aplicaciónΦ es biyectiva: la sobreyectividad es inmediata y para la inyectividad se
tiene que

Φ(
mǫ
nǫ

) = Φ(
rǫ
sǫ

)⇔ mǫ̃
nǫ̃
=

rǫ̃
sǫ̃
⇔ ms = nr⇔ mǫ

nǫ
=

rǫ
sǫ
.
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Además en lo concerniente a las operaciones se tiene que

Φ(
mǫ
nǫ
+

rǫ
sǫ

) = Φ(
(ms + nr)ǫ

(ns)ǫ
=

(rn +ms)ǫ̃

(ns)ǫ̃
=

mǫ̃
nǫ̃
+

rǫ̃
sǫ̃
= Φ(

mǫ
nǫ

) + Φ(
rǫ
sǫ

).

De manera análoga se tiene que

Φ(
mǫ
nǫ
· rǫ

sǫ
) = Φ(

mǫ
nǫ

) ·Φ(
rǫ
sǫ

).

Falta solamente verificar el axioma iii) de isomorfismo para ello notemos que

mǫ
nǫ
<

rǫ
sǫ
⇔ rǫ

sǫ
− mǫ

nǫ
=

(rn −ms)ǫ

nsǫ
> θ⇔ (rn −ms) > 0⇔ mǫ̃

nǫ̃
<

rǫ̃
sǫ̃
⇔ Φ(

mǫ
nǫ

) < Φ(
rǫ
sǫ

),

como querı́amos demostrar ¤

Corolario 4 Sea F un cuerpo ordenado, entonces su subcuerpo racional F0 es isomorfo al cuerpo Q
de los números racionales.

1.7. C  

Cuando se estudia la estructura de los números reales, además de los axiomas de cuerpo y
de orden también se estudia el axioma de completitud , estrechamente ligado a la estructura
topológica de dicho espacio.

Noción de supremo de un subconjunto de un cuerpo ordenado

Definición 11 Sea F un cuerpo ordenado y X un subconjunto no vacı́o de F.
Se dice que X es acotado superiormente si existe un elemento b ∈ F tal que si x ∈ X⇒ x ≤ b.
Se dice que X es acotado inferiormente si existe un elemento a ∈ F tal que si x ∈ X⇒ a ≤ x.
Se dice que X es acotado si es acotado superior e inferiormente, i.e. si existen elementos a, b ∈ F
tales que si x ∈ X⇒ a ≤ x ≤ b.

Un subconjunto X de un conjunto ordenado está acotado si está contenido en un intervalo
[a, b] = {x : a ≤ x ≤ b} o en forma equivalente si existe un elemento k ∈ F tal que

x ∈ X⇒ |x| ≤ k.

Definición 12 Sea F un cuerpo ordenado y X un subconjunto no vacı́o y acotado superiormente de
F.
Un elemento s ∈ F es un extremo superior o supremo de X si es la menor de las cotas superiores
de X, i.e. si se verifican los siguientes axiomas:
i) s es cota superior del subconjunto X: x ∈ X⇒ x ≤ s.
ii) Si b es una cota superior del subconjunto X entonces s ≤ b.
Se simboliza el supremo del conjunto X como sup(X).

Notemos que la condición ii) puede interpretarse como que ningún elemento menor que s
puede ser cota superior de X, i.e.

Si c < s luego existe x ∈ X tal que c < x < s.

Otro modo de expresar esta última condición es la siguiente
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∀ρ ∈ F+ existe un x ∈ X tal que s − ρ < x < s.

Definición 13 Sea F un cuerpo ordenado y X un subconjunto no vacı́o y acotado inferiormente de
F. Un elemento i ∈ F se denomina el extremo inferior o ı́nfimo si es la mayor de las cotas inferiores
de X, i.e. se verifican las siguientes propiedades
i) i es una cota inferior del subconjunto X: x ∈ X⇒ i ≤ x.
ii) Si a es una cota inferior del subconjunto X entonces a ≤ i.
Se simboliza al ı́nfimo como ı́nf(X).

Análogamente a lo enunciado para el supremo puede mostrarse que la segunda propiedad
puede reformularse como: ningún número mayor que i puede ser cota inferior de X, i.e.

Si i < c luego existe x ∈ X tal que i < x < c.

De manera equivalente

∀ρ ∈ F+ existe un x ∈ X tal que i < x < i + ρ.

Definición 14 Sea F un cuerpo ordenado y X un subconjunto no vacı́o de F. Se dice que el elemento
m ∈ X es el máximo de X si

x ∈ X⇒ x ≤ m,

en otras palabras, cuando m es una cota superior de X perteneciente a dicho conjunto.

Resulta evidente que si X es un subconjunto no vacı́o de un cuerpo ordenado F que posee
máximo m entonces el conjunto X es acotado superiormente y su supremo es m.

Ejemplo 1 Se demuestra fácilmente que los intervalos [a, b] y [a, b) son subconjuntos acotados
superiormente, que ambos admiten como cotas superiores los elementos del conjunto {x ∈ F : b ≤ x}
y por lo tanto b es el supremo de los dos intervalos. Además b = máx([a, b]) mientras que [a, b) no
tiene máximo.

El axioma de completitud

Según mencionamos en el ejemplo anterior existen subconjuntos acotados superiormente
de un conjunto ordenado que no poseen elemento máximo, pero que si poseen supremo. Nos
preguntamos si todo subconjunto acotado superiormente posee un supremo. La respuesta
general a esta pregunta es no. Veremos un resultado donde efectivamente esto no sucede.

Teorema 5 El siguiente subconjunto del cuerpo de los números racionales Q

X = {p ∈ Q : 0 ≤ p ∧ p2 < 2}

es acotado superiormente y no posee supremo.

dem: Observemos que 0 ≤ p ∧ p2 < 2 ⇒ p < 2, luego X es un conjunto acotado superior-
mente.
Supongamos que X posea supremo m ∈ Q. Por el principio de tricotomı́a, debe verifi-
carse una de estas proposiciones:

m2 = 2, m2 ∈ X1 = {p ∈ Q : p2 < 2}, m2 ∈ X2 = {p ∈ Q : 2 < p2}.

14 Funciones Reales-LM GFR-2015



Funciones reales Los números reales

Veamos en primer lugar que m2 , 2. Si sucediera esto tendrı́amos que p = m
n

, con
m,n ∈ Z no ambos pares. Entonces se tendrı́a que

m2 = 2n2.

Esto muestra que m2 serı́a un número par de igual modo m serı́a un número par y
por lo tanto que m2 es divisible por 4. De aquı́ tendrı́amos que 2n2 es divisible por 4
y por lo tanto que n2 es un número par, de donde n serı́a par contradiciendo nuestra
hipótesis.
Para demostrar lo que falta consideremos para cada número racional p > 0

π = p − p2 − 2

p + 2
=

2p + 2

p + 2
⇒ π2 − 2 =

2(p2 − 2)

(p + 2)2
. (1)

Si suponemos que p ∈ X1, i.e. p2 − 2 < 0, surge de la primera igualdad anterior que
p < π y de la segunda que π2 < 2, luego p no puede ser cota superior del conjunto X.
Luego toda cota superior del conjunto X debe estar en X2. Además como

p ∈ X2 ∧ x ∈ X⇒ x2 < 2 < p2 ⇒ 0 < p2 − x2 = (p + x)(p − x)⇒ p − x > 0

se tiene que todo p ∈ X2 es cota superior del conjunto X.
Para terminar basta ver que el conjunto X2 no contiene un menor elemento, esto pues
si

p ∈ X2 ⇒ p2 − 2 > 0

y de la primera igualdad en (1) se obtiene que π < p y de la segunda que π2 > 2, es
decir que π es una cota superior de X y por lo tanto p no puede ser el supremo de
X2. Luego de existir el supremo no satisface el principio de tricotomı́a, lo que es un
absurdo y queda demostrado el resultado. ¤

Definición 15 El Principio del extremo superior. Se dice que un cuerpo ordenado F es completo
si todo subconjunto no vacı́o de F acotado superiormente posee supremo.

Lema 2 Si F es un cuerpo ordenado completo entonces todo subconjunto no vacı́o del cuerpo F
acotado inferiormente posee ı́nfimo.

dem: Sea ∅ , X ⊂ F acotado inferiormente, definimos el conjunto

−X = {x ∈ F : −x ∈ X}.

Es inmediato verificar que −X es un subconjunto vacı́o de F, acotado superiormente.
La completitud de F asegura la existencia del supremo de dicho subconjunto. Demos-
trando que

ı́nf(X) = − sup(−X),

la prueba queda completa. ¤

Veamos a continuación algunas propiedades de los cuerpos ordenados y completos.

Teorema 6 Sea F un conjunto ordenado y completo, entonces:
i) El conjunto N = {nǫ : n ∈N} no es acotado superiormente.
ii) El ı́nfimo del conjunto X = {1ǫ/nǫ : n ∈N} es θ.
iii) El Principio de Eudoxo-Arquı́medes: Dado a ∈ F+ y b ∈ F, existe un n ∈N tal que b < na.
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dem: i) Siendo ∅ , N ⊂ F, éste cuerpo ordenado y completo, si N fuese acotado superior-
mente tendrı́a un supremo. Supongamos que sea s = sup(N), se tiene entonces que
s− 1ǫ no es cota superior de N y por lo tanto existe un n ∈N tal que s− 1ǫ < nǫ, luego

s = (s − 1ǫ) + 1ǫ < nǫ + 1ǫ = (n + 1)ǫ.

Como (n + 1)ǫ ∈ N, la desigualdad anterior indica que s no es cota superior de N por
lo tanto s no puede ser el supremo del mismo.
ii) Claramente θ es una cota inferior de X, basta ver que es la mayor y para ello
veremos que si c ∈ F+ luego c no es cota inferior de X.
Como θ < c por lo visto en i) se tiene que existe un n ∈N tal que

θ < c−1 < nǫ =
nǫ
1ǫ
,

entonces
1ǫ
nǫ
= (

nǫ
1ǫ

)−1 < (c−1)−1 = c,

luego c no es cota inferior de X.
iii) Por lo visto en i) existe un n ∈N tal que

a−1·b < nǫ,

entonces se tiene que
b = a·(a−1b) < a·(nǫ) = n(aǫ) = na.

De este modo queda demostrado el teorema. ¤

El siguiente es un resultado debido a Georg Ferdinand Ludwing Philipp Cantor (1845
Saint Petersburgo - 1918 Halle).

Teorema 7 El principio del encaje de intervalos cerrados
Sea F un cuerpo ordenado completo, si {[an, bn]}∞

n=1
es una sucesión de intervalos cerrados encajados,

i.e. tales que
[a1, b1] ⊇ [a2, b2] ⊇ [a3, b3] ⊇ · · · ⊇ [an, bn] ⊇ [an+1, bn+1] ⊇ · · · ,

Entonces

a)

∞⋂

n=1

[an, bn] , ∅. a)

b) Además, si ı́nf{bn − an : n ∈N} = θ, entonces existe ξ ∈ F tal que

∞⋂

n=1

[an, bn] = {ξ}.

dem: a) A partir de la sucesión de intervalos podemos obtener las sucesiones {an}∞n=1
y

{bn}∞n=1
tales que

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an ≤ an+1 ≤ · · · · · · ≤ bn+1 ≤ bn · · · ≤ b2 ≤ b1.

Veamos que para n,m ∈ N se tiene que an ≤ bm. De no ser ası́ existen n0,m0 ∈ N,
supongamos que n0 ≤ m0 tales que bm0

< an0
, luego am0

< bm0
< an0

lo que es una

16 Funciones Reales-LM GFR-2015



Funciones reales Los números reales

contradicción con el hecho que la sucesión {an}∞n=1
es creciente.

El conjunto {an}∞n=1
es acotado superiormente, luego como F es un cuerpo ordenado

completo existe sa = sup{an}∞n=1
siendo an ≤ sa,∀n ∈ N. Además por ser cada bm cota

superior de {an}∞n=1
resulta sa ≤ bn,∀n ∈N.

Por otro lado {bn}∞n=1
es acotado inferiormente, tiene ı́nfimo y se verifica an ≤ sb ≤

bn,∀n ∈N. Resumiendo se tienen las siguientes desigualdades

an ≤ sa ≤ sb ≤ bn,∀n ∈N,

con lo cual resulta [sa, sb] ⊂ [an, bn],∀n ∈N y ası́

∅ , [sa, sb] ⊂
∞⋂

n=1

[an, bn].

Se tiene entonces que θ ≤ sb − sa ≤ bn − an,∀n ∈ N, luego sb − sa es cota inferior de
{bn − an}∞n=1

, con lo cual es menor que el ı́nfimo, de donde si éste es θ se tiene

θ ≤ sb − sa ≤ θ⇒ sb − sa = θ⇒ sb = sa = ξ,

como querı́amos probar. ¤

Teorema 8 Sea F un cuerpo ordenado que verifica el ppio. de Eudoxo-Arquı́medes y el ppio. del
encaje de intervalos cerrados, entonces F es un cuerpo ordenado completo.

dem: Sea ∅ , X ⊂ F acotado superiormente, queremos ver que existe ξ ∈ F : ξ = sup(X).
Sea

M = {m ∈ F : m es cota superior de X} = {m ∈ F : m ≥ x,∀x ∈ X}.
Sea b ∈ M y a ∈ X fijos. Vamos a construir una sucesión de intervalos cerrados en F.
Para n ∈ N se tiene que 1ǫ

2nǫ > θ y además b − a ≤ θ, luego por el ppio. de Eudoxo-
Arquı́medes, existe m ∈N tal que

b − a < m
1ǫ
2nǫ
⇒ b < a +m

1ǫ
2nǫ
,

de donde resulta a +m 1ǫ
2nǫ cota superior de X, pues b lo era.

Para n fijo elegimos

pn := mı́n{m ∈N : a +m
1ǫ
2nǫ

es cota superior de X},

entonces

a + pn
1ǫ
2nǫ
≥ x,∀x ∈ X,

y a+ (pn − 1) 1ǫ
2nǫ no es cota superior de X, luego existe x0 ∈ X tal que a+ (pn − 1) 1ǫ

2nǫ < x0.
Consideremos los intervalos

In = [an, bn] = [a + (pn − 1)
1ǫ
2nǫ
, a + pn

1ǫ
2nǫ

],n = 1, 2, ...

In ∩ X , ∅, pues para cada n está el x0 que mencionamos recién.
Si observamos que pn+1 = 2pn o bien pn+1 = 2pn − 1. Esto pues

pn
1ǫ
2nǫ
= 2pn

1ǫ

2n+1ǫ
,
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luego a + 2pn
1ǫ

2n+1ǫ es cota superior de X y pn+1 ≤ 2pn. Por otro lado

(pn − 1)
1ǫ
2nǫ
= (2pn − 2)

1ǫ

2n+1ǫ
,

con lo cual a + (2pn − 2) 1ǫ
2n+1ǫ no es cota superior de X, y resulta 2pn − 1 ≤ pn+1.

Si se tiene que pn+1 = 2pn resulta

a + pn+1
1ǫ

2n+1ǫ
= a + 2pn

1ǫ

2n+1ǫ
= a + pn

1ǫ
2nǫ
,

es decir que bn+1 = bn, i.e. los extremos derechos de In y de In+1 coinciden. Además

an = a + (pn − 1)
1ǫ
2nǫ
= a + pn

1ǫ
2nǫ
− 1

1ǫ
2nǫ
< a + pn

1ǫ
2nǫ
− 1ǫ

2n+1ǫ
= an+1.

Si se tiene que pn+1 = 2pn − 1 resulta

a + (pn+1 − 1)
1ǫ

2n+1ǫ
= a + (2pn − 1 − 1)

1ǫ

2n+1ǫ
= a + (pn − 1)

1ǫ
2nǫ
,

es decir que an+1 = an i.e. los extremos izquierdos de In y de In+1 coinciden. Además

bn+1 = a + pn+1
1ǫ

2n+1ǫ
= a + pn

1ǫ
2nǫ
− 1

1ǫ

2n+1ǫ
< a + pn

1ǫ
2nǫ
= bn.

En consecuencia en ambos casos resulta In+1 ⊂ In, siendo {In}∞n=1
un encaje de intervalos

cerrados en F. Además se tiene que

bn − an = a + pn
1ǫ
2nǫ
− a + (pn − 1)

1ǫ
2nǫ
=

1ǫ
2nǫ
<

1ǫ
nǫ
,

con lo cual ı́nf
n∈N
{bn − an} = θ. Luego por el ppio. del encaje de intervalos cerrados se

obtiene que existe un único elemento ξ ∈ F tal que {ξ} =
∞⋂

n=1
In.

Falta por demostrar que efectivamente ξ es supremo del conjunto X. Veamos primero
que es una cota superior, de no serlo existirı́a un elemento x0 ∈ X tal que θ < x0 − ξ
entonces existe n ∈N tal que

1ǫ
2nǫ
<

1ǫ
nǫ
< x − ξ,

y en consecuencia

a +
pnǫ

2nǫ
= a +

(pn − 1)ǫ

2nǫ
+

1ǫ
2nǫ
< (a +

(pn − 1)ǫ

2nǫ
− ξ) + x < x,

en cuyo caso el elemento a +
pnǫ
2nǫ no serı́a una cota superior del conjunto X, lo que es

una contradicción por construcción.
Finalmente para ver que ξ es supremo de X, supongamos que no lo es. Luego existe
un elemento y ∈ M tal que y < ξ, con lo que existirı́a un n ∈ N tal que 1ǫ

2nǫ < ξ − y, y
como ξ ∈ In resultarı́a

a +
(pn − 1)ǫ

2nǫ
= a +

pnǫ

2nǫ
− 1ǫ

2nǫ
> (a +

pnǫ

2nǫ
− ξ) + y > y,

en cuyo caso el elemento a +
(pn−1)ǫ

2nǫ serı́a una cota superior de X contradiciendo una
vez más su construcción. ¤
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Densidad del subcuerpo racional en un cuerpo ordenado y completo

Es muy importante el siguiente resultado que presentamos sin demostración, la misma
puede verse en [4]

Teorema 9 Un cuerpo ordenado y completo es un conjunto infinito no numerable.

Proposición 5 Sea F un cuerpo ordenado completo y sea F0 su subcuerpo racional. Si x, y ∈ F son
tales que x < y entonces existe un r ∈ F0 tal que x < r < y.

dem: Se tiene que θ < y − x, además como θ < ǫ por el axioma de Eudoxo-Arquı́medes se
tiene que existe n0 ∈N tal que ǫ < n0(y − x) o lo que equivalente que

1ǫ
n0ǫ
< y − x. (2)

Supongamos que y > θ. Por Eudoxo-Arquı́medes, existe m ∈N tal que

y < m
1ǫ
n0ǫ
.

Sea entonces m̃ = mı́n{m ∈ N : y ≤ m 1ǫ
n0ǫ
}. Vale entonces que (m̃ − 1) 1ǫ

n0ǫ
< y < m̃ 1ǫ

n0ǫ
y

por (2), resulta

x < y − 1ǫ
n0ǫ
≤ m̃

1ǫ
n0ǫ
− 1ǫ

n0ǫ
= (m̃ − 1)

1ǫ
n0ǫ
< y.

En el caso θ > y serı́a θ < −x y por Eudoxo-Arquı́medes podemos asegurar que existe
un m ∈N tal que

−x < m
1ǫ
n0ǫ
.

Sea ahora m̃ = mı́n{m ∈ N : −x ≤ m 1ǫ
n0ǫ
}. Vale que (m̃ − 1) mı́n{m ∈ N : y ≤ m 1ǫ

n0ǫ
} <

−x ≤ m̃ mı́n{m ∈N : y ≤ m 1ǫ
n0ǫ
} y usando nuevamente (2) se obtiene que

−y < −x − 1ǫ
n0ǫ
≤ m̃

1ǫ
n0ǫ
− 1ǫ

n0ǫ
= (m̃ − 1)

1ǫ
n0ǫ
< −x,

es decir x < (1 − m̃) 1ǫ
n0ǫ
< y como querı́amos probar. ¤

Recuperamos para los cuerpos ordenados completos la propiedad que ya conocı́amos
para el subcuerpo racional de los reales. Veamos ahora un resultado que muestra que los
elementos no racionales también son densos en el cuerpo.

Corolario 5 Sea F un cuerpo ordenado y completo y F0 su subcuerpo racional, si x, y ∈ F tales que
x < y entonces existe z ∈ F \ F0 tal que x < z < y.

dem: Sean p, q ∈ F0 tales que x < p < q < y, esto es posible debido al teorema precedente.
Como F es un conjunto no numerable y F0 lo es resulta F\F0 , ∅, luego seaθ < w ∈ F\F0.
Por el axioma de E-A existe un n ∈ N, tal que w < n(q − p), entonces, simbolizando
z = p + 1ǫ

nǫ ·w resulta x ∈ F \ F0 y además q < z < q. ¤

El resultado fue enunciado para cuerpos ordenados completos pero es válido para cual-
quier cuerpo arquimediano (cuerpo ordenado que verifique E-A), en cuyo caso para el
corolario debe agregarse la hipótesis F \ F0 , ∅.

GFR-2015 Funciones Reales-LM 19



Los números reales Funciones Reales

Unicidad y existencia de los cuerpos ordenados y completos

Teorema 10 Si F y G son dos cuerpos ordenados y completos luego son isomorfos.

Este resultado, si bien no establece la unicidad de los cuerpos ordenados y completos, nos
permite considerarlos como idénticos a través de la existencia de un isomorfismo que los
vincula.
La demostración, que omitimos, sigue el siguiente esquema:

a) Se construye un isomorfismo entre los subcuerpos racionales respectivos F0 y G0, la
existencia de este isomorfismo fue establecida en la Proposición 4.

b) Se extiende dicho isomorfismo a todo el cuerpo F utilizando argumentos de densidad,
haciendo uso de la densidad del subcuerpo racional F0 en F.

Esta noción de unicidad nos permite introducir la siguiente:

Definición 16 Se denomina cuerpo de los números reales y se simboliza R, al cuerpo ordenado
y completo, cuyos elementos son denominados números reales.

Para demostrar la existencia de un cuerpo ordenado y completo es necesario describir
explı́citamente uno de ellos a partir de elementos ya definidos, por ejemplo los números
racionales. En dicho caso, los elementos del cuerpo ordenado y completo serán ciertos
subconjuntos de números racionales y en él se definirán operaciones de adición y multipli-
cación y una relación de orden que verifique los axiomas correspondientes.
Existen diferentes construcciones basadas en estas ideas aparecidas de modo independiente
en la segunda mitad del siglo XIX, por Weierstrass (1869), Dedekind (1872) y Cantor (1872).

1.8. R́    ́ 

Recordemos

Definición 17 Dado x ∈ R se define como parte entera de x como el único entero tal que [x] ≤
x < [x] + 1

Para la representación decimal de un número real podemos reducir el análisis a 0 ≤ x < 1
pues 0 ≤ x − [x] < 1 y x = [x] + (x − [x]). Simbolizamos con D = {0, 1, · · · , 9} el conjunto de
los dı́gitos.

Proposición 6 Dado x ∈ [0, 1) existe una sucesión {xn} ⊂ D, tal que

x =

∞∑

n=1

xn

10n
.

dem: Probaremos que existe una sucesión {xn} ⊂ D que verifica

0 ≤
m∑

n=1

xn

10n
≤ x <

m−1∑

n=1

xn

10n
+

xm + 1

10m
.

En este caso, ∀n ∈N, se tiene que 0 ≤ x −
m∑

n=1

xn

10n <
1

10m y luego resulta que

x = lı́m
m→∞

m∑

n=1

xn

10n
=

∞∑

n=1

xn

10n
.
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La sucesión se obtiene por recurrencia.
Paso 1): Sea x1 = [10x], se tiene que al ser 0 ≤ 10x < 10→ x1 ∈ D. Además

x1 ≤ 10x < x1 + 1⇒ x1

10
≤ x <

x1 + 1

10
.

Paso 2) Habiendo obtenido x1 ∈ D que verifica la última desigualdad, i.e. 0 ≤ 10(x −
x1

10
) < 1, se define

x2 = [102(x − x1

10
)].

Resulta x2 ∈ D y además

x2 ≤ 102(x − x1

10
) < x2 + 1⇒ x1

10
+

x2

102
≤ x2 <

x1

10
+

x2 + 1

102
.

Paso m): En general, una vez obtenidos {x1, x2 · · · , xm−1} ⊂ D tales que verifican

0 ≤ x −
m−1∑

n=1

xn

10n
<

1

10m−1
,

se define

xm = [10m(x −
m−1∑

n=1

xn

10n
)].

Resulta xm ∈ D y además

xm ≤ 10m(x −
m−1∑

n=1

xn

10n
) < xm + 1⇒

m∑

n=1

xn

10n
≤ x <

m−1∑

n=1

xn

10n
+

xm + 1

10m
,

como querı́amos demostrar. ¤

Definición 18 Dado un número real x ∈ [0, 1] se denomina representación decimal de x a toda
sucesión {xn} ⊂ D tal que

x =

∞∑

n=1

xn

10n
.

Usualmente se nota 0, x1x2x3 · · · xm · · ·.

Unicidad de la representación decimal?

Si modificamos ligeramente la definición de parte entera de un número real x y lo
tomamos como el único número entero ⌈x⌉ tal que ⌈x⌉ < x ≤ ⌈x⌉ + 1 puede probarse
siguiendo los pasos de la demostración anterior, la existencia de una sucesión {ξn} ⊂ D tal
que ∀m ∈N se tiene que

m∑

n=1

ξn

10n
< x ≤

m−1∑

n=1

ξn

10n
+
ξm + 1

10m
.

Resulta entonces que 0, ξ1ξ2 · · · es una nueva representación decimal del número x, la cual
en principio no tiene por qué ser igual a la ya obtenida. Por lo tanto, en principio, podemos
afirmar que la representación decimal de un número real no es necesariamente única. Para
analizar esta situación veremos si existen números reales con más de una representación
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decimal y dicho caso que caracterı́sticas tienen dichas representaciones.
Supongamos que existe x ∈ [0, 1] que admite 2 representaciones decimales diferentes {xn}
y {ξn}. Sin pérdida de generalidad supongamos que existe m ∈ N tal que ξn = xn,∀n =
1, · · · ,m − 1 y que ξm < xm.
Por la definición de representación decimal de x se tiene que

x =

∞∑

n=1

xn

10n
=

∞∑

n=1

ξn

10n
,

de donde resulta que

xm − ξm = 10m(

∞∑

n=m+1

ξn

10n
−

∞∑

n=m+1

xn

10n
) = 10m

∞∑

n=m+1

ξn − xn

10n
.

Como los xn, ξn ∈ D se tiene que 1 ≤ xm − ξm y que |ξn − xn| ≤ 9 si n > m, en consecuencia

∞∑

n=m+1

ξn − xn

10n
≤

∞∑

n=m+1

|ξn − xn|
10n

≤ 9

∞∑

n=m+1

1

10n
=

1

10m
.

Se ha obtenido entonces que

1 ≤ xm − ξm = 10m

∞∑

n=m+1

ξn − xn

10n
≤ 1

y esto ocurre si y sólo si se verifican simultáneamente las condiciones siguientes:
• xm − ξm = 1
• m < n⇒ ξn − xn = 9⇒ xn = 0 ∧ ξn = 9.

En conclusión probamos que si x ∈ [0, 1] tiene dos representaciones decimales entonces se
tiene que para algún m ∈N es

x =

m∑

n=1

xn

10n
=

1

10m

m∑

n=1

10m−nxn.

Como
m∑

n=1
10m−nxn ∈ N, resulta que debe ser x un número racional cuya representación

irreducible posea denominador con únicos factores primos a lo sumo 2 y 5. Además dichos
números aceptan únicamente dos representaciones decimales diferentes dadas por

0, x1x2 · · · xm0000 · · · , y 0, x1x2 · · · (xm − 1)9999 · · ·

Notemos que la primera representación es la obtenida a partir del procedimiento utilizado
en la Proposición 6, mientras que la segunda se obtiene a partir de la definición de ⌈x⌉. Luego
dichos procedimientos pueden considerarse los únicos para la obtención de la representa-
ción decimal de los números reales del intervalo [0, 1), salvo para los números racionales
cuya representación irreducible posee un denominador cuyos únicos factores primos son,
a lo sumo, 2 y 5, en cuyo caso estos 2 métodos dan las 2 únicas posibles representaciones
decimales.
Una vez seleccionado uno de los procedimientos para la obtención de la representación
decimal de los números reales del intervalo [0, 1), queda determinada una aplicación entre
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dichos números y las sucesiones de dı́gitos. La definición de representación decimal de un
número real muestra que esta aplicación es inyectiva. Notemos además que, fijado un pro-
cedimiento quedan sucesiones fuera del recorrido de la aplicación, a saber las sucesiones
tales que a partir de un cierto término son todos 0 o 9, dependiendo del procedimiento ele-
gido. Eligiendo cualquiera de los 2 procedimientos el complemento del conjunto recorrido
de esta aplicación es un conjunto numerable.
Cabe destacar que la elección del conjunto D formado por 10 dı́gitos no es esencial y que
puede ser reemplazado por subconjuntos de tipo {1, 2, · · · ,m} para un 1 < m ∈N cualquiera.

2. E  ́ R.
2.1. Tı́ ́  R.

Definición 19 Si x, y ∈ R definimos la distancia entre x e y como el número d(x, y) = |x − y|.

Proposición 7 La función d : R ×R→ R, definida por d(x, y) = |x − y| es una métrica.

dem: Es inmediato por propiedades de valor absoluto. ¤

Definición 20 Dado x ∈ R y δ > 0, se denomina δ-entorno de x o entorno de centro x y radio δ
al conjunto Eδ (x) = {y ∈ R : d(x, y) = |x − y| < δ}. Diremos que U ⊂ R es abierto si para todo
x ∈ U existe Eδ(x) ⊂ U.

Teorema 11 La familia τ de todos los abiertos de R constituye una topologı́a que es la topologı́a
métrica.

dem: CA1) ∅ ∈ τ por definición.
CA2) Para cada x ∈ R y δ > 0, Eδ(x) ⊂ R luego, R ∈ τ.
CA3) Sea {Uα}α∈A ⊂ τ y x ∈ ⋃

α∈A
Uα (si

⋃

α∈A
Uα , ∅) entonces x ∈ Uα0

entonces existe δα0

tal que Eδα0
(x) ⊂ Uα0

⊂ ⋃
α∈A

Uα de donde
⋃

α∈A
Uα ∈ τ.

CA4) Sea {U j}nj=1
⊂ τ y x ∈

n⋂

j=1
U j (si

n⋂

j=1
U j , ∅) entonces x ∈ U j para todo j luego existe

δ j tal que Eδ j
(x) ⊂ U j. Sea δ = mı́n δ j luego Eδ (x) ⊂

n⋂

j=1
U j y

n⋂

j=1
U j ∈ τ. ¤

Nota 2 todos los conceptos topológicos (conjunto abierto, interior, cerrado, clausura, acumulación,
frontera, etc) tienen sentido en la topologı́a métrica de R.

2.2. C  R.

Definición 21 Diremos que una sucesión (xn) ⊂ R es convergente si existe x ∈ R tal que ∀ε > 0,
existe n0 ∈N tal que si n ≥ n0 entonces |xn − x| < ε.

Proposición 8 Si (xn) converge el lı́mite es único.

dem: Si a , b son lı́mites de xn para ε =
|b − a|

2
existen na,nb ∈N y n0 = máx(na,nb) tal que

si n ≥ n0 es |b − a| = |b − xn + xn − a| ≤ |b − xn| + |xn − a| < |b − a|
2
+
|b − a|

2
= |b − a| abs.¤
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Nota 3 En tal caso diremos que la sucesión (xn) converge a x y que x es el lı́mite de la sucesión y
notamos lı́m

n→∞
xn = x o simplemente xn → x.

Proposición 9 Sea E ⊂ R, entonces:

i) un punto x ∈ R es un punto clausura de E sii existe una sucesión (xn) de puntos de E tal que
xn → x.

ii) un punto x ∈ R es un punto de acumulación de E sii existe una sucesión (xn) de puntos de E
con xi , x j para i , j tal que xn → x.

dem: i)⇒) x ∈ R es un punto clausura de E entonces ∀U ∈ N (x) , U ∩ E , ∅ en particular
∀n ∈N es E 1

n
(x) ∩ E , ∅. Sea xn ∈ E 1

n
(x) ∩ E ∀n, luego (xn) ⊂ E y xn → x.

⇐) ∀ε > 0, ∃n0 tal que si n ≥ n0 ⇒ |xn − x| < ε y xn ∈ E ∀n ⇒ ∀ε > 0, Eε(x) ∩ E , ∅
luego x es punto clausura de E.
ii)⇒) x ∈ R es un punto de acumulación de E entonces ∀U ∈ N (x) , (U − {x}) ∩ E , ∅
en particular ∀n ∈N es (E 1

n
(x)−{x})∩E , ∅. Sea xn ∈ (E 1

n
(x)−{x})∩E ∀n, luego (xn) ⊂ E

y xn → x. Tomamos una subsucesión (xnk
) (que también converge x) tal que xni

, xn j

∀i , j, podemos hacerlo pues si no, a partir de un n la sucesión serı́a constante y como
converge a x deberı́a ser igual a x abs, pues xn ∈ (E 1

n
(x) − {x}) ∩ E ∀n.

⇐) ∀ε > 0, ∃n0 tal que si n ≥ n0 ⇒ |xn − x| < ε. Como xi , x j para i , j existe n̄ tal que
0 < |xn̄ − x| < ε luego ∀ε > 0, (Eε(x) − {x}) ∩ E , ∅ luego x es punto de acumulación de
E. ¤

2.3. D. S.

Definición 22 Diremos que un conjunto D ⊂ R es denso en R sii D̄ = R.

Nota 4 D es denso en R sii ∀ξ ∈ R existe una sucesión (ξn) ⊂ D tal que ξn → ξ.

Teorema 12 Q es denso en R.

Nota 5 Siendo Q numerable, el teorema anterior nos dice que R es un espacio métrico separable,
pues contiene un subconjunto denso y numerable.

Corolario 6 Entre dos números reales x < y existen infinitos racionales.

dem: Sean x < y existen (xn), (yn) ⊂ Q tales que xn → x y yn → y. Sea ε = y−x

2
> 0, existe

x1 ∈ Q tal que x1 ∈ Eε(x) y existe x2 ∈ Q tal que x2 ∈ Eε(y). Definimos por recurrencia

xn =
xn−1 − xn−2

2
luego x ≤ xn−2 < xn < xn−1 ≤ y ∀n ∈N. ¤

2.4. S  C  ́ R. C  R.

Definición 23 Diremos que una sucesión (xn) en R es una sucesión de Cauchy si ∀ε > 0, existe
n0 ∈ N tal que si n,m ≥ n0 ⇒ |xn − xm| < ε. Diremos que un espacio métrico es completo si toda
sucesión de Cauchy es convergente.

Proposición 10 Toda sucesión convergente de números reales es de Cauchy.

dem: Sea xn → x, ∀ε > 0, existe n0 ∈ N tal que si n ≥ n0 ⇒ |xn − x| < ε. Sean n,m ≥ n0

entonces |xn − xm| ≤ |xn − x| + |xm − x| < ε. ¤

Teorema 13 R es un cuerpo métrico completo, esto es, toda sucesión de Cauchy enR es convergente.
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2.5. C   . S  ı́.

Definición 24 Diremos que:
i) Un conjunto E ⊂ R es acotado superiormente (inferiormente) si existe k ∈ R tal que x ≤ k
(x ≥ k) ∀x ∈ E, en tal caso decimos que k es una cota superior (inferior) de E. Si E es acotado superior
e inferiormente diremos que es acotado.
ii) Una sucesión (xn) ⊂ R es acotada superiormente (inferiormente) si existe k ∈ R tal que xn ≤
k (x ≥ k) ∀n ∈N. Si (xn) es acotada superior e inferiormente diremos que es acotada.

Definición 25 Si E es acotado superiormente (inferiormente) se denomina supremo (ı́nfimo) o
extremo superior (inferior) de E, a la menor (mayor) de las cotas superiores (inferiores). Notamos
λ = sup E (λ = ı́nf E).

Teorema 14 Sea E , ∅, entonces:
i) Si E es acotado superiormente, existe una mı́nima cota superior de E, esto es, existe λ ∈ R tal que
x ≤ λ ∀x ∈ E y ∀ε > 0, existe x ∈ E tal que x > λ − ε.
ii) Si E es acotado inferiormente, existe una máxima cota inferior de E, esto es, existe λ ∈ R tal que
x ≥ λ ∀x ∈ E y ∀ε > 0, existe x ∈ E tal que x < λ + ε.

dem: i) Sea E acotado superiormente y sea b ∈ R una cota superior de E. Como E es no
vacı́o, existe a ∈ E tal que a < b tal que a no es cota superior de E, o sea existen
elementos de E mayores que a.

Si
a + b

2
es cota superior de E, sean b1 =

a + b

2
y a1 = a, siendo b1 cota superior y a1 no,

es decir x ≤ b1 ∀x ∈ E y existe x ∈ E tal que x > a1.

Si
a + b

2
no es cota superior de E, ponemos a1 =

a + b

2
y b1 = b también tendremos que

siendo b1 cota superior y a1 no, será x ≤ b1 ∀x ∈ E y existe x ∈ E tal que x > a1.

Observemos que b1 − a1 =
b − a

2
. Tendremos entonces que

a ≤ a1 < b1 ≤ b y b1 − a1 =
b − a

2

con b, b1 cotas superiores de E y a, a1 no. Continuamos este razonamiento, tomando el

número
a1 + b1

2
y procediendo de manera análoga, se obtienen a2, b2 tales que

a ≤ a1 ≤ a2 < b2 ≤ b1 ≤ b y b2 − a2 =
b1 − a1

2
=

b − a

22

con b, b1, b2 cotas superiores de E y a, a1, a2 no. Ası́ sucesivamente, se obtienen sucesio-
nes (an) y (bn) tales que

a ≤ a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an < ... < bn ≤ ... ≤ b2 ≤ b1 ≤ b y bn − an =
b − a

2n

con bn cotas superiores de E y los an no.
Mostraremos que estas sucesiones son convergentes a un Λ que resultará ser cota
superior mı́nima de E. Para probar que (bn) es convergente, veamos que es de Cauchy.
Observemos que si m > n se tiene

an ≤ am < bm ≤ bn =⇒ 0 ≤ bn − bm < bn − an =
b − a

2n
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Ahora, dado ε > 0 existe N tal que
b − a

2n
< ε si n ≥ N luego resultará

|bn − bm| < ε ∀n,m ≥ N

Por lo tanto, (bn) es Cauchy y luego bn → Λ ∈ R. Por otro lado an = bn −
b − a

2n
→ Λ.

Veamos que Λ es mı́nima cota superior de E. En efecto, para cada x ∈ E se tiene x ≤ bn

∀n ∈ N⇒ ∀x ∈ E, x ≤ Λ, luego Λ es cota superior. Será mı́nima? sea ε > 0, como
(an)ր Λ existe n0 tal que an0

> Λ − ε, y an0
no es cota superior, existe un x ∈ E tal que

x > an0
luego x > Λ − ε. Queda probado entonces que Λ = sup E.

ii) Sea prueba de manera análoga. ¤

Teorema 15 Toda sucesión monótona creciente (decreciente) acotada superiormente (inferiormente)
es convergente.

dem: Sea (xn) ⊂ R tal que xn ≤ xn+1 ∀n y existe M tal que xn ≤ M ∀n. El conjunto
E = {xn : n ∈ N} es acotado superiormente por M. Sea Λ = sup E. Entonces xn → Λ,
en efecto sea ε > 0, siendo Λ = sup E es xn ≤ Λ ∀n y existe n0 ∈ N tal que xn0

> Λ − ε.
Entonces para todo n ≥ n0 resulta Λ − ε < xn0

≤ xn ≤ Λ < Λ + ε. ¤

Teorema 16 (Bolzano-Weierstrass) Toda sucesión acotada contiene una subsucesión convergente.

dem: Sea (xn) ⊂ R acotada, sea E = {xn : n ∈N}, que por cierto es acotado.
Si card(E) = |E| < ∞, es claro que (xn) contiene una subsucesión cuasi constante y por
tanto convergente.
Si card(E) = |E| = ∞, existirá una subsucesión (xnk

) de (xn) de términos todos distintos.
Supondremos sin pérdida de generalidad que (xn) tiene todos sus términos distintos.
Como es acotada existe un intervalo [a, b] tal que xn ∈ [a, b] ∀n. Subdividimos [a, b] en

dos intervalos [a,
a + b

2
] y [

a + b

2
, b]. En uno de ellos hay al menos infinitos términos

distintos de (xn), puediendo haber infinitos en ambos. Seleccionamos uno de ellos y
lo renombramos [a1, b1]. Tendremos que en [a1, b1] hay infinitos términos de (xn) y

a ≤ a1 < b1 ≤ b con b1 − a1 =
b − a

2

Continuando con este procedimiento, obtenemos una sucesión de intervalos [ak, bk]
tales que

a ≤ a1 ≤ ... ≤ ak < bk ≤ ... ≤ b1 ≤ b con bk − ak =
b − a

2k

y en donde hay infinitos términos de (xn), podemos entonces para cada k, seleccionar
un término de los xn que llamamos xnk

∈ [ak, bk] de modo que n1 < ... < nn < ..., luego
(xnk

) es una subsucesión de (xn) que resulta convergente puesto que la sucesión (an) es

creciente y acotada superiormente por tanto converge a L, además bn = an+
b − a

2n
→ L,

y como ak ≤ xnk
≤ bk para todo k, resulta lı́m

k→∞
xnk
= L. ¤
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2.6. C.

Teorema 17 (Bolzano-Weierstrass) Todo conjunto acotado infinito contiene al menos un punto de
acumulación.

dem: Sea E un conjunto acotado infinito. Sea (xn) ⊂ E de puntos distintos, que resul-
tará acotada, existirá (xnk

) subsucesión (de puntos distintos) de (xn) convergente a
x ∈ R, luego x ∈ E′. ¤

Teorema 18 (Bolzano-Weierstrass) Si E ⊂ R, entonces son equivalentes:
i) E es cerrado y acotado.
ii) Toda sucesión de puntos de E contiene una subsucesión convergente a un punto de E.

dem: i→ii) Sea E cerrado y acotado. Sea (xn) ⊂ E, acotada y por tanto contiene una

subsucesión xnk
→ x entonces x ∈ E = E.

ii→i) Sea E un conjunto que cumple la propiedad ii.
Veamos que es acotado. Supongamos que no es acotado superiormente, podemos
seleccionar una sucesión (xn) en E tal que

x1 ∈ E, x2 > x1 + 1, ..., xn+1 > xn + 1

Y (xn) no contiene una subsucesión convergente, en efecto, ∀m > n es xm − xn > 1, no
es de Cauchy. Esto contradice ii), luego E es acotado superiormente, análogamente se
prueba que es acotado inferiormente, resultando entonces acotado.
Veamos que es cerrado, sea x ∈ Ē, existe xn → x, de ii) surge que (xn) contiene una
subsucesión convergente a un punto de E, pero xnk

→ x luego x ∈ E y entonces Ē ⊂ E.
¤

Definición 26 Diremos que una familia Γ = {Aα}α de conjuntos es un cubrimiento de E, o que
recubre E sii E ⊂ ⋃

α
Aα. Si todos los Aα son abiertos diremos que Γ es un cubrimiento abierto. Un

subcubrimiento de E es una subfamilia de Γ que también recubre a E.

Teorema 19 (Lindelöff) Todo cubrimiento abierto de E ⊂ R, contiene un subcubrimiento numerable.
(R es N2 y N2 ⇒ L, ver topologı́a)

Teorema 20 Sea (Fn) una sucesión de cerrados, acotados no vacı́os de R, tales que Fn+1 ⊂ Fn ∀n.

Entonces
∞⋂

n=1
Fn es cerrada y no vacı́a.

dem:
∞⋂

n=1
Fn es cerrado por ser intersección de cerrados. Veamos que

∞⋂

n=1
Fn , ∅. Como Fn es

acotado para cada n, existe [an, bn] ⊃ Fn, consideremos el menor de todos definido por

an = ı́nf Fn y bn = sup Fn

como Fn es cerrado, an, bn ∈ Fn. Además siendo (Fn) una sucesión decreciente de
conjuntos resulta

a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an ≤ bn ≤ ... ≤ b2 ≤ b1

Luego la sucesión (an) es creciente y acotada superiormente por b1, por tanto conver-

gente, es decir, existe ξ = lı́m an. Veamos que ξ ∈
∞⋂

n=1
Fn. Como (an)∞1 ⊂ F1 y an → ξ

y F1 cerrado, luego ξ ∈ F1. También (an)∞2 ⊂ F2 y an → ξ y F2 cerrado, luego ξ ∈ F2.

Ası́ sucesivamente, tenemos que ξ ∈ Fn ∀n. Y por lo tanto
∞⋂

n=1
Fn , ∅. ¤
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Teorema 21 (Heine-Borel) Si F es cerrado y acotado deR, de todo cubrimiento abierto de F se puede
extraer un subcubrimiento finito.

dem: Sea F un conjunto cerrado y acotado y sea Γ un cubrimiento abierto de F, del teorema
de Lindelöf podemos suponer Γ numerable, sea Γ = {Gn}n∈N. Para cada n definimos

On =
n⋃

k=1

Gk y Ln = F ∩ COn. Cada On es abierto y cada Ln cerrado. Además

On ⊂ On+1 y Ln+1 ⊂ Ln ∀n

La familia {On} es también un cubrimiento de F, pues Gn ⊂ On∀n.
Mostraremos que existe n0 tal que Ln0

= ∅. Pues si suponemos que Ln , ∅ ∀n, conside-
ramos la sucesión (Ln) decreciente de cerrados no vacı́os y acotados pues Ln ⊂ F ∀n,

por teorema anterior existe ξ ∈
∞⋂

n=1
Ln ⇒ ξ ∈ Ln ∀n, luego ξ ∈ F y ξ < On ∀n absurdo

pues {On} es un cubrimiento de F. Entonces existe n0 tal que Ln0
= F ∩ COn0

= ∅,
entonces F ⊂ On0

=
n0⋃

k=1

Gk, existe Γn0
subcubrimiento finito de F. ¤

Teorema 22 Sea F ⊂ R, entonces son equivalentes:
i) F es cerrado y acotado.
ii) Todo cubrimiento abierto de F contiene un subcubrimiento finito.
iii) Toda sucesión de puntos de F contiene una subsucesión convergente a un punto de F.

dem: (i⇔iii) Es el teorema de Bolzano-Weierstrass.

(i⇒ii) Es el teorema de Heine-Borel.

(ii⇒i) Sea F un conjunto que verifica la propiedad ii, veamos que F es acotado y cerrado.
Sea Γ = {(−n,n) : n ∈ N} una familia de abiertos que cubre R por tanto cubre a F,

entonces exite n0 tal que F ⊂
n0⋃

n=1
(−n,n) = (−n0,n0) entonces F es acotado.

Para ver que es cerrado, mostraremos que contiene a F′, por el absurdo supongamos
que existe ξ ∈ F′ tal que ξ < F. Consideramos la familia de abiertos On = {x ∈ R :

|x − ξ| > 1

n
}, que será {On} ր. Resulta O = {On}n∈N un cubrimiento abierto de F, pues

∞⋃

n=1
On = R− {ξ} ⊃ F, como F tiene propiedad ii, existirá un subcubrimiento finito de F,

esto es F ⊂
n0⋃

n=1
On = {x ∈ R : |x − ξ| > 1

n0
}. Se concluye que en el entorno E 1

n0

(ξ) no hay

ningún punto de F, absurdo pues ξ es punto de acumulación de F. Luego F es cerrado.
¤

Definición 27 Diremos que un conjunto F de R es compacto si tiene alguna de las propiedades
del teorema anterior.

2.7. C . C  C.

Definición 28 Diremos que un conjunto P es perfecto si coincide con P′.

Nota 6 Un conjunto perfecto es cerrado pues contiene a sus puntos de acumulación y no tiene
puntos aislados.
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Teorema 23 Todo conjunto perfecto no vacı́o es no numerable.

dem: Sea P perfecto no vacı́o, supongamos que es numerable. Sea P = {xn}n∈N con xi , x j

si i , j, si fuese P finito serı́a P′ = ∅ que contradice que P sea perfecto. Construiremos
una sucesión de puntos de P, tomamos x1 = xn1

y sea E1 un entorno de xn1
(contiene un

intervalo abierto centrado en xn1
). Como xn1

∈ P′ existen infinitos xn ∈ E1. Sea xn2
∈ P

tal que n1 < n2 y n2 es el menor ı́ndice tal que xn2
∈ E1, es decir si n1 < j < n2, x j < E1.

Sea ahora E2 un entorno abierto de xn2
tal que xn1

< Ē2 y Ē2 ⊂ E1. Repitiendo el proceso
con xn2

∈ P′ encontramos un xn3
∈ E2 tal que n1 < n2 < j < n3 y x j < E2 (n3 el primer

ı́ndice mayor que n2 tal que xn3
∈ E2). Ası́ sucesivamente, se obtiene una sucesión de

elementos (xni
) de P y una sucesión de entornos abiertos Ei de estos puntos tales

ni < ni+1 ⇒ xni+1
∈ Ei y ni < j < ni+1 ⇒ xi < Ei

xni
< Ēi+1 y Ēi+1 ⊂ Ei

Observemos que siendo (xni
) una sucesión acotada pues (xni

) ⊂ E1, contiene una

subsucesión
(

xnik

)

k
convergente a cierto x. Además x ∈ P′ = P.

Ahora si fijamos i ∈ N entonces ∀ j > i⇒ xn j
∈ E j ⊂ Ei+1 ⊂ Ēi+1 ⊂ Ei en consecuencia

x = lı́m
k→∞

xnik
∈ Ēi+1 ⊂ Ei ∀i. Pero observemos que x , xni

∀i ∈ N pues fijado i, xn j
∈ Ēi+1

∀ j > i y entonces x ∈ Ēi+1 y como xni
< Ēi+1 sigue que x , xni

∀i.
Ahora para cierto i0 ∈N tendremos que

ni0 < m < ni0+1 siendo x = xm pues x ∈ P

tendrı́amos que xm = x ∈ Ēi0+1 ⊂ Ei0 siendo m < ni0+1, esto contradice el hecho de que
ni0+1 es el primer ı́ndice mayor que ni0 tal que xni0+1

∈ Ei0 . Luego P no es numerable. ¤

El conjunto de Cantor.
Hay conjuntos perfectos con cardinal potencia del continuo de medida cero. Consideramos

los conjuntos F0 = [0, 1] (es 1 = 20 intervalo cerrado de longitud
1

30
), F1 = [0,

1

3
]∪[

2

3
, 1] (tiene

2 = 21 intervalos cerrados de longitud
1

31
), F2 = [0,

1

9
] ∪ [

2

9
,

1

3
] ∪ [

2

3
,

7

9
] ∪ [

8

9
, 1] (tiene 4 = 22

intervalos cerrados de longitud
1

32
), .... y ası́ Fn (tiene 2n intervalos cerrados de longitud

1

3n
).

Obtenemos una sucesión (Fn)∞
n=1

de cerrados no vacı́os tales Fn ⊃ Fn+1, por tanto el conjunto

K =
∞⋂

n=1
Fn es no vacı́o y cerrado. Este conjunto se denomina conjunto de Cantor.

Veamos que es perfecto. Como K es cerrado K ⊃ K′. Veamos que K ⊂ K′, sea x ∈ K ⇒ x ∈
Fn ∀n y Fn tiene 2n intervalos cerrados de longitud

1

3n
. Sean ε > 0 y Eε (x) entorno de x. Sea

n0 ∈N tal que
1

3n0
< ε, entonces x ∈ I

j
n0

intervalo cerrado de longitud
1

3n0
componente de Fn0

y tendremos I
j
n0
⊂ Eε(x), este intervalo es I

j
n0
= [a

j
n0
, b j

n0
] tal que x − ε < a

j
n0
< x < b

j
n0
< x + ε
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y cada uno de éstos a
j
n0
, b j

n0
∈ Fn ∀n, luego a

j
n0
, b j

n0
∈ K y al menos uno de ellos es distinto

de x (??) llamémoslo z. Entonces, en todo entorno de Eε(x) existe un punto z ∈ K tal que
z , x, luego x ∈ K′. Luego K es perfecto no vacı́o, y por tanto no numerable. Por otra parte
K ⊂ [0, 1], siendo la potencia del [0, 1] la del continuo, luego K tiene la potencia del continuo.
Lo que le saqué mide

1

3
+

2

32
+

22

33
+ .... =

1

3
(1 +

2

3
+

22

32
+ ...) =

1

3

1

1 − 2

3

= 1

O sea K tiene medida (de Lebesgue) nula.

3. E   ́  .
3.1. E  R̄.

Definición 29 Definimos R̄ = R ∪ {+∞,−∞}.

3.2. O. R́  .

Definición 30
• Suma en R̄. Si x, y ∈ R, x + y es la suma en R. Si x ∈ R,

x + (+∞) = +∞
x + (−∞) = (−∞)

(+∞) + (+∞) = +∞
(−∞) + (−∞) = −∞

No está definido (+∞) + (−∞), ni (−∞) + (+∞).
• Producto en R̄. Si x, y ∈ R, xy es el producto en R. Si x ∈ R, x , 0

x(+∞) =

{

+∞ si x > 0
−∞ si x < 0

x(−∞) =

{

−∞ si x > 0
+∞ si x < 0

(+∞)(+∞) = +∞
(−∞)(−∞) = +∞

(−∞)(+∞) = (+∞)(−∞) = −∞
0 (±∞) = 0

Como
∫ b

a
kdx = k(b − a),

∫ b

a
0dx = 0 (b − a) = 0 luego

∫ +∞
−∞ 0dx = 0(+∞) = 0 y

∫ +∞
−∞ 1dx = +∞.

Definición 31 Extendemos a R̄ la relación de orden de R poniendo −∞ < x < +∞ ∀x ∈ R.

3.3. S  ı́    R̄    R̄.

Definición 32 Sea E ⊂ R̄, definimos supremo de E y notamos

sup E =





s si E ⊂ R acotado superiormente y s menor cota superior
+∞ si E ⊂ R no acotado superiormente
+∞ si +∞ ∈ E
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Definimos ı́nfimo de E ⊂ R̄ y notamos

ı́nf E =





i si E ⊂ R acotado inferiormente e i mayor cota inferior
−∞ si E ⊂ R no acotado inferiormente
−∞ si −∞ ∈ E

Definición 33 Si sup E = s ∈ E diremos que s es máximo de E. Y si ı́nf E = i ∈ E diremos que i
es mı́nimo de E.

Definición 34 Diremos que una sucesión de números reales (xn) converge en R̄ sii xn → L ∈ R o
si (xn) diverge a +∞ o −∞.

3.4. P ı́   ́  ́ . Lı́   .

Definición 35 Diremos que un número real extendido α es un punto lı́mite de (xn) ⊂ R, si existe
una subsucesión (xnk

) tal que lı́m
k→∞

xnk
= α. Definimos L = {puntos lı́mites de (xn)}

Ejemplo 2 1)
(
(−1)n)

n∈N , entonces −1, 1 son los únicos puntos lı́mites.

2) (sin
nπ
2

)n∈N, entonces −1, 0, 1 son los únicos puntos lı́mites.

3) (n(1 + (−1)n))n∈N, los puntos lı́mites son 0,+∞.

4)

(

1 + (−1)n

2 + (−1)n
+

1

n

)

n∈N
los puntos lı́mites son 0,

2

3
.

Teorema 24 Sea (xn) ⊂ R,
i) Si (xn) es acotada superiormente (inferiormente) entonces L es acotado superiormente (infe-

riormente). Además supL es punto lı́mite, es decir, supL = máxL, (ı́nfL es punto lı́mite y
ı́nfL = mı́nL).

ii) Si (xn) no es acotada superiormente (inferiormente) entonces +∞ ∈ L (−∞ ∈ L).

dem: i) Sea (xn) acotada superiormente⇒ ∃M ∈ R tal que xn ≤M ∀n. Por teorema 16 (B-W),
sea α ∈ L existe xnk

→ α. Como xnk
≤ M es α ≤ M, luego L acotado superiormente.

Además, sea Λ = supL (Λ ∈ R), veamos que Λ ∈ L. Existe (αk) ⊂ L tal que αk ր Λ,
luego para j ∈N existe k j tal queΛ− 1

j
< αk j

< Λ.Como αk j
∈ L existe una subsucesión

de (xn) que converge a αk j
. Podemos seleccionar de ésta una subsucesión xnkj

tal que

αk j
− 1

j
< xnkj

< αk j
+

1

j
resulta

Λ − 2

j
< αk j

− 1

j
< xnkj

< αk j
+

1

j
< Λ +

1

j
< Λ +

2

j

Por lo tanto, dado ε > 0, tomando j >
[

2
ε

]

resultará

Λ − ε < xnkj
< Λ + ε

es decir xnkj
→ Λ. Luego Λ ∈ L y por tanto Λ = máxL.

ii) Sea ahora, (xn) no acotada superiormente, existe una subsucesión xnk
→ +∞, luego

+∞ ∈ L. ¤
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Corolario 7 El conjunto L tiene máximo y mı́nimo en R̄.

Definición 36 Llamaremos lı́mite superior (inferior) de una sucesión (xn) al mayor (menor) de

sus puntos lı́mites en R̄. Notamos lı́mxn, (lı́mxn).

Teorema 25 Una sucesión de números reales es convergente en R sii lı́mxn = lı́mxn y son finitos.

dem: ⇒) Sea (xn) una sucesión de números reales convergente, luego ∃! α ∈ R tal que

xn → α, luego L = {α} ⇒ lı́mxn = lı́mxn = α.

⇐) Si lı́mxn = lı́mxn = α ∈ R⇒L = {α} ⇒ xn → α. ¤

Ejemplo 3 1) lı́m (−1)n
= 1 , lı́m (−1)n

= −1, la sucesión (−1)n no converge.

2) lı́m sin
nπ
2
= 1 , lı́m sin

nπ
2
= −1, la sucesión sin

nπ
2

no converge.

3) lı́m n(1 + (−1)n) = +∞ , lı́m n(1 + (−1)n) = 0, la sucesión n(1 + (−1)n) no converge.

4) lı́m

(

1 + (−1)n

2 + (−1)n
+

1

n

)

=
2

3
, lı́m

(

1 + (−1)n

2 + (−1)n
+

1

n

)

= 0, la sucesión

(

1 + (−1)n

2 + (−1)n
+

1

n

)

no converge.

5) lı́m

(

2 +
(−1)n

n

)

= lı́m

(

2 +
(−1)n

n

)

= 2, la sucesión

(

2 +
(−1)n

n

)

converge.

Teorema 26 a) Si (xn) es acotada superiormente,

lı́mxn = Λ⇔
{

i) ∀ε > 0, ∀N ∈N ∃n > N : xn > Λ − ε
ii) ∀ε > 0, ∃N ∈N : ∀n ≥ N : xn < Λ + ε

b) Si (xn) es acotada inferiormente,

lı́mxn = λ⇔
{

i) ∀ε > 0, ∀N ∈N ∃n > N : xn < λ + ε
ii) ∀ε > 0, ∃N ∈N : ∀n ≥ N : xn > λ − ε

dem: a)⇒) Sean lı́mxn = Λ y ε > 0. ComoΛ ∈ L existe xnk
→ Λ y por lo tanto existe k0 ∈N

tal que Λ − ε < xnk
< Λ + ε ∀k ≥ k0, por lo tanto para cualquier N ∈ N existirá un

nk > N tal que xnk
> Λ− ε y luego vale i). Supongamos que no se cumple ii), existirı́an

infinitos términos xn > Λ + ε. Como la sucesión es acotada, existirá una subsucesión
xn j

tal que xn j
> Λ + ε y xn j

→ α, tendrı́amos que α ∈ L, α ≥ Λ + ε > Λ contradicción

pues lı́mxn = Λ es el mayor de puntos lı́mites. Por lo tanto vale ii).

⇐) Supongamos que se cumplen i,ii). Mostraremos que lı́mxn = Λ, veamos primero

que Λ ∈ L. Tomando ε =
1

j
, de i,ii) existirá xn j

tal que Λ − 1

j
< xn j

< Λ +
1

j
. Esto

muestra que existe una subsucesión xn j
→ Λ. Veamos ahora que es el mayor punto

lı́mite. Supongamos que existe α ∈ L tal que Λ < α. Tomando ε =
α −Λ

2
tendremos

Λ < Λ + ε < α. Como α ∈ L existirá una subsucesión de xn que converge a α y por lo
tanto infinitos términos de xn mayores que Λ + ε = α − ε lo que contradice ii). Por lo

tanto lı́mxn = Λ.
b) Se prueba análogamente. ¤
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Teorema 27 Si (xn) es una sucesión de números reales, se tiene:

lı́mxn = ı́nf
n

(sup
k≥n

xk)

lı́mxn = sup
n

(ı́nf
k≥n

xk)

dem: Supongamos que (xn) es acotada superiormente. Sean lı́mxn = Λ y α = ı́nf
n

(sup
k≥n

xk).

Sea ε > 0, por ii) del teorema anterior existe n tal que xk < Λ + ε ∀k ≥ n entonces ∃n
tal que sup

k≥n

xk ≤ Λ + ε. Por lo tanto α = ı́nf
n

(sup
k≥n

xk) ≤ Λ + ε ⇒ α ≤ Λ + ε. Como ε > 0

es arbitrario resulta α ≤ Λ.
Por i) se tiene que ∀n ∃k ≥ n tal que xk > Λ − ε. Por lo tanto sup

k≥n

xk > Λ − ε ∀n⇒ α =
ı́nf

n
(sup

k≥n

xk) ≥ Λ − ε y luego α ≥ Λ. Resultando α = Λ.

Supongamos que (xn) no es acotada superiormente luego existe (xnk
) tal que xnk

→ +∞
entonces+∞ ∈ Lde donde lı́mxn = +∞, luego sup

k≥n

xk = +∞∀n y entonces ı́nf
n

(sup
k≥n

xk) =

+∞.
Análogamente se prueba lı́mxn = sup

n

(ı́nf
k≥n

xk). ¤
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Parte II

F R. C.

1. F .
1.1. Lı́   ́   .

Definición 1 Sean f : D ⊂ R → R y p ∈ D′. Se dice que el número L es lı́mite de f en p sii
∀ε > 0 existe δ > 0 tal que si x ∈ E∗δ(p) ∩ D entonces f (x) ∈ Eε(L) sii ∀ε > 0 existe δ > 0 tal que
0 < |x − p| < δ, x ∈ D⇒ | f (x) − L| < ε. Notamos lı́m

x→p
f (x) = L.

Proposición 1 Si f : D ⊂ R→ R y p ∈ D′ existe a lo sumo un lı́mite de f en p.

dem: Supongo existen a, b = lı́m
x→p

f (x), luego si ε =
|a − b|

2
> 0 existe δ1 > 0 tal que

0 < |x − p| < δ1, x ∈ D ⇒ | f (x) − a| < ε y existe δ2 > 0 tal que 0 < |x − p| < δ2,
x ∈ D ⇒ | f (x) − b| < ε. Luego si x ∈ D es tal que 0 < |x − p| < mı́n{δ1, δ2} es

|a − b| ≤ |a − f (x)| + | f (x) − b| < |a − b|
2
+
|a − b|

2
= |a − b| absurdo, luego a lo sumo existe

un lı́mite. ¤

Proposición 2 Sean f : D→ R y p ∈ D′. Entonces son equivalentes:
i) lı́m

x→p
f (x) = L.

ii) Para toda sucesión (xn) ⊂ D, xn , p ∀n ∈N tal que xn → p entonces lı́m
n→∞

f (xn) = L.

dem: i⇒ii) Supongamos lı́m
x→p

f (x) = L, como p ∈ D′, sea (xn) ⊂ D, xn , p ∀n ∈N tal que xn →
p. Como lı́m

x→p
f (x) = L, dado ε > 0 existe δ > 0 : 0 < |x − p| < δ ∀x ∈ D⇒ | f (x) − L| < ε.

Para ese δ = δ(ε), existe Nδ ∈ N tal que ∀n ≥ Nδ, 0 < |xn − p| < δ luego | f (xn) − L| < ε,
es decir ∀ε > 0 existe Nδ(ε) = Nε tal que | f (xn) − L| < ε ∀n ≥ Nδ, siendo lı́m

n→∞
f (xn) = L.

ii⇒i) Supongamos que para toda (xn) ⊂ D, xn , p ∀n ∈ N tal que xn → p entonces
lı́m
n→∞

f (xn) = L. Veamos que lı́m
x→p

f (x) = L. Supongamos que no, existirá un ε > 0 tal que

∀δ > 0, existe x j ∈ D tal que 0 < |x j − p| < δ y | f (x j) − L| ≥ ε. Tomando δn =
1

n
∀n ∈ N

existirá xn ∈ D, tal que 0 < |xn − p| < 1

n
y | f (xn) − L| ≥ ε. Habrı́a entonces una sucesión

xn → p y que f (xn)9 L contradicción, luego lı́m
x→p

f (x) = L. ¤

Teorema 1 (Condición de Cauchy) Sea f : D → R y p ∈ D′. Entonces lı́m
x→p

f (x) = L sii (CC)

∀ε > 0 existe δ > 0 tal que x, y ∈ D ∩ E∗δ(p)⇒ | f (x) − f (y)| < ε.

dem:⇒) Como lı́m
x→p

f (x) = L, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que x ∈ D∩ E∗δ(p)⇒ | f (x)− L| < ε
2
.

Sean x, y ∈ D ∩ E∗δ(p) ⇒ | f (x) − f (y)| ≤ | f (x) − L| + | f (y) − L| < ε
2
+
ε
2
= ε. Luego vale

(CC).

⇐) Supongamos se cumple (CC) en p, veamos que existe finito lı́m
x→p

f (x), para ello

veamos que para una sucesión (xn) ⊂ D, xn , p ∀n ∈ N tal que xn → p entonces
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{ f (xn)} es convergente, que bastará probar que { f (xn)} es de Cauchy. Sea ε > 0, y sea
δ(ε) > 0 dado por (CC), como xn → p y xn , p ∀n para este δ existe N tal que si
n ≥ N ⇒ 0 < |xn − p| < δ. Luego si n,m ≥ N se tiene que xn, xm ∈ D ∩ E∗δ

(
p
)

y por
(CC) | f (xn) − f (xm)| < ε. Luego { f (xn)} es de Cauchy y por tanto convergente a un L,
independiente de la sucesión considerada (xn), en efecto, sean dos sucesiones xn → p
y zn → p con xn , p , zn tales que lı́m

n→∞
f (xn) = L1 , L2 = lı́m

n→∞
f (zn). Consideramos la

sucesión (yn) = (x1, z1, x2, z2, ....) ⊂ D, yn , p y yn → p sin embargo no existe lı́m
n→∞

f (yn).¤

Nota 1 Se pueden definir los lı́mites laterales es decir podemos definir lı́mite por derecha (iz-
quierda) en un punto de acumulación por derecha (izquierda) y notamos lı́m

x→p+
f (x) = L. Teniendo

proposiciones similares a las anteriores para lı́mites laterales.

1.2. Lı́   ı́  x→ ±∞.
Definición 2 Dada f : D → R y p ∈ D′ definimos lı́m

x→p
f (x) = +∞ sii ∀M > 0 existe δ > 0

tal que 0 < |x − p| < δ ⇒ f (x) > M y lı́m
x→p

f (x) = −∞ sii ∀M > 0 existe δ > 0 tal que

0 < |x − p| < δ⇒ f (x) < −M.

Definición 3 Dada f : D→ R, D no acotado superiormente (inferiormente) definimos
lı́m

x→+∞
f (x) = L sii ∀ε > 0 existe k > 0 tal que si x > k⇒ | f (x) − L| < ε

( lı́m
x→−∞

f (x) = L sii ∀ε > 0 existe k > 0 tal que si x < −k⇒ | f (x) − L| < ε)
lı́m

x→+∞
f (x) = +∞ sii ∀M > 0 existe k > 0 tal que si x > k⇒ f (x) >M

( lı́m
x→−∞

f (x) = −∞ sii ∀M > 0 existe k > 0 tal que si x < −k⇒ f (x) < −M)

lı́m
x→+∞

f (x) = −∞ sii ∀M > 0 existe k > 0 tal que si x > k⇒ f (x) < −M

( lı́m
x→−∞

f (x) = +∞ sii ∀M > 0 existe k > 0 tal que si x < −k⇒ f (x) >M)

1.3. Lı́      ́   .

Definición 4 Sean f : D → R y p ∈ D′ se denomina lı́mite superior de f en p al número real

extendido lı́m
x→p

f (x) = ı́nf
δ>0

sup
x∈D

0<|x−p|<δ

f (x) y se denomina lı́mite inferior de f en p al número real

extendido lı́m
x→p

f (x) = sup
δ>0

ı́nf
x∈D

0<|x−p|<δ

f (x).

Proposición 3 Sean f : D→ R y p ∈ D′. Supongamos que f sea acotada en un entorno reducido
de p. Entonces

lı́m
x→p

f (x) = L⇔
{

∀ε > 0,∀δ > 0∃x ∈ D : 0 < |x − p| < δ y f (x) > L − ε
∀ε > 0,∃δ > 0 : ∀x ∈ D, 0 < |x − p| < δ y f (x) < L + ε

lı́m
x→p

f (x) = l⇔
{

∀ε > 0,∀δ > 0∃x ∈ D : 0 < |x − p| < δ y f (x) < l + ε
∀ε > 0,∃δ > 0 : ∀x ∈ D, 0 < |x − p| < δ y f (x) > l − ε

dem: ejercicio.

Proposición 4 Sean f : D → R y p ∈ D′. Entonces existe lı́m
x→p

f (x) sii lı́m
x→p

f (x) = lı́m
x→p

f (x). En

cuyo caso lı́m
x→p

f (x) = lı́m
x→p

f (x) = lı́m
x→p

f (x).

GFR-2015 Funciones Reales-LM 35



Funciones Reales. Continuidad. Funciones Reales

dem: ejercicio.

Ejemplo 1 1) f (x) = sin
π
x
, entonces sup

δ>0

(

ı́nf
0<|x|<δ

sin
π
x

)

︸ÃÃÃÃÃÃÃÃÃ︷︷ÃÃÃÃÃÃÃÃÃ︸

=−1

= lı́m
x→0

f (x) = −1 , 1 = lı́m
x→0

f (x) =

ı́nf
δ>0




sup

0<|x|<δ
sin
π
x





︸ÃÃÃÃÃÃÃÃÃ︷︷ÃÃÃÃÃÃÃÃÃ︸

=1

luego no existe lı́m
x→0

sin
π
x
.

2) f (x) =
1

x
sin
π
x
, sup
δ>0

(

ı́nf
0<|x|<δ

1

x
sin
π
x

)

︸ÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃ︷︷ÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃ︸

=−∞

= lı́m
x→0

f (x) = −∞ y lı́m
x→0

f (x) = ı́nf
δ>0




sup

0<|x|<δ

1

x
sin
π
x





︸ÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃ︷︷ÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃ︸

=+∞

= +∞.

2. C.
2.1. F .

Definición 5 Sean f : D → R y p ∈ D. Diremos que f es continua en p sii ∀ε > 0 existe
δ > 0 tal que si x ∈ Eδ(p) ∩ D entonces f (x) ∈ Eε( f (p)) sii ∀ε > 0 existe δ > 0 tal que
x ∈ D y |x− p| < δ⇒ | f (x)− f (p)| < ε.Diremos que f es continua en S ⊂ D si lo es en cada punto
de S.

Observación 1 i) f es continua en todo punto aislado de D.
ii) Si p ∈ D′ entonces f es continua en p sii lı́m

x→p
f (x) = f (p).

Definición 6 Sea f : D→ R y S ⊂ D, llamaremos oscilación de f en S al número real extendido

Ω f (S) = sup
S

f − ı́nf
S

f

Si p ∈ D, llamaremos oscilación de f en p al número real extendido

ω f (p) = ı́nf
δ>0
Ω f

(
D ∩ Eδ(p)

)
= ı́nf
δ>0
Ω f

(
Sδ(p)

)

es decir, para cada δ > 0 consideramos los conjuntos Sδ(p) = D ∩ Eδ(p) y calculamos Ω f (Sδ(p)), la
oscilación de f en Sδ(p).

Proposición 5 Sean f : D→ R y p ∈ D. Entonces f es continua en p⇔ ω f (p) = 0.

dem:⇒) Sea f continua en p, luego dado ε > 0 existe δ > 0 tal que x ∈ Sδ(p) = D∩ Eδ(p)⇒
| f (x) − f (p)| < ε. Entonces

f (p) − ε < f (x) < f (p) + ε ∀x ∈ Sδ(p)

Sigue que

f (p) − ε ≤ sup
Sδ(p)

f ≤ f (p) + ε

f (p) − ε ≤ ı́nf
Sδ(p)

f ≤ f (p) + ε
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luego
0 ≤ sup

Sδ(p)

f − ı́nf
Sδ(p)

f ≤ f (p) + ε − f (p) + ε = 2ε

esto es
0 ≤ Ω f

(
Sδ(p)

) ≤ 2ε

Y ası́, ω f (p) = ı́nf
δ>0
Ω f

(
Sδ(p)

) ≤ 2ε ∀ε > 0, resulta ω f (p) = 0.

⇐) Supongamos que ω f (p) = ı́nf
δ>0
Ω f

(
Sδ(p)

)
= 0 (*). Veamos que f es continua en p. Sea

ε > 0, de (*) sigue que existe δ0 > 0 tal que Ω f

(
Sδ0

(p)
)
< ε o sea que

sup
Sδ0 (p)

f − ı́nf
Sδ0 (p)

f < ε (3)

resultando entonces f acotada en Sδ0
(p), ası́ para x ∈ Sδ0

(p) es

ı́nf
Sδ0 (p)

f ≤ f (x) ≤ sup
Sδ0 (p)

f

en particular para p
ı́nf

Sδ0 (p)
f ≤ f (p) ≤ sup

Sδ0 (p)

f

Tenemos de (3) que

−ε < ı́nf
Sδ0 (p)

f − sup
Sδ0 (p)

f ≤ f (x) − f (p) ≤ sup
Sδ0 (p)

f − ı́nf
Sδ0 (p)

f < ε

luego para ε > 0, existe δ0 > 0 tal que ∀x ∈ Sδ0
(p) = D∩Eδ0

(p)⇒ | f (x)− f (p)| < ε, o sea
f es continua en p. ¤

2.2. P    .

Teorema 2 (Bolzano) Sea f : [a, b]→ R continua y sign f (a) , sign f (b) entonces existe al menos
un c en (a, b) tal que f (c) = 0.

dem: Supongamos f (a) < 0 y f (b) > 0. Sea ξ =
a + b

2
, si f (ξ) = 0 ya está, si no será f (ξ) < 0

o f (ξ) > 0. Definimos [a1, b1] aquel intervalo de los dos subintervalos [a, ξ] y [ξ, b], en
cuyos extremos f asume valores de signos contrarios. Tendremos

a ≤ a1 < b1 ≤ b, f (a1) < 0, f (b1) > 0, b1 − a1 =
b − a

2

Procedemos con [a1, b1] como hicimos con [a, b], con este razonamiento obtenemos un
ξ tal que f (ξ) = 0 al cabo de un número finito de pasos o bien el proceso continua
indefinidamente . En este último caso, se tiene una sucesión de intervalos [an, bn] tales
que

a ≤ a1 ≤ ... ≤ an < bn ≤ ... ≤ b1 ≤ b, f (an) < 0, f (bn) > 0, bn − an =
b − a

2n
∀n ∈N

La sucesión (an) es creciente y acotada superiormente por b, luego converge a cierto

c ∈ [a, b]. Y la sucesión (bn) también converge a c, pues an → c y bn = an +
b − a

2n
.

Siendo f continua en c resultará f (c) = lı́m
n→∞

f (an) = lı́m
n→∞

f (bn), pero f (an) < 0 ∀n ⇒
lı́m
n→∞

f (an) ≤ 0 y f (bn) > 0 ∀n⇒ lı́m
n→∞

f (bn) ≥ 0 luego f (c) = 0. ¤
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Corolario 1 (Teorema del valor intermedio) Sea I un intervalo de R y f : I → R continua. Sean
x1 < x2 en I tales que f (x1) , f (x2) y sea ν un número entre f (x1) y f (x2). Entonces existe ξ entre
x1 y x2 tal que f (ξ) = ν.

dem: Sea g : [x1, x2] → R tal que g(x) = f (x) − ν, como f continua resulta g continua y
signg(x1) , signg(x2), aplicando el teorema de Bolzano a g, existe ξ tal que g(ξ) =
f (ξ) − ν = 0. ¤

Corolario 2 Sean I un intervalo y f : I→ R continua entonces f (I) es un intervalo.

dem: Sean y1 , y2 ∈ f (I), entonces existen x1, x2 ∈ I tales que f (x1) = y1, f (x2) = y2.
Suponemos y1 < y2, y f continua, por corolario anterior para cada y tal que y1 < y < y2

existe ξ tal que f (ξ) = y, luego y ∈ f (I) y entonces f (I) es un intervalo. ¤

Teorema 3 Sea f : D→ R continua y sea F un compacto en D. Entonces f (F) es compacto.

dem: Ya hemos probado este resultado en general. Veamos ahora otra prueba, veremos
que f (F) tiene la propiedad de Bolzano-Weierstrass. Sea F ⊂ D compacto, f continua
y (yn) ⊂ f (F). Para cada n, sea xn ∈ F tal que f (xn) = yn. Como F compacto la
sucesión (xn) contiene un subsucesión xnk

→ x ∈ F. Como f continua en x se tiene
que lı́m

k→∞
f (xnk

) = f (x). Sea ynk
= f (xnk

), entonces (ynk
) es una subsucesión de (yn) que

converge a f (x) ∈ f (F) esto es ynk
→ y = f (x) ∈ f (F), luego f (F) es compacto. ¤

Teorema 4 (Weierstrass) Una función continua sobre un compacto tiene máximo absoluto y mı́nimo
absoluto.

dem: Como f es continua y F compacto entonces f (F) es compacto en R, luego es cerrado
y acotado, por tanto

sup
x∈F

f (x) = máx
x∈F

f =M ∈ f (F) ı́nf
x∈F

f (x) = mı́n
x∈F

f (x) = m ∈ f (F)

esto es existen x1, x2 ∈ F tales que f (x1) =M y f (x2) = m. ¤

2.3. C .

Definición 7 Sea f : D→ R diremos que f es uniformemente continua sobre un subconjunto
S de D sii ∀ε > 0 existe δ > 0 tal que x, y ∈ S, |x − y| < δ⇒ | f (x) − f (y)| < ε (CU).

Nota 2 (CU) es equivalente a ∀ε > 0 ∀x ∈ S existe δ > 0 tal que y ∈ S, |x−y| < δ⇒ | f (x)− f (y)| <
ε.

Ejemplo 2 1) f (x) =
1

x
es continua en (0, 1) pero no uniformemente continua en (0, 1). Si 0 < a < 1,

1

x
es uniformemente continua en [a, 1).

En efecto, f es continua por ser la recı́proca de una continua en (0, 1). Supongamos ahora que es

uniformemente continua, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que si |x− y| < δ⇒ |1
x
− 1

y
| < ε. Pero si

ε = 1,∀δ > 0 existe n tal que 0 <
1

n
< δ, luego 0 <

1

n + 1
<

1

n
< δ⇒ |x−y| = |1

n
− 1

n + 1
| < δ
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pero | f (
1

n
) − f (

1

n + 1
)| = |n − (n + 1)| = 1 ≮ 1. Por lo tanto f no es uniformemente continua

en (0, 1). Veamos que si lo es, en [a, 1) con 0 < a < 1. Sea ε > 0, si ponemos δ = a2ε, tenemos

que si x, y ∈ [a, 1) y |x − y| < δ resulta | f (y) − f (x)| = |x − y

xy
| < 1

a2
δ = ε. Luego f es

uniformemente continua en [a, 1).

2) f (x) = x2 es continua en R pero no uniformemente continua en R, pero si lo es en todo intervalo
acotado.

En efecto, |(x+ δ
2

)2−x2| = |x2+δx+
δ2

4
−x2| = δ|x+ δ

4
| ≮ ε para x→∞. En cambio, f : [a, b]→ R,

f (x) = x2 es uniformemente continua. Supongamos |a| < |b|, luego |x2 − y2| = |x − y||x + y| ≤
|x − y|(|x| + |y|) ≤ |x − y|2|b| < ε si |x − y| < δ = ε

2|b| .

3) sin x, cos x son uniformemente continuas en R.

En efecto, sean x < y ∈ R y sea ξ (TVM) tal que x < ξ < y, luego | sin x− sin y| = | cos ξ||x− y| ≤
|x − y| < ε si tomamos δ = ε. Análogamente para la función cos x.

Teorema 5 (Heine) Sea f : D→ R continua y F un compacto en D. Entonces f es uniformemente
continua en F.

dem: Sea ε > 0, siendo f continua en D para cada x ∈ D existe δx > 0 tal que si z ∈
D∩Eδx(x)⇒ | f (x)− f (z)| < ε

3
(A). Para cada x ∈ F consideramos la bola abierta B δx

3

(x),

la familia Γ = {B δx

3

(x) : x ∈ F} es un cubrimiento abierto de F, como F es compacto,

existen x1, ..., xn ∈ F tales que F ⊂
n⋃

k=1

B δxk

3

(xk). Ponemos δ = mı́n{
δxk

3
: k = 1, ...,n}.

f será uniformemente continua en F si y, z ∈ F y |y − z| < δ ⇒ | f (y) − f (z)| < ε. Sean
entonces y, z ∈ F tales que |y− z| < δ. Existirán xi, x j tales que y ∈ B δxi

3

(xi), z ∈ B δxj

3

(x j) y

además si δxi
≤ δx j

(sin pérdida de generalidad) se tiene

|xi − x j| ≤ |xi − y| + |y − z| + |z − x j| <
δxi

3
+ δ +

δx j

3
≤ δx j

luego xi ∈ Bδxj
(x j) y entonces

| f (y) − f (z)| ≤ | f (y) − f (xi)| + | f (xi) − f (x j)| + | f (x j) − f (z)| <
(A)

ε
3
+
ε
3
+
ε
3
= ε

por lo tanto f uniformemente continua en F. ¤
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Parte III

M.

1. σ−Á. E .
Sea X un conjunto no vacı́o y A,B ⊂ X, la familia P(X) verifica: X, A, CA, A∪ B, A∩ B ∈

P(X). Toda colección de subconjuntos de X cerrada bajo uniones, intersecciones o comple-
mentos se llama álgebra. Si también es cerrada bajo uniones e intersecciones numerables se
llama σ-álgebra. Toda σ-álgebra es un -álgebra.

Definición 1 Sea X un conjunto no vacı́o. Se dice que una familia Φ de subconjuntos de X es una
σ-álgebra si tiene las siguientes propiedades:
σ1) X ∈ Φ.
σ2) E ∈ Φ⇒ CE ∈ Φ.
σ3) {En}n∈N ⊂ Φ⇒

∞⋃

n=1
En ∈ Φ.

Si X , ∅ es un conjunto y Φ es una σ-álgebra de subconjuntos de X, el par (X,Φ) constituye un
espacio medible. Los conjuntos de la σ-álgebra se denominan conjuntos Φ-medibles.

Ejemplo 1 1) Sea X , ∅ un conjunto cualquiera, las familias {X, ∅} yP(X) son σ-álgebras (álgebras)
de subconjuntos de X. Si Φ es cualquier σ-álgebra (álgebra) de subconjuntos de X, se tiene

{X, ∅} ⊂ Φ ⊂ P(X)

2) Sea X , ∅ un conjunto cualquiera y A subconjunto propio de X, entonces la familia Φ =
{X, ∅,A,CA} es una σ−álgebra. Por ejempo, X =N y consideramos A = {pares} y CA = {impares}.
3) Sea X conjunto no numerable. La familia Φ = {E ⊂ X : E numerable o CE numerable} es una
σ-álgebra de subconjuntos de X.

Proposición 1 Sea (X,Φ) un espacio medible, entonces:
i) ∅ ∈ Φ.
ii) A1, ...,An ∈ Φ⇒

n⋃

k=1

Ak ∈ Φ.

iii) A1, ...,An ∈ Φ⇒
n⋂

k=1

Ak ∈ Φ.

iv) {An}n∈N ⊂ Φ⇒
∞⋂

n=1
An ∈ Φ.

v) A,B ∈ Φ⇒ A − B ∈ Φ.

dem: i) X ∈ Φ⇒ ∅ = CX ∈ Φ.
ii) Sean {Ai}n1 ⊂ Φ, definimos Ei = Ai para i = 1, ...,n y Ei = ∅ para i > n, luego por i) la

familia {Ei}∞1 ⊂ Φ⇒
n⋃

i=1
Ai =

∞⋃

i=1
Ei ∈
σ3
Φ.

iii) Sean {Ai}n1 ⊂ Φ⇒σ2 CAi ∈ Φ para i = 1, ...,n⇒
ii

n⋃

i=1
CAi ∈ Φ⇒

σ2
C

n⋃

i=1
CAi =

n⋂

i=1
Ai ∈ Φ.

iv) Sean {An}n∈N ⊂ Φ ⇒
σ2
CAi ∈ Φ ∀i ⇒

σ3

∞⋃

i=1
CAi ∈ Φ ⇒ C

∞⋂

i=1
Ai ∈ Φ ⇒

σ2
C
(

C
∞⋂

i=1
Ai

)

=

∞⋂

i=1
Ai ∈ Φ.

v) Sean A,B ∈ Φ⇒
σ2

A,CB ∈ Φ⇒
iii

A ∩ CB ∈ Φ⇒ A − B ∈ Φ. ¤
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Lema 1 Sea (X,Φ) un espacio medible y sea A un subconjunto de X. Entonces
a) La familia ΦA = {A ∩ E : E ∈ Φ} es una σ-álgebra de subconjuntos de A.
b) Si A ∈ Φ, la familia ΦA coincide con la familia de todos los subconjuntos de A que son
Φ-medibles.

ΦA se denomina σ-álgebra inducida sobre A por la σ-álgebra Φ de X. El par (A,ΦA) constituye
un subespacio medible del espacio medible (X,Φ).

dem: a) La familia ΦA es σ-álgebra sobre A pues verifica:
σ1) Como X ∈ Φ y A = A ∩ X⇒ A ∈ ΦA.
σ2) Sea B ∈ ΦA ⇒ B = A ∩ E, E ∈ Φ ⇒ CAB = A ∩ CB = A ∩ C(A ∩ E) = A ∩ (CA ∪
CE) =A ∩ CA

=∅
∪A ∩ CE = A∩ CE

∈Φ
∈ ΦA.

σ3) Sean Bn ∈ ΦA ∀n⇒ Bn = A ∩ En, En ∈ Φ ∀n luego
∞⋃

n=1
Bn =

∞⋃

n=1
(A ∩ En) = A∩

∞⋃

n=1
En

∈Φ

∈

ΦA.
b) Sea B ⊂ A tal que B ∈ Φ, luego B = A ∩ B ∈ ΦA. Ahora, si B ∈ ΦA ⇒ B = A ∩ E para
algún E ∈ Φ y como A ∈ Φ⇒

iii
B ∈ Φ y además B ⊂ A. ¤

1.1. G́  σ-́. C  B.

Lema 2 Sea X , ∅ y seaF una familia de subconjuntos de X. Entonces existe una mı́nima σ-álgebra
ΦF de subconjuntos de X que contiene a F es decir tal que

F ⊂ ΦF

ΦF ⊂ Φ ∀Φ σ−algebra en X que contiene a F

ΦF se denomina σ-álgebra generada por la familia F . Los miembros de F se denominan gene-
radores de la σ-álgebra ΦF .

dem: Como P(X) es una σ-álgebra que contiene a F , la familia SF = {Q : Q es σ-álgebra en
X que contiene a F } es no vacı́a. Sea ΦF =

⋂

Q∈SF

Q⇒ F ⊂ ΦF . Es claro que es la menor

que contiene a F , pues ΦF ⊂ Q ∀Q ∈ SF . Veamos que es σ-álgebra:
σ1) X ∈ Q ∀Q ∈ SF ⇒ X ∈ ⋂

Q∈SF

Q = ΦF .

σ2) Si E ∈ ΦF ⇒ E ∈ Q ∀Q ∈ SF ⇒ CE ∈ Q ∀Q ∈ SF ⇒ CE ∈ ΦF .
σ3) Sea {En}∞1 ⊂ ΦF ⇒ {En}∞1 ⊂ Q ∀Q ∈ SF ⇒

∞⋃

n=1
En ∈ Q ∀Q⇒

∞⋃

n=1
En ∈ ΦF . ¤

Definición 2 Conjuntos de Borel. Si (X, τ) es un espacio topológico, se denomina álgebra de
Borel de X a la σ-álgebra β generada por la familia de abiertos de X, esto es cuando en particular
F = τ. Los miembros de β se denominan conjuntos de Borel o borelianos de X y los abiertos de τ
son los generadores de β.

Definición 3 Sea X un espacio topológico y sea E un subconjunto de X. Se dice que E es de clase
Fσ si es unión numerable de conjuntos cerrados. Si E es intersección numerable de conjuntos abiertos
se dice que es de clase Gδ.

Observación 1 1) Los conjuntos abiertos y los conjuntos cerrados de un espacio topológico X son
borelianos.
2) Los conjuntos de clase Fσ y los conjuntos de clase Gδ son borelianos.
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3) Un caso de particular interés es el del espacio topológico (R, τu). El álgebra de Borel β deR admite
diversas familias de generadores, tales como la familia de todos los intervalos abiertos, la de todos los
intervalos cerrados, y otras.
4) En el del sistema de números reales extendido R̄, la topologı́a se define considerando como abiertos
generadores a los intervalos

(a, b), [−∞, b), (a,+∞]

y a toda unión de intervalos de este tipo. El álgebra de Borel β̄ de R̄ se denomina álgebra de Borel
extendida.
5) El álgebra de Borel de Rn, admite diferentes familias de generadores, entre ellas la de todos los
productos de intervalos abiertos o de intervalos cerrados, y otras.

2. A   .
2.1. F .

Definición 4 Sean (X,ΦX) e (Y,ΦY) espacios medibles. Se dice que f : X → Y es una función (o
aplicación) medible si la pre-imagen de todo conjunto ΦY-medible es ΦX-medible, esto es, si

f −1(B) ∈ ΦX ∀B ∈ ΦY

Observación 2 1) Obsérvese la analogı́a que existe entre el concepto de función medible entre
espacios medibles, y el de función continua entre espacios topológicos.
2) Si (X,ΦX) es un espacio medible e Y es un espacio topológico, se entenderá que una función es
medible cuando lo sea al considerar a Y como el espacio medible

(
Y, βY

)
, donde βY es el álgebra de

Borel de Y.
3) Funciones medibles Borel. Si X e Y son espacios topológicos, considerados como espacios
medibles con sus respectivas álgebras de Borel βX, βY entonces si f : X→ Y es una función medible
se denomina función medible Borel.

Proposición 2 Sean (X,ΦX) , (Y,ΦY) , (Z,ΦZ) tres espacios medibles y sean f : X→ Y y g : Y→ Z
funciones medibles. Entonces la función compuesta g ◦ f : X→ Z es medible.

dem: Sea B ∈ ΦZ, queremos ver que
(
g ◦ f

)−1
(B) ∈ ΦX. Como g es medible, g−1(B) ∈ ΦY.

Ahora por ser f medible, resulta (g◦ f )−1(B) = f −1(g−1(B)) ∈ ΦX. Por lo tanto g◦ f es medible.
¤

Proposición 3 Sean (X,ΦX) e (Y,ΦY) espacios medibles y sea f : X→ Y. Sea

f −1(ΦY) = { f −1(B) : B ∈ ΦY}

Entonces:
a) f −1(ΦY) es una σ-álgebra de subconjuntos de X.
b) f es medible si y sólo si f −1(ΦY) ⊂ ΦX.

Más aún, f −1(ΦY) es la menor σ-álgebra de subconjuntos de X para la cual f : X → Y es medible
cuando sobre Y se considera la σ-álgebra ΦY.

dem: a) σ1) Para Y ∈ ΦY, X = f −1(Y) luego X ∈ f −1(ΦY).
σ2) Sea A ∈ f −1(ΦY)⇒ A = f −1(B), B ∈ ΦY ⇒ CA = C f −1(B) = f −1(CB), con CB ∈ ΦY ⇒
CA ∈ f −1(ΦY)

σ3) Sea {An}∞1 ⊂ f −1(ΦY) ⇒ An = f −1(Bn), Bn ∈ ΦY ⇒
∞⋃

n=1
An =

∞⋃

n=1
f −1(Bn) = f −1(

∞⋃

n=1
Bn)
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con
∞⋃

n=1
Bn ∈ ΦY ⇒

∞⋃

n=1
An ∈ f −1(ΦY).

Por lo tanto f −1(ΦY) es una σ-álgebra en X.
b) inmediato. ¤

Proposición 4 Sean (X,ΦX) e (Y,ΦY) espacios medibles y sea f : X → Y. Sea G un sistema de
generadores de ΦY. Entonces f es medible si y sólo si f −1(G) ∈ ΦX ∀G ∈ G.

dem:⇒) f medible⇒ f −1(ΦY) ⊂ ΦX ⇒ f −1(G) ∈ ΦX ∀G ∈ G.
⇐) Sea A = {B ∈ ΦY : f −1(B) ∈ ΦX}. Será f medible si probamos que A = ΦY. Por
hipótesis G ⊂ A. Veamos queA es σ-álgebra de Y.
σ1) f −1(Y) = X ∈ ΦX luego Y ∈ A.
σ2) Sea B ∈ A ⇒ f −1(B) ∈ ΦX ⇒ C f −1(B) = f −1(CB) ∈ ΦX ⇒ CB ∈ A.
σ3) Sean {Bn}∞1 ⊂ A y B =

∞⋃

n=1
Bn ⇒ f −1(Bn) ∈ ΦX ∀n ⇒ f −1(B) = f −1(

∞⋃

n=1
Bn) =

∞⋃

n=1
f −1(Bn) ∈ ΦX ⇒ B ∈ A.

Por lo tanto, como A es una σ-álgebra en Y y G ⊂ A entonces ΦY ⊂ A, pues ΦY es
la menor σ-álgebra en Y que contiene a G. Además por definición es A ⊂ ΦY. Luego
A = ΦY y entonces f es medible. ¤

Corolario 1 Las funciones continuas entre espacios topológicos son medibles Borel.

dem: f continua⇔ f −1(B) ∈ τX ∀B ∈ τY. Si βY es generada por τY resulta ∀B ∈ τY ⊂ βY,
f −1(B) ∈ τX ⊂ βX entonces f es medible. ¤

Definición 5 Sean (X,ΦX) e (Y,ΦY) espacios medibles y sea A ⊂ X. Diremos que fA : A → Y la
restricción de f al conjunto A es medible si lo es como función de (A,ΦA) en (Y,ΦY).

Proposición 5 Sean (X,ΦX) e (Y,ΦY) espacios medibles y sea f : X→ Y. Entonces:
a) Si f es medible, la restricción fA a cualquier subconjunto A es medible.
b) Si para algún A ∈ ΦX, las restricciones fA y fCA son ambas medibles, entonces f es medible.

dem: a) Sea f : X → Y medible. Sea fA : (A,ΦA) → (Y,ΦY) . Sea B ∈ ΦY, f −1
A

(B) = {x ∈ A :
fA(x) ∈ B} = {x ∈ A : f (x) ∈ B} = A ∩ f −1(B) ∈ ΦA pues f −1(B) ∈ ΦX pues f medible,
luego fA medible.
b) Supongamos existe A ∈ ΦX tal que fA y fCA son medibles. Sea B ∈ ΦY,
f −1(B) = {x ∈ X : f (x) ∈ B} = {x ∈ A : f (x) ∈ B} ∪ {x ∈ CA : f (x) ∈ B} = f −1

A (B)
︸︷︷︸

∈ΦA

∪ f −1
CA(B)
︸︷︷︸

∈ΦCA

=

( A
∈ΦX

∩ E1
∈ΦX

) ∪ (CA
∈ΦX

∩ E2
∈ΦX

) ∈ ΦX. Luego f es medible. ¤

Proposición 6 Sean (X,ΦX) e (Y,ΦY) espacios medibles y sea f : X → Y tal que f (X) ⊂ Z ∈ ΦY.
Sea f̃ : X → Z tal que f̃ (x) = f (x). Entonces f : (X,ΦX) → (Y,ΦY) medible si y sólo si f̃ :
(X,ΦX)→ (Z,ΦZ) es medible, donde ΦZ = {Z ∩ F : F ∈ ΦY}.

dem:⇒) Sea B ∈ ΦZ entonces B = Z ∩ F con F ∈ ΦY, luego f̃ −1(B) = {x ∈ X : f̃ (x) ∈ B} =
{x ∈ X : f (x) ∈ B} = f −1(B) = f −1 (Z)

∈ΦX

∩ f −1(F)
∈ΦX

∈ ΦX por ser f medible y luego resulta f̃

medible.
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⇐) Sea B ∈ ΦY,
f −1(B) = {x ∈ X : f (x) ∈ B} =

f (X)⊂Z
{x ∈ X : f (x) ∈ B ∩ Z} = {x ∈ X : f̃ (x) ∈ B ∩ Z} =

f̃ −1(B ∩ Z
︸︷︷︸

∈ΦZ

) ∈ ΦX, luego f es medible. ¤

2.2. F    .

Definición 6 Sea (X,ΦX) un espacio medible. Se dice que una función f : X → R es ΦX-medible
si es medible como función (X,ΦX) en (R, β), siendo β el álgebra de Borel de R.

Proposición 7 (X,ΦX) un espacio medible y sea f : X→ R. Entonces f es ΦX-medible si y sólo si
se verifica alguna de las siguientes condiciones equivalentes:

a) Aα = {x ∈ X : f (x) > α} ∈ ΦX ∀α ∈ R.
b) Bα = {x ∈ X : f (x) ≤ α} ∈ ΦX ∀α ∈ R.
c) Cα = {x ∈ X : f (x) ≥ α} ∈ ΦX ∀α ∈ R.
d) Dα = {x ∈ X : f (x) < α} ∈ ΦX ∀α ∈ R.

dem: Probaremos que f es medible sii a) Aα ∈ ΦX ∀α ∈ R. Notemos que Aα = f −1(α,∞)
⇒) f medible y (α,∞) ∈ β luego Aα = f −1(α,∞) ∈ ΦX.
⇐) Supongamos que Aα ∈ ΦX. f será medible si f −1(B) ∈ ΦX ∀B ∈ β, pero por
proposición 4, bastará mostrar que f −1(U) ∈ ΦX ∀U abierto de R. Además cada U
abierto de R es unión numerable de In intervalos abiertos disjuntos (R es N2 y T2),

luego f −1(U) =
∞⋃

n=1
f −1(In). Como ΦX es σ-álgebra bastará mostrar que f −1(I) ∈ ΦX ∀ I

intervalo abierto de R.
i) Si I = (α,∞), f −1(I) = f −1(α,∞) = Aα ∈ ΦX por hipótesis.

ii) Si I = (−∞, β) = R − [β,∞) = R∩C[β,∞). Como [β,∞) =
∞⋂

n=1
(β − 1

n
,∞) será

f −1(I) = f −1(−∞, β) = f −1(R) ∩ f −1(C[β,∞))

= f −1(R)
=X∈ΦX

∩C f −1(
∞⋂

n=1
(β − 1

n
,∞))

= X ∩ C
∞⋂

n=1
f −1(β − 1

n
,∞)

∈ΦX

∈ ΦX

iii) Si I = (α, β) = (α,∞)∩(−∞, β), luego f−1(I) = f −1(α, β) = f −1(α,∞)
∈ΦX

∩ f −1(−∞, β)
∈ΦX

∈ ΦX.

Por lo tanto f −1(I) ∈ ΦX ∀I, luego f es medible.
Veamos ahora las equivalencias entre a,b,c,d.
(a⇔b) Bα = CAα ∀α luego Bα ∈ ΦX ⇔ CAα ∈ ΦX ⇔

σ2
Aα ∈ ΦX.

(c⇔d) Dα = CCα ∀α análogo Dα ∈ ΦX ⇔
σ2

Cα ∈ ΦX.

(a⇒c) Aα = f −1(α,∞) ∈ ΦX ∀α luego

Cα = f −1[α,∞) = f −1(
∞⋂

n=1
(α − 1

n
,∞)) =

∞⋂

n=1
f −1(α − 1

n
,∞)

=Aα−1/n∈ΦX

∈ ΦX.

(d⇒b) Dα = f −1(−∞, α) ∈ ΦX ∀α luego

Bα = f −1(−∞, α] = f −1(
∞⋂

n=1
(−∞, α + 1

n
)) =

∞⋂

n=1
f −1(−∞, α + 1

n
)

=Dα+1/n∈ΦX

∈ ΦX

44 Funciones Reales-LM GFR-2015



Funciones Reales Medibilidad

Por lo tanto a⇔b, a⇒c, c⇔d y d⇒b, esto es son todas equivalentes. ¤

Ejemplo 2 1) Las funciones constantes son medibles. Si f (x) = c ∀x ∈ X sea α ∈ R si α ≥ c,
Aα = {x : f (x) > α ≥ c} = ∅ ∈ ΦX, si α < c, Aα = X ∈ ΦX, luego f es medible.

2) La función caracterı́stica de un conjunto medible es medible. Sea (X,ΦX) y E ∈ ΦX, definimos

f (x) = χE(x) =

{

1 si x ∈ E
0 si x < E

Sea α ∈ R,
α < 0⇒ Aα = X ∈ ΦX

0 ≤ α < 1⇒ Aα = E ∈ ΦX

α ≥ 1⇒ Aα = ∅ ∈ ΦX

3) Si X es un espacio topológico, las funciones medibles Borel f : X → R se denominan funciones
de Borel. Las funciones continuas son funciones de Borel. Las funciones monótonas son funciones
de Borel, supongamos f monótona creciente, f (x) < f (y) si x < y. Sea α ∈ R, consideramos Aα,
si existe x̂ tal que f (x̂) = α, luego como f es creciente Aα = (x̂,∞) ∈ ΦX, si no existe x tal que
f (x) > α, Aα = ∅ ∈ ΦX. Si Aα , ∅ pero no existe x tal que f (x) = α, sea x̂ = ı́nf{x : f (x) > α} luego
Aα = [x̂,∞) ∈ ΦX por σ2.

Proposición 8 Sea (X,Φ) un espacio medible. Sean f : X→ R y g : X→ R funciones medibles y
sea c ∈ R. Entonces las funciones c f , f + g, f 2, f g y | f | son también medibles.

dem: · c f es medible. Si c = 0, c f = 0 es medible por ser constante. Si c > 0, sea α ∈
R, Aα(c f ) = {x : c f (x) > α} = Aα

c
( f ) ∈ ΦX por ser f medible. Si c < 0 α ∈ R,

Aα(c f ) = {x : f (x) <
α
c
} = Dα

c
( f ) ∈ ΦX pues f es medible. Entonces c f es medible.

· f + g es medible. Sea α ∈ R, Aα( f + g) = {x : f (x)+ g(x) > α} = {x : f (x) > α− g(x)}, en
este caso observemos que f (x) > α − g(x) ⇔ ∃r ∈ Q tal que f (x) > r > α − g(x), luego
Aα( f + g) =

⋃

r∈Q
({x : f (x) > r}∩ {x : g(x) > α − r}) = ⋃

r∈Q
(Ar( f ) ∩ Aα−r(g)) ∈ ΦX pues f , g

medibles.
· f 2 es medible. Sea α ∈ R, Aα( f 2) = {x : f 2(x) > α} = X ∈ ΦX si α < 0. Y si α ≥ 0,
Aα( f 2) = A√α( f ) ∪D−

√
α( f ) ∈ ΦX pues f medible.

· f g es medible. f g =
1

4
[
(

f + g
)2 − ( f − g)2] luego es medible por lo ya probado.

· | f | es medible. Sea α ∈ R, Aα(| f |) = {x : | f (x)| > α} = Aα( f ) ∪ D−α( f ) ∈ ΦX pues f es
medible. ¤

Definición 7 Sea X un conjunto y sean f : X → R y g : X → R. Definimos las funciones
máx( f , g) y mı́n( f , g) como

máx( f , g)(x) = máx( f (x), g(x))

mı́n( f , g)(x) = mı́n( f (x), g(x))

En particular, definimos la parte positiva de f y la parte negativa de f como las funciones

f + = máx( f , 0)
f − = máx(− f , 0)
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Lema 3 Sea X un conjunto y sean f : X→ R y g : X→ R. Entonces

máx( f , g) =
1

2
( f + g + | f − g|)

mı́n( f , g) =
1

2
( f + g − | f − g|)

f + =
1

2
(| f | + f ) f − =

1

2
(| f | − f )

f = f + − f − | f | = f + + f −

dem: ejercicio de la práctica 2.

Proposición 9 Sea (X,Φ) un espacio medible. Entonces:
a) f : X→ R es medible si y sólo si f + y f − son medibles.
b) Si f : X→ R y g : X→ R son medibles entonces máx( f , g) y mı́n( f , g) son medibles.

dem: a)⇒) f medible⇒ | f |medible⇒ 1

2
(| f | ± f ) medible⇒ f +, f − medibles.

⇐) Si f +, f − medibles⇒ f = f + − f − es medible.

b) Si f , g son medibles⇒ 1

2
( f + g ± | f − g|) son medibles⇒ máx( f , g) y mı́n( f , g) son

medibles. ¤

2.3. F      R̄.

Definición 8 Sea (X,Φ) un espacio medible. Se dice que una función f : X → R̄ es Φ-medible si
es medible como función de (X,Φ) en (R̄, β̄), siendo β̄ el álgebra de Borel extendida.

Notación: Utilizaremos la notaciónM(X,Φ) para indicar la familia de todas las funciones
f : X→ R̄ que son Φ-medibles.

Nota 1 Si (X,Φ) es un espacio medible, toda función f definida sobre X, a valores reales, puede
considerarse también como una función a valores reales extendidos, que por cierto no asume los
valores +∞, −∞. Teniendo en cuenta que la σ-álgebra inducida sobre R por β̄ es β, de la proposición
6 se concluye que f será medible como función a valores reales si y sólo si, lo es como función a
valores reales extendidos.

Proposición 10 Sea (X,Φ) un espacio medible y sea f : X → R̄. Entonces f ∈ M(X,Φ) si y sólo
si se verifican las dos condiciones siguientes:

{

f −1(α, β) ∈ Φ ∀α, β ∈ R
f −1(+∞) ∈ Φ, f −1(−∞) ∈ Φ (4)

dem:⇒) Sea f ∈ M(X,Φ). Notemos que el álgebra de Borel extendida β̄ es generada por
la familia (α, β) con α < β ∈ R, (α,+∞] y [−∞, β). Como f medible ∀α, β, f−1(α, β) ∈ Φ,
f −1(α,+∞] ∈ Φ y f −1[−∞, β) ∈ Φ. Notemos además que f −1(+∞) = {x : f (x) = +∞} =
∞⋂

n=1
{x : f (x) > n} =

∞⋂

n=1
f −1(n,+∞]

∈Φ
∈ Φ. Análogamente f −1(−∞) =

∞⋂

n=1
f −1[−∞,−n) ∈ Φ.

Luego se cumplen las condiciones dadas en (4).
⇐) Supongamos que se cumplen (4), veamos que f ∈ M(X,Φ), bastará mostrar
que f −1(α, β) ∈ Φ, f −1(α,+∞] ∈ Φ y f −1[−∞, β) ∈ Φ. Pero f −1(α, β) ∈ Φ por (4) . Y
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además f −1(α,+∞] = f −1(α,+∞)∪ f −1(+∞)
∈Φ (4)

y f −1(α,+∞) =
∞⋃

n=1
f −1(α, α + n)

∈Φ
∈ Φ, luego

f −1(α,+∞] ∈ Φ, análogamente se prueba que f −1[−∞, β) ∈ Φ y entonces f ∈ M(X,Φ).
¤

Proposición 11 Sea (X,Φ) un espacio medible y sea f : X → R̄. Entonces f ∈ M(X,Φ) si y sólo
si se verifica alguna de las siguientes condiciones equivalentes:

a) Aα = {x ∈ X : f (x) > α} ∈ Φ ∀α ∈ R.
b) Bα = {x ∈ X : f (x) ≤ α} ∈ Φ ∀α ∈ R.
c) Cα = {x ∈ X : f (x) ≥ α} ∈ Φ ∀α ∈ R.
d) Dα = {x ∈ X : f (x) < α} ∈ Φ ∀α ∈ R.

dem: Veamos f ∈ M(X,Φ) sii Aα ∈ Φ ∀α ∈ R. Las equivalencias a,b,c,d son válidas.
⇒) Sea f ∈ M(X,Φ) y sea α ∈ R, notemos que Aα = f −1(α,+∞] ∈ Φ pues (α,+∞] ∈ β̄
∀α y f medible.
⇐) Supongamos Aα ∈ Φ ∀α.Mostraremos que f verifica (4) .
Sean α < β, f −1(α, β) = f −1((α,+∞] ∩ [−∞, β)) = f −1(α,+∞]

Aα∈Φ
∩ f −1[−∞, β)

∈Φ
∈ Φ pues

f −1[−∞, β) = Dβ ∈ Φ; (Dβ ∈ Φ⇔ Aβ ∈ Φ).

f −1(+∞) =
∞⋂

n=1
f −1(n,+∞]

An∈Φ
∈ Φ y f −1(−∞) =

∞⋂

n=1
f −1[−∞,−n)

D−n∈Φ
∈ Φ. Por lo tanto f es

medible. ¤

Proposición 12 Sea (X,Φ) un espacio medible y sea f : X → R̄. Entonces f ∈ M(X,Φ) si y sólo
si se verifican las dos condiciones siguientes:

a) A = f −1(+∞) ∈ Φ, B = f −1(−∞) ∈ Φ.

b) la función f1 : X→ R definida por f1 (x) =

{

f (x) si x < A ∪ B
0 si x ∈ A ∪ B

es medible.

dem:⇒) Sea f ∈ M(X,Φ), entonces por proposición 10, A,B ∈ Φ es decir vale a), veamos
que cumple b). Observemos que f1|C(A∪B) = f |C(A∪B) es medible pues f es medible y
C(A ∪ B) ∈ Φ. Y f1|A∪B = 0|A∪B es medible pues la función constante 0 es medible y
A ∪ B ∈ Φ. Luego f1 medible, por proposición 5 b).
⇐) Supongamos que f cumple a,b) tenemos entonces A,B ∈ Φ. Además
f |C(A∪B) = f1|C(A∪B) es medible por serlo f1.
f |A = (+∞)|A es medible por serlo la función constante +∞ y f |B = (−∞)|B es medible
por ser medible la constante −∞, luego f |A∪B es medible. Por lo tanto f medible, por
proposición 5 b). ¤

Definición 9 Sea X un conjunto. Sean f : X → R̄, g : X → R̄ y c ∈ R. Se definen las funciones
c f , f + g, f g y | f | de la siguiente manera:
· (c f )(x) = c f (x) con la convención 0(±∞) = 0.

· ( f + g)(x) =

{

f (x) + g(x) si x < E1 ∪ E2

0 si x ∈ E1 ∪ E2
donde E1 = {x : f (x) = −∞, g(x) = +∞} y

E2 = {x : f (x) = +∞, g(x) = −∞}.
· ( f g)(x) = f (x)g(x) con la convención 0(±∞) = 0.
· | f |(x) = | f (x)|

Proposición 13 Sea (X,Φ) un espacio medible. Sean f , g ∈ M(X,Φ) y c ∈ R. Entonces las
funciones c f , f + g, f g y | f | pertenecen aM(X,Φ).
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dem: Se deja como ejercicio demostrar que c f , f + g, | f | ∈ M(X,Φ). Luego demostraremos
que f g ∈ M(X,Φ).

Definición 10 Sea X un conjunto y sea f : X→ R̄. Definimos las funciones parte positiva de f
y la parte negativa de f como las funciones

f + = máx( f , 0)
f − = máx(− f , 0)

respectivamente, con la convención de que

máx(+∞, 0) = +∞ máx(−∞, 0) = 0

Proposición 14 Sea (X,Φ) un espacio medible y sea f : X → R̄, f ∈ M(X,Φ). Entonces f + ∈
M(X,Φ) y f − ∈ M(X,Φ).

dem: ejercicio.

Proposición 15 Sea ( fn) una sucesión de funciones enM(X,Φ). Entonces las funciones f = ı́nf
n

fn,

F = sup
n

fn, f ∗ = lı́m fn y F∗ = lı́m fn pertenecen aM(X,Φ).

dem: · Si f = ı́nf fn y sea α ∈ R, Dα( f ) = {x : f (x) < α} =
∞⋃

n=1
{x : fn(x) < α} =

∞⋃

n=1
Dα( fn)
∈Φ
∈ Φ

pues cada fn ∈ M(X,Φ), luego f ∈ M(X,Φ).

· Si F = sup fn, será Aα(F) =
∞⋃

n=1
Aα( fn)
∈Φ
∈ Φ pues cada fn ∈ M(X,Φ), luego f ∈ M(X,Φ).

· Si f ∗ = lı́m fn = sup
n

( ı́nf
k>n

fk

∈M(X,Φ) p/c n

) ∈ M(X,Φ) por lo anterior. Análogamente F∗ = lı́m fn =

ı́nf
n

( sup
k>n

fk

∈M(X,Φ) p/c n

) ∈ M(X,Φ). ¤

Corolario 2 Sea ( fn) una sucesión enM(X,Φ). Supongamos que, para cada x ∈ X, existe lı́m
n→∞

fn(x),

finito, +∞ o −∞. Entonces la función f = lı́m fn pertenece aM(X,Φ). Convendremos en decir que
la sucesión ( fn) converge puntualmente a la función lı́mite f : X→ R̄. Y decimos queM(X,Φ) es
cerrada con respecto a la convergencia puntual.

dem: notemos que si existe lı́m fn se tiene que lı́m fn = lı́m fn. ¤

dem: Demostraremos ahora que si f , g ∈ M(X,Φ) entonces la función f g ∈ M(X,Φ). Para
cada n ∈N definimos las funciones truncadas

fn(x) =





f (x) si | f (x)| ≤ n
n si f (x) > n
−n si f (x) < −n

gn(x) =





g(x) si |g(x)| ≤ n
n si g(x) > n
−n si g(x) < −n

Cada fn y gn son medibles a valores reales, luego es medible fngn. Además lı́m fn = f
y lı́m gn = g entonces f g es medible por ser f g = lı́m fngn = lı́m fn lı́m gn. ¤
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Mostraremos ahora que toda función no negativa enM(X,Φ) es el lı́mite puntual de una
sucesión monótona creciente (φn) de funciones en M(X,Φ). Además, cada φn puede ser
elegida no negativa y tal que asuma solamente un número finito de valores reales.

Lema 4 Si f es una función no negativa enM(X,Φ), existe una sucesión (φn) enM(X,Φ) tal que:

a. 0 ≤ φn(x) ≤ φn+1(x), ∀x ∈ X, ∀n ∈N.

b. lı́m
n→∞
φn(x) = f (x), ∀x ∈ X.

c. Cada φn asume sólo un número finito de valores reales, ∀n ∈N.

dem: Sea f ∈M(X,Φ) tal que f ≥ 0.Definimos los conjuntos, para n ∈Ny m = 0, 1, ..., 2nn−1

En =
{
x ∈ X : f (x) ≥ n

}
= Cn( f ) Dn( f ) =

{
x ∈ X : f (x) < n

}

E m
2n
=

{

x ∈ X :
m

2n
≤ f (x) <

m + 1

2n

}

= C m
2n

( f ) ∩Dm+1
2n

( f )

Observemos que X =
2nn−1⋃

m=0
E m

2n
∪ En, ∀n ∈N.

Para cada n ∈N, definimos

φn(x) =

{ m
2n si x ∈ E m

2n
, m = 0, 1, ..., 2nn − 1

n si x ∈ En

1o: Veamos que (φn)n∈N ⊂ M(X,Φ).

Dado n ∈N, consideremos los conjuntos Aα(φn) =
{

x ∈ X : φn(x) > α
}

.

– Si α ≥ 0 entonces existe m ∈N tal que m
2n ≤ α < m+1

2n y

Aα(φn) =
{

x ∈ X : φn(x) = m+k
2n , k = 1, ..., 2nn −m

}

=
2nn−m⋃

k=1

Em+k
2n

=

=
2nn−m−1⋃

k=1

Em+k
2n

∪ En =
2nn−m−1⋃

k=1

f −1[m+k
2n ,

m+k+1
2n ) ∪ f −1[n,+∞] =

= f −1[m+1
2n ,n) ∪ f −1[n,+∞] = f −1[m+1

2n ,+∞) ∪ f −1(+∞) ∈ Φ

– Siα < 0 entonces Aα(φn) = X ∈ Φpuesφn(x) = m0

2n ≥ 0 > αpara algún m0 = 0, 1, ..., 2nn.

Luego, para todo n ∈N, resulta φn ∈ M(X,Φ).

2o: Veamos que se verifican los items a,b,c.

a. Por definición φn(x) = m0

2n ≥ 0 para algún m0 = 0, 1, ..., 2nn. Sea x ∈ X y n ∈ N, si
f (x) < n existe m ∈ {0, 1, ..., 2nn − 1} tal que

φn(x) = m
2n ≤ f (x) < m+1

2n

luego
2m

2n+1 ≤ f (x) < 2m+2
2n+1
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de donde
2m

2n+1 ≤ f (x) < 2m+1
2n+1 o 2m+1

2n+1 ≤ f (x) < 2m+2
2n+1

y ası́

φn+1(x) = 2m
2n+1 = φn(x) o φn+1(x) = 2m+1

2n+1 =
2m

2n+1 +
1

2n+1 >
2m

2n+1 = φn(x)

resultando 0 ≤ φn(x) ≤ φn+1(x) ∀x ∈ X, ∀n ∈N.
b. Para ver lı́m

n→∞
φn(x) = f (x), observemos que

0 ≤ φn(x) ≤ φn+1(x), ∀x ∀n (1)

Luego, dado x ∈ E m
2n

para algún m ∈ {0, 1, ..., 2nn − 1}, se tiene que

φn(x) = m
2n ≤ f (x) < m+1

2n

y por (1) tenemos
m
2n = φn(x) ≤ φn+1(x) ≤ f (x) < m+1

2n

luego
m

2n
≤ φn+1(x) < m+1

2n ≤ n < n + 1

entonces φn+1(x) = m̂
2n+1 para algún m̂ ∈ {0, 1, ..., 2n+1(n + 1) − 1}. Entonces x ∈ E m̂

2n+1

y ası́
m̂

2n+1 ≤ f (x) < m̂+1
2n+1 (2)

Además, ∀x ∈ X, ∀n ∈ N, x ∈ Em0

2n
para algún m0 ∈ {0, 1, ..., 2nn − 1}. En conse-

cuencia, dado x ∈ X se tiene que:

i. Si existe n ∈ N tal que x ∈ Em0

2n
para algún m0 ∈ {0, 1, ..., 2nn − 1}, entonces:

x ∈ Emn

2n
, mn ∈ {0, 1, ..., 2nn − 1} y

φn(x) = mn

2n ≤ f (x) < mn+1
2n+1

por (2) tenemos
mn+1

2n+1 = φn+1(x) ≤ f (x) < mn+1+1
2n+1

entonces
mn+k

2n+k = φn+k(x) ≤ f (x) < mn+k+1

2n+k

para todo k ∈ N. Luego 0 ≤ f (x) − φn+k(x) < 1
2n+k ∀k ∈ N. Dado ε > 0,

existe n0 ∈ N tal que
∣
∣
∣ f (x) − φn(x)

∣
∣
∣ < 1

2n <
1

2n0
< ε si n ≥ n0 y entonces

lı́m
n→∞
φn(x) = f (x).

ii. Si no existe n ∈ N tal que x ∈ Em0

2n
para algún m0 ∈ {0, 1, ..., 2nn − 1}, entonces:

x ∈ En (con m0 = 2nn), para todo n ∈ N, y φn(x) = n ≤ f (x) ∀n ∈ N y
lı́m
n→∞
φn(x) = +∞ ≤ f (x).

Por lo tanto lı́m
n→∞
φn(x) = f (x) ∀x ∈ X.

c. Por definción φn asume un número finito de valores, pues dado n, φn(X) ⊂ { m
2n :

m = 0, 1, ..., 2nn} y ası́ card(φn(X)) = ♯(φn(X)) ≤ 2nn + 1 < ∞, ∀n ∈N.

Con lo queda demostrado a,b,c. ¤
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2.4. F    .

Definición 11 Sea (X,Φ) un espacio medible. Se dice que una función f : X→ C es Φ-medible si
es medible como función del espacio medible (X,Φ) en (C, β) siendo β el álgebra de Borel de C.

Proposición 16 Sea (X,Φ) un espacio medible y sea f : X→ C. Entonces f es Φ-medible si, y sólo
si f −1(Q) ∈ Φ ∀Q rectángulo abierto de C.

dem: Se puede probar que todo abierto de C es unión numerable de rectángulos abiertos
de C.

Proposición 17 Sea (X,Φ) un espacio medible y sea f : X→ C. Entonces f es Φ-medible si, y sólo
si las funciones Re f e Im f son Φ-medibles.

Proposición 18 Sea (X,Φ) un espacio medible y sean f : X → C, g : X → C medibles, sea c ∈ C.
Entonces las funciones c f , f + g, f g y | f | son medibles.

Proposición 19 Sea (X,Φ) un espacio medible y sea f : X→ C funciónΦ-medible. Entonces existe
una función α : X→ C, Φ-medible tal que |α| = 1 y f = | f |α.

dem: Definimos α : X→ C por

α(x) =





f (x)

| f (x)| si f (x) , 0

1 si f (x) = 0

entonces |α(x)| = 1 ∀x y f (x) = | f (x)|α(x) ∀x. Además α es Φ-medible. ¤

Proposición 20 Sea (X,Φ) un espacio medible. Sea ( fn) una sucesión de funciones Φ-medibles,
definidas sobre X a valores en C, que converge puntualmente a una función f : X→ C. Entonces f
es Φ-medible.
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Parte IV

M.

1. M .
Definición 1 Sea (X,Φ) un espacio medible. Una medida positiva, o simplemente una medida
sobre (X,Φ), es una función de conjuntos µ : Φ→ R̄ con las siguientes propiedades:
µ1) µ(∅) = 0.
µ2) µ(E) ≥ 0 ∀E ∈ Φ.
µ3) si (En) es una sucesión disjunta en Φ, entonces µ(

∞⋃

n=1
En) =

∞∑

n=1
µ(En).

La propiedad µ3) se denomina σ-aditividad de la medida.

Definición 2 Sea µ una medida sobre el espacio medible (X,Φ). Si µ(X) < ∞ se dice que es una
medida finita. Si existe una sucesión (En) de conjuntos en X tal que

X =
∞⋃

n=1
En y µ(En) < ∞ ∀n se dice que µ es una medida σ−finita.

Ejemplo 1 1) Sea X un conjunto no vacı́o y sea Φ una σ−álgebra sobre X. Las funciones de
conjuntos

µ1 : Φ→ R̄ µ2 : Φ→ R̄

E→ µ1(E) = 0 E→ µ2(E) =

{

0 si E = ∅
+∞ si E , ∅

son medidas sobre (X,Φ).
2) Sea (X,Φ) un espacio medible y sea x0 un punto fijo de X. La función de conjuntos

µ : Φ→ R̄

E→ µ(E) =

{

1 si x0 ∈ E
0 si x0 < E

es una medida sobre (X,Φ). Se denomina medida unitaria concentrada en x0.
3) Sea (N,P(N)) y sea µ la función de conjunto

µ : P(N)→ R̄

E→ µ(E) =

{

|E| si |E| < ∞
+∞ si |E| = ∞

es una medida sobre el espacio medible (N,P(N)). Se denomina medida cuenta puntos en N.
No es una medida finita pues µ(N) = +∞, pero sı́ es σ−finita, basta tomar (En)∞

n=1
= ({n})∞

1
,

será µ({n}) = 1 < ∞ ∀n yN =
∞⋃

n=1
{n}.

4) Si X = R y β es la σ−álgebra de Borel de R, veremos más adelante que existe una única medida
definida sobre β, que coincide con la longitud sobre los intervalos, esto es que µ(a, b) = b − a y
µ(−∞, b) = +∞ = µ(a,+∞) = µ(R) = +∞. Esta medida se denomina medida de Lebesgue sobre
(
R, β
)
. No es una medida finita, pero sı́ es σ−finita, pues podemos considerar en R la sucesión

{En}∞n=1
= {(−n,n)}∞

1
, será µ(−n,n) = 2n < ∞ ∀n y R =

∞⋃

n=1

(−n,n).

5) Si X = R y β es el σ−álgebra de Borel de R. Sea f : R → R una función monótona creciente,
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continua por derecha, se demuestra que existe una única medida sobre
(
R, β
)
, m f : β → R̄ tal

que m f (a, b) = f (b) − f (a). Esta medida se denomina medida de Lebesgue-Stieltjes generada
por f sobre

(
R, β
)
. La medida de Lebesgue es el caso particular de la medida de Lebesgue-Stieltjes

correspondiente a la función f (x) = x.

Proposición 1 Sea µ una medida definida sobre un espacio medible (X,Φ). Entonces:
a) Monotonı́a: Si E,F ∈ Φ tales que E ⊂ F, resulta µ(E) ≤ µ(F)

Si además, µ(E) < +∞ resulta

µ(F − E) = µ(F) − µ(E)

b) σ-subaditividad: Si (En)∞
1

es una sucesión de conjuntos en Φ, resulta µ(
∞⋃

n=1
En) ≤

∞∑

n=1
µ(En)

dem: a) Sean E,F ∈ Φ,E ⊂ F, luego F−E ∈ Φy F = E∪(F−E)⇒ µ(F) = µ(E)+ µ(F − E)
≥0

≥ µ(E).

Si µ(E) < ∞ se tiene que µ(F−E) = µ(F)−µ(E). Si µ(E) = +∞ también serı́a µ(F) = +∞
y no necesariamente µ(F − E) = 0, por ejemplo F =N y E = {n ∈N : n es par}.
b) Sea (En)∞

1
⊂ Φ, queremos ver que µ(

∞⋃

n=1
En) ≤

∞∑

n=1
µ(En). Definimos los conjuntos

A1 = E1, A2 = E2 − E1, A3 = E3 − (E1 ∪ E2), ..., An = En −
n−1⋃

k=1

Ek

Ası́ definidos resulta que
· An ∈ Φ ∀n ∈N
· An ∩ Am = ∅ si n , m, pues si m < n, An = En ∩ (

n−1⋂

k=1

CEk) ⊂ CEk ∀k = 1, ...,n − 1 y

An ⊂ En ∀n, luego An ⊂ CEm ⊂ CAm.

·
∞⋃

n=1
An =

∞⋃

n=1
En, en efecto

∞⋃

n=1
An ⊂

∞⋃

n=1
En trivial, ahora si x ∈

∞⋃

n=1
En sea n0 = mı́n{n : x ∈

En} luego x ∈ En0
y x ∈ CEk con k < n0, o sea x ∈ An0

⇒ x ∈
∞⋃

n=1
An.

· µ(
∞⋃

n=1
En) = µ(

∞⋃

n=1
An) =

µ3

∞∑

n=1
µ(An) ≤

An⊂En

∞∑

n=1
µ(En).

Luego se verifica b). ¤

Proposición 2 Sea µ una medida definida sobre un espacio medible (X,Φ). Entonces:

a) Si (En) es una sucesión creciente en Φ, resulta µ(
∞⋃

n=1
En) = lı́m

n→∞
µ(En).

b) Si (Fn) es una sucesión decreciente en Φ, tal que µ(F1) < ∞ resulta µ(
∞⋂

n=1
Fn) = lı́m

n→∞
µ(Fn).

dem: a) Sea (En)∞
1

una sucesión creciente de conjuntos enΦ. Si para algún n0 es µ(En0
) = +∞

la igualdad µ(
∞⋃

n=1
En) = lı́m

n→∞
µ(En) es trivial.

Supongamos µ(En) < ∞ y En ⊂ En+1 ∀n. Definimos los conjuntos

A1 = E1, A2 = E2 − E1, ...,An = En − En−1

tenemos entonces que (An)∞
1
⊂ Φ, An∩Am = ∅ si n , m y

∞⋃

n=1
An =

∞⋃

n=1
En. Además como

µ(En) < ∞, µ(An) = µ(En) − µ(En−1) ∀n (si definimos E0 = ∅). Por lo tanto
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µ(
∞⋃

n=1
En) = µ(

∞⋃

n=1
An) =

µ3

∞∑

n=1
µ(An) =

∞∑

n=1
µ(En) − µ(En−1) = lı́m

n→∞

n∑

k=1

µ(Ek) − µ(Ek−1) =

lı́m
n→∞
µ(En)− µ(E0)

=0

.

b) Sea (Fn)∞
1

una sucesión decreciente de conjuntos enΦ, tal que µ(F1) < ∞. Definimos

E1 = ∅, E2 = F1 − F2, E3 = F1 − F3, ....,En = F1 − Fn

tenemos que (En)∞
1
⊂ Φ, En ⊂ En+1 ∀n, luego por a) µ(

∞⋃

n=1
En) = lı́m

n→∞
µ(En) (*).

Ahora
∞⋃

n=1
En =

∞⋃

n=1
(F1 − Fn) =

∞⋃

n=2
(F1 − Fn) =

∞⋃

n=2
(F1 ∩CFn) = F1 ∩

∞⋃

n=2
CFn = F1 ∩C

∞⋂

n=2
Fn =

F1 −
∞⋂

n=2
Fn.

Como Fn ⊂ F1 ∀n y µ(F1) < ∞, es µ(Fn) < ∞ ∀n y
∞⋂

n=2
Fn ⊂ Fn⇒ µ(

∞⋂

n=2
Fn) < ∞. Tenemos

que

µ(
∞⋃

n=1
En) = µ(F1) − µ(

∞⋂

n=2
Fn)

y también µ(En) = µ(F1)− µ(Fn)
<∞
∀n. Volviendo a (*) y reemplazando tenemos

µ(
∞⋃

n=1
En) = µ(F1) − µ(

∞⋂

n=2
Fn) = lı́m

n→∞
µ(En) = lı́m

n→∞
µ(F1) − µ(Fn)

y como
∞⋂

n=2
Fn =

∞⋂

n=1
Fn entonces

µ(
∞⋂

n=1
Fn) = µ(

∞⋂

n=2
Fn) = lı́m

n→∞
µ(Fn)

es decir vale b). ¤

2. E  .
Definición 3 Un espacio con medida es una terna (X,Φ, µ) constituida por un conjunto X, una
σ−álgebra Φ de subconjuntos de X y una medida µ definida sobre Φ.

Definición 4 ”casi todo punto”. Un conjunto de medida nula es, obviamente, un conjunto N ∈
Φmedible tal queµ(N) = 0. Existe una terminologı́a que se utiliza habitualmente, y que emplearemos
de ahora en adelante. Si (X,Φ, µ) es un espacio con medida, diremos que cierta proposición es válida
µ-casi todo punto (µ-ctp) en (X,Φ, µ), si existe un conjunto N de medida nula tal que la proposición
es válida sobre CN.

Ejemplo 2 1) Si f y g son funciones definidas sobre X, decimos que f = g µ-ctp en X sii existe
N ∈ Φ, µ(N) = 0 tal que f (x) = g(x) ∀x ∈ CN.
2) Sea ( fn) una sucesión de funciones definidas sobre X en R. Diremos que fn → f µ-ctp sii existe
N ∈ Φ, µ(N) = 0 tal que f (x) = lı́m

n→∞
fn(x) ∀x ∈ CN.

Definición 5 Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida. Si para todo E ∈ Φ con µ(E) = 0, se verifica
que todo subconjunto A de E pertenece a Φ, diremos que µ es una medida completa. Esto es, una
medida µ es completa si todos los subconjuntos de conjuntos de medida nula son medibles y por tanto
también de medida nula.
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El siguiente teorema asegura que toda medida puede ser extendida a una medida completa.

Teorema 1 Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida. Entonces la familia

Φ′ = {E′ = E ∪N : E ∈ Φ, N ⊂ F, F ∈ Φ, µ(F) = 0}
es una σ-álgebra de subconjuntos de X y la función de conjunto µ′ : Φ′ → R̄ definida por µ′(E′) =
µ(E), es una medida completa. Además Φ ⊂ Φ′ y µ′(E) = µ(E) ∀E ∈ Φ.
dem: 1o) Veamos que Φ′ es una σ−álgebra.
σ1) X ∈ Φ′ pues X = X ∪ ∅ con X ∈ Φ y ∅ ⊂ ∅ ∈ Φ, µ(∅) = 0.
σ2) Si E′ ∈ Φ′ entonces CE′ ∈ Φ′?. Sea E′ = E ∪ N, con E ∈ Φ, N ⊂ F, F ∈ Φ, µ(F) = 0.
Ahora bien, CE′ = (CE′ ∩ F) ∪ (CE′ ∩ CF) = (CE′ ∩ F) ∪ (CE ∩ CN ∩ CF) =

N⊂F⇒CF⊂CN

(CE′ ∩ F)
︸ÃÃÃÃ︷︷ÃÃÃÃ︸

⊂F

∪ (CE ∩ CF)
︸ÃÃÃÃÃÃ︷︷ÃÃÃÃÃÃ︸

C(E∪F)∈Φ

∈ Φ′.

σ3) Si (E′n)∞
n=1
⊂ Φ′, con E′n = En ∪Nn, con En ∈ Φ, Nn ⊂ Fn, Fn ∈ Φ, µ(Fn) = 0. Veamos

∞⋃

n=1
E′n =

∞⋃

n=1
(En ∪ Nn) =

∞⋃

n=1
En

∈Φ

∪
∞⋃

n=1
Nn y

∞⋃

n=1
Nn ⊂

∞⋃

n=1
Fn y µ(

∞⋃

n=1
Fn) ≤

∞∑

n=1
µ(Fn) = 0 luego

∞⋃

n=1
E′n ∈ Φ′.

2o) Veamos que µ′ : Φ′ → R̄ definida por µ′(E′) = µ(E) si E′ = E ∪ N es una medida
completa.
a) Está bien definida, en efecto sean E′

1
= E1∪N1, con E1 ∈ Φ, N1 ⊂ F1, F1 ∈ Φ, µ(F1) = 0

y E′
1
= E2 ∪N2, con E2 ∈ Φ, N2 ⊂ F2, F2 ∈ Φ, µ(F2) = 0, entonces µ(E1) = µ(E2) pues si

E1 ⊂ E1 ∪N1 = E2 ∪N2 ⊂ E2 ∪ F2

y
µ(E1) ≤ µ(E2 ∪ F2) ≤ µ(E2)+ µ(F2)

=0

Análogamente µ(E2) ≤ µ(E1).
b) Es una medida.
µ1) ∅ = ∅

∈Φ
∪∅ y ∅ ⊂ ∅ ∈ Φ, µ(∅) = 0, luego µ′(∅) = µ(∅) = 0.

µ2) µ′(E′) = µ(E) ≥ 0 ∀E′ = E ∪N.
µ3) Si (E′n)∞

1
⊂ Φ′ es una familia disjunta, con E′n = En ∪Nn, con En ∈ Φ, Nn ⊂ Fn, Fn ∈

Φ, µ(Fn) = 0, será
∞⋃

n=1
E′n =

∞⋃

n=1
En

∈Φ

∪
∞⋃

n=1
Nn y

∞⋃

n=1
Nn ⊂

∞⋃

n=1
Fn, µ(

∞⋃

n=1
Fn) ≤

∞∑

n=1
µ(Fn) = 0,

luego µ′(
∞⋃

n=1
E′n) = µ(

∞⋃

n=1
En) =

(En)∞
1

disj

∞∑

n=1
µ(En) =

∞∑

n=1
µ′(E′n).

c) Veamos que es completa. Sea H′ ∈ Φ′ con µ′(H′) = 0 y sea E′ ⊂ H′ veamos que
E′ ∈ Φ′.
Observemos que E′ = ∅

∈Φ
∪E′.Además E′ ⊂ H′ =H

∈Φ
∪N y N ⊂ F ∈ Φ y µ(F) = 0, entonces

E′ ⊂ H′ = H ∪ N ⊂ H ∪ F ∈ Φ y µ(H ∪ F) ≤ µ(H) + µ(F) = µ(H) = µ′(H′) = 0 por
hipótesis. Luego E′ = ∅ ∪ E′, con ∅ ∈ Φ y E′ ⊂ H ∪ F ∈ Φ y µ(H ∪ F) = 0, por tanto
E′ ∈ Φ′.
3o) Finalmente, se cumple que Φ ⊂ Φ′ y µ′(E) = µ(E) ∀E ∈ Φ. En efecto, sea E ∈ Φ
entonces E = E ∪ ∅, con E ∈ Φ y ∅ ⊂ ∅, µ(∅) = 0 entonces E ∈ Φ′ y µ′(E) = µ(E). ¤

Definición 6 Diremos que el espacio (X,Φ′, µ′) es la completación del espacio con medida
(X,Φ, µ).
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3. A    .
Definición 7 Se dice que una aplicación entre espacios con medida, o entre un espacio con medida
y un espacio medible, es medible, si lo es como aplicación entre los espacios medibles subyacentes.

Proposición 3 Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida completa y sea (Y,ΦY) un espacio medible. Si
f : X → Y es una aplicación medible y g : X → Y es tal que f = g µ−ctp en X, entonces g es
medible.

dem: Sea f : X→ Y medible y f = g, µ-ctp entonces existe N ⊂ X tal que µ(N) = 0 y f = g
en CN. La función g será medible si g−1(B) ∈ Φ ∀B ∈ ΦY. Sea B ∈ ΦY, tenemos

g−1(B) = (g−1(B) ∩N) ∪ (g−1(B) ∩ CN)

Ahora: i) g−1(B) ∩N ⊂ N y µ(N) = 0⇒ g−1(B) ∩N ∈ Φ por ser µmedida completa. ii)
g−1(B) ∩ CN = {x ∈ CN : g(x) ∈ B} = {x ∈ CN : f (x) ∈ B} = f −1(B) ∩ CN ∈ Φ pues f
medible y CN ∈ Φ. Luego g−1(B) ∈ Φ. ¤

4. M  .
Definición 8 Sea (X,Φ) un espacio medible. Una medida con signo o carga es una función de
conjuntos definida sobre X a valores reales, λ : Φ→ R tal que
λ1) λ(∅) = 0.

λ2) λ es σ-aditiva, es decir para toda sucesión (En)∞
1
⊂ Φ disjunta resulta λ(

∞⋃

n=1
En) =

∞∑

n=1
λ(En).

Observemos que el primer miembro en λ2) es independiente del orden en que se consideren

los conjuntos y λ(
∞⋃

n=1
En) es un número real finito, por lo tanto la serie del segundo miem-

bro debe ser incondicionalmente convergente (converge para cualquier ordenamiento y al
mismo número), lo que equivale que es absolutamente convergente.

Proposición 4 Si λ1, ..., λn son medidas con signo sobre (X,Φ) y c1, ..., cn son números reales,
entonces c1λ1 + ... + cnλn es una medida con signo sobre (X,Φ).

dem: ejercicio.

5. G́  .
5.1. M .

Definición 9 Sea X un conjunto no vacı́o. Una medida exterior sobre X es una función de
conjuntos µ∗ : P(X)→ R̄, con las siguientes propiedades:
µ∗1) µ∗(∅) = 0.
µ∗2) µ∗(E) ≥ 0 ∀E ⊂ X.

µ∗3) µ∗ es σ-subaditiva, es decir para toda sucesión (En)∞
1
⊂ P(X) resulta µ∗(

∞⋃

n=1
En) ≤

∞∑

n=1
µ∗(En).

µ∗4) µ∗ es monótona, esto es, si E ⊂ F ⊂ X, resulta µ∗(E) ≤ µ∗(F).

Veremos ahora cómo puede generarse una medida exterior.
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Definición 10 Se dice que una familia de subconjuntos K de X es una clase cubridora por
sucesiones si:

i) ∅ ∈ K.

ii) ∀A ⊂ X, existe una sucesión (En)∞
1

en K tal que A ⊂
∞⋃

n=1
En.

Ejemplo 3 1) En R, la familia K = {I : I intervalo abierto} ∪ {∅} es clase cubridora.

2) En Rn, la familia K = {
n∏

i=1
Ii : Ii intervalo abierto} ∪ {∅} es clase cubridora.

Proposición 5 Sean X un conjunto, K una clase cubridora por sucesiones de X y λ : K → R̄ tal
que λ(∅) = 0 y λ(E) ≥ 0 ∀E ∈ K. Entonces la función de conjunto µ∗ : P(X) → R̄ definida para
cada A ∈ P(X) por

µ∗(A) = ı́nf{
∞∑

n=1
λ(En) : (En)∞1 ⊂ K, A ⊂

∞⋃

n=1
En}

es una medida exterior sobre X.

dem: Veamos que es una medida exterior, para ello:

µ∗2) µ∗(A) ≥ 0 pues si (En)∞
1
⊂ K, A ⊂

∞⋃

n=1
En es

∞∑

n=1
λ(En) ≥ 0.

µ∗1) 0 ≤ µ∗(∅) ≤
∞∑

n=1
λ(∅) = 0 ya que ∅ ⊂

∞⋃

n=1
∅ ⊂ K.

µ∗4) µ∗ monótona: sean A ⊂ B, es claro que todo cubrimiento por sucesiones de B lo
es de A, luego

KB = {
∞∑

n=1
λ(En) : (En)∞1 ⊂ K, B ⊂

∞⋃

n=1
En} ⊂ KA = {

∞∑

n=1
λ(En) : (En)∞1 ⊂ K, A ⊂

∞⋃

n=1
En}

y entonces µ∗(A) = ı́nf KA ≤ ı́nf KB = µ∗(B).
µ∗3) µ∗ es σ-subaditiva: sea (An)∞

1
⊂ P(X). i) Si µ∗(An) = +∞ para algún n, es trivial.

ii) Si µ∗(An) < +∞ ∀n. Sea ε > 0, para cada n existe una sucesión (En j
)∞

j=1
⊂ K tal

que An ⊂
∞⋃

j=1
En j

y
∞∑

j=1
λ(En j

) ≤ µ∗(An) +
ε
2n

(por definición de ı́nfimo). Consideramos la

sucesión (En j
)∞
n, j=1

tendremos
∞⋃

n=1
An ⊂

∞⋃

n, j=1
En j

y resulta
∞∑

n, j=1
λ(En j

) ≤
∞∑

n=1
(µ∗(An) +

ε
2n

) =
∞∑

n=1
µ∗(An) + ε

De la definición de µ∗(
∞⋃

n=1
An), sigue también que

µ∗(
∞⋃

n=1
An) ≤

∞∑

n=1
µ∗(An) + ε

para todo ε > 0, por lo tanto

µ∗(
∞⋃

n=1
An) ≤

∞∑

n=1
µ∗(An)

Entonces µ∗ es una medida exterior. ¤
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5.2. M     .

Una medida exterior tiene la ventaja de estar definida sobre la familia de todos los sub-
conjuntos de un conjunto X, pero tiene la gran desventaja de no ser, en general, σ−aditiva.
Veremos que es posible restringir µ∗ a una σ−álgebra suficientemente grande de subcon-
juntos de X, sobre la cual µ∗ tendrá la propiedad de σ−aditividad y más aún, µ∗ restringida
a esa σ−álgebra resultará completa. La condición que distinguirá a los subconjuntos selec-
cionados es debida a Carathéodory.

Definición 11 Sea X un conjunto y seaµ∗ una medida exterior sobre X. Diremos que un subconjunto
E de X es µ∗−medible si, para cada subconjunto A de X resulta (condición de Carathéodory)

µ∗(A) = µ∗(A ∩ E) + µ∗(A ∩ CE) (5)

Observación 1 1) La condición que define a un conjunto µ∗−medible indica una propiedad de
aditividad de µ∗. En términos imprecisos podrı́amos decir que un conjunto E es µ∗−medible si él y
su complemento están suficientemente ”separados” como para que dividan a cualquier conjunto A
aditivamente para µ∗.
2) Teniendo en cuenta la subaditividad de µ∗, la condición de ser µ∗−medible es equivalente a probar
que µ∗(A) ≥ µ∗(A ∩ E) + µ∗(A ∩ CE).

Teorema 2 (Carathéodory) Sea X un conjunto y sea µ∗ una medida exterior sobre X. Entonces la
familia a∗ de todos los conjuntos µ∗−medibles es una σ−álgebra y la restricción de µ∗ a a∗ es una
medida completa.

Haremos la prueba en varias etapas.

Lema 1 Si µ∗(E) = 0 entonces E ∈ a∗.

dem: Sean E ⊂ X tal que µ∗(E) = 0 y A ⊂ X, entonces A ∩ E ⊂ E⇒ µ∗(A ∩ E) ≤ µ∗(E) = 0 y
µ∗(A ∩ CE) ≤ µ∗(A) luego µ∗(A ∩ E) + µ∗(A ∩ CE) ≤ µ∗(A) y entonces E ∈ a∗. ¤

Lema 2 a∗ es un álgebra de subconjuntos de X.

dem: En efecto, σ2) si E ∈ a∗, por (5) resulta CE ∈ a∗. σ1) ∅ ∈ a∗ pues (lema 1) µ∗(∅) = 0 y
entonces X = C∅ ∈ a∗. σ3) Veamos que si E1,E2 ∈ a∗ ⇒ E1 ∪ E2 ∈ a∗. Sean E1,E2 ∈ a∗ y
A ⊂ X. Puesto que E1 ∈ a∗ y A ∩ (E1 ∪ E2) ⊂ X, se tiene por (5) que

µ∗(A ∩ (E1 ∪ E2)) = µ∗(A ∩ (E1 ∪ E2) ∩ E1) + µ∗(A ∩ (E1 ∪ E2) ∩ CE1)

= µ∗(A ∩ E1) + µ∗(A ∩ E2 ∩ CE1) (6)

Por otro lado
µ∗(A ∩ C(E1 ∪ E2)) = µ∗(A ∩ CE1 ∩ CE2) (7)

Entonces de (6) y (7) resulta

µ∗(A ∩ (E1 ∪ E2)) + µ∗(A ∩ C(E1 ∪ E2)) = µ∗(A ∩ E1) +

+ µ∗(A ∩ E2 ∩ CE1) + µ∗(A ∩ CE1 ∩ CE2)
︸ÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃ︷︷ÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃ︸

µ∗(A∩CE1) pues E2∈a∗

=
E1∈a∗

µ∗(A)

queda probado que (E1 ∪ E2) ∈ a∗. ¤
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Lema 3 Sean E1, ...,En conjuntos de a∗ disjuntos dos a dos y sea A un subconjunto cualquiera de
X. Entonces

µ∗(A ∩
n⋃

k=1

Ek) =
n∑

k=1

µ∗(A ∩ Ek)

dem: Lo demostraremos para n = 2. Sean E1,E2 ∈ a∗, E1 ∩ E2 = ∅ y A ⊂ X. Como E1 ∈ a∗

tenemos por (6)

µ∗(A ∩ (E1 ∪ E2)) = µ∗(A ∩ E1) + µ∗(A ∩ E2 ∩ CE1) (8)

Ahora como E1 ∩ E2 = ∅ tendremos

µ∗(A ∩ (E2 ∩ E1)) = 0 (9)

Sumando (8) y (9) será

µ∗(A ∩ (E1 ∪ E2)) = µ∗(A ∩ E1)+ µ∗(A ∩ E2 ∩ CE1) + µ∗(A ∩ E2 ∩ E1)
︸ÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃ︷︷ÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃ︸

µ∗(A∩E2)

y entonces hemos probado que

µ∗(A ∩ (E1 ∪ E2)) = µ∗(A ∩ E1) + µ∗(A ∩ E2)

La prueba se completa haciendo inducción sobre n. ¤

Lema 4 Si (En)∞
1

es una sucesión de conjuntos en a∗ disjuntos dos a dos, entonces
∞⋃

n=1
En ∈ a∗.

dem: Sean (En)∞
1

disjuntos 2 a 2 en a∗ y sea E =
∞⋃

n=1
En. Definimos Fn =

n⋃

k=1

Ek ∈ a∗ (por lema

2), luego si A ⊂ X, para cada n tenemos

µ∗(A) = µ∗(A ∩ Fn) + µ∗(A ∩ CFn)

= µ∗(A ∩
n⋃

k=1

Ek) + µ
∗(A ∩ CFn)

=
lema 3

n∑

k=1

µ∗(A ∩ Ek) + µ
∗(A ∩ CFn)

≥
CFn⊃CE

n∑

k=1

µ∗(A ∩ Ek) + µ
∗(A ∩ CE)

Tomando lı́mite cuando n→∞, se obtiene

µ∗(A) ≥
∞∑

n=1
µ∗(A ∩ En) + µ∗(A ∩ CE) (10)

Además siendo µ∗ σ−subaditiva y A ∩ E =
∞⋃

n=1
A ∩ En es

∞∑

n=1
µ∗(A ∩ En) ≥ µ∗(A ∩ E), de

donde
µ∗(A) ≥ µ∗(A ∩ E) + µ∗(A ∩ CE)

esto prueba que E ∈ a∗. ¤
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dem: Demostración del teorema.
1o) a∗ es σ-álgebra por ser álgebra (lema 2) y ser cerrada por uniones numerables de
conjuntos disjuntos 2 a 2.
2o) µ∗|a∗ = µ es un medida.
µ1) µ(∅) = µ∗(∅) = 0.
µ2) µ(E) = µ∗(E) ≥ 0 ∀E ∈ a∗.

µ3) Si (En)∞
1

en a∗ disjuntos 2 a 2, sea E =
∞⋃

n=1
En, entonces por lema 4, E ∈ a∗. Por

σ-subaditividad

µ∗(E) ≤
∞∑

n=1
µ∗(En)

o sea

µ(E) ≤
∞∑

n=1
µ(En)

Ahora usando (10) con A = E tenemos

µ∗(E) ≥
∞∑

n=1
µ∗(E ∩ En
︸Ã︷︷Ã︸

En

) + µ∗(E ∩ CE
︸ÃÃ︷︷ÃÃ︸

∅

)⇒ µ(E) ≥
∞∑

n=1
µ∗(En) =

∞∑

n=1
µ(En)

De donde

µ(
∞⋃

n=1
En) =

∞∑

n=1
µ(En)

3o) µ∗|a∗ = µ es completa. Sea E ∈ a∗, con µ(E) = µ∗(E) = 0 y F ⊂ E, entonces

µ∗(F) ≤ µ∗(E) = 0⇒ µ∗(F) = 0 ⇒
lema 1

F ∈ a∗

entonces µ es completa. ¤

Definición 12 Sea X un conjunto y seaµ∗ una medida exterior sobre X. La medida completa definida
por

µ : a∗ → R̄
E→ µ(E) = µ∗(E)

se denomina medida inducida por la medida exterior .

6. L   L  R.
6.1. C  L.

Definición 13 Sea K la clase cubridora por sucesiones en R, constituida por el conjunto vacı́o y la
familia de todos los intervalos abiertos. Sea l la función longitud definida sobre K de la siguiente
manera:

l(∅) = 0, l(a, b) = b − a, l(I) = +∞ si I no es acotado

Llamaremos medida exterior de Lebesgue en R a la función de conjunto:

m∗ : P(R)→ R̄

A → m∗(A) = ı́nf

{
∞∑

n=1
l(In) : (In)∞1 ⊂ K, A ⊂

∞⋃

n=1
In

}
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Definición 14 Llamaremos conjunto medible Lebesgue en R a todo subconjunto de R que sea
m∗−medible según la condición Carathéodory. SiM indica la σ−álgebra de los subconjuntos medibles
Lebesgue de R, la medida completa m inducida sobre M por la medida exterior m∗ se denomina
medida de Lebesgue sobre R.

Ejemplo 4 1) Todo conjunto formado por un único punto es medible Lebesgue y tiene medida nula.
2) Todo conjunto numerable es medible Lebesgue y tiene medida nula. En particular, el conjunto de
números racionales es medible, con medida nula.

En efecto, sea x0 ∈ R, dado ε > 0, (x0 − ε, x0 + ε) es un cubrimiento de {x0} por lo tanto
m∗({x0}) ≤ 2ε ∀ε > 0, luego m∗({x0}) = 0⇒ {x0} es medible y m({x0}) = 0.

Sea ahora E = {xn : n ∈ N} =
∞⋃

n=1
{xn}, cada {xn} ∈ M y M es σ-álgebra ⇒ E ∈ M y

m(E) =
∞∑

n=1
m({xn})
=0
= 0.

Proposición 6 La medida exterior de un intervalo es su longitud.

dem: Consideremos primero el caso I = [a, b] (cerrado y acotado). Para cada ε > 0, el
intervalo (a − ε, b + ε) cubre a I y por tanto m∗([a, b]) ≤ b − a + 2ε ∀ε > 0, luego

m∗([a, b]) ≤ b − a < ∞ (1). Sea ε > 0 existe una sucesión (In)∞
1
⊂ K tal que

∞∑

n=1
l(In) ≤

m∗([a, b]) + ε y [a, b] ⊂
∞⋃

n=1
In observemos que los In son todos acotados. Aplicando

el teorema de Heine-Borel, existirá una subfamilia finita de (In)∞
1

que cubre a [a, b]

(compacto), sea entonces [a, b] ⊂
k⋃

j=1
In j
. Tendremos

k∑

j=1
l(In j

) ≤
∞∑

n=1
l(In) ≤ m∗([a, b]) + ε.

Mostraremos que
k∑

j=1
l(In j

) > b − a.

Notemos que a ∈
k⋃

j=1
In j

de modo que existirá un In j1
= (a1, b1) tal que a1 < a < b1. Si

fuese b ≤ b1 tendrı́amos a1 < a < b ≤ b1 y entonces b − a < b1 − a1 ≤
k∑

j=1
l(In j

) ya estarı́a.

Si b > b1, serán a1 < a < b1 < b y luego b1 ∈ [a, b] existiendo un intervalo In j2
tal que

b1 ∈ (a2, b2) es decir a2 < b1 < b2. Si fuese b ≤ b2 tendrı́amos a1 < a < b1 < b ≤ b2 y

entonces b − a < b2 − a1 = (b2 − a2)+ (a2 − b1)
<0

+(b1 − a1) ≤
k∑

j=1
l(In j

) ya estarı́a. Si b > b2

se continua el razonamiento y al cabo de un número finito de pasos se obtiene un
intervalo (an, bn) de la familia tal que ak < b < bk, para cada i = 1, .., k es ai < bi−1 < bi.
Con b − a < bk − a1 = (bk − an)+ (an − bn−1)

<0
+(bn−1 − an−1) + ... + (b2 − a2)+ (a2 − b1)

<0

+(b1 − a1) ≤
k∑

j=1
l(In j

).

Luego b − a <
k∑

j=1
l(In j

) ≤
∞∑

n=1
l(In) ≤ m∗([a, b]) + ε ∀ε > 0, luego m∗([a, b]) ≥ b − a y (1)

tenemos m∗([a, b]) = b − a.
Si I fuese cualquier intervalo acotado (a, b), (a, b], [a, b). Como I ⊂ [a, b] resulta m∗(I) ≤
m∗([a, b]) = b − a (2). Sea ε > 0, tenemos [a + ε, b] ⊂ (a, b]⇒ m∗([a + ε, b]) ≤ m∗((a, b])⇒
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b − a − ε ≤ m∗((a, b]) ∀ε > 0⇒ m∗((a, b]) ≥ b − a (3). De (2) y (3) es m∗(I) = b − a.
Si I fuese no acotado, para todo k ∈ N existe [a, b] ⊂ I tal que b − a = k luego
m∗(I) ≥ m∗([a, b]) = b − a = k ∀k ∈N luego m∗(I) = +∞ = l(I). ¤

Teorema 3 Todo intervalo es medible Lebesgue y su medida de Lebesgue es igual a su longitud.
Además, la medida de Lebesgue es la única medida sobreM que coincide con la longitud sobre los
intervalos. Los conjuntos de Borel son medibles Lebesgue, esto es, β ⊂ M.

dem: 1o) Todo intervalo del tipo (a,+∞) es medible Lebesgue. Debemos probar que (a,+∞)
verifica la condición de Caratheodory, esto es, para todo A ⊂ R resulta

m∗(A ∩ (a,+∞)) +m∗(A ∩ C(a,+∞)) ≤ m∗(A) (11)

Sean A1 = A∩(a,+∞) y A2 = A∩C(a,+∞) = A∩(−∞, a]. Si fuese m∗(A) = +∞ se verifica
trivialmente (11). Supongamos que m∗(A) < ∞. Sea ε > 0, existe una sucesión (In)∞

1
⊂ K

tal que A ⊂
∞⋃

n=1
In y

∞∑

n=1
l(In) ≤ m∗(A) + ε. Observemos que A1 ⊂

∞⋃

n=1
(In ∩ (a,+∞)) =

∞⋃

n=1
I′n

y A2 ⊂
∞⋃

n=1
(In ∩ (−∞, a]) =

∞⋃

n=1
I′′n donde I′n y I′′n son, o bien ∅ o son intervalos. Luego por

proposición anterior,

m∗(A1) ≤
∞∑

n=1
m∗(I′n) =

∞∑

n=1
l(I′n) y m∗(A2) ≤

∞∑

n=1
m∗(I′′n ) =

∞∑

n=1
l(I′′n )

y cada una de estas últimas series son convergentes pues
∞∑

n=1
l(I′n),

∞∑

n=1
l(I′′n ) ≤

∞∑

n=1
l(In) ≤

m∗(A)
<∞
+ ε y además como I′n ∪ I′′n = In y I′n ∩ I′′n = ∅ es l(In) = l(I′n) + l(I′′n ). Resultando ası́

m∗(A1) +m∗(A2) ≤
∞∑

n=1
(l(I′n) + l(I′′n )) =

∞∑

n=1
l(In) ≤ m∗(A) + ε ∀ε > 0

de donde sigue que m∗(A1) +m∗(A2) ≤ m∗(A) y entonces (a,+∞) es medible Lebesgue.
Cualquier otro tipo intervalo será medible Lebesgue pues, observemos que como
estamos en una σ-álgebra
- (−∞, a] = C(a,+∞)
- (a, b] = (a,+∞) − (b,+∞)
- (a, b) = (a, b] − {b}
- R =(−∞, a] ∪ (a,+∞) etc.
2o) La medida de un intervalo es su longitud. Es inmediato pues m(I) = m∗(I) = l(I).
3o) Veamos que es la única, esto es si µ es otra medida sobreM tal que µ(I) = l(I) ∀I
intervalo, entonces µ = m o sea µ(E) = m(E) ∀E ∈ M. Sea E ∈ M, sea (In)∞

1
⊂ K tal

que E ⊂
∞⋃

n=1
In como µ es σ-subaditiva y monótona µ(E) ≤

∞∑

n=1
µ(In) =

∞∑

n=1
l(In). De la

definición de m∗(E) sigue que µ(E) ≤ m∗(E). Pero m∗(E) = m(E), resultando

µ(E) ≤ m(E) (12)

Sea Jn = [−n,n], para cada n ∈N se tiene que, por ser µ σ−aditiva, µ(Jn) = µ(Jn ∩ E) +
µ(Jn ∩ CE) y m(Jn) = m(Jn ∩ E) +m(Jn ∩ CE). Ahora como µ(Jn) = l(Jn) = m(Jn) resulta

µ(Jn ∩ E) + µ(Jn ∩ CE) = m(Jn ∩ E) +m(Jn ∩ CE) (13)
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De (12) sigue que µ(Jn∩CE) ≤ m(Jn∩CE) luego por (13) deberá ser µ(Jn∩E) ≥ m(Jn∩E)
y nuevamente (12) será

µ(Jn ∩ E) = m(Jn ∩ E)

Como E =
∞⋃

n=1
(E ∩ Jn) siendo esta unión creciente, por lo tanto será

µ(E) = lı́m
n→∞
µ(E ∩ Jn) = lı́m

n→∞
m(E ∩ Jn) = m(E) ∀E ∈ M

4o) La familia de los intervalos abiertos genera a β y como están contenidos enM y
M es σ-álgebra resulta β ⊂ M. ¤

Corolario 1 La medida de Lebesgue sobre R es σ−finita.

dem: R =
∞⋃

n=1
[−n,n] y m[−n,n] = 2n < ∞. ¤

Teorema 4 La medida de Lebesgue es invariante por traslación, esto es, si E ∈ M es un conjunto
medible y α ∈ R, entonces el conjunto E + α es medible y m(E + α) = m(E).

dem: 1o) Veamos que m∗ es invariante por traslación. Sea A ⊂ R y α ∈ R. Sea (In)∞
1
⊂ K tal

que A ⊂
∞⋃

n=1
In y sea I′n = In + α, es claro que A + α ⊂

∞⋃

n=1
I′n y que l(I′n) = l(In), entonces

m∗(A+α) ≤
∞∑

n=1
l(I′n) =

∞∑

n=1
l(In).De la definición de m∗(A) se tiene que m∗(A+α) ≤ m∗(A).

Ahora A = (A + α) − α por lo anterior m∗(A) = m∗((A + α) − α) ≤ m∗(A + α), luego
m∗(A + α) = m∗(A).
2o) Mostraremos que si E ∈ M entonces E + α ∈ M. Para ello debemos probar que
∀A ⊂ R es

m∗(A) = m∗(A ∩ (E + α)) +m∗(A ∩ C(E + α))

Tenemos
A∩(E+α) = {x ∈ R : x ∈ A y x ∈ E+α} = {x ∈ R : x ∈ A y x−α ∈ E} = {z+α ∈ R : z+α ∈ A
y z ∈ E} = {z + α ∈ R : z ∈ A − α y z ∈ E} = (A − α) ∩ E + α.
A ∩ C(E + α) = {x ∈ R : x ∈ A y x < E + α} = {x ∈ R : x ∈ A y x − α < E} = {z + α ∈ R :
z + α ∈ A y z ∈ CE} = {z + α ∈ R : z ∈ A − α y z ∈ CE} = (A − α) ∩ CE + α.
Entonces m∗(A∩ (E+α))+m∗(A∩C(E+α)) = m∗((A−α)∩E+α)+m∗((A−α)∩CE+α) =

1o)

m∗((A − α) ∩ E) +m∗((A − α) ∩ CE) =
E∈M

m∗(A − α) =
1o)

m∗(A)

luego E + α ∈M.
3o) m(E + α) = m(E) es inmediato pues m = m∗|M. ¤

Teorema 5 Un conjunto E es medible Lebesgue si y sólo si para cada ε > 0 existen un conjunto
abierto O y un conjunto cerrado F, tales que F ⊂ E ⊂ O y m(O − F) < ε.

dem:⇒) Sea E ⊂ Rmedible Lebesgue.
1o) Consideramos E acotado, existe una intervalo I = [a, b] tal que E ⊂ I, en tal caso
m(E) < ∞. Sea ε > 0.De la definición de medida de Lebesgue sigue que existe (In)∞

1
⊂ K

tal que E ⊂
∞⋃

n=1
In y

∞∑

n=1
l(In) < m(E) + ε

2
. Sea O =

∞⋃

n=1
In, entonces E ⊂ O y O es abierto.
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Luego m(O) ≤
∞∑

n=1
m(In) =

∞∑

n=1
l(In) < m(E) + ε

2
. Además como O es abierto (medible) y

E ⊂ O es m(O − E) = m(O) −m(E) < ε
2

(pues son <∞).
Sea ahora, A = I − E = I ∩ CE, A es medible Lebesgue, por lo anterior existirá un
abierto G tal que A ⊂ G y m(G) − m(A) < ε

2
. Sea F = I − G, F es cerrado y además

F = I ∩ CG ⊂
A⊂G

I ∩ CA = I ∩ (CI ∪ E) = I ∩ E = E. Por otro parte E − F = E ∩ CF =

E ∩ (CI ∪ G) =
E⊂I

E ∩ G ⊂
E⊂CA

G − A. Se concluye que m(E − F) ≤ m(G − A) y como son

finitas es
m(E) −m(F) ≤ m(G) −m(A) <

ε
2

Finalmente F ⊂ E ⊂ O, F cerrado, O abierto y como O − E = O ∩ CE, E − F = E ∩ CF
son disjuntos entonces

m(O − F) = m(O − E) +m(E − F) < ε

2o) Sea E medible no acotado. Sea ε > 0, definimos para cada n ∈ N los conjuntos
An = {x ∈ R : n − 1 ≤ |x| < n} = (−n,−(n − 1)] ∪ [n − 1,n) y los conjuntos En = An ∩ E
que resultan medibles y acotados, por lo anterior, para cada n existen On abierto y Fn

cerrado tales que Fn ⊂ En ⊂ On y m(On − Fn) < ε
2n .

Sea O =
∞⋃

n=1
On abierto y E ⊂ O y sea F =

∞⋃

n=1
Fn, F ⊂ E, veremos luego que F es

cerrado. Además O − F =
∞⋃

n=1
On ∩ C

∞⋃

n=1
Fn =

∞⋃

n=1
On ∩

∞⋂

n=1
CFn =

∞⋃

n=1

(

On ∩
∞⋂

n=1
CFn

)

⊂
∞⋃

n=1

(On ∩ CFn) =
∞⋃

n=1

(On − Fn) . Luego

m(O − F) ≤
∞∑

n=1
m(On − Fn) <

∞∑

n=1

ε
2n
= ε

Veamos que F es cerrado, sea x ∈ F̄ y (x j) ⊂ F tal que x j → x. Como R =
∞⋃

n=1
An

existirá un N tal que x ∈ AN en tal caso podemos afirmar que x ∈ AN−1 ∪ AN para
garantizar que existe δ > 0 tal que (x − δ, x + δ) ⊂ AN−1 ∪ AN. Como x j → x existirá j0

tal que x j ∈ (x − δ, x + δ) ∀ j ≥ j0 y por tanto x j ∈ AN−1 ∪ AN ∀ j ≥ j0 (*).
Mostraremos que x j ∈ FN−1 ∪ FN ∀ j ≥ j0. Por el absurdo, suponemos que no, esto es
existe n ≥ j0 tal que xn < FN−1 y xn < FN. Notemos que xn ∈ Fn para algún n , N − 1,
n , N pues (x j) ⊂ F =

⋃

n
Fn. Entonces xn ∈ Fn ⊂ En y xn ∈ AN−1 ∪ AN por (∗) entonces

xn ∈ En ∩ (AN−1 ∪ AN) , ∅. Pero En ∩ (AN−1 ∪ AN) ⊂
En⊂An

An ∩ (AN−1 ∪ AN) = ∅ pues los

An son disjuntos (absurdo).
Por lo tanto, x j ∈ FN−1∪FN ∀ j ≥ j0 y como FN−1∪FN es cerrado, resulta x ∈ FN−1∪FN ⊂ F.
Luego F cerrado.
⇐) Sea E ⊂ R tal que∀ε > 0 existen O abierto y F cerrado, con F ⊂ E ⊂ O y m(O−F) < ε.
Será E medible Lebesgue, si para todo A ⊂ R probamos que

m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ CE) ≤ m∗(A)

Si m∗(A) = ∞ es trivial, si m∗(A) < ∞, sea ε > 0, tenemos que A∩E = (A∩F)∪(A∩(E−F))
entonces

m∗(A ∩ E) ≤ m∗(A ∩ F) +m∗(A ∩ (E − F)) ≤
A∩(E−F)⊂E−F

m∗(A ∩ F) +m∗(E − F)

≤
E⊂O

m∗(A ∩ F) +m∗(O − F) < m∗(A ∩ F) + ε
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y
m∗(A ∩ CE) ≤

F⊂E
m∗(A ∩ CF)

Como F es cerrado y por tanto medible (por ser boreliano) sigue que

m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ CE) ≤ m∗(A ∩ F) + ε +m∗(A ∩ CF) = m∗(A) + ε

para todo ε > 0 luego
m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ CE) ≤ m∗(A)

resultando E medible. ¤

Teorema 6 La medida de Lebesgue es regular, esto es, tiene la propiedad de que para todo conjunto
medible E, resulta

m(E) = ı́nf {m(O) : O abierto, E ⊂ O} = sup
{
m(K) : K compacto, K ⊂ E

}

dem: 1o) Sea O abierto tal que E ⊂ O, entonces m(E) ≤ m(O), luego m(E) es cota inferior del
conjunto {m(O) : O abierto y E ⊂ O} (1).
Si m(E) = +∞ será m(O) = +∞ para todo O abierto tal que E ⊂ O luego m(E) =
ı́nf{m(O) : O abierto y E ⊂ O}.
Si m(E) < ∞, sea ε > 0, existe (In)∞

1
en la clase cubridora tal que E ⊂

∞⋃

n=1
In y

∞∑

n=1
l(In) <

m(E)+ ε, sea O =
∞⋃

n=1
In resulta O abierto, E ⊂ O y m(O) ≤

∞∑

n=1
l(In) < m(E)+ ε (2). De (1)

y (2) es
m(E) = ı́nf{m(O) : O abierto y E ⊂ O}

2o) Sea K compacto tal que K ⊂ E, entonces m(K) ≤ m(E).
i) Si E acotado, m(E) < ∞ luego m(E) es cota superior del conjunto {m(K) : K compacto
y K ⊂ E} (3). Sea ε > 0, por teorema anterior existen O abierto y F cerrado tales que
F ⊂ E ⊂ O y m(O−F) < ε, entonces m(E−F) < ε⇒ m(E)−m(F) < ε⇒ m(F) > m(E)− ε
(4). Ahora F es compacto pues es cerrado y F ⊂ E que es acotado. Tenemos que ∀ε > 0
existe un compacto F tal que F ⊂ E y vale (4). De (3) y (4) es

m(E) = sup{m(K) : K compacto y K ⊂ E}

ii) Si E no es acotado, podrı́a ser m(E) = +∞ o m(E) < ∞ (por ejemplo m(N) = 0).
a) Ası́, si m(E) = +∞ debemos mostrar que ∀M > 0 existe K ⊂ E compacto tal que
m(K) >M. Como antes definimos para cada n ∈N, An = {x : n− 1 ≤ |x| < n},R =⋃

n
An

y En = An ∩ E que resultan medibles y acotados y E =
⋃

n
En (son disjuntos dos a dos)

por tanto m(E) =
∞∑

n=1
m(En) = +∞ (serie divergente) luego ∀M > 0 existe N ∈N tal que

N∑

n=1
m(En) > M + 1. Para cada En acotado (por i) existe Kn compacto Kn ⊂ En (disjuntos

dos a dos) tal que m(Kn) > m(En) − 1
N
. Sea K =

N⋃

n=1
Kn compacto (cerrado y acotado),

K ⊂ E y entonces

m(K) =

N∑

n=1

m(Kn) >
N∑

n=1

m(En) − N
N
>M
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b) Si m(E) < ∞ y no acotado, claramente m(E) es cota superior del conjunto {m(K) :
K compacto y K ⊂ E} (5). Sea ε > 0, ponemos En = An ∩ E (disjuntos 2 a 2) y E =

⋃

n
En,

tenemos m(E) =
∞∑

n=1
m(En) < ∞ (serie convergente) existe N tal que

N∑

n=1
m(En) > m(E)− ε

2
.

Además, por i) para cada n, existe Kn compacto Kn ⊂ En (disjuntos dos a dos) tal que

m(Kn) > m(En) − ε
2n+1 . Sea K =

N⋃

n=1
Kn compacto (cerrado y acotado), K ⊂ E y entonces

m(K) =

N∑

n=1

m(Kn) >
N∑

n=1

m(En)−
N∑

n=1

ε

2n+1

<
ε
2

> m(E) − ε
2
− ε

2
= m(E) − ε

Luego ∀ε > 0, existe K compacto, K ⊂ E y m(K) > m(E) − ε (6). De (5) y (6) resulta
m(E) = sup{m(K) : K compacto y K ⊂ E}. ¤

6.2. L      L.

Nota 1 El Teorema 3 establece que todo conjunto de Borel es medible Lebesgue, es decir que β ⊂ M.
Luego veremos que la inclusión es estricta, esto es, que existen conjuntos medibles Lebesgue que no
son borelianos. Mostraremos también que existen conjuntos en R que no son medibles Lebesgue.
Tendremos ası́ que

β $M $ P(R)

Comenzamos mostrando la existencia de conjuntos no medibles.

Teorema 7 Existen en R conjuntos no medibles Lebesgue.

dem: Definimos en R la siguiente relación de equivalencia:

x1 ∼ x2 ⇔ x1 − x2 ∈ Q

Sea Ex la clase de equivalencia de x ∈ R. Dadas Ex1
y Ex2

se verifica que

Ex1
= Ex2

o Ex1
∩ Ex2

= ∅ y R =
⋃

x∈R
Ex

Notemos que E0 = Q. Si x ∈ R, Ex = {y ∈ R : y = x + r, r ∈ Q}. Notemos además que
en cada clase Ex existen números reales positivos tan pequeños como se quiera. En
efecto, sea Ex y ε > 0 veamos que existe y ∈ Ex tal que 0 < y < ε. Como y = x + r,
r ∈ Q bastarı́a elegir r ∈ Q tal que −x < r < −x+ ε.Ahora de cada clase Ex elegimos un
número µ tal que 0 ≤ µ ≤ 1

2
de modo que si Ex1

= Ex2
los elementos µ1 y µ2 elegidos en

ellos coincidan.
Sea F el conjunto de los números µ ası́ elegidos. Mostraremos que F no es medible.
Supongamos que lo fuese. Para cada k = 2, 3, ... definimos Fk = F + 1

k
. Cada Fk es

medible, siendo m(Fk) = m(F). Además Fk ∩ F j = ∅ si k , j y Fk ⊂ [0, 1] ∀k. Entonces
para todo N ∈N tendremos (pues son disjuntos)

F2 ∪ F3 ∪ ... ∪ FN+1 ⊂ [0, 1]

Se concluye que

m(
N+1⋃

k=2

Fk) =
N+1∑

k=2

m(Fk)
=m(F)

≤ m[0, 1] = 1⇒ Nm(F) ≤ 1 ∀N (14)

66 Funciones Reales-LM GFR-2015



Funciones Reales Medidas

entonces m(F) = 0. Ahora, para cada r ∈ Q definamos Gr = F + r, Gr es medible y
m(Gr) = m(F) = 0. Además Gr ∩ Gs = ∅ si r , s y

⋃

r∈Q
Gr = R, pues si x ∈ R y racional,

sea x = r0 ∈ Q entonces r0 ∈ E0, sea µ0 ∈ Q el elemento elegido de E0 para formar
F. Tenemos r0 = µ0 + (r0 − µ0) ∈ F+ (r0 − µ0)

∈Q
= Gr0−µ0

. Si x ∈ I, x ∈ Ex, sea µx ∈ Ex el

elegido para integrar F. Notemos que x ∼ µx y por tanto x − µx = s ∈ Q. Sigue que
x = µx + s ∈ F + s = Gs con s = x − µx. Se obtiene entonces que

⋃

r∈Q
Gr = R y

∑

r∈Q
m(Gr) = 0 = m(R) contradicción

Se concluye que F es no medible Lebesgue. ¤

Corolario 2 Todo conjunto medible Lebesgue de medida positiva contiene un subconjunto no me-
dible.

Lema 5 Sea F el conjunto no medible construido en la prueba del teorema de existencia de conjuntos
no medibles Lebesgue, y sea E un conjunto medible Lebesgue tal que E ⊂ F. Entonces necesariamente
debe ser m(E) = 0.

dem: Para k = 2, 3, ... definimos Ek = E + 1
k

y Fk = F + 1
k
, cada Ek es medible y m(Ek) =

m(E). Además como E ⊂ F resulta Ek ⊂ Fk y siendo los Fk disjuntos, serán también
disjuntos los Ek. Como cada Fk ⊂ [0, 1] será Ek ⊂ [0, 1]. Dado cualquier N ∈ N, se

tendrá E2∪E3∪ ...∪EN+1 ⊂ [0, 1] entonces
N+1∑

k=2

m(Ek) ≤ 1⇒ Nm(E) ≤ 1 ∀N⇒ m(E) = 0.

¤

Lema 6 Sea E un conjunto medible Lebesgue tal que E ⊂ [0, 1] y m(E) > 0. Entonces existe un
conjunto no medible P tal que P ⊂ E.

dem: Sea F el conjunto no medible del teorema anterior y para cada r ∈ Q sea Gr = F + r,
Gr no es medible y Gr ∩ Gs = ∅ si r , s y

⋃

r∈Q
Gr = R. Descomponemos E en la forma,

E =
⋃

r∈Q
(E∩Gr) (1). Veremos que al menos uno de los E∩Gr es no medible. Supongamos

que todos fuesen medibles. Observemos que E∩Gr = E∩ (F+ r) = (E− r)∩ F+ r pues
x ∈ E ∩ (F + r) ⇔ x ∈ E y x = µ + r, µ ∈ F ⇔ x − r ∈ (E − r) ∩ F ⇔ x ∈ (E − r) ∩ F + r.
Tenemos entonces que (E ∩ Gr) − r = (E − r) ∩ F ⊂ F. Como E ∩ Gr − r es medible
(trasladado de medible) aplicando el lema anterior concluimos que m(E ∩ Gr − r) =
0⇒ m(E ∩ Gr) = 0 ∀r ∈ Q y entonces m(E) = 0 contradicción. ¤

dem: del corolario 2. Sea E medible, m(E) > 0, existe k0 ∈ Z tal que m(E ∩ [k0, k0 + 1]) > 0.
Sea Ẽ = (E ∩ [k0, k0 + 1]) − k0 que resulta medible y m(Ẽ) = m(E ∩ [k0, k0 + 1]) > 0 y
Ẽ ⊂ [0, 1]. Existe por lema 6, P̃ ⊂ Ẽ, P̃ no medible, pero tomando P = P̃+ k0 se tendrá P
no medible, P ⊂ E ∩ [k0, k0 + 1] ⊂ E. ¤

Mostraremos ahora la existencia de conjuntos medibles Lebesgue que no son borelianos.
Utilizaremos la denominada función de Cantor.
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La función de Cantor.

El conjunto de Cantor se define como la intersección de Fn donde cada Fn es la unión
de intervalos cerrados disjuntos (definidos en la unidad 1). El complemento de Fn respecto
al intervalo [0, 1] es la unión de intervalos abiertos Jn,i para i = 1, ..., 2n − 1. Por ejemplo,
F1 = [0, 1

3
] ∪ [2

3
, 1] y J1,1 = (1

3
, 2

3
), F2 = [0, 1

32 ] ∪ [ 2
32 ,

3
33 ] ∪ [ 6

32 ,
7
32 ] ∪ [ 8

32 , 1] y J2,1 = (1
9
, 2

9
), J2,2 =

(3
9
, 6

9
), J2,3 = (7

9
, 8

9
). En cada etapa, hay 2n intervalos cerrados y 2n − 1 intervalos abiertos

disjuntos. Para cada n ∈ N definimos φn(0) = 0, φn(1) = 1 y sobre el intervalo Jn,i para

i = 1, ..., 2n − 1 la función continua φn poniendo φn(x) =
i

2n
si x ∈ Jn,i y la completamos

seccionalmente lineal y continua. Nótese que son crecientes y además |φn+1(x)−φn(x)| < 1
2n+1

∀x ∈ [0, 1] (1). Veamos que la sucesión (φn) es uniformemente convergente sobre [0, 1] a
una función continua φ. Si φ(x) = lı́m

n→∞
φn(x), φ es constante sobre cada Jn,i. En efecto,

φn = φ1 + (φ2 − φ1) + (φ3 − φ2) + ... + (φn − φn−1). φn es la n−ésima suma parcial de la serie

φ1 +
∞∑

k=2

(φk −φk−1) siendo esta serie uniformemente convergente sobre [0, 1] en virtud de (1).

Además φ es continua y creciente, se conoce como la función de Cantor. Es claro que es
monótona creciente y su restricción a cualquiera de los intervalos es constante.

Teorema 8 Existen conjuntos medibles Lebesgue que no son borelianos. (β ÃM).

Lema 7 Si f es una función continua y estrictamente creciente con dominio R y recorrido R, la
imagen por f de todo conjunto de Borel es un conjunto de Borel.

dem: Sea f : R → R continua, estrictamente creciente y sobreyectiva (observemos que es
biyectiva). Sea D = {E ∈ β : f (E) ∈ β}. Veremos que D es una σ-álgebra y que contiene
a los intervalos.
1o) D es σ−álgebra.
– f (R) = R⇒ R ∈ D.
– E ∈ D ⇒ CE ∈ D pues si E ∈ D ⇒ f (E) ∈ β ⇒ C f (E) ∈ β y como f es sobre, resulta
f (CE) ∈ β⇒ CE ∈ D
– (En)∞

1
⊂ D⇒ f (En) ∈ β ∀n⇒ ⋃

n
f (En) = f (

⋃

n
En) ∈ β⇒ ⋃

n
En ∈ D.

2o) D contiene a los intervalos. Si I es un intervalo, como f continua ⇒ f (I) es un
intervalo⇒ f (I) ∈ β luego I ∈ D.
Concluimos que si I es la familia de todos los intervalos, tendremos I ⊂ D y D es
σ-álgebra, sigue que β ⊂ D pues I es un sistema de generadores de β. ¤

dem: del teorema 8. Sea φ la función de Cantor. Extendemos φ a toda la recta poniendo

φ(x) =





0 si x < 0
φ(x) si 0 ≤ x ≤ 1
1 si x > 1

Resulta φ continua en R, creciente y constante sobre cada Jn,i. Definimos la función
f (x) = x + φ(x), será f continua en R, estrictamente creciente y su recorrido es R,
luego f transforma conjuntos de Borel en conjuntos de Borel. Sea K un conjunto de
Cantor, K es medible, K ∈ M y m(K) = 0. Tenemos [0, 1] = K ∪ (CK ∩ [0, 1]) y resulta
f ([0, 1]) = f (K)∪ f (CK∩ [0, 1]) (unión disjunta). Notemos que como f es estrictamente
creciente, f ([0, 1]) = [ f (0), f (1)] = [0, 2]. Ahora

m( f ([0, 1])) = m([0, 2]) = 2 = m( f (K)) +m( f (CK ∩ [0, 1])) (∗)
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Veamos que m( f (CK ∩ [0, 1])) = 1. Tenemos que CK ∩ [0, 1] =
⋃

n
In con (In)∞

1
intervalos

abiertos disjuntos y por tanto f (CK∩ [0, 1]) = f (
⋃

n
In) =

⋃

n
f (In), donde los ( f (In))∞

1
son

intervalos abiertos disjuntos. Luego

m( f (CK ∩ [0, 1])) =
∞∑

n=1
m( f (In)) =

∞∑

n=1
l( f (In)) =

∞∑

n=1
l(In)

pues In = Jn,i para algún i y ası́ si In = (a, b), f (In) = ( f (a), f (b)) = (a + φ(a), b + φ(b)) =
φ cte

(a + φ(a), b + φ(a)). Pero

1 =
∞∑

n=1
l(In) = m(CK ∩ [0, 1])

Volviendo a (*) se tiene que m( f (K)) = 1 > 0. De acuerdo con el corolario existe un
conjunto no medible A tal que A ⊂ f (K). Tendremos que f −1(A) ⊂ K y puesto que
m(K) = 0, resultará f −1(A) medible Lebesgue por ser completa la medida de Lebesgue.
Veamos que f −1(A) no es boreliano, si suponemos que f −1(A) ∈ β tendrı́amos que
A = f ( f −1(A)) ∈ β pero esto es falso pues A <M y β ⊂ M. Conclusión f −1(A) ∈ M y
f −1(A) < β. ¤

Teorema 9 La σ-álgebraM de los conjuntos medibles Lebesgue enR es la completación del álgebra
de Borel con respecto a la medida de Lebesgue m. Explı́citamente, todo conjunto medible Lebesgue E
es de la forma E = B∪N, donde B es un conjunto de Borel y N es un conjunto para el cual existe un
boreliano B1 tal que N ⊂ B1 y m(B1) = 0 siendo m(E) = m(B).

dem: Sea E ∈ M. Mostraremos que existen B ∈ β, B̃ ∈ β tal que B ⊂ E ⊂ B̃ y m(E − B) =
m(B̃ − E) = 0.
Consideremos primero m(E) < ∞. Existe una sucesión creciente de compactos (Kn) y
una sucesión decreciente de abiertos de medida finita (On) tales que Kn ⊂ E ⊂ On ∀n
y lı́m

n→∞
m(Kn) = m(E) = lı́m

n→∞
m(On).

(De un teorema anterior existen (An) abiertos y (Bn) compactos tales que m(E) <

m(An) < m(E) + 1
n

y m(E) > m(Bn) > m(E) − 1
n

y podemos considerar On =
n⋂

k=1

Ak,

Kn =
n⋃

k=1

Bk).

Sean B =
∞⋃

n=1
Kn y B̃ =

∞⋂

n=1
On, B ∈ β, B̃ ∈ β y B ⊂ E ⊂ B̃. Además (por proposición 2)

m(B) = lı́m
n→∞

m(Kn) = m(E) = lı́m
n→∞

m(On) = m(B̃)⇒ m((E − B) = m(B̃ − E) = 0.

Consideremos ahora el caso m(E) = +∞. Sea (In) una sucesión de intervalos acotados

disjuntos tales que
∞⋃

n=1
In = R. Sea En = E ∩ In, entonces m(En) < ∞ y

∞⋃

n=1
En = E.

Por lo anterior para cada n existen borelianos Bn ∈ β, B̃n ∈ β tal que Bn ⊂ En ⊂ B̃n

y m(En − Bn) = m(B̃n − En) = 0. Sean B =
∞⋃

n=1
Bn y B̃ =

∞⋃

n=1
B̃n, resultan B, B̃ ∈ β y

B ⊂ E ⊂ B̃. Ahora E − B =
∞⋃

n=1
En −

∞⋃

n=1
Bn =

∞⋃

n=1
(En∩

∞⋂

n=1
CBn

⊂CBn

) ⊂
∞⋃

n=1
(En − Bn), luego

m(E − B) ≤
∞∑

n=1
m(En − Bn) = 0. Análogamente m(B̃ − E) = 0.
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Conclusión si E ∈ M, existen B ∈ β, B̃ ∈ β tal que B ⊂ E ⊂ B̃ y m(E − B) = m(B̃ − E) = 0.
Ahora E = B∪ (E−B) = B∪N, siendo N = E−B ⊂ B̃−B = B1 ∈ β entonces N ⊂ B1 ∈ β.
Además m(B1) = m(B̃ − B) = m(B̃ − E) +m(E − B) = 0. O sea que E = B ∪N con B ∈ β,
N ⊂ B1 ∈ β, m(B1) = 0. En particular m(E) = m(B). ¤

6.3. L      L

Definición 15 Sea E un conjunto medible Lebesgue en R. Se dice que una función f : E→ R̄ es
medible Lebesgue y notamos L, si es medible cuando se considera sobre E la σ-álgebra inducida
por la álgebraM (oME), y sobre R̄ la σ-álgebra de Borel extendida.

Ejemplo 5 1) Toda función medible Borel es medible Lebesgue.

2) Toda función continua es medible Lebesgue.

3) La función caracterı́stica de un conjunto medible Lebesgue es medible Lebesgue.

4) Toda función escalonada es medible Lebesgue.

5) Si f : E → R̄ es medible, o sea f ∈ L y g : E → R̄ es tal que g(x) = f (x) pctp en E, en-
tonces g también es medible Lebesgue.

6) Si ( fn) es una sucesión de funciones medibles Lebesgue sobre un conjunto E ∈ M, y esta su-
cesión converge pctp sobre E a una función f , entonces f es también medible Lebesgue.

Nota 2 La sucesión (xn) converge puntualmente a la función nula sobre el intervalo [0,1) , pero
la convergencia no es uniforme. Sin embargo, para cualquier número 0 < a < 1, la sucesión es
uniformemente convergente a f = 0 sobre el intervalo [0, a].
El teorema de Egoroff, que veremos a continuación, extiende este principio de un modo general a
sucesiones de funciones medibles.

Teorema 10 (Egoroff) Sea E ∈ M de medida finita, y sea ( fn) una sucesión de funciones medibles
Lebesgue, a valores reales, definidas sobre E. Supongamos que esta sucesión converge puntualmente
pctp sobre E a una función f a valores reales. Entonces, para cada ε > 0, existe un subconjunto Eε
de E tal que m(E − Eε) < ε y la sucesión converge uniformemente a f sobre Eε.

dem: Sea ε > 0, sea A = {x ∈ E : lı́m
n→∞

fn(x) = f (x)}, por hipótesis E−A es medible y m(E−A) =

0.A resulta también medible, además x ∈ A⇔ lı́m
n→∞

fn(x) = f (x)⇔ ∀σ > 0 existe nσ ∈N
tal que | fn(x) − f (x)| < σ ∀n ≥ nσ ⇔ ∀k ∈ N existe nk ∈ N tal que | fn(x) − f (x)| < 1

k

∀n ≥ nk ⇔ ∀k ∈ N existe nk ∈ N tal que x ∈
∞⋂

n=nk

{x ∈ E : | fn(x) − f (x)| < 1
k
} ⇔ ∀k ∈ N,

x ∈
∞⋃

n=1

∞⋂

j=n
{x ∈ E : | f j(x) − f (x)| < 1

k
}

︸ÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃ︷︷ÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃ︸

Ek,n

⇔ ∀k ∈ N, x ∈
∞⋃

n=1
Ek,n ⇔ x ∈

∞⋂

k=1

∞⋃

n=1
Ek,n. Luego

A =
∞⋂

k=1

∞⋃

n=1
Ek,n. Los Ek,n son medibles ( f es medible por ser la medida completa).

Tenemos A ⊂
∞⋃

n=1
Ek,n ⊂ E (1). Puesto que m(E − A) = 0 y son conjuntos de medida
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finita se tiene que m(A) = m(E) (2). De (1) y (2) sigue que m(
∞⋃

n=1
Ek,n) = m(E) (3). Ahora

Ek,n =
∞⋂

j=n
{x ∈ E : | f j(x) − f (x)| < 1

k
} ⊂

∞⋂

j=n+1
{x ∈ E : | f j(x) − f (x)| < 1

k
} = Ek,n+1 ∀n luego

E − Ek,n ⊃ E − Ek,n+1 ∀n.

De donde m(
∞⋂

n=1
(E − Ek,n)) = lı́m

n→∞
m(E − Ek,n).

Además, m(
∞⋂

n=1
(E − Ek,n)) = m(

∞⋂

n=1
(E ∩ CEk,n)) = m(E ∩ (

∞⋂

n=1
CEk,n)) = m(E ∩ C

∞⋃

n=1
Ek,n) =

m(E −
∞⋃

n=1
Ek,n) =

(3)
0. Por lo tanto

lı́m
n→∞

m(E − Ek,n) = 0 ∀k ∈N (4)

Ahora por (4), para ε > 0 dado y para cada k ∈N existirá nk ∈N tal que m(E−Ek,n) < ε
2k

∀n ≥ nk.

Sea Eε =
∞⋂

k=1

Ek,nk
, Eε es medible Lebesgue y Eε ⊂ E. Veamos que m(E−Eε) < ε y fn → f

uniformemente sobre Eε. En efecto, m(E − Eε) = m(E −
∞⋂

k=1

Ek,nk
) = m(E ∩ C

∞⋂

k=1

Ek,nk
) =

m(E ∩
∞⋃

k=1

CEk,nk
) = m(

∞⋃

k=1

E ∩ CEk,nk
) = m(

∞⋃

k=1

(E − Ek,nk
)) ≤

∞∑

k=1

m(E − Ek,nk
) <

∞∑

k=1

ε

2k
= ε.

Sea x ∈ Eε ⇒ x ∈ Ek,nk
∀k ∈ N, sea σ > 0, sea kσ ∈ N tal que 1

kσ
< σ y sea nkσ = Nσ ∈ N.

Si x ∈ Ekσ,Nσ ⇒ | f j(x) − f (x)| < 1
kσ
< σ ∀ j ≥ Nσ. Conclusión dado σ > 0 existe Nσ

(independiente de x ∈ Eε) tal que | f j(x) − f (x)| < σ ∀ j ≥ Nσ ∀x ∈ Eε. Luego fn → f
uniformemente sobre Eε. ¤

El próximo teorema establece la relación que existe entre la propiedad de medibilidad de
una función y su continuidad. Se demuestra que se puede restringir una función medible
a un subconjunto de medida arbitrariamente próxima a la del dominio original, y sobre el
cual la función dada sea continua.

Teorema 11 (Lusin) Sea E un subconjunto de R medible Lebesgue y sea f una función medible
Lebesgue definida sobre E, a valores reales. Entonces, para cada ε > 0, existe un subconjunto cerrado
Fε de E, tal que m(E − Fε) < ε y f es continua sobre Fε.

dem: 1o) Consideremos el caso que f sea una función simple medible sobre E. Esto es,

f =
N∑

j=1
a jχE j

donde los E j son medibles y disjuntos 2 a 2, los (a j)
N
1

son todos distintos

(y no nulos). Ası́ E j = {x ∈ E : f (x) = a j} para j = 1, ..,N , E j ⊂ E ∀ j ⇒
N⋃

j=1
E j ⊂ E. Sea

EN+1 = E −
N⋃

j=1
E j. Observemos que f es constante sobre cada E j. Sea ε > 0, para cada

j = 1, ..,N + 1 existe un cerrado F j ⊂ E j tal que m(E j − F j) < ε
N+1
. Sea F =

N+1⋃

j=1
F j, F es

cerrado, F ⊂ E y m(E − F) =
N+1∑

j=1
m(E j − F j) < ε. Y f es constante sobre cada F j, lo cual

implica que f es continua sobre cada F j, los F j son cerrados disjuntos 2 a 2, entonces
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f es continua sobre F.
2o) Sea f medible sobre E. Existe una sucesión ( fn) de funciones simples que converge
puntualmente a f . ( f = f + − f −, φn ր f +, Φn ր f −, fn = φn −Φn → f ). Por la primera
parte para cada fn existe un cerrado An ⊂ E tal que m(E − An) < ε

2n y fn continua

sobre An. Sea A =
∞⋂

n=1
An, A es cerrado, A ⊂ E, todas las fn son continuas sobre A.

Además m(E−A) = m(E−
∞⋂

n=1
An) = m(E∩C

∞⋂

n=1
An) = m(E∩

∞⋃

n=1
CAn) = m(

∞⋃

n=1
E∩CAn) =

m(
∞⋃

n=1
(E − An) ≤

∞∑

n=1
m(E − An) <

∞∑

n=1

ε
2n
= ε (1)

Sean Bk = A ∩ {x ∈ R : k − 1 ≤ |x| < k} conjuntos medibles, de medida finita, disjuntos

2 a 2 y tales que A =
∞⋃

k=1

Bk. Además fn → f |Bk
puntualmente sobre Bk. Aplicando el

teorema de Egoroff, existirá un conjunto medible Ck ⊂ Bk tal que m(Bk − Ck) < ε
2k+1

y fn → f uniformemente sobre Ck. Para cada k ∈ N existe Fk ⊂ Ck, Fk cerrado

tal que m(Ck − Fk) < ε
2k+1 . Sea F =

∞⋃

k=1

Fk, notemos que los Fk son cerrados y Fk ⊂
Bk ⊂ {x ∈ R : k − 1 ≤ |x| < k} entonces F cerrado y fn → f uniformemente sobre
Fk. Sigue que f será continua sobre cada Fk. Nuevamente como los Fk son cerrados

disjuntos, f resulta continua sobre F =
∞⋃

k=1

Fk.Además E− F = (E−A)∪ (A− F) y luego

m(E − F) ≤ m(E − A) +m(A − F) < ε +m(A − F) por (1). Ahora

A − F =
∞⋃

k=1

Bk −
∞⋃

k=1

Fk =
∞⋃

k=1

Bk ∩ C
∞⋃

k=1

Fk =
∞⋃

k=1

(Bk ∩ C
∞⋃

k=1

Fk) =
∞⋃

k=1

(Bk ∩
∞⋂

k=1

CFk) ⊂
∞⋃

k=1

(Bk ∩

CFk) =
∞⋃

k=1

(Bk − Fk), luego m(A − F) ≤
∞∑

k=1

m(Bk − Fk) ≤
∞∑

k=1

(m(Bk − Ck) + m(Ck − Fk)) <

∞∑

k=1

( ε
2k+1 +

ε
2k+1 ) = ε. ¤

Teorema 12 Sea E un subconjunto medible Lebesgue y sea f una función medible Lebesgue definida
sobre E, a valores reales. Entonces, para cada ε > 0, existe una función continua g definida sobre R
tal que m({x ∈ E : f (x) , g(x)}) < ε. Además, si | f (x)| ≤ M sobre E, g puede ser elegida tal que
|g(x)| ≤M sobre R.

Necesitaremos el siguiente lema.

Lema 8 Sea f una función continua definida sobre un subconjunto cerrado F deR. Entonces existe
una función continua g definida sobre R que es una extensión de f . Además, si | f (x)| ≤ M sobre F,
g puede ser elegida tal que |g(x)| ≤M sobre R.

dem: del teorema. Sea E ⊂ R, E medible Lebesgue y sea f : E → R medible Lebesgue.
Sea ε > 0, por teorema Lusin existe un cerrado F ⊂ E tal que f es continua en F y
m(E − F) < ε. Por el lema, existe g : R→ R continua tal que g(x) = f (x) en F. Entonces
{x ∈ E : f (x) , g(x)} ⊂ E − F (1). Notemos que {x ∈ E : f (x) , g(x)} = {x ∈ E :
| f (x) − g(x)| > 0} y f y g son medibles luego {x ∈ E : f (x) , g(x)} es medible Lebesgue
y por (1) m({x ∈ E : f (x) , g(x)}) ≤ m(E − F) < ε. Además del lema, sigue también que
si | f (x)| ≤M ∀x ∈ E, se puede obtener g tal que |g(x)| ≤M ∀x ∈ E. ¤

dem: del lema ejercicio.

72 Funciones Reales-LM GFR-2015



Funciones Reales Medidas

El principio establecido en el teorema de Lusin puede ser formulado de una manera que
nos recuerda el teorema de aproximación de Weierstrass.

Teorema 13 (Fréchet) Sea E un conjunto medible Lebesgue y sea f una función medible Lebesgue
definida sobre E, a valores reales. Entonces existe una sucesión de funciones continuas (gn) sobre R,
tal que lı́m

n→∞
gn(x) = f (x) pctp x ∈ E.

dem: Aplicaremos el teorema anterior, para cada n ∈ N, existe gn : R → R continua tal

que m({x ∈ E : gn(x) , f (x)}) < 1

2n+1
. Veamos que gn → f pctp en E. Observemos que

{x ∈ E : ∃k ∈ N / gn(x) = f (x) ∀n ≥ k} =
∞⋃

k=1

∞⋂

n=k

{x ∈ E : gn(x) = f (x)}. Por lo tanto,

D = CE{x ∈ E : ∃k ∈ N / gn(x) = f (x) ∀n ≥ k} =
∞⋂

k=1

∞⋃

n=k

{x ∈ E : gn(x) , f (x)}. Luego para

todo k ∈N, D ⊂
∞⋃

n=k

{x ∈ E : gn(x) , f (x)} y entonces

m(D) ≤ m(
∞⋃

n=k

{x ∈ E : gn(x) , f (x)}) ≤
∞∑

n=k

m({x ∈ E : gn(x) , f (x)}) <
∞∑

n=k

1

2n+1
=

1

2k
∀k

luego m(D) = 0. Por lo tanto ∀x ∈ E −D existe k ∈ N tal que gn(x) = f (x) ∀n ≥ k y por
tanto lı́m

n→∞
gn(x) = f (x) ∀x ∈ E−D con m(D) = 0 luego gn → f puntualmente pctp en E.

¤
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Parte V

I́.

§1. I́ .
Consideraremos (X,Φ, µ) un espacio con medida.

1. L .

1.1. L    .

Definición 1 Se denomina función simple a toda función que asume solamente un número finito
de valores reales.

Proposición 1 Una función simple medible ϕ, puede ser representada en la forma, ϕ =
n∑

j=1
a jχE j

,

donde los a j son números reales y los E j son conjuntos Φ−medibles. Entre estas representaciones
existe una en la que los coeficientes a j son distintos y los conjuntos E j son disjuntos dos a dos. A tal
representación la denominaremos representación normal de ϕ.

dem: Sean {a1, ..., an} los valores que asume ϕ y sea E j = {x ∈ X : ϕ(x) = a j}, como ϕ es

Φ−medible es E j ∈ Φ y como ai , a j, Ei ∩ E j = ∅. Además resulta ϕ(x) =
n∑

j=1
a jχE j

(x)

∀x ∈ X. ¤

Notación:M+(X,Φ) familia de funciones medibles sobre X a valores reales extendidos, no
negativos.

Definición 2 Si ϕ es una función simple enM+(X,Φ) con la representación normal ϕ =
n∑

j=1
a jχE j

definimos la integral de ϕ con respecto a µ como el número real extendido

∫

ϕdµ =
n∑

j=1
a jµ(E j)

Si E ∈ Φ, definimos la integral de ϕ con respecto a µ sobre E, como el número real extendido

∫

E
ϕdµ =

∫

ϕχEdµ

Observación 1 1) En la definición utilizamos la convención 0.∞ = 0 (si µ(E j) = ∞ para algún j),
en particular

∫

0dµ = 0µ(X) = 0, tanto si µ(X) es finito o es +∞.

2) Notemos que si ϕ es una función simple en M+(X,Φ) también ϕχE es una función simple

enM+(X,Φ). En efecto si ϕ =
n∑

j=1
a jχE j

, ϕχE =
n∑

j=1
a jχE j

χE =
n∑

j=1
a jχE j∩E.

3) Observemos que en la definición de
∫

ϕdµ no se presenta el caso (−∞) (+∞) pues ϕ es a va-
lores no negativos.
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Proposición 2 Sea ϕ una función simple enM+(X,Φ), supongamos que puede representarse por

ϕ =
n∑

j=1
a jχE j

con E j disjuntos 2 a 2, pero los a j no necesariamente distintos. Entonces

∫

ϕdµ =
n∑

j=1
a jµ(E j)

dem: Sea c uno de los valores asumidos por ϕ y sea Ac = {x ∈ X : ϕ(x) = c} = ⋃
a j=c

E j.

Sean c1, ..., cm los valores distintos asumidos por ϕ. La representación normal de ϕ

será ϕ =
m∑

k=1

ckχAck
, resulta que

∫

ϕdµ =
m∑

k=1

ckµ(Ack
). Ahora µ(Ack

) =
∑

a j=ck

µ(E j), pues los

E j son disjuntos, entonces
∫

ϕdµ =
m∑

k=1

ckµ(Ack
) =

m∑

k=1

ck(
∑

a j=ck

µ(E j)) =
n∑

j=1
a jµ(E j). ¤

Proposición 3 a) Si ϕ, ν son funciones simples enM+(X,Φ) y c ∈ R+0 , entonces valen las propie-
dades de linealidad:

∫

cϕdµ = c
∫

ϕdµ
∫

(ϕ + ν)dµ =
∫

ϕdµ +
∫

νdµ

b) Si ϕ es una función simple enM+(X,Φ), la función de conjunto

λ : Φ→ R̄
E → λ(E) =

∫

E
ϕdµ

es una medida.

dem: a) Si c = 0,
∫

0ϕdµ = 0 = 0
∫

ϕdµ.Si c > 0, sea la representación normal deϕ =
n∑

j=1
a jχE j

,

entonces cϕ es simple enM+(X,Φ) y su representación normal es cϕ =
n∑

j=1
ca jχE j

luego

∫

cϕdµ =
n∑

j=1
ca jµ(E j) = c

n∑

j=1
a jµ(E j) = c

∫

ϕdµ.

Sean ϕ =
n∑

j=1
a jχE j

y ν =
m∑

k=1

bkχFk
funciones simples enM+(X,Φ) dadas por su represen-

tación normal, entoncesϕ+ν =
n∑

j=1
a jχE j

+
m∑

k=1

bkχFk
=

n∑

j=1

m∑

k=1

(a j+bk)χE j∩Fk
.Notemos que si

( j1, k1) , ( j2, k2) se tiene que
(

E j1 ∩ Fk1

)

∩
(

E j2 ∩ Fk2

)

= ∅. Luego aplicando la proposición

anterior (pues {E j ∩ Fk} j,k son disjuntos) resulta
∫

(ϕ + ν)dµ =
n∑

j=1

m∑

k=1

(a j + bk)µ(E j ∩ Fk) =

n∑

j=1

m∑

k=1

a jµ(E j ∩ Fk) +
n∑

j=1

m∑

k=1

bkµ(E j ∩ Fk) (1).

Notemos que X =
n⋃

j=1
E j =

m⋃

k=1

Fk, por lo tanto E j = E j ∩ X =
m⋃

k=1

(E j ∩ Fk) luego

µ(E j) =
m∑

k=1

µ(E j ∩ Fk), análogamente Fk = Fk ∩ X =
n⋃

j=1
(Fk ∩ E j) y µ(Fk) =

n∑

j=1
µ(Fk ∩ E j)

GFR-2015 Funciones Reales-LM 75



Integración Funciones Reales

(pues {E j ∩ Fk}k y {Fk ∩ E j} j son disjuntos).
Volviendo a (1) tenemos

∫

(ϕ + ν)dµ =
n∑

j=1

m∑

k=1

a jµ(E j ∩ Fk) +
m∑

k=1

n∑

j=1
bkµ(E j ∩ Fk) =

=
n∑

j=1
a j

m∑

k=1

µ(E j ∩ Fk)

︸ÃÃÃÃÃÃÃÃÃ︷︷ÃÃÃÃÃÃÃÃÃ︸

µ(E j)

+
m∑

k=1

bk

n∑

j=1
µ(E j ∩ Fk)

︸ÃÃÃÃÃÃÃÃÃ︷︷ÃÃÃÃÃÃÃÃÃ︸

µ(Fk)

=

=
∫

ϕdµ +
∫

νdµ

b) Sea ϕ =
n∑

j=1
a jχE j

(con su representación normal) simple en M+(X,Φ). Sea E ∈ Φ,

tenemos λ(E) =
∫

E
ϕdµ =

∫

ϕχEdµ =
n∑

j=1
a jµ(E ∩ E j) (2).

Consideremos la función de conjunto

µ j : Φ→ R̄
E → µ j(E) = µ(E ∩ E j)

– µ j está bien definida, E ∩ E j ∈ Φ ∀E ∈ Φ.
–µ j es una medida: i)µ j(∅) = µ(∅∩E j) = µ(∅) = 0. ii)µ j(E) = µ(E∩E j) ≥ 0. iii) Si (Fn) ⊂ Φ
son disjuntos, µ j(

∞⋃

n=1
Fn) = µ(

∞⋃

n=1

(

Fn ∩ E j

)

) =
∞∑

n=1
µ
(

Fn ∩ E j

)

=
∞∑

n=1
µ j (Fn) ({Fn ∩ E j}n son

disjuntos).

Volviendo a (2), tenemos λ(E) =
n∑

j=1
a jµ j(E) o sea λ =

n∑

j=1
a jµ j donde a j ≥ 0 y µ j es una

medida ∀ j. Se concluye que λ es una medida. ¤

1.2. L      .

Definición 3 Si f ∈ M+(X,Φ) definimos la integral de f con respecto a µ como el número real
extendido ∫

f dµ = sup
{∫

ϕdµ : ϕ simple medible, 0 ≤ ϕ ≤ f
}

Si E ∈ Φ, definimos la integral de f con respecto a µ sobre E, como el número real extendido
∫

E
f dµ =

∫

f χEdµ

Observación 2 1) Escribimos brevemente
∫

f dµ = sup
0≤ϕ≤ f

ϕ simple

∫

ϕdµ

2) Si f ∈ M+(X,Φ) y E ∈ Φ notemos que fχE ∈ M+(X,Φ).

Proposición 4 (Comparación) a) Si f ∈ M+(X,Φ), g ∈ M+(X,Φ) y f ≤ g entonces
∫

f dµ ≤
∫

gdµ

b) Si f ∈ M+(X,Φ) y E,F ∈ Φ, E ⊂ F entonces
∫

E
f dµ ≤

∫

F
f dµ
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dem: a) {
∫

ϕdµ : ϕ simple medible, 0 ≤ ϕ ≤ f } ⊂ {
∫

νdµ : ν simple medible, 0 ≤ ν ≤ g} y

por tanto
∫

f dµ = sup
0≤ϕ≤ f

ϕ simple

∫

ϕdµ ≤ sup
0≤ν≤g

ν simple

∫

νdµ =
∫

gdµ.

b) Si E ⊂ F⇒ χE ≤ χF y f ∈ M+(X,Φ)⇒ fχE ≤ fχF por a) será
∫

fχEdµ ≤
∫

fχFdµ⇒
∫

E
f dµ ≤

∫

F
f dµ. ¤

Teorema 1 (convergencia monótona o de Beppo Levi) Sea ( fn)∞
1

una sucesión monótona creciente
de funciones enM+(X,Φ) que converge puntualmente a f entonces

∫

f dµ = lı́m
n→∞

∫

fn dµ

dem: Observemos que f ∈ M+(X,Φ) y por tanto está definida
∫

f dµ. Por otra parte,
siendo ( fn) creciente y fn → f puntualmente, tenemos por proposición anterior a) que
∫

fndµ ≤
∫

fn+1dµ ≤
∫

f dµ ∀n. Se concluye que existe

lı́m
n→∞

∫

fn dµ ≤
∫

f dµ (1)

Sea ϕ simple medible tal que 0 ≤ ϕ ≤ f . Sea α ∈ R tal que 0 < α < 1. Consideremos
para cada n el conjunto An = {x ∈ X : fn(x) ≥ αϕ(x)}, An ∈ Φ ∀n (pues fn, ϕ son

medibles). La sucesión (An) es creciente y X =
∞⋃

n=1
An, pues si x ∈ X, observemos que

αϕ(x) < f (x), puesto que fn ր f existirá n tal que fn(x) ≥ αϕ(x) luego existe n tal que

x ∈ An y entonces x ∈
∞⋃

n=1
An.

Consideremos la medida positiva λ definida por la función simple ϕ ≥ 0, por λ(E) =
∫

E
ϕdµ, para E ∈ Φ. Concluimos que será

λ(X) = lı́m
n→∞
λ(An) = lı́m

n→∞

∫

An
ϕdµ

Tenemos que en cada An esαϕ(x) ≤ fn(x)⇒αϕχAn ≤ fnχAn ⇒
∫

αϕχAndµ ≤
∫

fnχAndµ⇒
∫

An
αϕdµ ≤

∫

An
fndµ ≤

∫

fndµ.
Tomando lı́mites

α lı́m
n→∞

∫

An
ϕdµ = αλ(X) ≤ lı́m

n→∞

∫

fndµ

por tanto

α
∫

ϕdµ ≤ lı́m
n→∞

∫

fndµ

Hemos fijado ϕ y 0 < α < 1. Dejemos fija ϕ y hacemos α→ 1, resulta

∫

ϕdµ ≤ lı́m
n→∞

∫

fndµ

Tomando supremo entre ϕ simples tales que 0 ≤ ϕ ≤ f tenemos

sup
0≤ϕ≤ f

ϕ simple

∫

ϕdµ =
∫

f dµ ≤ lı́m
n→∞

∫

fndµ (2)

De (1) y (2) resulta
∫

f dµ = lı́m
n→∞

∫

fndµ. ¤
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Proposición 5 (Linealidad) a) Si f ∈ M+(X,Φ) y c ∈ R+0 , entonces c f ∈ M+(X,Φ) y
∫

c f dµ =

c
∫

f dµ.

b) Si f , g ∈ M+(X,Φ) entonces f + g ∈ M+(X,Φ) y
∫

( f + g)dµ =
∫

f dµ +
∫

gdµ.

dem: a) Es obvio que c f ∈ M+(X,Φ). Veamos
∫

c f dµ = c
∫

f dµ. Si c = 0 trivial. Sean c > 0
y (ϕn) una sucesión creciente de funciones simples medibles que converge a f (existe
por lema 4 de la unidad 3) entonces (cϕn) tiene esa propiedad y cϕn → c f por teorema
de Beppo Levi y proposición 3 tenemos

∫

c f dµ = lı́m
n→∞

∫

cϕndµ = lı́m
n→∞

c
∫

ϕndµ = c lı́m
n→∞

∫

ϕndµ = c
∫

f dµ

b) Es claro que f + g ∈ M+(X,Φ). Sean (ϕn), (νn) sucesiones crecientes de funciones
simples medibles que convergen a f y g respectivamente entonces (ϕn + νn) ր f + g
y entonces tenemos
∫

( f + g)dµ = lı́m
n→∞

∫

(ϕn + νn)dµ = lı́m
n→∞

∫

ϕndµ + lı́m
n→∞

∫

νndµ =
∫

f dµ +
∫

gdµ ¤

Teorema 2 (Lema de Fatou) Si ( fn)∞
1

es una sucesión de funciones enM+(X,Φ) entonces

∫

lı́m fndµ ≤ lı́m
∫

fndµ

dem: Observemos que f = lı́m fn es una función enM+(X,Φ) pues f = lı́m fn = sup
n

ı́nf
k≥n

fk,

para cada n, sea gn = ı́nf
k≥n

fk, gn ∈ M+(X,Φ). Además
(
gn

)
es una sucesión creciente que

converge puntualmente a f , por teorema de Beppo Levi se obtiene

∫

f dµ = lı́m
n→∞

∫

gndµ (1)

Ahora para cada n, resulta gn ≤ fk ∀k ≥ n y por tanto
∫

gndµ ≤
∫

fkdµ ∀k ≥ n y luego
para cada n resulta

∫

gndµ ≤ ı́nf
k≥n

∫

fkdµ (2)

Observemos que ambos miembros en (2) son sucesiones crecientes resultando

lı́m
n→∞

∫

gndµ ≤ lı́m
n→∞

ı́nf
k≥n

∫

fkdµ = sup
n

ı́nf
k≥n

∫

fkdµ = lı́m
∫

fndµ (3)

De (1) y (3) se obtiene que
∫

f dµ =
∫

lı́m fndµ ≤ lı́m
∫

fndµ. ¤

Proposición 6 Sea f ∈ M+(X,Φ) entonces la función de conjunto

λ : Φ→ R̄
E → λ(E) =

∫

E
f dµ

es una medida. Para cada g ∈ M+(X,Φ) se tiene

∫

gdλ =
∫

g f dµ
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dem: i) Veamos que λ es una medida. λ está bien definida. Además λ(∅) =
∫

∅ f dµ =
∫

fχ∅dµ =
∫

0dµ = 0. Si E ∈ Φ, como ∅ ⊂ E tenemos
∫

∅ f dµ ≤
∫

E
f dµ ⇒ 0 ≤ λ(E). Si

(En) ⊂ Φ y son disjuntos dos a dos, sea E =
∞⋃

n=1
En, observemos que χE =

∞∑

n=1
χEn y por

tanto λ(E) =
∫

E
f dµ =

∫

fχEdµ =
∫ ∞∑

n=1
fχEndµ =

∞∑

n=1

∫

fχEndµ =
∞∑

n=1

∫

En
f dµ =

∞∑

n=1
λ(En).

ii) Supongamos primero g ∈ M+(X,Φ) es simple no negativa y cuya representación

normal es g =
n∑

j=1
a jχE j

. Entonces
∫

gdλ =
n∑

j=1
a jλ(E j) =

n∑

j=1
a j

∫

E j
f dµ =

n∑

j=1
a j

∫

fχE j
dµ =

=
∫ n∑

j=1
a j fχE j

dµ =
∫

f (
n∑

j=1
a jχE j

)dµ =
∫

f gdµ.

Sea ahora g ∈ M+(X,Φ). Sea (ϕn) una sucesión creciente de funciones simples no
negativas que converge puntualmente a g. Para cada n ya vimos que vale

∫

ϕndλ =
∫

ϕn f dµ (1)

Notemos que (ϕn f ) es una sucesión creciente en M+(X,Φ) que converge a g f luego
tomando lı́mite en (1)

lı́m
n→∞

∫

ϕndλ = lı́m
n→∞

∫

ϕn f dµ

tenemos por Beppo Levi que
∫

gdλ =
∫

g f dµ. ¤

Nota 1 El hecho de que sea
∫

gdλ =
∫

g f dµ ∀g ∈ M+(X,Φ) se expresa poniendo dλ = f dµ.
Se plantea la siguiente pregunta, dado un espacio con medida (X,Φ, µ) y cierta medida λ sobre la
σ−álgebra Φ ¿existirá una función f ∈ M+(X,Φ) tal que dλ = f dµ? La respuesta a esta pregunta
la dará el teorema de Radon-Nikodym.

2. F .
2.1. F    .

Notación. Notamos con MR(X,Φ) a la familia de funciones Φ−medibles a valores reales
(no extendido) y con M+

R
(X,Φ) a la familia de funciones Φ− medibles a valores reales no

negativos.

Observación 3 Dada una función f definimos f + = máx{ f , 0}, f − = máx{− f , 0} resultando

entonces las igualdades: f + =
| f | + f

2
y f − =

| f | − f

2
.

Definición 4 Sea f ∈ MR(X,Φ), diremos que f es integrable (o sumable) con respecto a µ en

R si las integrales
∫

f +dµ,
∫

f −dµ son ambas finitas en cuyo caso definimos la integral de f con
respecto a µ en R como el número real:

∫

f dµ =
∫

f +dµ −
∫

f −dµ

Sea f ∈ MR(X,Φ) y E ∈ Φ, si
∫

E
f +dµ,

∫

E
f −dµ son ambas finitas, decimos que f es integrable

sobre E con respecto a µ y definimos integral de f sobre E con respecto a µ como el número
real: ∫

E
f dµ =

∫

E
f +dµ −

∫

E
f −dµ =

∫

fχEdµ

GFR-2015 Funciones Reales-LM 79



Integración Funciones Reales

Notación. Notamos con L = L(X,Φ, µ) a la familia de todas las funciones integrables de
MR(X,Φ). Si f = f + − f −, entonces f ∈ L⇔ f +, f − ∈ L.

Proposición 7 Sea f ∈ L y sean f1, f2 funciones enM+
R

(X,Φ) e integrables tales que f = f1 − f2

entonces ∫

f dµ =
∫

f1dµ −
∫

f2dµ

dem: Tenemos que ∀x ∈ X

f (x) = f1(x) − f2(x) = f +(x) − f −(x)

f1(x) + f −(x) = f +(x) + f2(x) (1)

por proposición anterior es

∫

f1dµ +
∫

f −dµ =
∫

f +dµ +
∫

f2dµ (2)

todas las integrales en (2) son finitas luego
∫

f1dµ −
∫

f2dµ =
∫

f +dµ −
∫

f −dµ =
∫

f dµ ¤

Proposición 8 Sea f ∈ MR(X,Φ). Entonces f ∈ L⇔ | f | ∈ L. En tal caso
∣
∣
∣

∫

f dµ
∣
∣
∣ ≤
∫ ∣
∣
∣ f
∣
∣
∣ dµ

dem: Tenemos f = f + − f − y
∣
∣
∣ f
∣
∣
∣ = f + + f − luego f ∈ L ⇒ f +, f − ∈ L ⇒ f + + f − ∈ L (pues

∫

( f + + f −)dµ =
∫

f +dµ
<∞

+
∫

f −dµ)
<∞

⇒
∣
∣
∣ f
∣
∣
∣ ∈ L. Por otro lado si

∣
∣
∣ f
∣
∣
∣ ∈ L ⇒ f +, f − ∈ L (pues

f + ≤
∣
∣
∣ f
∣
∣
∣, f − ≤

∣
∣
∣ f
∣
∣
∣ y proposición 4 resulta

∫

f +dµ ≤
∫ ∣
∣
∣ f
∣
∣
∣ dµ
<∞

y
∫

f −dµ ≤
∫ ∣
∣
∣ f
∣
∣
∣ dµ
<∞

)⇒ f ∈ L.

Además
∫

f dµ =
∫

f +dµ −
∫

f −dµ entonces
∣
∣
∣

∫

f dµ
∣
∣
∣ ≤
∫

f +dµ +
∫

f −dµ =
∫ ∣
∣
∣ f
∣
∣
∣ dµ. ¤

Observación 4 Para la integral de Riemann vale:

f integrable Riemann en [a, b]⇒
:
| f | integrable Riemann en [a, b]

Por ejemplo, la función

f (x) =

{

1 si x ∈ Q ∩ [a, b]
−1 si x ∈ I ∩ [a, b]

verifica que | f | = 1 es integrable Riemann en [a, b] pero f no es integrable Riemann en [a, b].

Proposición 9 Si f ∈ MR(X,Φ) y g es integrable no negativa tal que | f | ≤ g entonces f es

integrable y
∫

| f |dµ ≤
∫

gdµ.

dem: Por la monotonı́a de funciones medible no negativas se tiene que
∫

| f |dµ ≤
∫

gdµ <

∞⇒ | f | ∈ L ⇒ f ∈ L y vale
∫

| f |dµ ≤
∫

gdµ. ¤

Proposición 10 (linealidad de la integral)
a) Si f ∈ L y α ∈ R entonces α f ∈ L y

∫

α f dµ = α
∫

f dµ.

b) Si f , g ∈ L entonces f + g ∈ L y
∫

( f + g)dµ =
∫

f dµ +
∫

gdµ.
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dem: a) |α f | = |α|| f | entonces
∫

|α f |dµ =
∫

|α|| f |dµ = |α|
∫

| f |dµ < ∞ pues f ∈ L ⇒ |α f | ∈
L ⇒ α f ∈ L.Veamos que

∫

α f dµ = α
∫

f dµ, si α = 0 trivial. Si α > 0, como f = f +− f −

será α f = (α f )+ − (α f )− = α f + − α f − luego

∫

α f dµ =
∫

α f +dµ −
∫

α f −dµ = α
∫

f +dµ − α
∫

f −dµ = α
∫

f dµ

Ahora observemos que si f = f + − f − ∈ L, − f = − f + + f − = f − − f + ∈ L y vale

∫

− f dµ =
∫

f −dµ −
∫

f +dµ = −(
∫

f +dµ −
∫

f −dµ) = −
∫

f dµ

Cuando α < 0, α = −|α| luego

∫

α f dµ =
∫

−|α| f dµ = −
∫

|α| f dµ = −|α|
∫

f dµ = α
∫

f dµ

b) Sean f = f +− f − y g = g+− g− enL.Como | f + g| ≤ | f |+ |g| y | f |, |g| ∈ L ⇒ | f + g| ∈ L
⇒ f + g ∈ L pues

∫

| f + g|dµ ≤
∫

| f |dµ +
∫

|g|dµ < ∞

Ahora f + g = ( f ++ g+)− ( f −+ g−), luego
∫

( f + g)dµ =
prop 7

∫

( f ++ g+)dµ−
∫

( f −+ g−)dµ =
∫

f +dµ +
∫

g+dµ −
∫

f −dµ −
∫

g−dµ =
∫

f dµ +
∫

gdµ. ¤

Corolario 1 L = L(X,Φ, µ) es un espacio vectorial sobre el cuerpo R y la aplicación

I : L → R
f → I( f ) =

∫

f dµ

es una función lineal.

Proposición 11 (Monotonı́a de la integral) Si f , g ∈ L y f ≤ g entonces
∫

f dµ ≤
∫

gdµ.

dem: Observemos que g− f ≥ 0 es medible e integrable luego es
∫

(g− f )dµ =
∫

gdµ−
∫

f dµ

y además
∫

(g − f )dµ ≥ 0. ¤

Teorema 3 (de Lebesgue o de la convergencia dominada) Sea ( fn)∞
1

una sucesión de funciones en
L(X,Φ, µ) que converge puntualmente sobre X a una función f a valores reales. Supongamos que
existe una función g integrable tal que | fn(x)| ≤ g(x) ∀x ∈ X, ∀n ∈N entonces

f ∈ L y
∫

f dµ = lı́m
n→∞

∫

fndµ

dem: Como | fn(x)| ≤ g(x) ∀x ∈ X, ∀n ∈ N y fn → f se tiene que | f (x)| ≤ g(x) ∀x ∈ X. Como
g integrable resulta f ∈ L. De −g(x) ≤ fn(x) ≤ g(x) ∀x ∈ X, ∀n ∈ N tenemos que
g − fn ≥ 0 y g + fn ≥ 0 ∀n luego por lema de Fatou, tenemos

∫

lı́m(g − fn)dµ ≤ lı́m
∫

(g − fn)dµ (1)
∫

lı́m(g + fn)dµ ≤ lı́m
∫

(g + fn)dµ (2)

Ahora
∫

lı́m(g − fn)dµ =
∫

(g − f )dµ =
∫

gdµ −
∫

f dµ
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y

lı́m
∫

(g − fn)dµ = lı́m(
∫

gdµ −
∫

fndµ) =
∫

gdµ − lı́m
∫

fndµ

luego por (1) se tiene

∫

gdµ −
∫

f dµ ≤
∫

gdµ − lı́m
∫

fndµ

⇓
lı́m
∫

fndµ ≤
∫

f dµ (3)

Análogamente
∫

lı́m(g + fn)dµ =
∫

(g + f )dµ =
∫

gdµ +
∫

f dµ

y

lı́m
∫

(g + fn)dµ = lı́m(
∫

gdµ +
∫

fndµ) =
∫

gdµ + lı́m
∫

fndµ

luego por (2) se tiene

∫

gdµ +
∫

f dµ ≤
∫

gdµ + lı́m
∫

fndµ

⇓
∫

f dµ ≤ lı́m
∫

fndµ (4)

De (3) y (4) sigue que

lı́m
∫

fndµ ≤
∫

f dµ ≤ lı́m
∫

fndµ

entonces
lı́m
∫

fndµ = lı́m
∫

fndµ =
∫

f dµ

y por tanto existe lı́m
n→∞

∫

fndµ =
∫

f dµ. ¤

2.2. F    .

Notación. Notamos conMC(X,Φ) a la familia de funcionesΦ−medibles a valores complejos.

Definición 5 Sea f ∈ MC(X,Φ), diremos que f es integrable (o sumable) con respecto a µ en

C si las integrales
∫

Re f dµ,
∫

Im f dµ son ambas finitas en cuyo caso definimos la integral de f
con respecto a µ en C como el número complejo:

∫

f dµ =
∫

Re f dµ + i
∫

Im f dµ

Sea f ∈ MC(X,Φ) y E ∈ Φ, si
∫

E
Re f dµ,

∫

E
Im f dµ son ambas finitas, decimos que f es integrable

sobre E con respecto a µ y definimos integral de f sobre E con respecto a µ como el número
complejo:

∫

E
f dµ =

∫

E
Re f dµ + i

∫

E
Im f dµ =

∫

fχEdµ

Notación. Notamos con LC= LC(X,Φ, µ) a la familia de todas las funciones integrables de
MC(X,Φ).

Proposición 12 (linealidad de la integral)
a) Si f ∈ LC y α ∈ C entonces α f ∈ LC y

∫

α f dµ = α
∫

f dµ.

b) Si f , g ∈ LC entonces f + g ∈ LC y
∫

( f + g)dµ =
∫

f dµ +
∫

gdµ.
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dem: ejercicio. ¤

Corolario 2 LC = LC(X,Φ, µ) es un espacio vectorial sobre el cuerpo C y la aplicación

I : LC → C
f → I( f ) =

∫

f dµ

es una función lineal.

Proposición 13 Sea f ∈ MC(X,Φ). Entonces f ∈ LC⇔ | f | ∈ L. En tal caso

∣
∣
∣

∫

f dµ
∣
∣
∣ ≤
∫ ∣
∣
∣ f
∣
∣
∣ dµ

dem: Tenemos f ∈ LC ⇔ Re f ∈ L y Im f ∈ L ⇔ |Re f | ∈ L y | Im f | ∈ L. Como
| f | ≤ |Re f | + | Im f | será

∫ ∣
∣
∣ f
∣
∣
∣ dµ ≤

∫ ∣
∣
∣Re f

∣
∣
∣ dµ +

∫ ∣
∣
∣Im f

∣
∣
∣ dµ < ∞⇒ | f | ∈ L

Supongamos ahora | f | ∈ L. Como |Re f | ≤ | f | y | Im f | ≤ | f | ⇒ |Re f | ∈ L y
| Im f | ∈ L ⇒ f ∈ LC.
Veamos ahora que

∣
∣
∣

∫

f dµ
∣
∣
∣ ≤
∫ ∣
∣
∣ f
∣
∣
∣ dµ. Si

∫

f dµ = 0 trivial. Si
∫

f dµ , 0, entonces exis-

te θ tal que
∫

f dµ =
∣
∣
∣

∫

f dµ
∣
∣
∣ eiθ. Sigue que R ∋

∣
∣
∣

∫

f dµ
∣
∣
∣ = e−iθ

∫

f dµ =
∫

e−iθ f dµ =
∫

Re(e−iθ f )dµ y Re(e−iθ f ) ≤ |e−iθ f |, luego
∣
∣
∣

∫

f dµ
∣
∣
∣ =

∫

Re(e−iθ f )dµ ≤
∫ ∣
∣
∣e−iθ f

∣
∣
∣ dµ =

∫

| f |dµ. ¤

Teorema 4 (de Lebesgue o de la convergencia dominada) Sea ( fn)∞
1

una sucesión de funciones en
LC(X,Φ, µ) que converge puntualmente sobre X a una función f a valores complejos. Supongamos
que existe una función g integrable tal que | fn(x)| ≤ g(x) ∀x ∈ X, ∀n ∈N entonces

f ∈ LC y
∫

f dµ = lı́m
n→∞

∫

fndµ

dem: Para cada n, fn ∈ LC ⇒ Re fn ∈ L y Im fn ∈ L . Además fn → f ⇔ Re fn → Re f y
Im fn → Im f . Teniendo en cuenta que |Re fn(x)| ≤ | fn(x)| ≤ g(x) ∀x ∈ X y | Im fn(x)| ≤
| fn(x)| ≤ g(x) ∀x ∈ X. Aplicamos el teorema de Lebesgue para funciones reales y
obtenemos que Re f ∈ L, Im f ∈ L ⇒ f ∈ LC y además

∫

Re f dµ = lı́m
n→∞

∫

Re fndµ y
∫

Im f dµ = lı́m
n→∞

∫

Im fndµ

Luego concluimos que
∫

f dµ =
∫

Re f dµ + i
∫

Im f dµ = lı́m
n→∞

∫

Re fndµ + i lı́m
n→∞

∫

Im fndµ

= lı́m
n→∞

(
∫

Re fndµ + i
∫

Im fndµ) = lı́m
n→∞

∫

fndµ ¤
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2.3. E       .

Proposición 14 Sea f ∈ M+(X,Φ) entonces
∫

f dµ = 0⇔ f = 0, µ−pctp.

dem:⇒) Supongamos
∫

f dµ = 0. Sea E = {x ∈ X : f (x) > 0}, mostraremos que µ(E) = 0,

esto significará que f = 0, µ-pctp. Observemos que E =
∞⋃

n=1
{x ∈ X : f (x) ≥ 1

n
} =

∞⋃

n=1
En.

Para cada n se tiene 0 =
∫

f dµ ≥
∫

En
f dµ =

∫

fχEndµ ≥
∫

1
n
χEndµ = 1

n
µ(En). Es decir

1
n
µ(En) ≤ 0⇒ µ(En) = 0 ∀n, luego µ(E) = 0.
⇐) Supongamos f = 0, µ-pctp. Sea E = {x ∈ X : f (x) > 0} sabemos que E ∈ Φ y
µ(E) = 0. Consideremos la sucesión fn = nχE ∀n, observemos que si x ∈ E, fn(x) = n,
lı́m
n→∞

fn(x) = +∞, si x < E, fn(x) = 0, lı́m
n→∞

fn(x) = 0. Resulta ası́ que f (x) ≤ lı́m fn ∀x ∈ X

por monotonı́a y aplicando lema de Fatou tenemos

0 ≤
∫

f dµ ≤
∫

lı́m fndµ ≤ lı́m
∫

fndµ = lı́m
∫

nχEdµ = lı́mn µ(E)
=0

= 0

por lo tanto
∫

f dµ = 0. ¤

Proposición 15 Sea f ∈ MC(X,Φ) entonces

a) f = 0, µ−pctp⇒
∫

f dµ = 0

b) E ∈ Φ, µ(E) = 0⇒
∫

E
f dµ = 0

dem: a) f = 0, µ−pctp⇒ | f | = 0 pctp enM+ ⇒
∫

| f |dµ = 0 y |
∫

f | ≤
∫

| f | = 0⇒
∫

f dµ = 0.

b) Observemos que
∫

E
f dµ =

∫

fχEdµ y que fχE(x) = 0 ∀x < E con µ(E) = 0. Luego

fχE = 0, µ-pctp⇒
∫

fχEdµ =
∫

E
f dµ = 0. ¤

Proposición 16 Sea f ∈ LC y sea g ∈ MC(X,Φ) tal que g = f , µ-pctp entonces g ∈ LC y
∫

gdµ =
∫

f dµ.

dem: Sea N = {x ∈ X : f (x) , g(x)}, entonces N ∈ Φ y µ(N) = 0. Veamos que g ∈ LC.
Tenemos que |g| = |g|χN + |g|χCN. Ahora (por proposición 14-15)

∫

|g|χNdµ = 0 pues
|g|χN ∈ M+(X,Φ) y |g|χN = 0, µ-pctp. Entonces

∫

|g|dµ =
∫

|g|χCNdµ =
∫

| f |χCNdµ < ∞⇒ g ∈ LC

Veamos ahora que
∫

gdµ =
∫

gχNdµ
=0

+
∫

gχCNdµ =
∫

fχCNdµ =

=
∫

fχNdµ
=0

+
∫

fχCNdµ =
∫

f dµ. ¤

Proposición 17 Sea f ∈ LC tal que
∫

E
f dµ = 0 ∀E ∈ Φ entonces f = 0, µ-pctp.

dem: Como
∫

E
f dµ =

∫

E
Re f dµ+i

∫

E
Im f dµ = 0, bastará mostrar el resultado para funciones

integrables en R. Sea f ∈ LR tal que
∫

E
f dµ = 0 ∀E ∈ Φ. Sean A = {x ∈ X : f (x) > 0} y

B = {x ∈ X : f (x) < 0} ambos en Φ. Sigue que
∫

A
f dµ = 0 es decir

∫

f +dµ = 0⇒ f + = 0,
µ-pctp. Análogamente resulta f − = 0, µ-pctp. Luego f = 0, µ-pctp. ¤
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2.4. F   µ-.

Observación 5 Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida, sea N ∈ Φ, µ(N) = 0 y sea f una función

definida y medible sobre CN. Sean f̃ , f̂ dos extensiones medibles de f a todo X. De acuerdo con la

proposición anterior, f̃ ∈ L⇔ f̂ ∈ L y en tal caso
∫

f̃ dµ =
∫

f̂ dµ.

Definición 6 Sea f definida y medible sobre CN, donde N ∈ Φ y µ(N) = 0. Sea f̃ la extensión por
cero de f definida por

f̃ (x) =

{

f (x) si x ∈ CN
0 si x ∈ N

Diremos que f es integrable si f̃ es integrable y definimos la integral de f respecto de µ poniendo
∫

f dµ =
∫

f̃ dµ. Si E ∈ Φ, definimos
∫

E
f dµ =

∫

E
f̃ dµ.

Nota 2 Para funciones integrables definidasµ-pctp se extienden resultados obtenidos para funciones
integrables definidas en todo X. Se deja como ejercicio formular tales resultados con la correspondiente
adaptación.

3. I     ́.
Consideramos F(λ) =

∫

f (x, λ)dµ(x) por ejemplo la función Gamma Γ(x) =
∫ +∞

0
e−ttx−1dt.

3.1. C        ́.

Proposición 18 Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida y sea (Λ, d) un espacio métrico. Sea f :
X ×Λ→ C una función compleja tal que:

1) Para cada λ ∈ Λ, la función x→ f (x, λ) es Φ−medible.
2) Para cierto λ0 ∈ Λ y cada x ∈ X existe lı́m

λ→λ0

f (x, λ) = h(x).

3) Existe una función g(x) integrable sobre X, tal que | f (x, λ)| ≤ g(x) ∀x ∈ X, ∀λ ∈ Λ.
Entonces está definida sobre Λ la función

F(λ) =
∫

f (x, λ)dµ(x)

y existe

lı́m
λ→λ0

F(λ) =
∫

lı́m
λ→λ0

f (x, λ)dµ(x) =
∫

h(x)dµ(x)

dem: Observemos que, para cada λ ∈ Λ, la función x→ f (x, λ) es integrable pues está ma-

yorada por g integrable. Luego está bien definida F(λ) =
∫

f (x, λ)dµ(x). Como (Λ, d)
es N1, para probar que existe lı́m

λ→λ0

F(λ) bastará mostrar que ∀(λn) ⊂ Λ tal que λn → λ0

resulta lı́m
n→∞

F(λn) =
∫

h(x)dµ(x). Sea (λn) una tal sucesión y sea F(λn) =
∫

f (x, λn)dµ(x),

ponemos fn(x) = f (x, λn) para n ∈ N, tenemos por 3) que | fn(x)| ≤ g(x) ∀x∀n siendo
g integrable sobre X, además por 2) ( fn) converge puntualmente a h sobre X, luego
por teorema de la convergencia dominada, concluimos que h es integrable en X y
∫

h(x)dµ(x) = lı́m
n→∞

∫

fn(x)dµ (x) = lı́m
n→∞

F(λn). ¤

Corolario 3 Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida y sea (Λ, d) un espacio métrico. Sea f : X×Λ→ C
una función compleja que cumple 1) y 3) y tal que
2’) Para cada x ∈ X, la función λ→ f (x, λ) es continua.
Entonces está definida y es continua sobre Λ la función

F(λ) =
∫

f (x, λ)dµ(x)
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3.2. D        ́.

Proposición 19 Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida y sea Λ un intervalo abierto de R. Sea
f : X ×Λ→ C una función compleja tal que:

1) Para cada λ ∈ Λ, la función x→ f (x, λ) es Φ−medible.
2) Para cierto λ0 ∈ Λ, la función x→ f (x, λ0) es integrable sobre X.

3) Existe
∂ f

∂λ (x, λ) ∀(x, λ) ∈ X ×Λ.
4) Existe una función g(x) integrable sobre X, tal que | ∂ f

∂λ (x, λ)| ≤ g(x) ∀x ∈ X, ∀λ ∈ Λ.
Entonces para cada λ ∈ Λ la función x→ f (x, λ) es integrable y la función F(λ) =

∫

f (x, λ)dµ(x)
es derivable sobre Λ siendo

F′(λ) =
∫
∂ f

∂λ (x, λ)dµ(x)

dem: Supongamos f a valores reales (extendemos luego aC). Por 1) para cada λ, la función
x → f (x, λ) es Φ−medible, veamos que es integrable. Aplicando el TVM, para cada
x ∈ X y s entre λ y λ0 se tiene

f (x, λ) − f (x, λ0) =
∂ f

∂λ(x, s)(λ − λ0)

Resulta entonces
∣
∣
∣ f (x, λ)

∣
∣
∣ ≤
∣
∣
∣ f (x, λ0)

∣
∣
∣ +

∣
∣
∣
∣
∂ f

∂λ (x, s)
∣
∣
∣
∣ |λ − λ0| ≤

∣
∣
∣ f (x, λ0)

∣
∣
∣ + g(x) |λ − λ0|

luego x→ f (x, λ) es integrable por 2 y 4. Ası́ está bien definida F(λ) =
∫

f (x, λ)dµ(x).

Notemos que para cada λ, la función x → ∂ f

∂λ(x, λ) es Φ-medible pues fijado λ, sea

(λn) → λ (λn , λ ∀n), será entonces
∂ f

∂λ(x, λ) = lı́m
n→∞

f (x,λn)− f (x,λ)

λn−λ
Φ−medible ∀n

y luego el lı́mite es

Φ-medible. Además por 4) es integrable, luego existe la integral
∫
∂ f

∂λ(x, λ)dµ(x).
Veamos que F es derivable. Bastará mostrar que ∀(λn) ⊂ Λ, λn → λ (λn , λ ∀n) existe

lı́m
n→∞

F(λn)−F(λ)

λn−λ .

Tenemos
F(λn) − F(λ)

λn − λ
=

∫

f (x, λn)dµ(x) −
∫

f (x, λ)dµ(x)

λn − λ
=

=
∫ f (x, λn) − f (x, λ)

λn − λ
dµ(x)

TVM
=

sn entre λn y λ

∫
∂ f

∂λ (x, sn)dµ(x). Aplicando el teorema de la con-

vergencia dominada concluimos que existe

lı́m
n→∞

F(λn) − F(λ)

λn − λ
= lı́m

n→∞

∫
∂ f

∂λ(x, sn)dµ(x) =
∫

lı́m
n→∞

∂ f

∂λ (x, sn)dµ(x) =
3)

∫
∂ f

∂λ(x, λ)dµ(x). Por lo

tanto existe F′(λ) =
∫
∂ f

∂λ (x, λ)dµ(x). ¤

Ejemplo 1 F(λ) =
∫ ∞

0
e−λx sin x

x
dx, F′(λ) = −

∫ ∞
0

e−λx sin xdx = e−λx cos x|∞0 + λ
∫ ∞

0
e−λx cos xdx =

−1+λ
(

e−λx sin x|∞0 + λ
∫ ∞

0
e−λx sin xdx

)

= −1−λ2F′(λ)⇒ F′(λ) = −1
1+λ2 ⇒ F(λ) = − arctanλ+C

con F(0) =
∫ ∞

0
sin x

x
dx = C.

4. I́   .
4.1. M .

Definición 7 Sean (X,ΦX) e (Y,ΦY) espacios medibles y sea Z = X × Y. Se denomina rectángulo
medible a todo subconjunto de Z de la forma A × B con A ∈ ΦX y B ∈ ΦY. Se denomina espacio
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medible producto al espacio (Z,ΦZ) dondeΦZ es la σ-álgebra generada por la familia de rectángulos
medibles. Se nota ΦZ = ΦX × ΦY. Llamaremos conjunto elemental a todo conjunto que sea unión
finita de rectángulos medibles. Y notamosZ0 familia de conjuntos elementales.

Observación 6 ΦZ coincide con la σ-álgebra generada porZ0. R : familia de rectángulos medibles.
A : σ-álgebra generada porZ0. R ⊂ A ⇒ ΦZ ⊂ A. Z0 ⊂ ΦZ ⇒A ⊂ ΦZ. Entonces ΦZ = A.

Teorema 5 (Medida producto) Sean (X,ΦX, µ) e (Y,ΦY, γ) espacios con medida. Entonces existe
una medida π definida sobre la σ-álgebra ΦZ = ΦX ×ΦY tal que

π(A × B) = µ(A)γ(B) ∀A ∈ ΦX ∀B ∈ ΦY (1)

Si las medidas µ y γ son σ−finitas, existe una única medida π sobre ΦZ = ΦX ×ΦY que verifica (1).

Lema 1 Z0 es un álgebra de subconjunto de ΦZ. Todo conjunto en Z0 es expresable como unión
finita de rectángulos disjuntos.

dem: ejercicio ¤

Lema 2 Sea A×B un rectángulo medible tal que A×B =
∞⋃

j=1
A j×B j, siendo los A j×B j rectángulos

medibles mutuamente disjuntos. Entonces

µ(A)γ(B) =
∞∑

j=1
µ(A j)γ(B j)

dem: ejercicio ¤

Lema 3 Sea E ⊂ Z0 y sean E =
N⋃

j=1
A j × B j =

M⋃

k=1

Ãk × B̃k dos descomposiciones de E como unión

finita de rectángulos medibles disjuntos dos a dos. Entonces

N∑

j=1
µ(A j)γ(B j) =

M∑

k=1

µ(Ãk)γ(B̃k)

dem: ejercicio ¤

Lema 4 La función de conjunto π0 definida sobre el álgebra Z0 poniendo π0(E) =
N∑

j=1
µ(A j)γ(B j)

donde E =
N⋃

j=1
A j × B j es cualquier descomposición de E como unión finita de rectángulos medibles,

es una medida sobre la álgebraZ0, lo que significa que:
i) π0(∅) = 0.
ii) π0(E) ≥ 0, ∀E ∈ Z0.

iii) Si (En)∞
1

es una sucesión disjunta enZ0 tal que E =
∞⋃

n=1
En ∈ Z0, entoncesπ0(E) =

∞∑

j=1
π0(En).

dem: ejercicio ¤

dem: del teorema. ejercicio ¤
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Definición 8 Sean (X,ΦX, µ) e (Y,ΦY, γ) espacios con medida σ-finitas. La medida π sobre la
σ−álgebra ΦZ = ΦX × ΦY dada por el teorema anterior se denomina medida producto de las
medidas µ, γ y se indica π = µ × γ. El espacio (Z,ΦZ, π) se denomina espacio con medida
producto de los espacios (X,ΦX, µ) e (Y,ΦY, γ).

Nota 3 Aunque las medidas µ y γ sean ambas completas la medida producto π no es en general
completa. En efecto: sean (X,ΦX, µ) e (Y,ΦY, γ) conµ, γ completas. Sea A ∈ ΦX tal queµ(A) = 0. Sea
B ⊂ Y, B < ΦY Entonces A×B < ΦZ (lo justificaremos luego). Tenemos entonces A × B

<ΦZ

⊂A × Y
∈ΦZ

∈ ΦZ

y π(A × Y) = µ(A)γ(Y) = 0 luego π no es completa.

Proposición 20 Sea (Z,ΦZ, π) el espacio producto de los espacios (X,ΦX, µ) y (Y,ΦY, γ) con µ y γ,
σ−finitas. Sea Φ∗Z la σ-álgebra de los conjuntos π∗-medibles (verifican CC) definidos en el teorema
anterior. Entonces Φ∗Z es la completación de la σ-álgebra ΦZ con respecto a la medida π.

dem: ejercicio ¤

Definición 9 Llamaremos medida producto completa a la medida π∗ definida sobre la σ-álgebra
Φ∗Z.

Nota 4 La medida de Lebesgue en Rn. Sea m1 la medida de Lebesgue en R, sabemos que m1 es
σ-finita y completa, denominaremos medida de Lebesgue en R2 a la completación m2 de la medida
producto m1 × m1. Para definir la medida de Lebesgue en Rn procedemos inductivamente con
respecto a n. Supuesta conocida la medida de Lebesgue enRn−1, definimos la medida mn enRn como
la completación de mn−1 ×m1.

4.2. S        .

Definición 10 a) Sea E ⊂ Z = X×Y. Para cada x ∈ X se denomina x−sección de E al subconjunto
de Y definido por Ex = {y ∈ Y : (x, y) ∈ E}. Análogamente, para cada y ∈ Y se denomina y−sección
de E al subconjunto de X definido por Ey = {x ∈ X : (x, y) ∈ E}.
b) Sea f una función definida sobre Z, con valores en R̄ o en C. Para cada x ∈ X se denomina
x−sección de f a la función

fx : Y→ R̄ (C)

y → fx(y) = f (x, y)

Análogamente, para cada y ∈ Y se denomina y−sección de f a la función

f y : X→ R̄ (C)

x → f y(x) = f (x, y)

Proposición 21 Sean (X,ΦX) e (Y,ΦY) espacios medibles y sea (Z,ΦZ) el espacio medible producto.
Entonces:
a) Si E ∈ ΦZ se tiene que Ex ∈ ΦY y Ey ∈ ΦX, ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y.
b) Si f : Z → R̄ (o C) es ΦZ-medible, resulta que fx : Y → R̄ (C) es ΦY-medible ∀x ∈ X y
fy : X→ R̄ (C) es ΦX-medible ∀y ∈ Y.
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dem: a) Definimos Φ̃Z, la familia de subconjuntos de ΦZ, como Φ̃Z = {E ∈ ΦZ : Ex ∈
ΦY ∀x ∈ X}. Mostraremos que Φ̃Z es una σ-álgebra que contiene a los rectángulos
medibles. Probado esto, se tendrá que ΦZ ⊂ Φ̃Z, por ser ΦZ la σ-álgebra generada por
lo rectángulos medibles, luego Φ̃Z = ΦZ.
1o) Φ̃Z contiene a los rectángulos medibles. Sean A ∈ ΦX y B ∈ ΦY consideremos el
rectángulo A × B. Tenemos que para x ∈ X,

(A × B)x = {y ∈ Y : (x, y) ∈ A × B} =
{

∅ si x < A
B si x ∈ A

entonces (A × B)x ∈ ΦY, luego A × B ∈ Φ̃Z en particular Φ̃Z , ∅.
2o) Φ̃Z es σ-álgebra. Z ∈ Φ̃Z pues para cada x ∈ X, Zx = Y ∈ ΦY.

Sea E ∈ Φ̃Z veremos que CE ∈ Φ̃Z. Sea x ∈ X, observemos que (CE)x = {y ∈ Y : (x, y) ∈
CE} = {y ∈ Y : (x, y) < E} = C{y ∈ Y :

(
x, y
) ∈ E} = CEx, entonces E ∈ Φ̃Z ⇒ Ex ∈

ΦY ∀x ∈ X ⇒
ΦY σ−alg

CEx ∈ ΦY ∀x ∈ X ⇒ (CE)x ∈ ΦY ∀x ⇒ CE ∈ Φ̃Z. Sean (En)∞
1
⊂ Φ̃Z

y sea E =
∞⋃

n=1
En mostraremos que E ∈ Φ̃Z. Sea x ∈ X, Ex = {y ∈ Y :

(
x, y
) ∈ E =

∞⋃

n=1
En} = {y ∈ Y : (x, y) ∈ En para algún n} =

∞⋃

n=1
{y ∈ Y : (x, y) ∈ En} =

∞⋃

n=1
(En)x. Ahora

como En ∈ Φ̃Z ∀n ⇒ (En)x ∈ ΦY ∀n∀x ⇒
ΦY σ−alg

∞⋃

n=1
(En)x ∈ ΦY ∀x ⇒ Ex = (

∞⋃

n=1
En)x ∈ ΦY

∀x⇒ E =
∞⋃

n=1
En ∈ Φ̃Z. Por lo tanto Φ̃Z es σ-álgebra.

Análogamente se prueba que Ey ∈ ΦX ∀y ∈ Y.
b) Sea f : Z → R̄ una función ΦZ-medible. Sea x ∈ X y sea fx : Y → R̄ tal que
y→ fx(y) = f (x, y), veamos que esΦY-medible, lo que equivale a probar que ∀α ∈ R el
conjunto {y ∈ Y : fx(y) > α} ∈ ΦY. Tenemos {y ∈ Y : fx(y) > α} = {y ∈ Y : f (x, y) > α} =
({(x, y) ∈ Z : f (x, y) > α}
︸ÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃ︷︷ÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃÃ︸

∈ΦZ pues f es ΦZ−medible

)x ∈ ΦY por a). Análogamente se prueba que f y esΦX-medible.

¤

Observación 7 Si fx y f y son medibles ∀x ∈ X y ∀y ∈ Y entonces f es medible.

4.3. E T  F.

Teorema 6 (Tonelli o ”Fubinito”). Sea (Z,ΦZ, π) el espacio producto de los espacios (X,ΦX, µ) y
(Y,ΦY, γ) con µ y γ, σ−finitas. Sea F una función medible no negativa definida sobre Z con valores
en R̄, ΦZ = ΦX ×ΦY-medible. Entonces las funciones definidas por

f (x) =
∫

Y
Fxdγ g(y) =

∫

X
Fydµ

son respectivamente ΦX-medible e ΦY-medible y además

∫

X
f dµ =

∫

Z
Fdπ =

∫

Y
gdγ

En otros sı́mbolos

∫

X

(∫

Y
F(x, y)dγ(y)

)

dµ(x) =
∫

X×Y
F(x, y)dµ × γ =

∫

Y

(∫

X
F(x, y)dµ(x)

)

dγ(y)
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Lema 5 (sobre clases monótonas) Si A es un álgebra de conjuntos, la σ-álgebra generada por A
coincide con la clase monótona generada porA.

dem: ejercicio en práctica 3. ¤

Lema 6 Sea (Z,ΦZ, π) el espacio producto de los espacios (X,ΦX, µ) y (Y,ΦY, γ) conµ y γ, σ−finitas.
Sea E ∈ ΦZ, entonces la función f (x) = γ(Ex) esΦX-medible y la función g(y) = µ(Ey) esΦY-medible.
Además ∫

X
f dµ =

∫

Y
gdγ = π(E)

dem: ejercicio. ¤

dem: del teorema de Tonelli. Sea Z = X × Y, ΦZ = ΦX × Y, π = µ × γ. Sea F ∈ M+(Z,ΦZ)

queremos ver que f (x) =
∫

Y
Fxdγ es ΦX-medible y que g(y) =

∫

X
Fydµ es ΦY-medible y

además ∫

X
f dµ =

∫

Z
Fdπ =

∫

Y
gdγ

1o) Supongamos que F = χE con E ∈ ΦZ. Tenemos f (x) =
∫

Y
Fxdγ =

∫

Y
(χE)xdγ =

(1)
∫

Y
χExdγ = γ(Ex). Veamos que vale (1)

(χE)x(y) = χE(x, y) =

{

0 si (x, y) < E
1 si (x, y) ∈ E

=

{

0 si y < Ex

1 si y ∈ Ex
= χEx(y).

Análogamente resulta g(y) = µ(Ey). De acuerdo con el lema 6 las funciones f , g son
ΦX-medible y ΦY-medible respectivamente y vale

∫

X
f dµ =

∫

Z
χEdπ = π(E) =

∫

Y
gdγ

2o) Sea ahora F una función simple medible no negativa. Supongamos F =
N∑

k=1

akχEk
con

ak ≥ 0 y Ek disjuntos 2 a 2. Ponemos Fk = χEk
luego serán F =

N∑

k=1

akFk. y fk(x) =
∫

Y
(Fk)xdγ,

gk(y) =
∫

X
(Fk)

ydµ resultan medibles, por el 1o caso, y vale

∫

X
fkdµ = π(Ek) =

∫

Y
gkdγ

Multiplicando por ak y sumando hasta N obtenemos (linealidad)

N∑

k=1

ak

∫

X
fkdµ =

N∑

k=1

akπ(Ek) =
N∑

k=1

ak

∫

Y
gkdγ

∫

X

N∑

k=1

ak fkdµ =
∫

Z
Fdπ =

∫

Y

N∑

k=1

akgkdγ (2)

Observemos que
N∑

k=1

ak fk(x) =
N∑

k=1

ak

∫

Y
(Fk)xdγ =

∫

Y

N∑

k=1

ak(Fk)xdγ =
∫

Y

N∑

k=1

akFk(x, y)dγ =

∫

Y
(

N∑

k=1

akFk)x(y)dγ =
∫

Y
Fxdγ = f (x). Análogamente

N∑

k=1

akgk =
∫

X
Fydµ = g(y). Resulta

ası́ que f , g son medibles y volviendo (2) tenemos

∫

X
f dµ =

∫

Z
Fdπ =

∫

Y
gdγ
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3o) Caso general, sea F ∈ M+(Z,ΦZ), existe una sucesión (Fn)∞
1

de funciones simples
medibles, no negativas, monótona creciente que converge puntualmente a F.Para cada

n, sean fn(x) =
∫

Y
(Fn)xdγ y gn(y) =

∫

X
(Fn)ydµ que por 2o) caso resultan medibles y vale

∫

X
fndµ =

∫

Z
Fndπ =

∫

Y
gndγ (3)

Ahora, Fn ր F ⇒ (Fn)x ր Fx por monotonı́a de la integral (Beppo Levi) tenemos

que fn(x) =
∫

Y
(Fn)xdγ ր

∫

Y
Fxdγ = f , además f es ΦX-medible por serlo cada fn.

Análogamente gn ր g y g es ΦY-medible. Ahora tomando lı́mites en (3) y aplicando
Beppo-Levi tenemos

lı́m
n→∞

∫

X
fndµ = lı́m

n→∞

∫

Z
Fndπ = lı́m

n→∞

∫

Y
gndγ

y entonces
∫

X
f dµ =

∫

Z
Fdπ =

∫

Y
gdγ. ¤

Teorema 7 (Fubini) Sea (Z,ΦZ, π) el espacio producto de los espacios (X,ΦX, µ) y (Y,ΦY, γ) con µ
y γ, σ−finitas. Sea F una función definida sobre Z, a valores reales o complejos. Supongamos que F
es integrable con respecto a la medida π. Entonces están bien definidas pctp las funciones

f (x) =
∫

Y
Fxdγ g(y) =

∫

X
Fydµ

y son integrables sobre (X,ΦX, µ) e (Y,ΦY, γ) respectivamente y además
∫

X
f dµ =

∫

Z
Fdπ =

∫

Y
gdγ

En otros sı́mbolos
∫

X

(∫

Y
F(x, y)dγ(y)

)

dµ(x) =
∫

X×Y
F(x, y)dµ × γ =

∫

Y

(∫

X
F(x, y)dµ(x)

)

dγ(y)

dem: Consideremos el caso F a valores R, siendo F integrable serán también integrables
F+ y F−, le aplicamos el teorema de Tonelli. Sean

f +(x) =
∫

Y
F+x dγ g+(y) =

∫

X
(F+)y dµ

f −(x) =
∫

Y
F−x dγ g−(y) =

∫

X
(F−)y dµ

De acuerdo con el teorema de Tonelli, las funciones f +, f − son ΦX-medibles y las
funciones g+, g− son ΦY-medibles y además

∫

X
f +dµ =

∫

Z
F+dπ =

∫

Y
g+dγ (1)

∫

X
f −dµ =

∫

Z
F−dπ =

∫

Y
g−dγ (2)

Observemos que
∫

Z
F+dπ < ∞ y

∫

Z
F−dπ < ∞. Notemos también que f +, f −, g+, g−

son integrables en sus respectivos espacios (por la obs). Luego restando miembro a
miembro entre (1) y (2) y aplicando linealidad de la integral para funciones integrables
tenemos ∫

X
( f + − f −)dµ =

∫

Z
(F+ − F−)dπ =

∫

Y
(g+ − g−)dγ (3)

De (1) y (2) siendo F+,F− integrables resulta que f +, f −, g+, g− son finitas pctp en sus
respectivos espacios. Ahora

f +(x) − f −(x) =
∫

Y
(F+x − F−x )dγ =

∫

Y
Fxdγ = f (x) (4)

g+(y) − g−(y) =
∫

Y
((F+)y − (F−)y)dγ =

∫

X
Fydµ = g(y) (5)

De (4) y (5) sigue f , g son finitas pctp en X,Y respectivamente. Además de (3) resulta

que, f ∈ L, g ∈ L y además
∫

X
f dµ =

∫

Z
Fdπ =

∫

Y
gdγ. ¤
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Nota 5 El teorema de Fubini sigue siendo válido cuando se considera el espacio (Z,Φ∗Z, π
∗) obtenido

por completación del espacio (Z,ΦZ, π) pero no lo demostraremos.

§2. L   L  R. D́  ́.

5. L   L  R.
Definición 11 Llamaremos integral de Lebesgue de f medible sobre R a la integral de f con
respecto a la medida de Lebesgue en R, que notaremos

∫

R
f (x)dx o

∫

f (x)dx

Si E es un conjunto medible Lebesgue enR, definimos en forma análoga la integral de Lebesgue sobre
E de f como

∫

E
f (x)dx =

∫

f (x)χE(x)dx

En particular, si E es un intervalo [a, b], pondremos

∫

[a,b]

f (x)dx =
∫

f (x)χ[a,b](x)dx =
∫ b

a
f (x)dx

Nota 6 La definición de integral de una función medible no negativa, como ası́ también el concepto
de función integrable, tanto para funciones a valores reales como para funciones a valores complejos,
fueron dados en §1.

5.1. C́     L       
R.

Condición de integrabilidad de Riemann.

Sea f una función acotada definida sobre [a, b]. Para cada partición P = {x0, x1, ..., xn} de

[a, b] sean s( f ,P) =
n∑

k=1

mk∆xk y S( f ,P) =
n∑

k=1

Mk∆xk la suma inferior y superior de Riemann

de f correspondientes a P, donde para cada k, mk = ı́nf
[xk−1,xk]

f (x) y Mk = sup
[xk−1,xk]

f (x) y ∆xk =

xk − xk−1 > 0. La condición de integrabilidad de Riemann, establece que: La función f es
integrable Riemann en [a, b] si y sólo si para cada ε > 0 existe una partición Pε tal que
S( f ,Pε) − s( f ,Pε) < ε.

En tal caso, las sumas s( f ,P) y S( f ,P) tienen por lı́mite común (cuando la norma de la
partición tiende a cero) la integral de Riemann de f sobre [a, b] . Esto es, siendo la norma
de P, ‖P‖ = máx∆xk, se tiene

(R)
b∫

a

f (x)dx = lı́m
‖P‖→0

S( f ,P) = lı́m
‖P‖→0

s( f ,P)

Teorema 8 Si la función acotada f es integrable Riemann sobre [a, b], entonces f es integrable
Lebesgue sobre [a, b] y además

(L)
b∫

a

f (x)dx = (R)
b∫

a

f (x)dx
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dem: Sea f integrable Riemann sobre [a, b] entonces f +, f − son integrables Riemann sobre
[a, b] y

(R)
b∫

a

f (x)dx = (R)
b∫

a

f +(x)dx − (R)
b∫

a

f −(x)dx

Si demostramos el teorema para funciones no negativas, tendrı́amos que f +, f − resul-
tan integrables Lebesgue y valiendo para cada una

(L)
b∫

a

f +(x)dx = (R)
b∫

a

f +(x)dx y (L)
b∫

a

f −(x)dx = (R)
b∫

a

f −(x)dx

tendrı́amos que

(L)
b∫

a

f (x)dx = (L)
b∫

a

f +(x)dx−(L)
b∫

a

f −(x)dx = (R)
b∫

a

f +(x)dx−(R)
b∫

a

f −(x)dx = (R)
b∫

a

f (x)dx

Sea entonces f integrable Riemann no negativa. Observemos que s( f ,P) y S( f ,P) son las
integrales Lebesgue de la funciones escalonadas inferior y superior respectivamente:

Ei(x) =
n∑

k=1

mkχIk
(x) Es(x) =

n∑

k=1

MkχIk
(x)

siendo Ik = [xk−1, xk]. Además
Ei ≤ f ≤ Es ∀x

salvo un número finito de puntos. Por lo tanto para cada k existen funciones escalona-

das φk,Φk tales que φk ≤ f ≤ Φk (2) y
∫ b

a
(Φk − φk)dx < 1

k
. Consideremos las funciones

medibles g, h definidas por

g(x) = sup
k

φk h(x) = ı́nf
k
Φk

Se verifica que
g(x) ≤ f (x) ≤ h(x)

salvo tal vez sobre un conjunto numerable. Además, para cada k, 0 ≤ h(x) − g(x) ≤
Φk(x) − φk(x), de donde resulta 0 ≤

∫ b

a
(h − g)dx ≤

∫ b

a
(Φk − φk)dx < 1

k
por lo tanto

∫ b

a
(h− g)dx = 0, puesto que h− g ≥ 0, concluimos que h− g = 0 pctp y en consecuencia

g = f = h pctp, de donde f es medible. Por la monotonı́a de la integral Lebesgue y de
Riemann sigue de (2) que

(L)
∫ b

a
φk(x)dx ≤

∫ b

a
f (x)dx ≤

∫ b

a
Φk(x)dx (3)

(R)
∫ b

a
φk(x)dx ≤

∫ b

a
f (x)dx ≤

∫ b

a
Φk(x)dx (4)

Teniendo en cuenta que para φ simple es, (L)
∫

φ = (R)
∫

φ, luego de (3) y (4) resulta

∣
∣
∣
∣(L)
∫ b

a
f (x)dx − (R)

∫ b

a
f (x)dx

∣
∣
∣
∣ ≤
∫ b

a
Φk(x)dx −

∫ b

a
φk(x)dx < 1

k
∀k

se concluye que (L)
∫ b

a
f (x)dx = (R)

∫ b

a
f (x)dx. ¤
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5.2. L   L      R.

Definición 12 Sea f una función definida sobre [a,+∞), integrable Riemann sobre [a, b] para cada

b > a. Si existe y es finito lı́m
b→+∞

(R)
∫ b

a
f (x)dx diremos que la integral impropia de Riemann

(R)
∫ +∞

a
f (x)dx es convergente y pondremos

(R)
∫ +∞

a
f (x)dx = lı́m

b→+∞
(R)
∫ b

a
f (x)dx

Si la integral impropia (R)
∫ +∞

a

∣
∣
∣ f (x)
∣
∣
∣ dx es convergente diremos que (R)

∫ +∞
a

f (x)dx es absoluta-
mente convergente.

Nota 7 Toda integral impropia absolutamente convergente es convergente y además

∣
∣
∣
∣(R)
∫ +∞

a
f (x)dx

∣
∣
∣
∣ ≤ (R)

∫ +∞
a

∣
∣
∣ f (x)
∣
∣
∣ dx

Teorema 9 Si la integral impropia de Riemann (R)
∫ +∞

a
f (x)dx es absolutamente convergente en-

tonces f es integrable Lebesgue en [a,+∞) y además

(L)
∫ +∞

a
f (x)dx = (R)

∫ +∞
a

f (x)dx

dem: Para cada n, definimos la función

fn(x) =

{

f (x) si a ≤ x ≤ a + n
0 si x > a + n

Puesto que cada fn es medible sobre [a,+∞) y además f (x) = lı́m
n→∞

fn(x) ∀x ∈ [a,+∞),

concluimos que f es medible sobre [a,+∞). Además f es integrable Riemann sobre
[a, a + n], para cada n, por teorema anterior será f integrable Lebesgue en [a, a + n],
siendo

(L)
∫ a+n

a
f (x)dx = (R)

∫ a+n

a
f (x)dx

Asimismo, resulta
(L)
∫ a+n

a

∣
∣
∣ f (x)
∣
∣
∣ dx = (R)

∫ a+n

a

∣
∣
∣ f (x)
∣
∣
∣ dx

Aplicando el teorema Beppo-Levi obtenemos

(L)
∫ +∞

a

∣
∣
∣ f (x)
∣
∣
∣ dx = lı́m

n→∞
(L)
∫ a+n

a

∣
∣
∣ f (x)
∣
∣
∣ dx = lı́m

n→∞
(R)
∫ a+n

a

∣
∣
∣ f (x)
∣
∣
∣ dx = (R)

∫ +∞
a

∣
∣
∣ f (x)
∣
∣
∣ dx < ∞

pues
∫ a+n

a

∣
∣
∣ f (x)
∣
∣
∣ dx =

∫ ∣
∣
∣ f (x)
∣
∣
∣χ[a,a+n]dx y

∣
∣
∣ f
∣
∣
∣χ[a,a+n] →

∣
∣
∣ f
∣
∣
∣χ[a,+∞), además

∣
∣
∣ f
∣
∣
∣χ[a,a+n] ≤

∣
∣
∣ f
∣
∣
∣χ[a,a+n+1].

De donde concluimos que f es integrable Lebesgue sobre [a,+∞) ( f ∈ L ⇒ | f | ∈ L).
Ahora, como | fn(x)| ≤ | f (x)| ∀x ≥ a, siendo f integrable Lebesgue, podemos aplicar el
teorema de Lebesgue o de la convergencia dominada y obtener

(L)
∫ +∞

a
f (x)dx = lı́m

n→∞
(L)
∫ +∞

a
fn(x)dx = lı́m

n→∞

∫ a+n

a
f dx =

= lı́m
n→∞

(R)
∫ a+n

a
f (x)dx = (R)

∫ +∞
a

f (x)dx ¤
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6. D́  ́.
Se han visto en los cursos de Cálculo los denominados teoremas fundamentales del

cálculo, que establecen la relación que existe entre derivación e integración:

1) Si f en continua en [a, b] entonces es integrable (R) en [a, b] y la integral F(x) =
∫ x

a
f (t)dt

es derivable y F′(x) = f (x).

2) Si F tiene derivada continua en [a, b] entonces F(x) − F(a) =
∫ x

a
F′(t)dt (esto es se pue-

de reconstruir F a partir de su derivada).

Se plantean las siguientes preguntas:
¿seguirá valiendo 1) para funciones integrables Lebesgue? Si f continua en [a, b] e integrable

(L) entonces
∫ b

a
f (x)dx es derivable? Cuál es la clase más amplia posible para la que vale 2)?

6.1. E   L     ́.

Teorema 10 Toda función monótona en [a, b] es medible y acotada y por tanto es integrable Lebesgue
en [a, b].

dem: Supongamos f creciente, veamos que es medible.

Para α ∈ R, definimos Aα = {x ∈ [a, b] : f (x) > α}. Si α > f (b), Aα = ∅ ∈ β. Si α ≤ f (a),
Aα = [a, b] ∈ β. Sea f (a) < α ≤ f (b), si existe x ∈ [a, b] tal que f (x) = α, Aα = (x, b] ∈ β,
si no existe x ∈ [a, b] tal que f (x) = α, sea i = ı́nf {x : f (x) > α}

,∅ pues esta b

, como i ∈ [a, b] tenemos

dos posibilidades, Aα = [i, b] ∈ β si f (i) > α o Aα = (i, b] ∈ β si no. En todos los casos
resulta f medible. Además f (a) ≤ f (x) ≤ f (b) en [a, b] luego f es acotada. Por tanto
f +, f − son acotadas, existen M+,M− ≥ 0 tales que f + ≤M+ y f − ≤M−

∫ b

a
f +dx ≤

∫ b

a
M+dx =M+(b − a) < ∞

∫ b

a
f −dx ≤

∫ b

a
M−dx =M−(b − a) < ∞

luego f integrable Lebesgue. ¤

Teorema 11 Una función monótona en [a, b] puede tener solamente discontinuidades de 1o especie
(salto finito). El conjunto de puntos de discontinuidades es a lo sumo numerable.

dem: Supongamos f creciente y sea x0 ∈ [a, b]. Si (xn) es una sucesión creciente en [a, b] y
xn → x0, la sucesión ( f (xn)) será creciente y acotada superiormente por f (x0) de donde
existe lı́m

n→∞
f (xn), esto es válido cualquiera sea la sucesión (xn) de donde existe f (x−0 )

(lı́mite por izquierda), análogamente existe f (x+0 ) (lı́mite por derecha). Ambos lı́mites
laterales son finitos pues f acotada. Una función monótona puede ser discontinua,
pero si tiene discontinuidades son sólo de 1o especie.

Sea D el conjunto de puntos de discontinuidades de f . Para cada n, sea

Dn = {x ∈ [a, b] : f (x+) − f (x−) > 1
n
}

tendremos que D =
∞⋃

n=1
Dn. Puesto que la suma de todos los saltos está acotada por

f (b)− f (a), se concluye que cada Dn debe ser finito, por tanto D es a lo sumo numerable.
¤
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Veremos el estudio de la derivabilidad de funciones monótonas.

Definición 13 Sea f definida en un entorno de x0. Llamaremos derivada superior y derivada
inferior de f por derecha en x0, a los números reales extendidos

D+ f (x0) = lı́m
h→0+

f (x0+h)− f (x0)

h
D+ f (x0) = lı́m

h→0+

f (x0+h)− f (x0)

h

y llamaremos derivada superior y derivada inferior de f por izquierda en x0, a los números
reales extendidos

D− f (x0) = lı́m
h→0−

f (x0+h)− f (x0)

h
D− f (x0) = lı́m

h→0−

f (x0+h)− f (x0)

h

Observación: Es claro que D+ f (x0) ≥ D+ f (x0) y D− f (x0) ≥ D− f (x0). Si D+ f (x0) = D+ f (x0) =
D− f (x0) = D− f (x0) , ±∞, diremos que f es derivable en x0 y llamaremos derivada de f en x0 al

valor común, que notamos f ′(x0) y que coincide con lı́m
h→0

f (x0+h)− f (x0)

h
.

Si f está definida en un semientorno de x0, tienen sentido solamente las derivadas obtenidas in-
crementando hacia el lado que permite el semientorno.

Definición 14 Sea I una familia de intervalos. Diremos que I cubre a E en el sentido de Vitali
si para cada ε > 0 y cada x ∈ E existe I ∈ I tal que x ∈ I y l(I) < ε.

Lema 7 (Vitali) Sea E un conjunto de medida exterior finita y sea I una familia de intervalos
que cubre a E en el sentido de Vitali. Entonces dado ε > 0 existe una colección finita disjunta
{I1, ..., IN} ⊂ I tal que (m∗ exterior de Lebesgue)

m∗(E −
N⋃

n=1
In) < ε

dem: no la vemos. ¤

Teorema 12 (Lebesgue) Sea f una función creciente sobre [a, b]. Entonces f es derivable pctp en
[a, b]. La derivada f ′ es medible y

∫ b

a
f ′(x)dx ≤ f (b) − f (a)

dem: Comenzaremos demostrando que

D− f (x) = D+ f (x) = D+ f (x) = D− f (x) pctx

Bastará probar que
D+ f (x) ≤ D+ f (x) pctp en [a, b] (15)

En efecto, si tomamos f ∗(x)=− f (−x); f ∗ será también una función creciente ( f ∗ es la
reflexión respecto del origen).
Además,

D+ f ∗(x) = D− f (−x) y D− f ∗(x) = D+ f (−x) (16)

De (15) aplicada a f y a f ∗, y de (16), sigue que

D+ f (x) ≤ D+ f (x) ≤ D− f (x) = D+ f ∗(−x) ≤ D− f ∗(−x) = D+ f (x) ≤ D+ f (x)
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De modo que resultará

D− f (x) = D+ f (x) = D+ f (x) = D− f (x) pctp en [a, b]

Consideremos entonces el conjunto medible

E = {x ∈ [a, b] : D+ f (x) > D− f (x)}

Mostraremos que m(E) = 0, o lo que es equivalente que m∗(E) = 0. Observemos que

E =
⋃

u,v∈Q
u>v

Eu,v

donde Eu,v={x ∈ [a, b] : D+ f (x) > u > v > D− f (x)}. Bastará probar que m ∗ (Eu,v) = 0. Sea
s = m∗(Eu,v). Dado ε > 0, sea O un abierto tal que

Eu,v ⊂ O y m(O) < s + ε

Consideremos un punto cualquiera x ∈ Eu,v. Puesto que

D− f (x) = lim
h→0+

f (x − h) − f (x)

−h

tenemos que ∀σ > 0,∃h < σ tal que [x − h, x] ⊂ O y
f (x−h)− f (x)

−h
< v. Esto es, la familia de

intervalos
{[x − h, x] ⊂ O : f (x) − f (x − h) < vh}

es un cubrimiento de Vitali del conjunto Eu,v.
Veamos que, aplicando el Lema de Vitali, podemos elegir una colección finita disjunta
I1, ..., IN cuyos interiores cubren un subconjunto A de Eu,v tal que

m∗(A) > s − ε

En efecto, de acuerdo con el Lema de Vitali, existe una colección finita disjunta I1, ..., IN

tal que

m∗(Eu,v −
N⋃

n=1
In) < ε

Sea A = Eu,v
⋂ N⋃

n=1
I◦n. Tendremos entonces que

Eu,v = A
⋃

(Eu,v −
N⋃

n=1
I◦n)

y por lo tanto

s = m∗(Eu,v) ≤ m∗(A) +m∗(Eu,v −
N⋃

n=1
I◦n) < m∗(A) + ε

de donde resulta
m∗(A) > s − ε

Para cada intervalo, In = [xn − hn, xn] tenemos

f (xn) − f (xn − hn) < v hn n = 1, ...,N
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Sumando sobre estos intervalos, obtenemos

N∑

n=1
f (xn) − f (xn − hn) < v

N∑

n=1
hn < v m(O) < v(s + ε)

Sea ahora un punto cualquiera y ∈ A. De la definición de A, tendremos que y ∈ In para
algún n = 1, ...,N y además D+ f (y) > u. En consecuencia, ∀σ > 0,∃k, 0 < k < σ, tal que
[y, y + k] ⊂ I◦n para algún n = 1, ...,N y

f (y + k) − f (y) > u k.

La familia de intervalos

J = {[y, y + k] : f (y + k) − f (y) > u k}

es un cubrimiento de Vitali del conjunto A. Usando otra vez el Lema de Vitali, po-
demos seleccionar una colección finita {J1, ..., JM} de tales intervalos que cubren a un
subconjunto B de A, tal que

m∗(B) > s − 2ε

Para cada intervalo Ji = [yi, yi + ki] tenemos

f (yi + ki) − f (yi) > u ki

y sumando sobre estos intervalos obtenemos

M∑

i=1
f (yi + ki) − f (yi) > u

M∑

i=1
ki > u(s − 2ε)

Cada intervalo Ji está contenido en algún intervalo In, y si sumamos sobre aquellos
para los cuales Ji ⊂ In, obtenemos

∑

i:Ji⊂In

( f (yi + ki) − f (yi)) ≤ ( f (xn) − f (xn + hn))

y en consecuencia,
u(s − 2ε) < v(s + ε)

Puesto que esto vale para cada ε > 0, se concluye que

u s ≤ v s

Siendo u > v, sigue que s = 0, esto es que m∗(Eu,v) = 0, con lo que queda demostrado
que m∗(E) = 0. Hemos mostrado ası́ que existe el lı́mite

g(x) = lı́m
h→0

f (x + h) − f (x)

h
pctp en [a, b]

aunque podrı́a eventualmente, ser ±∞. f será derivable en los puntos en que g sea
finita.
Sea gn = n [ f (x + 1

n
) − f (x)] para x ∈ [a, b] donde hemos extendido f (x) = f (b) para

x ≥ b. Cada gn es medible y gn → g pctp, de modo que g es medible. Además, puesto
que f es creciente, resulta gn ≥ 0. Aplicando el Lema de Fatou, obtenemos

∫ b

a
g(x)dx ≤ lim

∫ b

a
gn(x)dx = lim n

∫ b

a
[ f (x + 1

n
) − f (x)]dx (17)
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Observemos que, por ser f creciente en [a, b] es integrable Riemann en [a, b], de modo
que en (17) podemos ver la integral como integral de Riemann. Ahora,

n
∫ b

a
[ f (x + 1

n
) − f (x)]dx = n

∫ b

a
f (x + 1

n
)dx − n

∫ b

a
f (x)dx =

= n
∫ b+ 1

n

a+ 1
n

f (x)dx − n
∫ b

a
f (x)dx = n

∫ b+ 1
n

b
f (x)dx − n

∫ a+ 1
n

a
f (x)dx ≤

≤ n f (b + 1
n
) 1

n
− n f (a) 1

n
= f (b + 1

n
) − f (a)

Volviendo a (17), obtenemos

∫ b

a
g(x)dx ≤ lim( f (b + 1

n
) − f (a)) = f (b) − f (a)

Esto muestra que g es integrable y en consecuencia finita pctp, lo que prueba que f es
derivable pctp y f ′ = g pctp. ¤

6.2. F  ́ .

Definición 15 Sea f una función definida en [a, b]. Si existe una constante M tal que, cualquiera
sea la partición P = {x0, ..., xn} del [a, b] resulta

SVAP =
n∑

k=1

| f (xk) − f (xk−1)| ≤M

diremos que f es una función de variación acotada en [a, b] (VA). Si f es VA, llamaremos variación
total de f en [a, b] que notamos V f [a, b] al supremo de las SVA sobre todas las particiones de [a, b],
esto es

V f [a, b] = sup{
n∑

k=1

| f (xk) − f (xk−1)| : P ∈ P[a, b]}

siendo P[a, b] la familia de todas las particiones del intervalo [a, b]. Resulta que V f [a, b] ≤M.

Teorema 13 i) Si f es monótona en [a, b] es VA en [a, b] y V f [a, b] = | f (b) − f (a)|.
ii) Si f es continua en [a, b] y derivable en (a, b), siendo f ′ acotada, f es VA en [a, b] y V f [a, b] ≤
sup
[a,b]

| f ′(x)|(b − a).

iii) Si f es VA en [a, b], f es acotada en [a, b].

dem: i) Supongamos f creciente, si P ∈ P[a, b], será f (xk) − f (xk−1) > 0, luego
n∑

k=1

| f (xk) −

f (xk−1)| =
n∑

k=1

f (xk)− f (xk−1) = f (b)− f (a) =M ≥ 0, como P es arbitraria se tiene que f es

VA y V f [a, b] = sup{
n∑

k=1

| f (xk) − f (xk−1)| : P ∈ P[a, b]} = sup( f (b) − f (a)) = f (b) − f (a). Si

f fuese decreciente tendrı́amos
n∑

k=1

| f (xk) − f (xk−1)| =
n∑

k=1

− f (xk) + f (xk−1) = f (a) − f (b) =

M ≥ 0, luego V f [a, b] = f (a) − f (b). Por lo tanto, f monótona es V f [a, b] = | f (b) − f (a)|.
ii) f continua en [a, b] y derivable en (a, b), siendo f ′ acotada, existe M > 0 tal que
| f ′(x)| ≤ M. Sea P ∈ P[a, b], para cada k = 1, ...,n si aplicamos TVM tenemos | f (xk) −
f (xk−1)| = | f ′(ck)|∆xk para algún ck ∈ [xk−1, xk], será

n∑

k=1

| f (xk) − f (xk−1)| =
n∑

k=1

| f ′(ck)|∆xk ≤
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M
n∑

k=1

∆xk = M(b − a) = M′′. Luego f es VA. Pero esto es válido para toda P ∈ P[a, b],

donde M es cota superior de | f ′(x)| en [a, b], en particular para el sup
[a,b]

| f ′(x)| tendremos

que

V f [a, b] = sup{
n∑

k=1

| f (xk) − f (xk−1)| : P ∈ P[a, b]} ≤ sup
[a,b]

| f ′(x)|(b − a)

iii) f es VA en [a, b]. Supongamos que f no es acotada en [a, b], ∀n, existirá xn ∈ [a, b] tal
que | f (xn)| > n.Tomamos la P = {a, xn, b} ∈ P[a, b].Entonces | f (a)− f (xn)|+| f (xn)− f (b)| =
| f (xn) − f (a)| + | f (xn) − f (b)| ≥ |2 f (xn) − ( f (a) + f (b))|. Sea n tal que | f (a) + f (b)| < n (es
posible pues | f (a) + f (b)| < ∞) pues f es VA. Luego

2| f (xn)| − | f (a) + f (b)| > 2n − n = n

y esto contradice que f es VA, por tanto f es acotada. ¤

Ejemplo 2 La función f definida por

f (x) =

{

x cos π
2x

si 0 < x ≤ 1
0 si x = 0

es continua pero no VA. En efecto sea P = {0, { 1
2k

: k = 1, ...n}, 1} entonces
n∑

k=1

| f (xk) − f (xk−1)| =
n∑

k=1

| (−1)k

2k
− (−1)k−1

2(k−1)
| =

n∑

k=1

|(−1)k k−1+k
2k(k−1)

| y
∞∑

k=1

2k−1
2k(k−1)

diverge.

Teorema 14 Sean f , g funciones VA en [a, b] entonces:

i) f+g, f−g y f g son VA en [a, b] y V f±g[a, b] ≤ V f [a, b]+Vg[a, b],V f g[a, b] ≤ AV f [a, b]+BVg[a, b]
siendo A = sup

[a,b]

|g(x)| y B = sup
[a,b]

| f (x)|.

ii) Si | f (x)| ≥ m > 0 ∀x ∈ [a, b],
1

f
es VA en [a, b] y V 1

f

[a, b] ≤ 1
m2 V f [a, b].

dem: Sea P ∈ P[a, b], por ser f , g VA en [a, b] existen M,N tales que
n∑

k=1

| f (xk) − f (xk−1)| ≤ M

y
n∑

k=1

|g(xk) − g(xk−1)| ≤ N.

i) Tenemos que
n∑

k=1

|( f ± g)(xk) − ( f ± g)(xk−1)| =
n∑

k=1

| f (xk) ± g(xk) − f (xk−1) ∓ g(xk−1)| ≤
n∑

k=1

| f (xk) − f (xk−1)| +
n∑

k=1

|g(xk) − g(xk−1)| ≤M +N, luego f ± g es VA. Además

sup
P∈P[a,b]

n∑

k=1

|( f ± g)(xk)− ( f ± g)(xk−1)| ≤ sup
P∈P[a,b]

n∑

k=1

| f (xk)− f (xk−1)|+ sup
P∈P[a,b]

n∑

k=1

|g(xk)− g(xk−1)|

entonces V f±g[a, b] ≤ V f [a, b] + Vg[a, b].
Para el producto f g, sean A = sup

[a,b]

|g(x)| y B = sup
[a,b]

| f (x)| que resultan finitos por ser

f , g VA.
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Tenemos |( f g)(xk)−( f g)(xk−1)| = | f (xk)g(xk)− f (xk)g(xk−1)+ f (xk)g(xk−1)− f (xk−1)g(xk−1)| ≤
| f (xk)||g(xk) − g(xk−1)| + |g(xk−1)|| f (xk) − f (xk−1)| ≤ B|g(xk) − g(xk−1)| + A| f (xk) − f (xk−1)|,
luego sumando tenemos

n∑

k=1

|( f g)(xk) − ( f g)(xk−1)| ≤ BN + AM

es decir f g es VA, además tomando sup
P∈P[a,b]

tenemos

V f g[a, b] ≤ AV f [a, b] + BVg[a, b]

ii) Ahora | 1
f (xk)
− 1

f (xk−1)
| = | f (xk−1)− f (xk)

f (xk) f (xk−1)
| ≤ 1

m2 | f (xk) − f (xk−1)| luego
n∑

k=1

| 1
f (xk)
− 1

f (xk−1)
| ≤

1
m2

n∑

k=1

| f (xk) − f (xk−1)| ≤ M
m2 , ası́ 1

f
es VA y además tomando sup

P∈P[a,b]

tenemos V 1
f

[a, b] ≤
1

m2 V f [a, b]. ¤

Teorema 15 Si f es VA en [a, b] y a < c < b entonces f es VA en [a, c] y en [c, b] y V f [a, b] =
V f [a, c] + V f [c, b].

dem: ejercicio de la prática. ¤

Teorema 16 (Caracterización de funciones de VA) Sea f definida en [a, b] a valores reales
entonces f es VA en [a, b] si y sólo si f es diferencia de dos funciones crecientes en [a, b].

dem:⇒) Sea f VA en [a, b], definimos la función V en [a, b] por

V(x) =

{

V f [a, x] si a < x ≤ b
0 si x = a

Observemos que está bien definida, mostraremos que V es creciente en [a, b]. Sean
a ≤ x < y ≤ b. Si x = a o y = b es inmediato que V(x) ≤ V(y). Si a < x < y < b
por teorema anterior f es VA en [a, x] y en [x, y], siendo V f [a, y] =V f [a, x]+V f [x, y]
de donde V f [a, x] ≤V f [a, y] es decir V(x) ≤ V(y). Veamos que también g = V − f es
creciente en [a, b], pues g(y)−g(x) = V(y)− f (y)−V(x)+ f (x) =V f [a, y]−V f [a, x]−( f (y)−
f (x)) ≥V f [x, y] − | f (y) − f (x)| ≥ 0, luego f = V − g es diferencia de dos crecientes.
⇐) Trivial pues si f = g − h con g, h crecientes, serán g, h de VA por teorema 13 y
entonces f es VA por teorema 14. ¤

Corolario 4 si f es VA en [a, b] entonces f es derivable pctp en [a, b].

dem: Resulta inmediato por teorema 12 y 16. ¤

6.3. D   ́ .

Definición 16 Sea f integrable sobre todo conjunto compacto de cierto intervalo I de R. Si a, b ∈ I

ponemos
∫ b

a
f (x)dx =

∫

[a,b]
f dx si a < b o

∫ b

a
f (x)dx = −

∫

[b,a]
f dx si a > b y

∫ b

a
f (x)dx = 0 si a = b.

Si además x0 ∈ I, diremos que la función Fx0
definida sobre I por

Fx0
(x) =

∫ x

x0
f (t)dt

es una función integral de f .
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Lema 8 Sea f ≥ 0 integrable sobre E entonces dado ε > 0 existe δ > 0 tal que para todo A ⊂ E con

m(A) < δ resulta
∫

A
f (x)dx < ε.

dem: ejercicio de la práctica. ¤

Teorema 17 Si f integrable sobre [a, b] entonces la función integral F(x) =
∫ x

a
f (t)dt es continua

de VA en [a, b]. En consecuencia, derivable pctp en [a, b].

dem: Por lema anterior sigue la continuidad, pues si x0 ∈ [a, b] y ε > 0 existe δ > 0 tal que

si A ⊂ [a, b], m(A) < δ es
∫

A

∣
∣
∣ f (t)
∣
∣
∣ dt < ε entonces si |x − x0| < δ resultará |F(x) − F(x0)| ≤

∫ x

x0
| f (t)|dt < ε, entonces F continua en cada x0.Veamos que es VA, sea P ∈ P[a, b], luego

n∑

k=1

|F(xk)−F(xk−1)| =
n∑

k=1

|
∫ xk

xk−1
f (t)dt| ≤

n∑

k=1

∫ xk

xk−1
| f (t)|dt =

∫ b

a
| f (t)|dt < ∞, pues f integrable,

entonces F es VA y VF[a, b] ≤
∫ b

a
| f (t)|dt. ¤

Lema 9 Si f integrable sobre [a, b] y
∫ x

a
f (t)dt = 0 ∀x ∈ [a, b] entonces f = 0 pctp en [a, b].

dem: ejercicio de la práctica. ¤

Teorema 18 Sea f integrable en [a, b] y sea F(x) =
∫ x

a
f (t)dt, ∀x ∈ [a, b] entonces F′(x) = f (x) pctp

en [a, b].

dem: De acuerdo con el teorema 17, F resulta derivale pctp de [a, b]. Para mostrar que
F′(x) = f (x) en [a, b], descomponemos la prueba en dos casos:
1er. caso: Supondremos f acotada, esto es ∃k tal que | f (x)| ≤ k ∀x ∈ [a, b].
Consideramos la sucesión de funciones ( fn) definidas por:

fn(x) = n
(

F(x + 1
n
) − F(x)

)

= n
∫ x+ 1

n

x
f (t)dt

Entonces, cada fn, resulta acotada

| fn(x)| ≤ k ∀x ∈ [a, b], n ∈N

y fn −→ F′(x) pctp en [a, b].
Fijemos c ∈ [a, b] y apliquemos el teorema de la convergencia dominada sobre [a, c].
Obtenemos,

∫ c

a
F′(x)dx = lı́m

n→+∞

∫ c

a
fn(x)dx = lı́m

n→+∞
n
∫ c

a
(F(x + 1

n
) − F(x))dx =

= lı́m
n→+∞

n
(∫ c

a
F(x + 1

n
)dx −

∫ c

a
F(x)dx

)

(18)

Ahora, las integrales en (18) son integrales de Riemann, pues F es continua. Haciendo
un cambio de variable en la primera integral, obtenemos:

∫ c

a
F(x + 1

n
)dx =

∫ c+ 1
n

a+ 1
n

F(x)dx

Por lo tanto,
∫ c

a
F′(x)dx = lı́m

n→+∞
n
(
∫ c+ 1

n

a+ 1
n

F(x)dx −
∫ c

a
F(x)dx

)

=
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= lı́m
n→+∞

n
(
∫ c+ 1

n

c
F(x)dx −

∫ a+ 1
n

a
F(x)dx

)

(19)

Consideremos la función integral de F

φ(x) =
∫ x

a
F(t)dt

Puesto que F es continua, del 1er. Teorema Fundamental de Cálculo para integrales
de Riemann, sabemos que φ(x) es derivable en [a, b], y que

φ′(x) = F(x) ∀x ∈ [a, b]

Además, el 2do. Teorema Fundamental del Cálculo nos dice que:

∫ β

α
F(x)dx = φ(β) − φ(α) ∀α, β ∈ [a, b]

Ahora, podemos expresar (19) de la siguiente manera:

∫ c

a
F′(x)dx = lı́m

n→+∞
n
[

(φ(c + 1
n
) − φ(c)) − (φ(a + 1

n
) − φ(a))

]

=

= lı́m
n→+∞

n
(

φ(c + 1
n
) − φ(c)

)

− lı́m
n→+∞

n
(

φ(a + 1
n
) − φ(a)

)

=

φ′(c) − φ′(a) = F(c) − F(a) = F(c) =
∫ c

a
f (x)dx

En consecuencia,
∫ c

a
(F′(x) − f (x))dx = 0

Esto vale cualquiera sea c ∈ [a, b]. Del lema 9 sigue entonces que F′(x) = f (x) pctp en
[a, b]
2do. caso: Sea f integrable en [a, b]. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
f ≥ 0. Definamos la sucesión ( fn) poniendo,

fn(x) =





f (x) si f (x) ≤ n

n si f (x) > n

Tenemos ası́ que 0 ≤ fn(x) ≤ n ∀x ∈ [a, b], ( fn) es una sucesión creciente, fn ≤ f y
lı́m
n→∞

fn(x) = f (x) ∀x ∈ [a, b]. Definamos

Gn(x) =
∫ x

a
( f (t) − fn(t))dt

Puesto que f − fn ≥ 0, Gn es una función creciente de x y por lo tanto derivable pctp y
su derivada debe ser no negativa. Ahora, por el 1er. caso, se tiene

(
∫ x

a
fn(t)dt)′ = fn(x) pctp en [a, b]

Siendo
F(x) = Gn(x) +

∫ x

a
fn(t)dt

tendremos

F′(x) = G′n(x) + (
∫ x

a
fn(t)dt)′ = G′n(x) + fn(x) pctp en [a, b]
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de donde
F′(x) ≥ fn(x) pctp en [a, b].

Tomando lı́mite cuando n→∞, se obtiene

F′(x) ≥ f (x) pctp en [a, b] (20)

Integrando sobre [a, b] sigue que

∫ b

a
F′(x)dx ≥

∫ b

a
f (x)dx = F(b) = F(b) − F(a)

Por otra parte, de acuerdo con el Teorema de Lebesgue

∫ b

a
F′(x)dx ≤ F(b) − F(a)

Será entonces ∫ b

a
F′(x)dx = F(b) − F(a) =

∫ b

a
f (x)dx

de donde ∫ b

a
(F′(x) − f (x))dx = 0 (21)

Además, de acuerdo con (20)

F′(x) − f (x) ≥ 0 pctp en [a, b] (22)

De (21) y (22) se concluye que debe ser F′(x) − f (x) = 0 pctp en [a, b]; o sea F′(x) = f (x)
pctp en [a, b]. ¤

6.4. F  .

Reconstrucción de una función a partir de su derivada.

Definición 17 Sea f una función a valores reales definida sobre el intervalo [a, b]. Diremos que f
es absolutamente continua en [a, b] AC si para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que para toda familia
finita de intervalos {(xk, x′k)}nk=1

disjuntos dos a dos, contenidos en [a, b] y tal que

n∑

k=1

(x′k − xk) < δ (A)

resulta
n∑

k=1

| f (x′k) − f (xk)| < ε (B)

Observación 8 1) Si f es AC en [a, b], f es continua en [a, b] (de hecho uniformemente continua),
pues si vale (A)⇒ (B) para toda familia finita, vale para la familia {(x, y)} con x, y ∈ [a, b] y resulta
f uniformemente continua.

2) Si f es lipschitziana en [a, b], f es AC en [a, b], pues dado ε > 0 y L (cte Lipschitz) será
n∑

k=1

| f (x′
k
)−

f (xk)| ≤
n∑

k=1

L|x′
k
− xk| < Lδ = ε si consideramos δ = ε

L
y una familia que verifica (A).

Lema 10 Si f es AC en [a, b] entonces f es VA en [a, b].
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dem: ejercicio de la práctica. ¤

Ejemplo 3 La función f definida por

f (x) =

{

x cos π
2x

si 0 < x ≤ 1
0 si x = 0

es continua en [0, 1] pero no AC en [0, 1], pues vimos que no es VA.

Corolario 5 Si f es AC en [a, b] entonces f es derivable pctp en [a, b].

Lema 11 Si f es AC en [a, b] y f ′(x) = 0 pctp en [a, b] entonces f es constante.

dem: ejercicio de la práctica. ¤

Teorema 19 Sea F una función definida en [a, b]. Entonces F es una función integral sii es AC en
[a, b].

dem: ⇒ Supongamos que F sea una función integral sobre [a, b], esto es que existe una
función f integrable en [a, b], tal que

F(x) =
∫ x

a
f (t)dt + F(a)

Veamos que F es AC en [a, b]. Sea ε > 0. De acuerdo con el lema 8, existe δ > 0
tal que A ⊂ [a, b] y m(A) < δ, resulta

∫

A
| f |dx < ε

Consideremos cualquier familia finita disjunta de intervalos {Ik = [xk, x′k]}Nk=1
en [a, b],

tal que
N∑

k=1

(x′k − xk) < δ.

Sea A =
N⋃

k=1

(xk, x
′
k). Tenemos ası́ que m(A) < δ y, del lema 8 sigue que

∫

A
| f |dx =

N∑

k=1

∫ x′
k

xk
| f (x)|dx < ε

Por lo tanto
N∑

k=1

|F(x′k) − F(xk)| =
N∑

k=1

|
∫ x′

k

xk
f (t)dt| ≤

N∑

k=1

∫ x′
k

xk
| f (t)dt| < ε

Queda probado que F es AC en [a, b].
⇐ Supongamos que F sea AC en [a, b] y sea F′ = f . Veremos que f es integrable sobre
[a, b] y que

F(x) =
∫ x

a
f (t)dt + F(a) x ∈ [a, b]

F es diferencia de dos funciones crecientes en [a, b], F1 y F2, o sea

F(x) = F1(x) − F2(x)
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Resultando
|F′(x)| ≤ F′1(x) + F′2(x) pctp en [a, b].

Del Teorema de Lebesgue, sigue que

∫ b

a
F′

1
(x)dx ≤ F1(b) − F1(a) y

∫ b

a
F′2(x)dx ≤ F2(b) − F2(a)

y por lo tanto,
∫ b

a
|F′(x)|dx ≤ F1(b) + F2(b) − F1(a) − F2(a) < +∞

lo que muestra que f = F′ es integrable en [a, b].
Consideremos la función integral

G(x) =
∫ x

a
f (t)dt

G es AC en [a, b], siendo G′(x) = f (x) pctp en [a, b]. Por lo tanto es AC también la
función ψ = F − G; siendo

ψ′(x) = F′(x) − G′(x) = f (x) − f (x) = 0

pctp en [a, b]. De acuerdo con el lema 11, será

ψ ≡ cte en [a, b].

Resulta,
F(x) = G(x) + C ∀x ∈ [a, b]

donde C es una constante. Puesto que G(a) = 0, resulta C = F(a), y entonces F(x) =
∫ x

a
f (t)dt + F(a). ¤

Corolario 6 Toda función AC es función integral de su derivada.
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Parte VI

L   L Lp.

§1. B   ́ .

1. I́  ́     B.
1.1. E .

Definición 1 Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo K (R o C). Una norma sobre X es una
función

‖·‖ : X→ R
x → ‖x‖

con las siguientes propiedades, ∀x, y ∈ X y ∀λ ∈ K :
N1) ‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0 sii x = 0 ∈ X
N2) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖
N3)
∥
∥
∥x + y

∥
∥
∥ ≤ ‖x‖ +

∥
∥
∥y
∥
∥
∥

El par (X, ‖·‖) constituye un espacio normado.

Observación 1 De N2 surge ‖0‖ = 0, por lo tanto en N1 basta pedir ‖x‖ = 0⇒ x = 0.

Definición 2 Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo K (R o C). Una seminorma sobre X es
una función

p : X→ R
x → p(x)

con las siguientes propiedades, ∀x, y ∈ X y ∀λ ∈ K :
SN1) p(x) ≥ 0
SN2) p(λx) = |λ|p(x)
SN3) p(x + y) ≤ p(x) + p(y)

Observación 2 Si p es seminorma puede existir x , 0 tales que p(x) = 0. Si p es seminorma tal
que p(x) = 0⇒ x = 0 entonces p es norma. Toda norma es seminorma.

Ejemplo 1 Ejemplos de espacios normados y seminormados.

1) X = R sobre R, ‖x‖ = |x|

2) X = Rn sobre R, ‖x‖2 = (
n∑

k=1

x2
k
)1/2 norma euclı́dea, ‖x‖1 =

n∑

k=1

|xk|, ‖x‖∞ = máx
1≤k≤n

|xk|,

‖x‖p = (
n∑

k=1

|xk|p)1/p para 1 ≤ p < ∞.

3) X = Cn sobre C, ‖x‖p = (
n∑

k=1

|xk|p)1/p para 1 ≤ p < ∞, ‖x‖∞ = máx
1≤k≤n

|xk|.

4) X =Mm×n(K) sobreK, A = (ai j)m×n, ‖A‖p = (
m∑

i=1

n∑

j=1

∣
∣
∣ai j

∣
∣
∣
p
)1/p para 1 ≤ p < ∞, ‖A‖∞ =máx

1≤i≤m
1≤ j≤n

|ai j|.
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5) X = C[a, b] sobre K,
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

1
=
∫ b

a
| f (t)|dt,

∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

p
=

(
∫ b

a
| f (t)|pdt

)1/p

, para 1 ≤ p < ∞,
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥∞ =

máx
t∈[a,b]

| f (t)|.

6) Espacio seminormado, X = SC[a, b] sobre K, funciones seccionalmente continuas,
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

1
=

∫ b

a
| f (t)|dt es una seminorma pues

∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

1
= 0 ; f = 0, siendo

∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

1
= 0 ⇒ f = 0 salvo núme-

ro finito de puntos de discontinuidad.

7) N = { f ∈ SC[a, b] : f (x) = 0 salvo número finito de puntos}⊂
se

SC[a, b]. Relacionamos

f ∼ g⇔ f − g ∈ N. Ponemos SC[a, b]Á ∼ = {[ f ] : f ∈ SC[a, b]} en este espacio
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

1
=
∫ b

a
| f (t)|dt

es una norma.

1.2. M́    . C.

Proposición 1 Sea (X, ‖·‖) un espacio normado. Entonces la función

d : X × X→ R
(x, y) → d(x, y) =

∥
∥
∥x − y

∥
∥
∥

es una métrica sobre X, que llamaremos métrica inducida por la norma ‖·‖ .

Nota 1 Un espacio normado se considerará un espacio métrico con la métrica inducida.

Definición 3 Se dice que (xn) converge a x ∈ (X, ‖·‖) si lı́m
n→∞
‖xn − x‖ = 0.

Lema 1 Si (xn) converge el lı́mite es único, (todo espacio métrico es T2).

Proposición 2 Sea (X, ‖·‖) un espacio normado y sean (xn), (yn) sucesiones en X, (λn) ⊂ K, tales
que xn → x, yn → y y λn → λ. Entonces:

i) continuidad de la norma: ‖xn‖ → ‖x‖
ii) continuidad de la suma: xn + yn → x + y
iii) continuidad del producto por escalar: λnxn → λx

Definición 4 Sea (xn) una sucesión en (X, ‖·‖) y sea Sn =
n∑

k=1

xk. Si Sn → S en X se dice que la serie

∞∑

k=1

xk es convergente y que S es su suma, escribimos S =
∞∑

k=1

xk, entonces será lı́m
n→∞

∥
∥
∥
∥
∥

n∑

k=1

xk − S

∥
∥
∥
∥
∥
= 0.

Si la serie numérica
∞∑

k=1

‖xk‖ es convergente, diremos que
∞∑

k=1

xk es absolutamente convergente.

1.3. C. E  B.

Definición 5 Se dice que (xn) en (X, ‖·‖) es una sucesión de Cauchy sii ⌈∀ε > 0 existe Nε tal que
si n,m ≥ Nε ⇒ ‖xn − xm‖ < ε⌋ (CC).

Observación 3 Toda sucesión convergente es de Cauchy.

Definición 6 Diremos que (X, ‖·‖) es completo si toda sucesión de Cauchy es convergente. Un
espacio normado completo se denomina espacio de Banach.
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Ejemplo 2 1) (R,|x|) es completo. 2) (Rn, ‖x‖p), (Rn, ‖x‖∞), (Cn, ‖x‖p), (Cn, ‖x‖∞) son completos.

3) (Mm×n(K),‖A‖p) es completo, (Mm×n(K),‖A‖∞) es completo?. 4) C[a, b],
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥∞ = máx

t∈[a,b]
| f (t)| ,

una sucesión ( fn)→ f según ‖·‖∞ sii
∥
∥
∥ fn − f

∥
∥
∥∞ = máx

t∈[a,b]
| fn(t) − f (t)| → 0 sii ∀ε > 0 existe Nε tal

que máx
t∈[a,b]

| fn(t)− f (t)| < ε ∀n ≥ Nε sii ∀ε > 0 existe Nε tal que | fn(t)− f (t)| < ε ∀n ≥ Nε ∀t ∈ [a, b]

sii hay convergencia uniforme.

Observación 4

fn
‖·‖∞→ f ⇔ fn

cu→ f

fn
‖·‖∞→ f ⇒ fn

‖·‖1→ f

fn
‖·‖1→ f ; fn

‖·‖∞→ f

Pues
∥
∥
∥ fn − f

∥
∥
∥

1
=
∫ b

a
| fn(t) − f (t)|dt ≤

∥
∥
∥ fn − f

∥
∥
∥∞ (b − a)→ 0. Considerar la sucesión de triángulos

con picos de altura 1 en 1
2n , fn → 0 puntualmente pero no uniformemente.

Teorema 1 (X, ‖·‖) es completo sii toda serie absolutamente convergente es convergente.

Aplicación: (Mn(C),‖A‖1) es completo. Consideramos x′ = Ax, la solución x(t) = eAt don-

de eA = I +
∞∑

k=1

Ak

k!
. Como

∞∑

k=1

‖Ak‖1

k!
≤

∞∑

k=1

‖A‖k1
k!
≤ e‖A‖1 < ∞, luego

∞∑

k=1

‖Ak‖1

k!
(C) ⇒

∞∑

k=1

Ak

k!
(C)

absolutamente.

1.4. S. D. S .

Definición 7 Sea (X, ‖·‖) y sea Y ⊂
se

X entonces (Y, ‖·‖) es un subespacio normado. Diremos que

Y es subespacio cerrado si lo es como subconjunto de (X, ‖·‖) en la topologı́a métrica inducida por
la norma.

Proposición 3 Si Y es subespacio de (X, ‖·‖) entonces Ȳ es subespacio cerrado de (X, ‖·‖) .

Definición 8 Diremos que D en (X, ‖·‖) es denso en X sii D̄ = X.

Definición 9 Diremos que S en (X, ‖·‖) es un sistema completo si la cápsula lineal de S es densa

en X, es decir L(S) = X.

Teorema 2 (Weierstrass) Sea f ∈ C[a, b] entonces ∀ε > 0 existe p ∈ P[a, b] (polinomio) tal que
máx

[a,b]
|p(x) − f (x)| < ε.

Ejemplo 3 1) P[a, b] (polinomios) es denso en C[a, b] con ‖·‖∞ . 2) En (C[a, b], ‖·‖∞) el conjunto
S = {1, x, x2, ..., xn, ..} es un sistema completo.
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1.5. T .

Definición 10 Sean X e Y espacios vectoriales sobre K, se dice que una aplicación T : X → Y es
una transformación lineal sii T(λx) = λT(x) y T(x1 + x2) = T(x1) + T(x2) ∀λ ∈ K, ∀x1, x2 ∈ X.
Si Y = K, la transformación lineal se llama funcional lineal.

Proposición 4 Sean (X, ‖·‖X), (Y, ‖·‖Y) espacios normados y T : X→ Y lineal entonces son equiva-
lentes:

i) T continua
ii) T continua en x = 0.
iii) Existe k ≥ 0 tal que ‖T(x)‖Y ≤ k ‖x‖X ∀x ∈ X.

Proposición 5 Sean (X, ‖·‖X), (Y, ‖·‖Y) y T : X→ Y lineal y continua. Entonces

ı́nf{k ≥ 0 : ‖T(x)‖Y ≤ k ‖x‖X ∀x ∈ X} = sup{ ‖T(x)‖Y
‖x‖X : x , 0} = sup{‖T(x)‖Y : ‖x‖X = 1}

Definición 11 Sean (X, ‖·‖X), (Y, ‖·‖Y) y T : X→ Y lineal y continua. Llamaremos norma de T al

número ‖T‖ = sup
x,0

‖T(x)‖Y
‖x‖X = sup

‖x‖=1

‖T(x)‖Y = ı́nf{k ≥ 0 : ‖T(x)‖Y ≤ k ‖x‖X ∀x ∈ X}.

Observación 5 1) ‖T(x)‖Y ≤ ‖T‖ ‖x‖X ∀x ∈ X. 2) ‖T(x)‖Y ≤ k ‖x‖X ∀x ∈ X⇒ ‖T‖ ≤ k.

Ejemplo 4 1) X espacio vectorial, dim X = n, BX = {v1, ..., vn}, Y espacio vectorial, dim Y = m,
BY = {w1, ...,wm}, toda T : X→ Y lineal es continua.

2) X = Y = C[a, b], k(x, y) ∈ C([a, b] × [a.b]), para cada f ∈ C[a, b] definimos T f (x) =
∫ b

a
k(x, y) f (y)dy, T está bien definida pues k(x, y) f (y) es continua en y y por tanto integrable

en [a, b]. Además T f ∈ C[a, b] y lineal y como

∣
∣
∣T f (x)

∣
∣
∣ ≤
∫ b

a

∣
∣
∣k(x, y)

∣
∣
∣

∣
∣
∣ f (y)

∣
∣
∣ dy

será T continua con respecto a las normas definidas en C[a, b], en efecto

∥
∥
∥T f
∥
∥
∥

1
=
∫ b

a

∣
∣
∣T f (x)

∣
∣
∣ dx ≤

∫ b

a

∫ b

a

∣
∣
∣k(x, y)

∣
∣
∣

∣
∣
∣ f (y)

∣
∣
∣ dydx =

∫ b

a

∫ b

a

∣
∣
∣k(x, y)

∣
∣
∣

∣
∣
∣ f (y)

∣
∣
∣ dxdy

=
∫ b

a
(
∫ b

a

∣
∣
∣k(x, y)

∣
∣
∣ dx)
∣
∣
∣ f (y)

∣
∣
∣ dy

≤ K
∫ b

a
(
∫ b

a
1dx)
∣
∣
∣ f (y)

∣
∣
∣ dy = K(b − a)

∫ b

a

∣
∣
∣ f (y)

∣
∣
∣ dy = K(b − a)

∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

1

Proposición 6 Sean (X, ‖·‖X), (Y, ‖·‖Y) y L(X,Y) = { T : X → Y lineales y continuas}. Entonces
(L(X; Y),‖T‖) es un espacio normado.

Definición 12 Se dice que (Tn) ⊂ L(X,Y) es uniformemente convergente si existe T ∈ L(X,Y)

tal que lı́m
n→∞
‖Tn − T‖ = 0. En tal caso decimos Tn

cu→ T. Observemos que si Tn
cu→ T entonces

Tn(x)→ T(x) en Y ∀x ∈ X si y sólo si lı́m
n→∞
‖Tn(x) − T(x)‖Y = 0.

Teorema 3 Si (X, ‖·‖X) normado y (Y, ‖·‖Y) de Banach entonces (L(X; Y),‖T‖) es de Banach. En
particular el dual de X, X′ = L(X,K) es de Banach.
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1.6. Á  B.

Definición 13 Si (X, ‖·‖X) es de Banach sobre el que está definido un producto

X × X → X

(x, y) → xy

tal que:
i) X con la suma, producto por escalar y producto es un álgebra (no necesariamente con unidad)

ii)
∥
∥
∥xy
∥
∥
∥ ≤ ‖x‖

∥
∥
∥y
∥
∥
∥ (continuidad del producto)

Diremos que X es un álgebra de Banach.

Ejemplo 5 1) (Mn(K),‖A‖1), con AB producto habitual de matrices, es un álgebra de Banach.

2) X espacio métrico compacto, C(X) = { f : X → K : f continua},
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥∞ , f g(x) = f (x)g(x),

entonces C(X) es álgebra de Banach con unidad f = 1.

3) (X, ‖·‖X) de Banach. L(X) = L(X,X), ST = S ◦ T, L(X) es álgebra de Banach con unidad

T = I. Además ‖S ◦ T‖ = sup
x,0

‖S(T(x))‖
‖x‖ ≤ sup

x,0

‖S‖ ‖T(x)‖
‖x‖ = ‖S‖ sup

x,0

‖T(x)‖
‖x‖ ≤ ‖S‖ ‖T‖.

§2. L   L Lp. C.

2. L   L.
2.1. E  L1(X,Φ, µ).

Definición 14 Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida y sea L(X,Φ, µ) el espacio de funciones inte-
grables sobre (X,Φ, µ). Si f ∈ L(X,Φ, µ) definimos

N1( f ) =
∫

X
| f (x)|dµ

Lema 2 L(X,Φ, µ) es un espacio vectorial y N1 es una seminorma sobre L(X,Φ, µ). Además
N1( f ) = 0 sii f (x) = 0 µ−pctp en X.

dem: Por las propiedades de las funciones integrables es claro queL(X,Φ, µ) es un espacio
vectorial. Veamos que N1 es una seminorma, sean f , g ∈ L(X,Φ, µ) y λ ∈ K :

SN1) | f (x)| ≥ 0⇒
∫

| f (x)|dµ ≥ 0⇒ N1( f ) ≥ 0

SN2) λ f ∈ L(X,Φ, µ) ∀λ ∈ K, ∀ f entonces N1(λ f ) =
∫

|λ f (x)|dµ = |λ|
∫

| f (x)|dµ =
|λ|N1( f ).
SN3) | f (x)+g(x)| ≤ | f (x)|+|g(x)|, luego N1( f+g) =

∫

| f (x)+g(x)|dµ ≤
∫

(| f (x)|+|g(x)|)dµ =
∫

| f (x)|dµ +
∫

|g(x)|dµ = N1( f ) +N1(g).

Por lo tanto N1 es seminorma y además N1( f ) =
∫

X
| f (x)|dµ = 0 sii f = 0 µ-pctp. ¤

Lema 3 (Def) La relación f ∼ g⇔ f = g µ-pctp en X es de equivalencia en el espacio L(X,Φ, µ).
Definimos L1(X,Φ, µ) como el espacio cociente L(X,Φ, µ)Á ∼, esto es, el espacio de las clases de
equivalencia [ f ] = {g ∈ L(X,Φ, µ) : f ∼ g}. Ası́

L1(X,Φ, µ) = {[ f ] : f ∈ L(X,Φ, µ)}
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La función

‖·‖1 : L1(X,Φ, µ)→ R
[ f ] →

∥
∥
∥[ f ]
∥
∥
∥

1
= N1( f )

donde f es un representante cualquiera de la clase [ f ], resulta una norma sobre L1(X,Φ, µ).

dem: 1o) Veamos que ∼ es una relación de equivalencia. Sean f , g, h :
i) f = f ∀x⇒ f ∼ f
ii) f ∼ g⇒ f = g µ-pctp⇒ g = f µ-pctp⇒ g ∼ f
iii) f ∼ g y g ∼ h ⇒ f = g µ-pctp⇒ f (x) = g(x) ∀x ∈ CN1 con µ(N1) = 0 y g = h µ-
pctp⇒ g(x) = h(x) ∀x ∈ CN2 con µ(N2) = 0 ⇒ f (x) = h(x) ∀x ∈ CN1 ∩ CN2 y como
CN1 ∩ CN2 = C(N1 ∪N2) con µ(N1 ∪N2

∈Φ
) ≤ µ(N1) + µ(N2) = 0⇒ f = h µ-pctp⇒ f ∼ h.

2o) Veamos que ‖·‖1 es una norma. Está bien definida pues sean f , g tales que [ f ] =

[g]⇒ f = gµ-pctp⇒ | f | = |g|µ-pctp⇒
∥
∥
∥[ f ]
∥
∥
∥

1
= N1( f ) = N1(g) =

∥
∥
∥[g]
∥
∥
∥

1
.Además como

vimos en lema anterior N1 es seminorma, sólo falta ver
∥
∥
∥[ f ]
∥
∥
∥

1
= N1( f ) = 0 ⇒ | f | = 0

µ-pctp⇒ [ f ] = [0] ¤

Nota 2 En adelante indicaremos con f a [ f ], y entonces pondremos
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

1
en lugar de

∥
∥
∥[ f ]
∥
∥
∥

1
.

Teorema 4 (L1(X,Φ, µ), ‖·‖1) es un espacio de Banach.

dem: la veremos luego, como caso particular de uno más general. ¤

Ejemplo 6 1) L1(R,M,m) con m = dx, L1(R, dx), L1(Rn, dx), L1(Ω, dx) con Ω abierto de Rn.

2) l1(R) = {ξ = (xn)∞
1

:
∞∑

1
|xn| < ∞}, L1(N,P(N),µp) con µp cuenta puntos.

∫

N
ξdµp =

∞∑

1
xk,

‖ξ‖1 =
∫

N
|ξ|dµp =

∞∑

1
|xk|. El espacio (l1, ‖·‖1) es separable. En efecto, D = {

n∑

1
xk : xk ∈ Q,n ∈ N}

combinaciones lineales finitas de racionales, es obviamente numerable, D ⊂ l1 y es denso, pues si

ξ ∈ l1(R) es ξ = (xn) con
∞∑

1
|xk| = s < ∞. Sea ε > 0, existe N tal que |

N∑

1
|xk| − s| < ε

2
y
∞∑

N+1
|xk| < ε2 .

Como Q denso en R para cada xn existe qn tal que |xn − qn| < ε
2N
∀n = 1, ..,N. Sea q =

N∑

1
qk ∈ D.

Entonces ||ξ − q||1 =
∞∑

1
|xk − qk| =

N∑

1
|xk − qk| +

∞∑

N+1
|xk| <

N∑

1

ε
2N
+ ε

2
= ε.

2.2. L  Lp(X,Φ, µ)  1 ≤ p < ∞.
Definición 15 Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida y sea 1≤ p < ∞, indicaremos con Lp(X,Φ, µ)
el espacio de funciones Φ−medibles f tales que | f (x)|p ∈ L1, es decir

∫

X
| f (x)|pdµ < ∞

Si f ∈ Lp(X,Φ, µ) definimos

Np( f ) =
(∫

X
| f (x)|pdµ

)1/p
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Nota 3 El caso p = 1, ya lo vimos, resultando L1(X,Φ, µ) un espacio vectorial y N1 es una
seminorma sobreL1(X,Φ, µ). Luego pasamos al cociente. Veremos (luego en lema 6) queLp(X,Φ, µ)
es espacio vectorial y Np una seminorma para 1 < p < ∞.

Definición 16 Dos números reales p, q tales que 1 < p, q < ∞ y 1
p
+ 1

q
= 1 se denominan ı́ndices

conjugados o simplemente conjugados.

Lema 4 (Desigualdad de Hölder) Si p, q conjugados y f , g ∈ M+(X,Φ, µ), vale la siguiente desi-
gualdad de Hölder

∫

X
f gdµ ≤

(∫

X
f pdµ
)1/p (∫

X
gqdµ
)1/q

dem: Sean f , g ∈ M+(X,Φ, µ), ponemos A =
(∫

X
f pdµ
)1/p
≥ 0 y B =

(∫

X
gqdµ
)1/q
≥ 0. Si

A = 0 resultarı́a
(∫

X
f pdµ
)1/p
= 0 ⇒ f = 0 µ-pctp⇒ f g = 0 µ-pctp⇒

∫

X
f gdµ = 0,

entonces vale la desigualdad. Análogamente si B = 0. Si A = ∞ o B = ∞ también vale.

Supongamos entonces 0 < A < ∞ y 0 < B < ∞.Definimos F =
f

A
y G =

g

B
.Observemos

que

(∫

X
Fpdµ

)1/p
=
(∫

X

f p

Ap dµ
)1/p
= 1

A

(∫

X
f pdµ
)1/p
= 1 y

(∫

X
Gqdµ

)1/q
= 1

Sea x ∈ X tal que 0 < f (x) < ∞ y 0 < g(x) < ∞ (1). Esto vale µ-pctp. También resultan

en esos x, 0 < F(x) < ∞ y 0 < G(x) < ∞. Existen s, t ∈ R tal que F(x) = e
s(x)

p , G(x) = e
t(x)

q

(siendo s(x) = p ln F(x) y t(x) = q ln G(x)). Luego, como la exponencial es convexa, será

F(x)G(x) = e
s
p
+

t
q ≤ 1

p
es + 1

q
et (2)

tenemos
F(x)G(x) ≤ 1

p
Fp + 1

q
Gq (3)

Integrando
∫

X
FGdµ ≤ 1

p

∫

X
Fpdµ + 1

q

∫

X
Gqdµ = 1

p
+ 1

q
= 1

Entonces
∫

X
FGdµ ≤ 1⇒

∫

X

f

A

g

B
dµ ≤ 1 luego

∫

X
f gdµ ≤ AB =

(∫

X
f pdµ
)1/p (∫

X
gqdµ
)1/q
.¤

Nota 4 Para p = q = 2 la desigualdad de Hölder se denomina desigualdad de Schwarz

∫

X
f gdµ ≤

(∫

X
f 2dµ
)1/2 (∫

X
g2dµ
)1/2

Lema 5 (Desigualdad de Minkowski) Si 1 < p < ∞ y f , g ∈ M+(X,Φ, µ) vale la desigualdad de
Minkowski

(∫

X
( f + g)pdµ

)1/p
≤
(∫

X
f pdµ
)1/p
+
(∫

X
gpdµ
)1/p

dem: Si
∫

X
( f + g)pdµ = 0 el resultado es trivial. Si

∫

X
f pdµ = +∞ o

∫

X
gpdµ = +∞ también es

trivial. Suponemos
∫

X
f pdµ < ∞,

∫

X
gpdµ < ∞ y

∫

X

(
f + g

)p
dµ > 0, Tenemos

( f + g)p = ( f + g)( f + g)p−1 = f ( f + g)p−1 + g( f + g)p−1
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luego
∫

X
( f + g)pdµ =

∫

X
f ( f + g)p−1dµ +

∫

X
g( f + g)p−1dµ (A)

Observemos que si q es tal que 1
q
+ 1

p
= 1⇒ pq = p+q⇒ q(p−1) = p, aplicamos Hölder

en (A) y obtenemos

≤
(∫

X
f pdµ
)1/p (∫

X

(
f + g

)(p−1)q
dµ
)1/q
+
(∫

X
gpdµ
)1/p (∫

X

(
f + g

)(p−1)q
dµ
)1/q

luego

∫

X
( f + g)pdµ ≤

(∫

X
f pdµ
)1/p (∫

X

(
f + g

)p
dµ
)1/q
+
(∫

X
gpdµ
)1/p (∫

X

(
f + g

)p
dµ
)1/q

=
(∫

X

(
f + g

)p
dµ
)1/q
((∫

X
f pdµ
)1/p
+
(∫

X
gpdµ
)1/p
)

pero como 1 − 1
q
= 1

p
tenemos

(∫

X
( f + g)pdµ

)1/p
≤
(∫

X
f pdµ
)1/p
+
(∫

X
gpdµ
)1/p
. ¤

Lema 6 (Def) Si 1 ≤ p < ∞, Lp(X,Φ, µ) es un espacio vectorial sobre K y Np( f ) =
(∫

X
| f |pdµ

)1/p

es una seminorma sobre Lp(X,Φ, µ). Además Np( f ) = 0 ⇔ f = 0 µ-pctp. Se denomina espacio de
Lebesgue Lp(X,Φ, µ) al espacio cocienteLp(X,Φ, µ)Á ∼ donde f ∼ g⇔ f = g µ-pctp. La función

‖·‖p : Lp(X,Φ, µ)→ R

[ f ] →
∥
∥
∥[ f ]
∥
∥
∥

p
= Np( f ) =

(∫

X
| f |pdµ

)1/p

es una norma sobre Lp(X,Φ, µ).

dem: Para ver que Lp(X,Φ, µ) es un espacio vectorial, observemos que para f , g ∈ Lp es
∫

X
| f |pdµ < ∞ y

∫

X
|g|pdµ < ∞, entonces (

∫

X
| f |pdµ)1/p < ∞ y (

∫

X
|g|pdµ)1/p < ∞ por la

desigualdad de Minkowski es
∫

X
| f+g|pdµ < ∞ entonces f+g ∈ Lp. Por las propiedades

de la integrales resultaLp(X,Φ, µ) un espacio vectorial. Veamos que Np es seminorma.

SN1) | f (x)| ≥ 0 ∀x⇒ Np( f ) =
(∫

X
| f |pdµ

)1/p
≥ 0 ∀ f ∈ Lp

SN2) f ∈ Lp y α ∈ K, Np(α f ) =
(∫

X
|α f |pdµ

)1/p
= |α|Np( f )

SN3) La desigualdad de Minkowski es Np( f + g) ≤ Np( f ) +Np(g).
Ahora si ponemos Lp = LpÁ ∼ veamos que

∥
∥
∥[ f ]
∥
∥
∥

p
= Np( f ) es una norma, es decir, si

∥
∥
∥[ f ]
∥
∥
∥

p
= Np( f ) =

(∫

X
| f |pdµ

)1/p
= 0⇒ | f |p = 0 µ-pctp⇒ f = 0 µ-pctp, o sea [ f ] = [0]. ¤

Nota 5 En adelante pondremos f en lugar de [ f ] y
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

p
=
∥
∥
∥[ f ]
∥
∥
∥

p
.

Teorema 5 (Lp(X,Φ, µ), ‖·‖p) para 1 ≤ p < ∞ es un espacio de Banach.

dem: Para ver que (Lp(X,Φ, µ), ‖·‖p) es de Banach bastará probar que toda serie absoluta-

mente convergente en Lp es convergente. Sea
∞∑

1
fn con fn ∈ Lp tal que

∞∑

1

∥
∥
∥ fn

∥
∥
∥

p
< ∞,

mostraremos que existe S ∈ Lp tal que S =
∞∑

1
fn o sea lı́m

n→∞
‖Sn − S‖p = 0 siendo Sn =

n∑

1
fk.
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Sea g =
∞∑

1
| fn|, g es medible y no negativa, tenemos para cada n, por desigualdad Min-

kowski
(
∫

X
(

n∑

1
| fk|)pdµ

)1/p

≤
n∑

1

(∫

X
| fk|pdµ

)1/p
=

n∑

1

∥
∥
∥ fk

∥
∥
∥

p
≤
∞∑

1

∥
∥
∥ fn

∥
∥
∥

p
< ∞

Aplicando el lema de Fatou

∫

X
lı́m
n→∞

(
n∑

1
| fk|)pdµ ≤ lı́m

n→∞

∫

X
(

n∑

1
| fk|)pdµ ≤ (

∞∑

1

∥
∥
∥ fn

∥
∥
∥

p
)p < ∞

O sea
∫

X
gpdµ =

∫

X
(
∞∑

1
| fn|)pdµ ≤ (

∞∑

1

∥
∥
∥ fn

∥
∥
∥

p
)p < ∞

esto es, g ∈ Lp en particular g es finita µ-pctp, luego la serie
∞∑

1
| fn(x)| converge µ-pctp

luego
∞∑

1
fn(x) converge µ-pctp. Sea S(x) =

∞∑

1
fn(x). Mostraremos que S ∈ Lp y

∞∑

1
fn

converge a S en norma Lp. Ahora, |S(x)| ≤
∞∑

1
| fn(x)| = g(x) ∈ Lp. Luego |S(x)|p ≤ g(x)p ∈

L1 ⇒ S ∈ Lp. Además

‖Sn − S‖pp =
∫

X
|Sn(x) − S(x)|pdµ

pero |Sn(x)−S(x)|p ≤ (|Sn(x)|+ |S(x)|)p ≤ 2pgp ∈ L1, tomamos lı́mite y aplicando teorema
de convergencia dominada (Lebesgue) tenemos

lı́m
n→∞
‖Sn − S‖pp = lı́m

n→∞

∫

X
|Sn(x) − S(x)|pdµ =

∫

X
lı́m
n→∞
|Sn(x) − S(x)|

=0

p dµ = 0

queda probado que
∞∑

1
fn(x) converge a S(x) en norma Lp. Entonces Lp es completo. ¤

2.3. E  L∞(X,Φ, µ).

Definición 17 Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida. Diremos que una función Φ medible f es
esencialmente acotada sii existe una constante M tal que µ{x ∈ X : | f (x)| > M} = 0, en cuyo
caso diremos que M es una cota esencial de f . Definimos L∞(X,Φ, µ) al espacio de las funciones
medibles esencialmente acotadas y para cada f ∈ L∞(X,Φ, µ) la función N∞( f ) = supes | f | =
ı́nf{M : µ{x ∈ X : | f (x)| >M} = 0}.

Proposición 7 L∞(X,Φ, µ) es un espacio vectorial y N∞( f ) es una seminorma sobre L∞(X,Φ, µ),
siendo N∞( f ) = 0⇔ f = 0 µ-pctp.

dem: ejercicio. ¤

Definición 18 Definimos el espacio L∞(X,Φ, µ) como el espacio cociente L∞(X,Φ, µ)Á ∼ .
Indicaremos con [ f ] la clase de f , esto es [ f ] = {g ∈ L∞ : f = g µ-pctp}, convendremos en escribir
f en lugar de [ f ].
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Teorema 6 L∞(X,Φ, µ) es un espacio vectorial, la función

‖·‖∞ : L∞(X,Φ, µ)→ R
f →

∥
∥
∥ f
∥
∥
∥∞ = N∞( f ) = supes | f |

es una norma sobre L∞(X,Φ, µ). El espacio normado (L∞(X,Φ, µ), ‖·‖∞) es de Banach.

N∞( f ) resulta una cota esencial de f i.e. | f | ≤
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥∞, µ-pctp.

dem: Para ver que (L∞(X,Φ, µ), ‖·‖∞) es de Banach bastará probar que toda serie absoluta-

mente convergente en L∞ es convergente. Sea
∞∑

1
fn con fn ∈ L∞ tal que

∞∑

1

∥
∥
∥ fn

∥
∥
∥∞ < ∞,

mostraremos que existe S ∈ L∞ tal que S =
∞∑

1
fn o sea lı́m

n→∞
‖Sn − S‖∞ = 0 siendo

Sn =
n∑

1
fk. Para cada k, tenemos µ{x ∈ X : | fk(x)| >

∥
∥
∥ fk

∥
∥
∥∞} = 0, pues fk ∈ L∞, llamamos

Nk = {x ∈ X : | fk(x)| >
∥
∥
∥ fk

∥
∥
∥∞} y N =

∞⋃

k=1

Nk, N ∈ Φ, µ(N) = 0 y CN =
∞⋂

k=1

CNk. Si

x ∈ CN ⇒ x ∈ CNk ∀k y por tanto será | fk(x)| ≤
∥
∥
∥ fk

∥
∥
∥∞ ∀k (1). Puesto que

∞∑

1

∥
∥
∥ fn

∥
∥
∥∞ < ∞

será
∞∑

1
| fn(x)| < ∞ ∀x ∈ CN. Sigue que la serie

∞∑

1
fn(x) < ∞ ∀x ∈ CN. Definimos la

función (medible)

S(x) =





∞∑

1
fn(x) si x ∈ CN

0 si x ∈ N

Ası́, si x ∈ CN, |S(x)| ≤
∞∑

1
| fn(x)| ≤

∞∑

1

∥
∥
∥ fn

∥
∥
∥∞ < ∞ o sea {x ∈ X : |S(x)| >

∞∑

1

∥
∥
∥ fn

∥
∥
∥∞} ⊂

N ⇒ µ{x ∈ X : |S(x)| >
∞∑

1

∥
∥
∥ fn

∥
∥
∥∞} = 0 entonces S es esencialmente acotada y S ∈

L∞. Finalmente, veamos que lı́m
n→∞
‖Sn − S‖∞ = 0. Sea ε > 0, ∀x ∈ CN resulta S(x) −

Sn(x) =
∞∑

n+1
fk(x) y por tanto |S(x) − Sn(x)| ≤

∞∑

n+1

∣
∣
∣ fk(x)

∣
∣
∣ ≤

∞∑

n+1

∥
∥
∥ fk

∥
∥
∥∞ < ε para n ≥ Nε pues

∞∑

1

∥
∥
∥ fn

∥
∥
∥∞ < ∞. Es decir, si ε > 0, ∀x ∈ CN y ∀n ≥ Nε es |S(x) − Sn(x)| < ε. Por tanto

{x ∈ X : |S(x) − Sn(x)| ≥ ε} ⊂ N y entonces µ{x ∈ X : |S(x) − Sn(x)| > ε} = 0. De donde,
‖S − Sn‖∞ < ε ∀n ≥ Nε. Por lo tanto, (L∞(X,Φ, µ), ‖·‖∞) es completo. ¤

Lema 7 (Desigualdad de Hölder, extensión). Si f ∈ L1 y g ∈ L∞ entonces f g ∈ L1 y vale la
siguiente desigualdad de Hölder

∫

X
| f g|dµ ≤

∫

X
| f |dµ

∥
∥
∥g
∥
∥
∥∞

O sea, ∥
∥
∥ f g
∥
∥
∥

1
≤
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

1

∥
∥
∥g
∥
∥
∥∞

dem: | f (x)g(x)| = | f (x)| |g(x)| ≤ | f (x)|
∥
∥
∥g
∥
∥
∥∞ µ-pctp luego f g ∈ L1 y

∥
∥
∥ f g
∥
∥
∥

1
=
∫

X
| f g|dµ ≤

∫

X
| f |
∥
∥
∥g
∥
∥
∥∞ dµ =

∥
∥
∥g
∥
∥
∥∞

∫

X
| f |dµ =

∥
∥
∥g
∥
∥
∥∞

∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

1
. ¤
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Nota 6 Convenimos en decir que p = 1 y q = ∞ son conjugados (hemos convenido 1
∞ = 0). Luego

si 1 ≤ p, q ≤ ∞ tales que 1
p
+ 1

q
= 1, f ∈ Lp, g ∈ Lq entonces vale desigualdad de Hölder

∥
∥
∥ f g
∥
∥
∥

1
≤
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

p

∥
∥
∥g
∥
∥
∥

q

Ejemplo 7 1) L∞(R) y L∞(Ω) con Ω ⊂ Rn. 2) l∞(R) = {ξ = (xn)∞
1

: (xn) es sucesión acotada}.
ξ :N→ C tal que k→ xk ∈ C, (N,P(N),µp).

2.4. C  Lp (1 ≤ p < ∞). O   .

Teorema 7 Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida finita, sea ( fn) ⊂ Lp(X,Φ, µ) tal que fn
cu→ f en X.

Entonces f ∈ Lp(X,Φ, µ) y fn → f en Lp.

dem: Como fn
cu→ f dado ε = 1 existe N tal que | fn(x) − f (x)| < 1 ∀n ≥ N y ∀x ∈ X,

resulta | f (x)| ≤ | fN(x)− f (x)|+ | fN(x)| < 1+ | fN(x)| luego
(∫

X
| f (x)|pdµ

)1/p
≤
(∫

X
1pdµ
)1/p
+

(∫

X
| fN(x)|pdµ

)1/p
= µ(X)1/p +

∥
∥
∥ fN

∥
∥
∥

p
< ∞, luego f ∈ Lp. Veamos que fn → f en Lp, como

fn
cu→ f sea ε > 0 y Nε tal que | fn(x) − f (x)| < ε ∀n ≥ Nε y ∀x ∈ X, resulta

∫

X
| fn(x) − f (x)|pdµ < εpµ(X)

luego
∥
∥
∥ fn − f

∥
∥
∥

p
< εµ(X)1/p ∀n ≥ Nε o sea fn → f en Lp. ¤

Observación 6 La convergencia uniforme implica convergencia en Lp, pero la convergencia puntual
o pctp no implica convergencia en Lp aunque µ(X) < ∞. Por ejemplo, fn(x) = nχ

[
1
n
,
2
n

]
(x), si

X = [0, 2]. Luego fn

cp→ 0 ∀x ∈ X. Además
∥
∥
∥ fn

∥
∥
∥

1
= 1 ∀n y

∥
∥
∥ fn

∥
∥
∥

p
= (
∫ 2/n

1/n
npdµ)1/p =

(

n−1+p
) 1

p
=

n
1−1

p →∞. Luego
∥
∥
∥ f − fn

∥
∥
∥

p
9 0 ∀1 ≤ p < ∞.

Veremos que si la sucesión está dominada por una función de Lp entonces será convergente
en Lp.

Teorema 8 Sea ( fn) ⊂ Lp(X,Φ, µ) tal que fn → f µ-pctp. Si existe g ∈ Lp tal que | fn(x)| ≤ g(x)
∀x ∈ X, ∀n ∈N entonces f ∈ Lp(X,Φ, µ) y fn → f en Lp.

dem: Como fn → f µ-pctp y | fn(x)| ≤ g(x) ∀x ∈ X, ∀n ∈ N será | f (x)| ≤ g(x) µ-pctp⇒
| f (x)|p ≤ g(x)p µ-pctp y gp ∈ L1 (pues g ∈ Lp) entonces f ∈ Lp. Además | fn(x) − f (x)| ≤
| fn(x)|+ | f (x)| ≤ 2g(x)µ-pctp⇒ | fn(x)− f (x)|p ≤ 2pg(x)p µ-pctp y como lı́m

n→∞
| fn(x)− f (x)|p =

0 y 2pgp ∈ L1 el teorema de la convergencia dominada Lebesgue permite establecer

lı́m
n→∞

∫

| fn(x) − f (x)|p = 0

por lo tanto fn → f en Lp. ¤

Corolario 1 Sea ( fn) ⊂ Lp(X,Φ, µ) tal que fn → f µ-pctp y µ(X) < ∞. Si existe una constante k
tal que | fn(x)| ≤ k ∀x ∈ X, ∀n ∈N entonces f ∈ Lp(X,Φ, µ) y fn → f en Lp.

dem: Como µ(X) < ∞, la función g(x) = k ∈ Lp. ¤
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Observación 7 La convergencia en Lp no implica convergencia puntual ni aún en casi todo punto.
Por ejemplo: sea X = [0, 1], Φ =M, µ = dx. Consideramos la sucesión de intervalos

[0, 1], [0, 1
2
], [1

2
, 1], [0, 1

3
][1

3
, 2

3
], [2

3
, 1], .....

Sea fn la función caracterı́stica del n−ésimo intervalo. Y sea f = 0 en X.Observemos que si n ≥ m(m+1)

2

la medida del n-ésimo intervalo es ≤ 1
m

entonces ∀n ≥ m(m+1)

2
se tiene

∥
∥
∥ fn − f

∥
∥
∥

p

p
=
∫

| fn(x) − f (x)|pdx =
∫

fn(x)pdx = µ(In) ≤ 1
m

luego fn → f = 0 en Lp. Sin embargo,
(

fn(x)
)

no converge en ningún x ∈ [0, 1], aunque si existe
una subsucesión que converge.

Definición 19 Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida, sea ( fn) ⊂ Φ−medibles, diremos que fn con-

verge en medida µ a una f , Φ−medible y ponemos fn

µ→ f sii para cada α > 0 se tiene

lı́m
n→∞
µ{x ∈ X : | fn(x) − f (x)| ≥ α} = 0

Diremos que ( fn) es de Cauchy en medida sii para cada α > 0 se cumple que ∀ε > 0 existe Nε tal
que si n,m ≥ Nε resulta µ{x ∈ X : | fn(x) − fm(x)| ≥ α} < ε.

Teorema 9 Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida. Si ( fn) es tal que fn

µ→ f entonces ( fn) es de Cauchy
en medida.

dem: Como fn

µ→ f , para α > 0 se tiene lı́m
n→∞
µ{x ∈ X : | fn(x)− f (x)| ≥ α

2
} = 0 entonces ∀ε > 0

existe Nε tal que si n ≥ Nε resulta µ{x ∈ X : | fn(x) − f (x)| ≥ α
2
} < ε

2
(1). Sean n,m y x ∈ X

tales que | fn(x) − fm(x)| ≥ α luego

α ≤ | fn(x) − fm(x)| ≤ | fn(x) − f (x)| + | f (x) − fm(x)|

y entonces
| fn(x) − f (x)| ≥ α

2
o | fm(x) − f (x)| ≥ α

2

O sea {x ∈ X : | fn(x)− fm(x)| ≥ α} ⊂ {x ∈ X : | fn(x)− f (x)| ≥ α
2
}∪{x ∈ X : | fm(x)− f (x)| ≥ α

2
}.

Por lo tanto si n,m ≥ Nε tenemos por (1) que

µ{x ∈ X : | fn(x) − fm(x)| ≥ α} < ε
2
+ ε

2
= ε

y entonces
(

fn

)
es de Cauchy en medida. ¤

Teorema 10 Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida y fn
cu→ f en X entonces fn

µ→ f .

dem: Como fn
cu→ f ∀ε > 0 existe Nε tal que | fn(x)− f (x)| < ε∀x ∈ X y n ≥ Nε. Seaα > 0 existe

Nα tal que {x ∈ X : | fn(x) − f (x)| ≥ α} = ∅ si n ≥ Nα entonces µ{x ∈ X : | fn(x) − f (x)| ≥
α} = 0 ∀n ≥ Nα luego lı́m

n→∞
µ{x ∈ X : | fn(x) − f (x)| ≥ α} = 0 o sea fn

µ→ f . ¤

Observación 8 La convergencia puntual no implica convergencia en medida. Por ejemplo la suce-
sión fn = χ[n,n+1] converge puntualmente a f = 0 en R pero no converge en medida.
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Teorema 11 Sea ( fn) ⊂ Lp(X,Φ, µ) tal que fn → f en Lp entonces fn

µ→ f .

dem: Como fn → f en Lp tenemos
∥
∥
∥ fn − f

∥
∥
∥

p
→ 0 o sea lı́m

n→∞

∫

| fn(x)− f (x)|p = 0 (1). Sea α > 0,

definimos En = {x ∈ X : | fn(x)− f (x)| ≥ α}. Por (1), dado ε > 0 existe Nε tal que si n ≥ Nε
⇒
∫

| fn(x) − f (x)|p < εαp pero
∫

| fn(x) − f (x)|p =
∫

En
| fn(x) − f (x)|p
≥αpµ(En)

+
∫

CEn
| fn(x) − f (x)|p

>0

<

εαp. Por lo tanto, ∀ε > 0 existe Nε tal que si n ≥ Nε ⇒ αpµ(En) < εαp ⇒ µ(En) < ε

⇒ lı́m
n→∞
µ(En) = 0 y luego fn

µ→ f . ¤

Observación 9 La convergencia en medida no implica convergencia puntual, ver ejemplo anterior.

Teorema 12 Sea ( fn) una sucesión de Cauchy en medida. Entonces existe una subsucesión ( fnk
) tal

que fnk

µ→ f y fnk
→ f pctp y f medible.

dem: ejercicio.

Corolario 2 Sea ( fn) una sucesión de funciones medibles, de Cauchy en medida. Entonces existe

una función f medible tal que fn

µ→ f . Esta función lı́mite f está unı́vocamente determinada en casi
todo punto.

dem: ejercicio.

Observación 10 Vimos que la convergencia en Lp implica convergencia en medida, en general la
convergencia en medida no implica convergencia en Lp. Por ejemplo, fn = nχ

[
1
n
,
2
n

]
converge en

medida a f = 0 pero no converge en Lp, probarlo.

Teorema 13 Sea ( fn) ⊂ Lp(X,Φ, µ) tal que fn

µ→ f y sea g ∈ Lp tal que | fn(x)| ≤ g(x) µ−pctp
entonces f ∈ Lp(X,Φ, µ) y fn → f en Lp.

dem: Suponemos fn 9 f en Lp, entonces existirá una subsucesión (gn) de ( fn) y un ε > 0

tal que
∥
∥
∥gn − f

∥
∥
∥

p
> ε ∀n (1). Como fn

µ→ f también gn

µ→ f pero entonces existe una

subsucesión (h j) de (gn) tal que h j

µ→ h y h j → h pctp y h medible. Como esta función
lı́mite es única pctp, tenemos h = f µ-pctp. Como h j → f pctp y está dominada por g
con g ∈ Lp se concluye que h j → f en Lp en contradicción con (1). ¤

Teorema 14 Sea ( fn) ⊂ Lp(X,Φ, µ) tal que fn → f en Lp entonces ( fn) tiene una subsucesión que
converge a f µ-pctp.

dem: Como fn → f en Lp ⇒ fn

µ→ f ⇒ ( fn) es de Cauchy en medida. Ahora, existirá ( fnk
)

que converge µ-pctp y en medida a cierta función g, pero fnk

µ→ f . Por la unicidad
µ−pctp, tenemos que f = g µ−pctp, luego fnk

→ f µ-pctp. ¤
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Resumen. Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida.

• µ(X) < ∞, ( fn) ⊂ Lp, fn
cu→ f ⇒ f ∈ Lp y fn → f en Lp o sea

∥
∥
∥ fn − f

∥
∥
∥

p
→ 0.

• fn

cp→ f o fn → f pctp;
∥
∥
∥ fn − f

∥
∥
∥

p
→ 0.

• ( fn) ⊂ Lp, fn → f µ−pctp y

{

∃g ∈ Lp / | fn| ≤ g
o µ(X) < ∞ y ∃k / | fn(x)| ≤ k ∀x

⇒ f ∈ Lp y
∥
∥
∥ fn − f

∥
∥
∥

p
→ 0.

•
∥
∥
∥ fn − f

∥
∥
∥

p
→ 0; fn

cp→ f o fn → f pctp

• fn

µ→ f ⇒ ( fn) Cauchy en medida.

• fn
cu→ f ⇒ fn

µ→ f

• fn

cp→ f ; fn

µ→ f

• ( fn) ⊂ Lp,
∥
∥
∥ fn − f

∥
∥
∥

p
→ 0⇒ fn

µ→ f

• fn

µ→ f ; fn

cp→ f

• fn

µ→ f ; fn → f en Lp

• ( fn

)
Cauchy en medida⇒ ∃( fnk

) / fnk

µ→ f y fnk
→ f µ−pctp y f medible.

• ( fn

)
medibles y de Cauchy en medida⇒ ∃ f medible / fn

µ→ f (única µ−pctp)

• ( fn) ⊂ Lp, fn

µ→ f y sea g ∈ Lp / | fn(x)| ≤ g(x) µ−pctp⇒ f ∈ Lp y fn → f en Lp.

• ( fn) ⊂ Lp, fn → f en Lp ⇒ ∃( fnk
) / fnk

→ f µ−pctp.

Observación 11 Justificar cada una de las convergencias o mostrar un ejemplo o contraejemplo.

3. C. T  Y.
3.1. C. E ́  ́ L1(Rn).

Definición 20 Sean f , g funciones medibles sobre Rn. Definimos la convolución de f y g como

( f ∗ g)(x) =
∫

Rn f (x − y)g(y)dy

en cada punto de Rn donde la integral exista finita.

Observación 12 En principio, no podemos asegurar que f (x−y)g(y) sea integrable en y ni siquiera
para algún x. El teorema de Fubini permitirá probar que si f , g integrables, existe pctp la convolución
f ∗ g y la función f ∗ g es también integrable. Utilizaremos el siguiente lema para probar el teorema
de Fubini.

Lema 8 Si f , g ∈ L1(Rn), entonces f (x − y)g(y) es medible sobre R2n.
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Teorema 15 (Fubini) Sean f , g ∈ L1(Rn). Entonces existe f ∗ g en casi todo punto de Rn y además
f ∗ g ∈ L1(Rn) y

∥
∥
∥ f ∗ g

∥
∥
∥

1
≤
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

1

∥
∥
∥g
∥
∥
∥

1

dem: Si f , g ∈ L1(Rn), entonces (x, y) → f (x − y)g(y) es medible, en tal caso aplicando
Tonelli, tenemos

∫

R2n | f (x − y)g(y)|dxdy =
∫

Rn(
∫

Rn | f (x − y)g(y)|dy)dx =
∫

Rn(
∫

Rn | f (x − y)g(y)|dx)dy =

=
∫

Rn(|g(y)|
∫

Rn | f (x − y)|dx)dy =
∫

Rn(|g(y)|
∫

Rn | f (x)|dx)dy =

=
∫

Rn | f (x)|dx
∫

Rn |g(y)|dy =
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

1

∥
∥
∥g
∥
∥
∥

1
< ∞

es decir
∫

Rn(
∫

Rn | f (x − y)g(y)|dy)dx =
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

1

∥
∥
∥g
∥
∥
∥

1
< ∞, de donde

∫

Rn | f (x − y)g(y)|dy < ∞
pctx, luego existe ( f ∗ g)(x) =

∫

Rn f (x − y)g(y)dy pctx. Además

∫

Rn |( f ∗ g)(x)|dx ≤
∫

Rn(
∫

Rn | f (x − y)g(y)|dy)dx =
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

1

∥
∥
∥g
∥
∥
∥

1

lo que muestra que f ∗ g ∈ L1(Rn) y
∥
∥
∥ f ∗ g

∥
∥
∥

1
≤
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

1

∥
∥
∥g
∥
∥
∥

1
. ¤

Teorema 16 El espacio L1(Rn) con las operaciones de sumas, producto por escalares y producto de
convolución, es un álgebra de Banach conmutativa.

Nota 7 El álgebra de convolución en L1(Rn) no tiene unidad, no existe e ∈ L1(Rn) tal que f ∗ e =
f ∀ f ∈ L1( Rn).

dem: Ya vimos que L1(Rn) es un espacio de Banach, veamos que (L1(Rn),+, ·, ∗) es un álge-
bra conmutativa. Esto es:
- (L1(Rn),+) es un grupo abeliano.
- f , g, h ∈ L1 veamos que ∗ es asociativa:

(( f ∗ g) ∗ h)(x) =
∫

Rn( f ∗ g)(x − y)h(y)dy =
∫

Rn

(∫

Rn f (x − y − z)g(z)dz
)

h(y)dy

y+z=u
=

Fubini

∫

Rn

∫

Rn f (x − u)g(u − y)h(y)dudy =

∫

Rn f (x − u)(
∫

Rn g(u − y)h(y)dy)du =
∫

Rn f (x − u)(g ∗ h)(u)du = ( f ∗ (g ∗ h))(x)

- f , g, h ∈ L1 veamos que ∗ es distributiva con respecto a la suma:

( f ∗ (g + h))(x) =
∫

Rn f (x − y)(g + h)(y)dy =
∫

Rn f (x − y)g(y)dy +
∫

Rn f (x − y)h(y)dy

= ( f ∗ g)(x) + ( f ∗ h)(x)

(( f + g) ∗ h)(x) =
∫

Rn( f + g)(x − y)h(y)dy =
∫

Rn f (x − y)h(y)dy +
∫

Rn g(x − y)h(y)dy

= ( f ∗ h)(x) + (g ∗ h)(x)
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- α ∈ K, f , g ∈ L1, veamos que α( f ∗ g) = α f ∗ g = f ∗ αg :

α( f ∗ g)(x) = α
∫

Rn f (x − y)g(y)dy =
∫

Rn

(
α f
)

(x − y)g(y)dy = (α f ∗ g)(x)

( f ∗ αg)(x) =
∫

Rn f (x − y)
(
αg
)

(y)dy = α
∫

Rn f (x − y)g(y)dy = α( f ∗ g)(x)

- f , g ∈ L1, veamos ∗ es conmutativa:

( f ∗ g)(x) =
∫

Rn f (x − y)g(y)dy
z=x−y
=
∫

Rn f (z)g(x − z)dz = (g ∗ f )(x).

Por lo tanto (L1(Rn),+, ·, ∗) es un álgebra conmutativa. ¤

Observación 13 Como ∗ es conmutativa podemos poner ( f ∗ g)(x) =
∫

f (y)g(x − y)dy.

3.2. T  Y.

Teorema 17 (Young) Sea g ∈ L1(Rn), si f ∈ Lp(Rn), con 1 ≤ p ≤ ∞, entonces existe la convolución
y f ∗ g ∈ Lp(Rn). Además

∥
∥
∥ f ∗ g

∥
∥
∥

p
≤
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

p

∥
∥
∥g
∥
∥
∥

1

dem: Si p = 1, ya lo probamos.

Si p = ∞, se tiene que | ( f ∗ g
)

(x)| ≤
∫

Rn | f (y)||g(x − y)|dy ≤
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥∞

∫

Rn |g(x − y)|dy =
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥∞

∫

Rn |g(x)|dx =
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥∞

∥
∥
∥g
∥
∥
∥

1
< ∞, siendo entonces sup | ( f ∗ g

)
(x)| < ∞ y luego f ∗ g ∈

L∞ y
∥
∥
∥ f ∗ g

∥
∥
∥∞ ≤

∥
∥
∥ f
∥
∥
∥∞

∥
∥
∥g
∥
∥
∥

1
.

Sea 1 < p < ∞ y sea q el conjugado de p, tenemos

| ( f ∗ g
)

(x)| ≤
∫

Rn | f (y)||g(x − y)|dy =
∫

Rn | f (y)||g(x − y)|1/p|g(x − y)|1/qdy (1)

Observemos que si g ∈ L1 ⇒ |g|1/p ∈ Lp, luego | f ||g|1/p ∈ Lp y |g|1/q ∈ Lq.Ahora aplicando
la desigualdad de Hölder a (1), tenemos

≤
(∫

Rn | f (y)|p|g(x − y)|dy
)1/p (∫

Rn |g(x − y)|dy
)1/q

Por lo tanto
| ( f ∗ g

)
(x)|p ≤

(∫

Rn | f (y)|p|g(x − y)|dy
) ∥
∥
∥g
∥
∥
∥

p/q

1

Integrando en x y aplicando Fubini, se tiene

∥
∥
∥ f ∗ g

∥
∥
∥

p

p
≤
∥
∥
∥g
∥
∥
∥

p/q

1

∫

Rn

(∫

Rn | f (y)|p|g(x − y)|dy
)

dx =
∥
∥
∥g
∥
∥
∥

p/q

1

∫

Rn | f (y)|p(
∫

Rn |g(x − y)|dx)dy

=
∥
∥
∥g
∥
∥
∥

p/q

1

∫

Rn | f (y)|p
∥
∥
∥g
∥
∥
∥

1
dy =

∥
∥
∥g
∥
∥
∥

1+p/q

1

∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

p

p
=
∥
∥
∥g
∥
∥
∥

p

1

∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

p

p

y entonces
∥
∥
∥ f ∗ g

∥
∥
∥

p
≤
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

p

∥
∥
∥g
∥
∥
∥

1
. ¤

Más generalmente, se tiene el siguiente:

Teorema 18 (Young) Sea g ∈ Lr(Rn), con 1 ≤ r ≤ ∞. Si f ∈ Lp(Rn), con 1 ≤ p ≤ ∞, tal que
1
p
+ 1

r
≥ 1, entonces existe la convolución y f ∗ g ∈ Lq(Rn), donde q es tal que 1

q
= 1

p
+ 1

r
− 1 ≥ 0.

Además ∥
∥
∥ f ∗ g

∥
∥
∥

q
≤
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

p

∥
∥
∥g
∥
∥
∥

r
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dem: Si r = 1, se tendrı́a p = q y si p = 1 serı́a r = q, ya lo probamos. Luego supondremos
r, p > 1. Si q = ∞, entonces p, r serán conjugados y el resultado sigue de la desigualdad

de Hölder,
∥
∥
∥ f ∗ g

∥
∥
∥∞ = sup

∣
∣
∣ f ∗ g

∣
∣
∣ y
∣
∣
∣ f ∗ g

∣
∣
∣ ≤
∫

Rn | f (y)||g(x − y)|dy ≤
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

p

∥
∥
∥g
∥
∥
∥

r
< ∞. Si

q = 1, entonces 1
p
+ 1

r
= 2 y entonces p = r = 1, también ya lo probamos. Tendremos

sólo que probar el caso 1 < q < ∞ y 1
p
+ 1

r
> 1. Definimos λ = q, µ = pq

q−p
y ν = rq

q−r
, estos

ı́ndices verifican 1 < λ, µ, ν < ∞ y 1
λ +

1
µ +

1
ν = 1, tendremos entonces aplicando Hölder

| ( f ∗ g
)

(x)| ≤
∫

Rn | f (y)||g(x − y)|dy =
∫

Rn | f (y)|p/q|g(x − y)|r/q| f (y)|1−p/q|g(x − y)|1−r/qdy

≤
(∫

Rn | f (y)|p|g(x − y)|rdy
)1/q (∫

Rn | f (y)|pdy
)

q−p

pq
(∫

Rn |g(x − y)|r
)

q−r

rq

De donde

| ( f ∗ g
)

(x)|q ≤
(∫

Rn | f (y)|p|g(x − y)|rdy
) ∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

q−p

p

∥
∥
∥g
∥
∥
∥

q−r

r

Integrando en x, tenemos

∥
∥
∥ f ∗ g

∥
∥
∥

q

q
≤
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

q−p

p

∥
∥
∥g
∥
∥
∥

q−r

r

∫

Rn

(∫

Rn | f (y)|p|g(x − y)|rdy
)

dx

=
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

q−p

p

∥
∥
∥g
∥
∥
∥

q−r

r

∫

Rn | f (y)|p
(∫

Rn |g(x − y)|rdx
)

dy

=
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

q−p

p

∥
∥
∥g
∥
∥
∥

q−r

r

∥
∥
∥g
∥
∥
∥

r

r

∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

p

p

=
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

q

p

∥
∥
∥g
∥
∥
∥

q

r

Es decir,
∥
∥
∥ f ∗ g

∥
∥
∥

q
≤
∥
∥
∥ f
∥
∥
∥

p

∥
∥
∥g
∥
∥
∥

r
. ¤

3.3. T  . S    Lp(Rn, dx) (1 ≤ p < ∞).

Definición 21 Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida σ−finita, definimos el conjunto D = { f ∈
Lp(X,Φ, µ) : f = 0 en CN f , con µ(N f ) < ∞}.

Teorema 19 Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida σ−finita y sea 1 ≤ p < ∞. Entonces el espacio D
es denso en Lp(X,Φ, µ).

Teorema 20 Sea Ω abierto de Rn y sea 1 ≤ p < ∞. Entonces el subespacio de Lp formado por las
funciones continuas con soporte compacto es denso en Lp(Ω, dx).

Teorema 21 Si 1 ≤ p < ∞, el espacio Lp(Rn, dx) es separable. El subespacio de las combinaciones
lineales con coeficientes racionales de funciones caracterı́sticas de intervalos n-dimensionales cuyos
vértices tienen coordenadas racionales, es denso en Lp(Rn, dx).

4. E   R-N. E     Lp.
4.1. E   R-N.

Definición 22 Sea (X,Φ) un espacio medible y sean µ, ν dos medidas positivas sobre Φ. Diremos
que ν es absolutamente continua con respecto a µ y notamos ν << µ sii para E ∈ Φ con
µ(E) = 0⇒ ν(E) = 0.
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Ejemplo 8 Si (X,Φ, µ) un espacio con medida y f ∈ M+(X,Φ), la medida µ f definida por

µ f (E) =
∫

E
f dµ

es absolutamente continua con respecto a µ, o esa µ f << µ (si µ(E) = 0 ⇒
∫

E
f dµ = 0 ∀ f ∈

M+(X,Φ))

Definición 23 Sea (X,Φ) un espacio medible y sea ν una medida positiva. Si existe un conjunto
A ∈ Φ tal que ν(E) = ν(E∩A) ∀E ∈ Φ diremos que ν es una medida concentrada en A (equivale a
que ν(E) = 0 ∀E ∈ Φ tal que E∩A = ∅). Si µ es una medida concentrada en A entonces µ(CA) = 0.

Definición 24 Sea (X,Φ) un espacio medible y sean µ, ν dos medidas positivas sobre Φ si existen
dos conjuntos A,B (separación de X) en Φ tales que ν está concentrada en A y µ está concentrada
en B, diremos que ν y µ son medidas mutuamente singulares y notamos ν ⊥ µ.

Lema 9 Sea (X,Φ) un espacio medible y sean µ, ν, ν1, ν2 medidas positivas sobre Φ entonces:
i) ν1 << µ, ν2 << µ⇒ ν1 + ν2 << µ
ii) ν1 ⊥ µ, ν2 ⊥ µ⇒ ν1 + ν2 ⊥ µ
iii) ν1 << µ, ν2 ⊥ µ⇒ ν1 ⊥ ν2

iv) ν << µ, ν ⊥ µ⇒ ν = 0

dem: ejercicio.

Teorema 22 (Radon-Nikodym) Sea (X,Φ) un espacio medible y sean µ, ν dos medidas positivas
finitas sobre Φ. Entonces:

a) Existe un único par de medidas νa, νs sobre Φ tal que

ν = νa + νs, νa << µ, νs ⊥ µ

b) Existe una única función h ∈ L1(X,Φ, µ) tal que

νa(E) =
∫

E
h(x)dµ(x) ∀E ∈ Φ

dem: Veamos primero la existencia de la descomposición de ν en νa + νs. Definimos el
funcional:

l : L2(X,Φ, ν + µ) −→ R
l( f ) =

∫

X
f dν

Veamos que l es lineal y continuo.
Linealidad:

l( f + g) =
∫

X
( f + g)dν =

∫

X
f dν +

∫

X
gdν = l( f ) + l(g) ∀ f , g

l(c f ) =
∫

X
c f dν = c

∫

X
f dν = cl( f ) ∀c ∈ R, ∀ f
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Continuidad: Sea f ∈ L2(X,Φ, ν + µ). Observemos que, gracias a la desigualdad de
Hölder con p = q = 2:

|l( f )| =
∣
∣
∣
∣

∫

X
f dν
∣
∣
∣
∣ ≤
∫

X
| f |dν ≤

∫

X
| f |d(ν + µ) =

∫

X
| f | · 1d(ν + µ) ≤

≤
( ∫

X
| f |2d(ν + µ)

) 1
2 ·
( ∫

X
1d(ν + µ)

) 1
2
= || f ||L2(X,Φ,ν+µ)

(

(ν + µ)(X)
) 1

2

Por hipótesis tenemos que ν y µ son medidas finitas. Esto implica que
(

(ν+ µ)(X)
) 1

2
es

constante y finito, digamos
(

(ν + µ)(X)
) 1

2
=M. Tenemos entonces que:

|l( f )| ≤M|| f ||L2(X,Φ,ν+µ) ∀ f ∈ L2(X,Φ, ν + µ)

Como l es lineal, dadas f y g ∈ L2(X,Φ, ν + µ),

|l( f ) − l(g)| = |l( f − g)| ≤M|| f − g||L2(X,Φ,ν+µ)

y entonces l resulta uniformemente continua, en efecto dado ε > 0, ∃δ = ε
M

tal que si
|| f − g||L2 < δ entonces |l( f ) − l(g)| ≤M|| f − g|| <M · δ < ε.
Del Teorema de Representación de Riesz, sabemos que existe una única función g ∈
L2(X,Φ, ν + µ) tal que

l( f ) =
∫

X
f dν =

∫

X
f gd(ν + µ) ∀ f ∈ L2(X,Φ, ν + µ) (23)

Eligiendo f = χE, con E ∈ Φ, tenemos ν(E) =
∫

E
gd(ν + µ).

Por un lado, tenemos que ∀E ∈ Φ, (µ+ ν)(E) = µ(E)+ ν(E) ≥ ν(E) y por otro lado, dado
E ∈ Φ tal que (ν + µ)(E) > 0 se cumple que:

0 ≤ ν(E)

ν(E)+µ(E)
≤ 1

y entonces

0 ≤ 1
ν(E)+µ(E)

∫

E
gd(ν + µ) ≤ 1

equivalentemente

0 ≤
∫

E
gd(ν + µ) ≤ ν(E) + µ(E) = (ν + µ)(E) =

∫

E
1d(ν + µ)

Es decir que∀E ∈ Φ con (ν+µ)(E) > 0 se satisface que
∫

E
gd(ν + µ) ≤

∫

E
1d(ν + µ). En par-

ticular, sea E∗ = {x : g(x) > 1} tal que (ν+µ)(E∗) > 0 entonces
∫

E∗
gd(ν + µ) >

∫

E∗
1d(ν + µ)

pero también tendrı́amos que
∫

E∗
gd(ν + µ) ≤

∫

E∗
1d(ν + µ) lo cual es una contradicción.

Se concluye que (ν + µ)(E) = 0 y entonces 0 ≤ g(x) ≤ 1 para casi todo punto.

Sean A = {x ∈ X : g(x) < 1} y B = {x ∈ X : g(x) = 1}. Claramente A ∩ B = ∅ y
A ∪ B = X. Además:

ν(E) = ν(E∩X) = ν(E∩ (A∪B)) = ν((E∩A)∪ (E∩B)) = ν(E∩A)+ν(E∩B) = νa(E)+νs(E)
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De la igualdad en (23):

∫

X
f dν =

∫

X
f gd(ν + µ) =

∫

X
f gdν +

∫

X
f gdµ (24)

y entonces

∫

X
f dν −

∫

X
f gdν =

∫

X
( f − f g)dν =

∫

X
f (1 − g)dν =

∫

X
f gdµ (25)

Eligiendo f = χB, tenemos a partir de (25)

∫

X
f (1 − g)dν =

∫

B
(1 − g)dν =

∫

B
1dν −

∫

B
gdν =

∫

B
gdµ (26)

Por lo tanto, de (24) y (26), tenemos

ν(B) =
∫

B
gdµ +

∫

B
gdν =

∫

B
gd(µ + ν) =

∫

B
d(µ + ν) = µ(B) + ν(B)

de donde se concluye que µ(B) = 0 y como µ(B) = µ(CA) es decir µ está concentrada
en A.
Como νs(A) = ν(A ∩ B) = ν(∅) = 0 entonces νs está concentrada en B, es decir que

νs ⊥ µ

Eligiendo f = χE

n∑

k=0

gk con E un medible cualquiera y reemplazando en (25) se obtiene,

por una lado

∫

X
f (1 − g)dν =

∫

X
χE

( n∑

k=0

gk
)

(1 − g)dν =
∫

E

n∑

k=0

gk(1 − g)dν =
∫

E
(1 − gn+1)dν

y por otro:

∫

X
f gdµ =

∫

X
(χE

n∑

k=0

gk)gdµ =
∫

E

n+1∑

k=1

gkdµ

Por lo tanto
∫

E
(1 − gn+1)dν =

∫

E

n+1∑

k=1

gkdµ.

Tomando lı́mites

lı́m
n→+∞

∫

E
(1 − gn+1)dν = lı́m

n→+∞

∫

E

n+1∑

k=1

gkdµ

Si x ∈ A, g(x) < 1 entonces (1 − gn+1)→ 1 y poniendo h(x) =
+∞∑

k=1

gk(x) resulta
n∑

k=1

gk → h.

Observar que

∫

E
(1 − gn+1)dν =

∫

E∩A
(1 − gn+1)dν +

∫

E∩B
(1 − gn+1)dν

Y ası́
∫

E
(1 − gn+1)dν =

∫

E∩A
(1 − gn+1)dν. Aplicando Beppo Levi a ambas sucesiones:
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ν(E ∩ A) = νa(E) =
∫

E
dν =

∫

E
lı́m

n→+∞

n+1∑

k=1

gkdµ =
∫

E
hdµ ∀E ∈ Φ

Se concluye que νa(E) =
∫

E
hdµ. Además, si µ(E) = 0 entonces

∫

E

hdµ = 0 y luego

νa(E) = 0. Por lo tanto νa << µ.

Veamos la unicidad. Supongamos que existen medidas ν′a y ν′s tal que ν = ν′a+ν
′
s = νa+νs.

Se tendrı́a νa − ν′a = ν′s − νs y entonces νa − ν′a << ν′s − νs.

Por lema 9 iii), como νa − ν′a << µ, ν′s − νs⊥µ entonces νa − ν′a⊥ν′s − νs pero enton-
ces

(νa − ν′a) ⊥ (ν′s − νs) y νa − ν′a << ν′s − νs =⇒ νa − ν′a = 0

de donde νa = ν′a y entonces ν′s − νs = 0 lo cual implica que ν′s = νs. ¤

Nota 8 El par (νa, νs) constituye la denominada descomposición de Lebesgue de ν con respecto
a µ. La parte b) se conoce como el Teorema de Radon-Nikodym. La función h se denomina derivada
de Radon-Nikodym de ν con respecto a µ. La prueba (queda como ejercicio) de ambos resultados
se debe a Von-Neumman. La prueba de éste teorema depende fuertemente de las hipótesis µ(X) y
ν(X) finitas. Si suponemos que µ es una medida positiva σ−finita y ν es una medida con signo o una
medida compleja, podemos extender el resultado anterior.

4.2. E     Lp.

Representaciones de funcionales lineales continuos sobre Lp.

Teorema 23 (Representación) Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida σ-finita. Entonces cada función
g ∈ Lq(X,Φ, µ), con 1 < q ≤ ∞, define un funcional lineal y continuo lg sobre Lp(X,Φ, µ), donde p
es el conjugado de q, dado por

lg : Lp(X,Φ, µ)→ K
f → lg( f ) =

∫

f gdµ

siendo además
∥
∥
∥lg

∥
∥
∥ =
∥
∥
∥g
∥
∥
∥

q
.

Teorema 24 (Riesz) Dado cualquier funcional lineal y continuo l sobre Lp(X,Φ, µ), con 1 ≤ p < ∞,
existe una única función g ∈ Lq(X,Φ, µ) tal que

l( f ) =

∫

f gdµ ∀ f ∈ Lp(X,Φ, µ)

siendo además ‖l‖ =
∥
∥
∥g
∥
∥
∥

q
y q es el conjugado de p.

Definición 25 Diremos que l es un funcional real si l( f ) ∈ R ∀ f ∈ Lp, f a valores reales. Y
diremos que l es un funcional positivo si l( f ) ≥ 0 para toda f ∈ Lp, con f ≥ 0.

Lema 10 Si l es un funcional real sobre Lp. Entonces existen funcionales positivos l+, l− tales que
l( f ) = l+( f ) − l−( f ) ∀ f ∈ Lp.
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Duales de Lp.

Teorema 25 Sea (X,Φ, µ) un espacio con medidaσ-finita. Entonces existe un isomorfismo isométrico
entre L2(X,Φ, µ) y su dual

(
L2(X,Φ, µ)

)′
. Es decir, existe una aplicación lineal biyectiva

φ : L2(X,Φ, µ)→
(

L2(X,Φ, µ)
)′

g → φ(g) = lg

tal que
∥
∥
∥φ(g)

∥
∥
∥ =
∥
∥
∥lg

∥
∥
∥ =
∥
∥
∥g
∥
∥
∥

2
.

dem: De acuerdo con el teorema de representación Riesz y teniendo en cuenta que p = q = 2
son conjugados se concluye que la aplicación φ definida

φ : L2(X,Φ, µ)→
(

L2(X,Φ, µ)
)′

g → φ(g) = lg

donde lg( f ) =
∫

f gdµ ∀ f ∈ L2 es un isomorfismo isométrico de L2 sobre su dual (L2)′.¤

Observación 14 El isomorfismo existente entre L2 y su dual permite establecer una identificación
entre ambos espacios. Por eso suele decirse que el dual de L2 es L2, identificando cada funcional del
dual con la función g que lo realiza como integral.

Teorema 26 Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida σ-finita y sean 1 ≤ p < ∞, 1 < q ≤ ∞ ı́ndices con-
jugados.. Entonces existe un isomorfismo isométrico entre Lq(X,Φ, µ) y el dual de Lp,

(
Lp(X,Φ, µ)

)′
.

Es decir, existe una aplicación lineal biyectiva

φ : Lq(X,Φ, µ)→ (Lp(X,Φ, µ)
)′

g → φ(g) = lg

tal que
∥
∥
∥φ(g)

∥
∥
∥ =
∥
∥
∥lg

∥
∥
∥ =
∥
∥
∥g
∥
∥
∥

q
.

dem: Es consecuencia del teorema de representación Riesz, para p, q conjugados, la aplica-
ción φ definida

φ : Lq(X,Φ, µ)→ (Lp(X,Φ, µ)
)′

g → φ(g) = lg

donde lg( f ) =
∫

f gdµ ∀ f ∈ Lp es un isomorfismo isométrico de Lq sobre su dual (Lp)′.¤

Observación 15 Este teorema permite establecer una identificación entre el dual de Lp (1 ≤ p < ∞)
y Lq (1 < q ≤ ∞), siendo p, q conjugados. Se identifica entonces cada elemento de (Lp)′ con la función
que lo realiza como integral, y se dice entonces que el dual de Lp es Lq.

Nota 9 (L2)′ = L2, (L1)′ = L∞, pero (L∞)′ , L1, aunque se puede probar (funcional) que el
L1 ⊂ (L∞)′.
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Í ́
µ-casi todo punto, 54
σ-álgebra, 40
álgebra

de Banach, 111
álgebra de Borel, 41
ı́ndices conjugados, 113

abierto de R, 23
axiomas

de completitud, 13
de multiplicación ·, 6
de suma +, 6

borelianos, 41

carga, 56
clase

Fσ, 41
Gδ, 41
cubridora por sucesiones, 57

cociente, 7
completación de un espacio con medida,

55
condición de Carathéodory, 58
conjunto

ı́nfimo de, 14
de Borel, 41
medible Lebesgue en R, 61
acotado, 13
acotado inferiormente, 13
acotado superior e inferiormente, 25
acotado superiormente, 13
compacto, 28
denso, 24
extremo inferior de, 14
extremo superior de, 13
máximo de, 14
medible, 40
perfecto, 28
supremo de, 13

converge
en medida, 118

convolución, 120
cubre en el sentido de Vitali, 96
cubrimiento, 27
cuerpo, 6

completo, 15

conjunto de elementos negativos, 8
de los números reales, 20
ordenado, 9
subconjunto de elementos positivos, 7

denso, 109
derivada

superior (inferior) por derecha, 96
superior (inferior) por izquierda, 96

diferencia, 7
distancia, 23
división, 7

entorno, 23
espacio

cociente L1(X,Φ, µ), 111
cociente Lp(X,Φ, µ), 113
cociente L∞(X,Φ, µ), 115
cociente Lp(X,Φ, µ), 114
con medida producto, 88
de Banach, 108
medible producto, 87
normado, 107
normado completo, 108
con medida, 54
medible, 40

existencia
de elemento identidad para ·, 6
de elemento neutro para +, 6
del opuesto de un elemento, 6
del recı́proco de un elemento, 6

función
absolutamente continua, 104
de Cantor, 68
esencialmente acotada, 115
integrable en C, 82
integrable en R, 79
integral de f , 101
medible Lebesgue, 70
simple, 74
simple medible, 71
continua, 36
longitud, 60
medible, 42
medible a valores complejos, 51
medible a valores reales, 44
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medible a valores reales extendidos, 46
medible Borel, 42
medible entre espacios con medida, 56
parte negativa, 45
parte positiva, 45
uniformemente continua, 38

funcional
lineal, 110
positivo, 127
real, 127

integral
de ϕ con respecto a µ, 74
de f con respecto a µ, 76
de f con respecto a µ en C, 82
de f con respecto a µ en R, 79
impropia de Riemann, 94
impropia de Riemann absolutamente

convergente, 94
impropia de Riemann convergente, 94
de Lebesgue de f medible sobre R, 92
de Riemann de f sobre [a, b], 92

isomorfismo, 12

lı́mite
de una función en un punto, 34
superior e inferior, 32
superior e inferior de una función, 35

lı́mites
al inifito, 35
infinitos, 35
laterales, 35

Lema
Desigualdad de Hölder, 113
Desigualdad de Hölder, extensión, 116
Desigualdad de Minkowski, 113
Desigualdad de Schwarz, 113
Fatou, 78
Vitali, 96

máximo y mı́nimo, 31
métrica

inducida por una norma, 108
múltiplos de un elemento de un cuerpo, 9
medida, 52

absolutamente continua respecto a otra
medida, 123

concentrada en A, 124
de Lebesgue, 52

de Lebesgue sobre R, 61
de Lebesgue-Stieltjes, 53
exterior, 56
exterior de Lebesgue en R, 60
inducida por la medida exterior µ∗, 60
nula, 54
positiva, 52
producto, 88
producto completa, 88
regular, 65
unitaria concentrada en x0, 52
completa, 54
con signo, 56
cuenta puntos, 52
finita, 52

medidas
mutuamente singulares, 124

norma, 107
de T, 110
euclı́dea, 107

oscilación de f , 36

parte entera, 20
Principio

de Eudoxo-Arquı́medes, 15
del encaje de intervalos cerrados, 16
del extremo superior, 15

propiedad
conmutativa de +, 6
asociativa de +, 6
conmutativa de +, 6
de aditividad, 52
de monotonı́a, 53
de subaditividad, 53
distributiva, 6
cuerpo ordenado, 9

punto lı́mite, 31

rectángulo medible, 86
relación

de orden, 7
de orden extendida a R̄, 30
de orden lineal o total, 7
mayor o igual, 9
mayor que, 8
menor o igual, 9
menor que, 8
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representación decimal, 21

sección
de un conjunto, 88

sección de una función, 88
seminorma, 107
sistema completo, 109
subcuerpo, 7

racional, 11
subespacio

normado, 109
sucesión

de Cauchy, 108
de Cauchy en medida, 118
convergente, 23
de Cauchy, 24

supremo e ı́nfimo, 25
sustracción, 7

Teorema
Egoroff, 70
Heine-Borel, 28
Lebesgue, 96
Lusin, 71
Beppo Levi o de convergencia monóto-

na, 77
Bolzano, 37
Bolzano-Weierstrass, 26, 27
Caracterización de funciones de VA,

101
Carathéodory, 58
Condición de Cauchy, 34
convergencia en Lp, 117
convergencia en medida, 118, 119
convolución, 121
de la medida producto, 87
densidad en Lp(Ω, dx), 123
densidad en Lp(X,Φ, µ), 123
descomposición de Lebesgue de ν con

respecto a µ, 127
dual de L2, 128
dual de Lp, 1 ≤ p < ∞, 128
Fréchet, 73
Fubini, 91
Heine, 39
Lebesgue o de la convergencia domi-

nada en C, 83
Lebesgue o de la convergencia domi-

nada en R, 81

Lindelöff, 27
Radon-Nikodym, 124
Representación Riesz, 127
separabilidad de Lp, 123
Tonelli, 89
Weierstrass, 38, 109
Young, 122

transformación
lineal, 110

variación acotada, 99
variación total, 99

132 Funciones Reales-LM GFR-2015
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