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Práctica No 6: Nociones sobre espacios normados. Espacios de Lebesgue Lp.

Breves nociones sobre espacios normados.

1,. Si x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn o Cn se define

||x||1 =
n
∑

i=1

|xi| ||x||2 =
(

n
∑

i=1

|xi|2
) 1

2

||x||p =
(

n
∑

i=1

|xi|p
) 1

p

||x||∞ = máx
i=1,...,n

|xi|.

Demostrar que las precedentes funciones son normas sobre Rn o Cn.

2,. Si A = (aij)m×n ∈ Mm×n(R) o Mm×n(C), se define

||A||1 =
m
∑

i=1

n
∑

j=1
|aij | ||A||2 =

(

m
∑

i=1

n
∑

j=1
|aij |2

) 1

2

||A||p =
(

m
∑

i=1

n
∑

j=1
|aij |p

) 1

p

(1 ≤ p < ∞) ||A||∞ = máx
i=1,...,m,j=1,...,n

|aij |

||A||∗ = máx
i=1,...,m

n
∑

j=1
|aij | ||A||∗∗ = máx

j=1,...,n

m
∑

i=1
|aij |

Mostrar que todas son normas sobre Mm×n(R) o Mm×n(C).

3,. Para cada f ∈ C[a, b] se define

||f ||∞ = máx
x∈[a,b]

|f(x)| ||f ||1 =
b
∫

a

|f(x)|dx ||f ||2 =





b
∫

a

|f(x)|2dx





1

2

.

Mostrar que todas son normas sobre el espacio C[a, b].

4,. Sea SC[a, b] el espacio de las funciones seccionalmente continuas sobre el intervalo [a, b]. Mostrar
que la función

p(f) =

b
∫

a

|f(x)|dx,

definida para toda f ∈ SC[a, b], es una seminorma pero no una norma sobre SC[a, b].

5,. Dar ejemplos de seminormas que no sean normas sobre los espacios Rn,Cn,Mm×n(R),Mm×n(C)
y C[a, b].

1



6,. Demostrar que

(a). la convergencia en Rn y en Cn, con cualquiera de las normas definidas en el ejercicio 1,
equivale a la convergencia por componentes,

(b). vale análogo resultado para la convergencia en Mm×n(R) y Mm×n(C) con la métricas defi-
nidas en el ejercicio 2,

(c). la convergencia en C[a, b] con la norma || · ||∞ es la convergencia uniforme sobre [a, b].

7,. Demostrar que los siguientes espacios son de Banach:

-a- Rn y Cn, con cualquiera de las normas definidas en el ejercicio 1.

-b- Mm×n(R) y Mm×n(C) con cualquiera de las normas definidas en el ejercicio 2.

-c- C[a, b] con la norma || · ||∞.

8,. Mostrar que C[a, b] tanto con la norma || · ||1 como con la norma || · ||2 no es un espacio de Banach.

9,. Sea l1 =

{

η = (xn)
∞

n=1 : xn ∈ C,
∞
∑

n=1
|xn| < ∞

}

. Se define ||η||1 =
∞
∑

n=1
|xn|.

Demostrar que

*a* l1 es un espacio vectorial sobre C.

*b* || · ||1 es una norma sobre l1.

*c* l1 con la norma || · ||1 es un espacio de Banach.

Para las demostraciones sólo pueden aplicarse resultados de la teorı́a de sucesiones y series
numéricas.

10,. Sea l2 =

{

η = (xn)
∞

n=1 : xn ∈ C,

(

∞
∑

n=1
|xn|2

) 1

2

< ∞
}

. Se define ||η||2 =
(

∞
∑

n=1
|xn|2

) 1

2

.

Demostrar que

-a- l2 es un espacio vectorial sobre C.

-b- || · ||2 es una norma sobre l2.

-c- l2 con la norma || · ||2 es un espacio de Banach.

Para las demostraciones sólo pueden aplicarse resultados de la teorı́a de sucesiones y series
numéricas.

11,. Sea l∞ =

{

η = (xn)
∞

n=1 : xn ∈ C, sup
n∈N

|xn| < ∞
}

. Se define ||η||∞ = sup
n∈N

|xn|.
Demostrar que

(a). l∞ es un espacio vectorial sobre C.

(b). || · ||∞ es una norma sobre l∞.

(c). l∞ con la norma || · ||∞ es un espacio de Banach.

Para las demostraciones sólo pueden aplicarse resultados de la teorı́a de sucesiones y series
numéricas.

12,. Sea c =
{

η = (xn)
∞

n=1 ∈ l∞, ĺım
n→∞

xn = 0
}

.

Demostrar que

* I * c es un subespacio vectorial de l∞.

* II * c con la norma de l∞ restringida a él, es un subespacio cerrado de l∞.

* III * c con la norma de l∞ restringida a él, es un espacio de Banach.
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13,. Demostrar que

(I) todo subespacio cerrado de un espacio de Banach es un espacio de Banach.

(II) todo subespacio completo de un espacio de Banach es cerrado.

14,. Demostrar, con las normas definidas oportunamente, los siguientes enunciados.

-I- Qn es denso en Rn.

-II- Mm×n(Q) es denso en Mm×n(R)

-III- Λ = {η = (xn)
∞

n=1 : ∃n0 ∈ N / xn = 0 ∀n > n0} es denso en l1 y en l2.

Los espacios de Lebesgue Lp. Convolución.

1,. Mostrar que, si 1 ≤ p < ∞, f ∈ Lp(X,X , µ) y ǫ > 0, existe una función simple X -medible φ tal
que ||f − φ|| < ǫ. Es válido para L∞(X,X , µ)?

2,. Sea X = N y sea λ la medida sobre N tal que λ({n}) = 1
n2 . Mostrar que λ(X) < ∞.

Sea f definida sobre X por f(n) =
√
n. Mostrar que f ∈ Lp sii 1 ≤ p < 2.

3,. Sea X = (0, 1) con la medida de Lebesgue. Dar un ejemplo de una función f tal que f ∈ Lp(X)
sii 1 ≤ p < 2.

4,. Sea (X,Φ, µ) un espacio con medida finita y f ∈ Lp. Mostrar que f ∈ Lr para 1 ≦ r ≦ p.

5,. Calcular la convolución f ∗ g si f(x) = xχ[0,1] y g(x) = χ[0,1].

6,. Siendo f ∈ L1(Rn) se define el soporte de f como

sop(f) = {x ∈ Rn : f(x) 6= 0}

Probar que si f, g ∈ L1(Rn) tienen soporte acotado, la convolución f ∗ g también.
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