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Practica N° 3: Medibilidad.

(. Sea X un conjunto no vacio, decimos que una familia A C P(X) es un algebra si tiene las si-
guientes propiedades:

-I- X e A
-i- Ae A= CAc A
-- Ac A, Be A= AUBe€ A

Mostrar que:

a* 0e A
ot (AN, CA= JAiceAy () AicA
=1 =1

*

** Ae A Be A= A—-Bec A
*d* Toda o-algebra es un édlgebra.

(. Sea X = Ry Ala familia integrada por ) y todas las uniones finitas de intervalos. Mostrar que A
es un algebra pero no una o-algebra.

(®. Sea Aunélgebrasobre X y {An}neN una suce51on en A, mostrar que existe { By, } ,cn una sucesion

en A, disjuntos 2 a 2 y tales que U A, = U B,

n= n=1

(@. Sea { A, }nen una sucesion de subconjuntos de X. Definimos limite superior de {4, }, al conjunto
limA,, = {z € X : x € A, para infinitos A,} = {z € X : Vng I n > ng / v € A,} y limite
inferior de {A,}, al conjunto limA, = {x € X : z € A, Vn € N salvo, tal vez, un nimero
finito} = {z € X : Ing/ z € A, ¥n > ng}. Mostrar que:

-a- TmA, = N (@ Ak> y limA, = |J (F‘ﬂ Ak>.

-b- Si {E,}nen es una sucesion creciente de subconjuntos de X entonces

[e.9]
limE, = |_J E, = fmE,.
n=1
-c- Si{E),}nen es una sucesion decreciente de subconjuntos de X entonces

o0
limE,, = ﬂ E, = imE,,.

n=1



© ©

Sea { A, }nen una sucesion de subconjuntos de X. Mostrar que:
(@- P c N A, ClimA, climA4, c U A, C X.

neN neN
(b)- Dar una sucesién {4, } ey tal que ) = limA,, y imA,, = X.

(c)- Dar una sucesion { 4, } ,en que no sea creciente ni decreciente tal que limA4,, = lfmA,,. Cuan-
do vale esta igualdad, este tinico conjunto de denomina limite de {4, },ci y se nota lim A,,.

Una familia no vacia M C P(X) se denomina una clase monétona si para cada sucesion { £, },en

[e.9] oo

creciente en M y cada sucesion {F), },cn decreciente en M, los conjuntos |J E,, () F, € M.
n=1 n=1

Mostrar que, dada cualquier familia 7 C P(X) existe una minima clase monétona Mr C P(X)

que contiene a . M r se denomina clase monétona generada por F y F constituye una familia
de generadores de M r. Mostrar que una o-dlgebra es una clase monétona y que un élgebra
mondtona es una o-algebra.

Mostrar que si ) # F C P(X), la o-dlgebra @ r generada por F contiene a la clase monétona M r
generada por F. Mostrar que las inclusiones

FCMrpCor
pueden ser estrictas.

Mostrar que si X es un espacio topolégico la familia de cerrados es un sistema de generadores
del 4lgebra de Borel 5 de X.

Sea X = Ry 3 el dlgebra de Borel de R. Mostrar que los siguientes son sistemas generadores de

G-

G1 ={(a,b) : a,b € R} Gy ={(a,+) : a € R}
Go = {[a,b) : a,b € R} Gio = {[a,+00) : a € R}
Gz ={(a,b] : a,b € R} G11 ={(—00,a) : a € R}
Gy ={[a,b] : a,b e R} Gi2 = {(—0,a] : a € R}
otros 4 conj con a,b € Q. otros 4 conj con a,b € Q.

Sea X = Ry j3 el dlgebra de Borel extendida. Mostrar que j3 es la o-dlgebra generada por la
familia de conjuntos F, {+oo},{—oco} con E € 3 (dlgebra de Borel de R). Mostrar ademds que
B={E,EU{+o0}, EU{—0c0}, EU{+00,—0}: E € §}.

Sean (X, ®) un espacio medible, £ C X y xg funcién caracteristica de E. Mostrar que xg es
®-medible sii F € .

Dar un ejemplo de un espacio medible (X, ®) y una funcién f : (X, ®) — R que no sea ®-medible
pero tal que |f|y f? si sean ®-medibles.

Mostrar que las funciones monétonas f : R — R son funciones de Borel.

Sea (X, ®) un espacio medible. Sea ¢ € Ry sean f,g : X — R tales que f,g € M(X, ®). Mostrar
que entonces cf, f+g, f+, [, |f| € M(X,®).



