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Práctica No 1: Los números reales

1,. Completar las demostraciones de los apuntes de teorı́a.

2,. A partir de los axiomas listados en la Definición 1, probar la unicidad de los elementos neutro,
identidad, y del opuesto y recı́proco de ¿todo? elemento de un cuerpo.

3,. Verificar que los conjuntos F+ y F− definidos en la Definición 4 son efectivamente

F+ = {x ∈ F : θ < x} y F− = {x ∈ F : x < θ}.

4,. Deducir, a partir de la Definición 8, que si n ∈ Z y x ∈ F entonces

−(nx) = (−n)x, y nθ = θ.

5,. Definir adecuadamente relación de isomorfismo de cuerpos ordenados según la Definición 10 y probar
que es de equivalencia.

6,. Probar que si X es un subconjunto de un cuerpo ordenado F que posee máximo m, entonces el
conjunto X es acotado superiormente y su supremo es m.

7,. Probar que todo intervalo abierto no vacı́o de R contiene números racionales.

8,. Si (xα, α ∈ A) es una familia arbitraria (no necesariamente numerable) de valores no negativos
de la recta extendida R, entonces definimos la suma desordenada de dicha familia por medio de la
fórmula ∑

α∈A
xα = sup

F

∑
α∈F

xα,

donde el supremo se toma sobre todos los subconjuntos finitos F de A. Probar las siguientes
afirmaciones:

-a- Si A = {α1, α2, . . . } es numerable, entonces

∑
α∈A

xα = xα1 + xα2 + · · · =
∞∑
k=1

xαk
.

-b- Si
∑
α∈A

xα < ∞, entonces el conjunto de todos los α tales que xα > 0 es numerable.

-c- Si (Ai, i ∈ I) es una partición de A, es decir, una familia disjunta cuya unión es A, entonces∑
α∈A

xα =
∑
i∈I

∑
α∈Ai

xα (fórmula de la asociatividad).
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-d- A partir de la fórmula de la asociatividad probar que una serie doble con términos no nega-
tivos puede sumarse en cualquier orden. Es decir, si (ank) es una sucesión doble de números
no negativos, entonces

∑
(n,k)∈N×N

ank =
∞∑
n=1

∞∑
k=1

ank =
∞∑
k=1

∞∑
n=1

ank.

9,. Sea p un entero mayor que 1, y x un número real con 0 < x < 1. Mostrar que existe una sucesión
(an) de enteros con 0 ≤ an < p tales que

x =

∞∑
n=1

an
pn

,

y que esta sucesión es única excepto cuando x es de la forma q
pn , en cuyo caso existen exactamente

dos tales sucesiones. Mostrar que, recı́procamente, si (an) es una sucesión cualquiera de enteros
con 0 ≤ an < p, la serie

∞∑
n=1

an
pn

converge a un número real x con 0 ≤ x ≤ 1. Si p = 10, esta sucesión es la expansión decimal de x.
Para p = 2 se llama la expansión binaria de x y para p = 3, la expansión ternaria.

10,. El conjunto de Cantor ternario C consiste de todos los números reales en el intervalo [0, 1] que tienen
expansión ternaria (an) con an ̸= 1, donde si x tiene dos expansiones ternarias, x estará en C si
alguna de las expansiones no tiene términos iguales a 1. Probar que:

(a) C es cerrado,

(b) C que se obtiene primero removiendo de [0, 1] el tercio del medio
(
1
3 ,

2
3

)
, luego de los inter-

valos que quedan removiendo los tercios del medio
(
1
9 ,

2
9

)
y
(
7
9 ,

8
9

)
, y ası́ sucesivamente.

(c) C puede ponerse en correspondencia uno a uno con el intervalo [0, 1].

(d) El conjunto de puntos de acumulación de C es C.

11,. Demostrar que Q es numerable y que R es no numerable.

12,. (a). Demostrar que toda familia de intervalos abiertos disjuntos es numerable.

(b). ¿ Es numerable cualquier familia de conjuntos disjuntos?

(c). ¿ Es numerable un conjunto de puntos aislados?

13,. Demostrar para A y B subconjuntos de R:

-a-. A′ numerable ⇒ A numerable.

-b-. A′ * (A′)′ .

-c-. A ⊂ B ⇒ A′ ⊂ B′.

-d-. (A ∪B)′ = A′ ∪B′.

-e-. (Ā)′ = A′.

14,. Hallar A tal que A′ = {0} ∪ { 1
n
: n ∈ N}.

15,. Probar que A ∪B = Ā ∪ B̄ y que A ∩B ⊂ Ā ∩ B̄. Mostrar que no vale la igualdad.

16,. Probar que para todo A, A′ es cerrado.

17,. Si F cerrado y a /∈ F existen abiertos disjuntos A,B tales que a ∈ A y F ⊂ B.
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18,. Hallar la clausura de cada uno de los siguientes conjuntos. En el caso en que existan, identificar
el ı́nfimo y el supremo.

A =

{
± 1

n
± 1

m
: n,m ∈ N

}
, B =

{
(−1)n +

1

n
: n ∈ N

}
,

C =

{
1

2n
+

1

3m
: n,m ∈ N

}
, D =

{
(−1)nn

n+ 1
: n ∈ N

}
,

E = {r ∈ Q : r2 ≤ 5}.

19,. Si A, B ⊂ R son acotados superiormente (inf) mostrar que también lo son los conjuntos

A+B = {a+ b ∈ R : a ∈ A, b ∈ B} y cA = {ca ∈ R : a ∈ A} con c ∈ R.

Valiendo además supA+B = supA+ supB y sup cA = c supA si c > 0.

Analizar los casos c = 0 o c < 0. Enunciar resultados análogos para el ı́nf A+B y ı́nf cA.

20,. Si A acotado superiormente entonces Ā acotado superiormente y sup Ā = supA.

21,. Sean A,B ⊂ R tales que B es acotado superiormente, y además ∀a ∈ A ∃ b ∈ B tal que a 5 b.
Entonces A es acotado superiormente y supA 5 supB.

22,. Sea a > 0, a ̸= 1, α ∈ R. Demostrar que:

i) ĺım
n→∞

an =

{
0 si a < 1
+∞ si a > 1

, ii) ĺım
n→∞

nan =

{
0 si a < 1
+∞ si a > 1

,

iii) ĺım
n→∞

nαan = 0 si 0 < a < 1.

23,. Demostrar los siguientes lı́mites:

ĺım
n→∞

n
√
a = 1 si a > 0, ĺım

n→∞

an

n!
= 0.

24,. a) ¿ Puede ser ĺım
n→∞

anbn = 0 aunque ni {an}n∈N ni {bn}n∈N tengan lı́mite 0?

b) ¿ Es posible que {anbn}n∈N y {an}n∈N sean convergentes si {bn}n∈N diverge?
c) ¿ Si {an}n∈N converge, la sucesión {an+1 − an}n∈N converge a 0? ¿Vale el recı́proco?

25,. Encontrar limite superior e inferior de las sucesiones:

*a*
{
(−1)n +

1

n

}
n

,

*b*
{
1

n
+

(−1)n

n2

}
n

,

*c*
{
2 +

(−1)n

n
+

(−1)n+1

n+ 1

}
n

.

26,. Probar que si an < bn ∀n entonces:

(a) ĺım an 5 ĺım bn.
(b) ĺım an 5 ĺım bn.

27,. Probar que para sucesiones acotadas {an}, {bn} vale

ĺım an + ĺım bn 5 ĺım (an + bn) 5 ĺım (an + bn) 5 ĺım an + ĺım bn.

Dar ejemplos donde las desigualdades sean estrictas.

28,. Probar que si ĺım bn = 0 entonces

ĺım {an + bn} = ĺım an, ĺım (an + bn) = ĺım an.

29,. Demostrar que ĺım (−an) = −ĺım an.
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