MATEMATICA APLICADA 2 Segundo cuatrimestre 2014

Licenciatura en Fisica, Universidad Nacional de Rosario

Trabajo practico n°® 2: Transformada de Fourier

Transformada de Fourier

fle) = / €2 () da

— 00

~

1. Halle f(x) siendo f(z) = X[—a,q]-

2. Sea 1, : L1(R) — L1 (R) el operador traslacién dado por
() =9:g(x) = flx —h).

Tp, es lineal y continuo con ||7|| = 1. Ademas, ;h?(ﬁ) = e 2mith f(£).

~

3. J/C\/(f) = 271'2{?({), feC(R), f/(n\)(g) = (2mi&)" f(£), f(k) € Li(R), k=0,1,2,---.
4. Sea F(z) = 2" f(z) con F € L1(R). Entonces
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con T(z) = (—i2mwx)" f(x).
5. Halle la transformada de E(z) = e~™® . Obtenga asf la transformada de G (x) = e~™’2" Estudie
el limite cuando A — 0 de la sucesion de funciones Gy.

Use: F(A)(6) = 4 F(5)-

6. a) Muestre que si f es par entonces f es par, si f es impar entonces f es impar.

b) Muestre que si f y f son reales entonces f es par, si f es real y f es imaginaria pura entonces
f es impar.

7. Halle la transformada de Fourier de
a) f(z) = X[, +o0)e” %, con a > 0.
b) fx) = e~ con a > 0.
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c) f(F) = ST g(7) = eI con 7= (2,9,2) y a > 0.

8. Definicién: La convolucién de f y g se define (f x g)(z) = j;: dyf(y)g(x — y). Demuestre las
siguientes propiedades:

a) [f =gl < Iflxllgll

b) frg=gx*f

c) fx(g*xh)=(fxg)*h
d) T+g=7Jg

)

e) No exite G € L1(R) tal que G * f = f para toda funcién f € Li(R).
9. Sea g € L1(R), no negativa, nula fuera del intervalo [—1,1] y tal que ffooo glx)de = 1, y sea
ge(x) = 29(2).

a) Verifique que si f € L1(R) es constante igual a ¢ en el intervalo [a, b], entonces f*g, es también
constante igual a c en el intervalo [a + €,b — €] (para e < 252).
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b) Calcule y grafique (aproximadamente) f * g para f = cX(—oo0,a) + dX[a,+00c] SUponiendo si se
quiere que g es continua, en forma de campana.
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Demuestre que la sucesién de distribuciones temperadas T, = e™ §,, converge a cero en D* pero no
en S*.

Resuelva en S* la ecuacién

f"—a*f=6 a>0.

Usando x.vp% = 1 muestre que
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Calcule la transformada de Fourier de la distribucion
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en donde ¢ es un parametro real positivo y estudie el limite ¢ — 0T. Usando el ejercicio anterior

deduzca que
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el limite tomado en el sentido de las distribuciones.

Relacién de incertidumbre
Sea f € Ly(R) que cumple [, |f(2)]2dx = 1, [ z|f(z)|*dz =0y [, 2*|f(x)*dz < co. Consideremos

|f(z)]? como una densidad de probabilidad. Sea f la transformada de Fourier de f. Definimos

(Ar)? = / 2|f(2)Pda,

la desviacién estandar en la variable z y

@k = [ #2170,

la desviacién estandar en k.

a) Muestre que

Az Ak > i
4a
Sugerencia: puede ser 1til la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

b) Muestre que la igualdad se cumple tinicamente para la funcién gaussiana

_ 1 7I2/( ACE)z
flz) = (271-(Ax)2)1/4e ? :



