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Espacios métricos!

1. Introduccion

La geometria del espacio tridimensional en el que estamos sumergidos nos resulta muy natu-
ral. Conceptos tales como distancia, longitud, angulo, perpendicularidad son de uso cotidiano. En
matematicas frecuentemente podemos agrupar ciertos objetos en espacios abstractos y definir entre
ellos relaciones semejantes a las existentes entre los puntos del espacio ordinario. El paralelismo
que se establece asi entre los espacios abstractos y el espacio euclideano nos permite visualizar y
lograr un entendimiento mas profundo de estos objetos.

En algunas aplicaciones el planteo més simple que puede usarse es el de espacio métrico. Un
espacio métrico es un conjunto de puntos en los que estd definido la nocién de distancia entre
puntos. Podemos usar la funcién distancia o métrica para definir los conceptos fundamentales del
analisis, tales como convergencia, continuidad y compacidad.

Un espacio métrico no necesita tener ninguna clase de estructura algebraica definida en él, es
decir, puede no tener sentido la suma de elementos del espacio o la multiplicacién de un elemento por
un numero real o complejo. Sin embargo, es muy frecuente el uso de espacios métricos que son a su
vez espacios vectoriales, con una métrica derivada de una norma que mide la longitud de un vector.
Tales espacios seran llamados espacios normados. Una buena parte de la materia estard destinada
al estudio de espacios normados de infinita dimensiones, incluyendo los espacios funcionales en los
cuéles un punto representa una funcién (de allf el nombre de andlisis funcional que recibe este drea
de las matemadticas). La intuicién geométrica derivada de los espacios euclideanos de dimensiones
finitas es esencial, aunque caracteristicas completamente nuevas surgen en los espacios de infinitas
dimensiones.

2. Meétricas

Si a y b son dos numeros reales, puede pensarse al nimero real no negativo |a — b| como la
distancia que separa a de b. Esta operacion de asignar distancias a pares de puntos es precisamente
lo que da origen a los espacios métricos. La teoria basica que emana del concepto de distancia tiene
que ver con las propiedades de subconjuntos (abiertos, cerrados, compactos, conexos), sucesiones
(convergentes, Cauchy) y funciones (continuas), y la relacién entre estas nociones.

Definicién: Un espacio métrico es un par (X, d) donde X es un conjunto no vacfo y d es una
funcién real definida en X x X, llamada distancia o métrica, y que satisface los siguientes axiomas:

i) d(z,y) >0 Vo,y € X, y d(z,y) =0& 2z =y,
i) d(z,y) =d(y,z) Vo,yeX, y
i) d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) VYx,y,z € X.

Es decir,

1Notas preparadas por Luis O. Manuel



a) Las distancias son no negativas y el tnico punto a distancia cero de = es el mismo x;

b) la distancia es una funcién simétrica;

c¢) la distancia satisface la desigualdad triangular: la longitud de un lado de un tridngulo es

menor que la suma de las longitudes de los otros dos lados.

Para un dado conjunto X es posible definir mas de una métrica. Cuando la métrica del espacio

se da por sobreentendida, hablaremos simplemente del espacio métrico X aunque sabemos que
realmente éste es un par (X, d). A los elementos de X los llamaremos puntos del espacio métrico.

3.

Ejemplos de espacios métricos

1. Espacio métrico discreto

Dado un conjunto no vacio cualquiera X definimos la métrica discreta d en X mediante

o) ={ o 12V

Se cheque facilmente que (X, d) es un espacio métrico.

. La recta real R

Sea X =R, d(z,y) = |z — y| para cada z,y € R. Los axiomas métricos se cumplen. El
conjunto de nimeros complejos C con la funcién distancia d(z,w) = |z — w| también es un
espacio métrico.

. E1 espacio euclideo R”

Sea X = R™, el conjunto de todas las n-uplas de nimeros reales. Si x = (21,22, -, 2,) €
y = (Y1,Y2, "+, Yn) son elementos de X, definimos la distancia

Puede verificarse facilmente que se cumplen los dos primeros axiomas métricos. La desigual-
dad triangular se escribe como

d(z,y) = | D ok —wel> < [ D low — 22+ | D 2k — wnl? = d(x, 2) + d(z, ).
k=1 k=1

k=1

Si en la desigualdad anterior reemplazamos xx — 2 = ax y 2k — Yr = bg, por lo tanto
Tk — Yk = ai + bg, y la desigualdad se escribe como

n

D ak+0p)2 < | D ad+ | > bR
k=1 k=1

k=1



Esta ultima desigualdad se deduce a partir de la desigualdad de Cauchy-Buniakovski-Schwarz
(CBS)?

n 2 n n
(Zakbk> < ZaiZbi
k=1 k=1 k=1

En efecto, usando la desigualdad CBS tenemos

4. E1 espacio (R",d,)
Sea X el mismo conjunto del item anterior, pero definimos la distancia d,, entre x e y mediante

dp(xuy) = (Z ‘xk - yk|p> ' )

k=1

donde p es un numero fijo mayor o igual a 1. Los axiomas métricos se cumplen. Para verificar
la desigualdad triangular hacemos el mismo reemplazo que en el ejemplo anterior, y debemos
entonces demostrar la llamada desigualdad de Minkowski

[Minkowski] (i lay + bk|p> ! < (i ak:p> p + <i |bk|p> p :

k=1 k=1 k=1

Para p = 1 la desigualdad es trivial, para p > 1 su demostracién se basa en la desigualdad
de Holder, que es una versién generalizada de CBS:

n n 1/p n 1/a
[Holder] > lawbi| < (Z ak|p> : (Z Ibqu> : (1)
k=1 k=1 k=1

donde los nimeros p > 1y ¢ > 1 cumplen la condicién

11
S =1
p q

A continuacién demostraremos (1). Consideremos la funcién y(t) = t* con a > 0. Puesto
que y'(t) = at®~! > 0 para t > 0, y(t) es una funcién creciente para t positivos. Para esos
mismos ¢ la funcién inversa t = y'/ estd definida. Representemos gréaficamente la funcién vy,
eligiendo dos numeros reales positivos a y b y marcando los puntos correspondientes en los
ejes t y y, respectivamente, y dibujemos lineas rectas paralelas a los ejes.

2La desigualdad CBS se obtiene de la siguiente identidad, facil de comprobar directamente,

<Z akbk> = Z“i'zbifgzz(aibd — bia;)?.
k=1 k=1

k=1 i=1j=1



Obtendremos dos ”tridngulos”, limitados por las lineas, los ejes y la curva y, cuyas dreas son

Por otro lado, es claro que se cumple A1 As > ab. Escribimos aa+1=p y é + 1 = q, vale
entonces

+
rp q
Por lo tanto, para cualquieras a y b reales positivos, y par conjugado p, g vale

14 q
< Y 2)
P q

Poniendo en (2)
] I
- n 1/p’ B n 1/q
Xz lail?) (i 1Bl )

y sumando sobre el indice k obtenemos la desigualdad de Holder (1).

Ahora vamos a demostrar la desigualdad de Minkowski. Consideremos la identidad
(lal + [B)" = (la] + [6))"~" |a] + (la] + [b)"~" [3].

Reemplacemos a = ag, b = by y sumemos sobre el indice k

> lak + [bx)? = " (lax| + [b])*~ 1|ak|+z |an| + [bk)P~ b
k=1 k=1

k=1

Aplicamos a cada una de las sumas de la derecha la desigualdad de Hdélder y tenemos en
cuenta que (p — 1)q = p, encontramos

n

> (lak| + [be)? <

k=1

n 1/q n
< (Z(Iakl + Ibkl)”> [kav)
k=1

1/p

k=1

n 1/p
ZW]
k=1

Dividiendo ambas partes por

n 1/q
(Z(|ak|+|bk|)p> ;
k=1

n 1/p n % n %
(zuwwkw) s(zw) +<zw) |
k=1 k=1 k=1

y de aqui se deduce inmediatamente la desigualdad de Minkowski.

obtenemos

Casos particulares de los espacios (R",d,):



a) Sip =1 se obtiene la llamada métrica de Manhattan

di(z,y) = Z |2k — Ykl
k=1

Este métrica mide la distancia recorrida por un peatén de un punto a otro en una ciudad
cuadriculada.

b) Si p = 2 recobramos el espacio euclideo.

¢) Sip— oo la distancia resulta

daix7y):3£$§%|xi_3HL

5. E1 espacio de las sucesiones [,
Sea X el conjunto de las sucesiones de nimeros reales {x, }ren tales que

oo
Z |z, [P < o0,
n=1

para un numero fijo p > 1. Definimos la distancia entre = {z, }nen € ¥ = {Yn }nen como

dy(,y) = (Z o — w) . (3)

Otra vez, los dos primeros axiomas métricos son directos. De acuerdo con la desigualdad de
Minkowski, para n cualquiera vale

(S < (Sr)  (Smr)

k=1 k=1

Por hipdtesis las series
o0 o0
Dol D el
k=1 k=1

convergen, por lo tanto, pasando al limite para n — oo, obtenemos

(im —yk|p>; < (i |xw>; " @wup); <.

k=1 k=1

Esto demuestra que la distancia (3) tiene sentido para cualquier z,y € l,, ademds muestra
que se satisface la desigualdad triangular.

El espacio Iy es llamado el espacio de Hilbert de las coordenadas. Para p < oo los elementos
de I, son sucesiones que necesariamente deben converger a cero, los elementos de I, sélo
necesitan estar acotados, doo(x,y) = sup,en{|zn — ynl}-

6. E1 espacio de las funciones continuas C([a,b])
Sea X el conjunto de las funciones continuas definidas en el intervalo [a, b]. Introducimos una
métrica en X mediante

d(f,g) = max [f(t) —g(t)].

t€la,b]



4.

Esta funcién satisface los axiomas métricos. En C([a,b]) podemos definir una métrica difer-

ente mediante
¢ [0 stpar

. E1 espacio de las funciones de potencia p integrables, L,

Sea E un espacio provisto de una medida p. Consideremos el conjunto de todas las funciones
de potencia p integrables (p > 1) en E, es decir, aquellas funciones que cumplen

/ FIPdy < .
E

Simbolizaremos a este espacio como L,(FE), L por Lebesgue. Definimos en estos espacios la

métrica .
0= ([ 110~ stopar)’

Dos funciones equivalentes (es decir, funciones cuyos valores sélo difieren en un conjunto de
medida nula) serdn consideradas la misma funcién para poder satisfacer el primer axioma de
espacio métrico. Esto significa que los elementos de los espacios L, no son realmente funciones,
sino clases de equivalencia de funciones. Claramente estos espacios no son para usar cuando
algo de significancia depende del valor de la funcién en un punto preciso. Sin embargo, son
de utilidad en fisica, porque nunca podemos medir una cantidad en una posicién exacta en
el espacio o el tiempo. Usualmente medimos cierto promedio local. La métrica satisface la
desigualdad triangular, la cual se demuestra utilizando la desigualdad de Minkowski para

integrales 1 )
([L1s)+ac |pdt) < (Liwra)”+ ([ arar)’

Esta desigualdad se prueba en forma andloga al caso (R",d,), basta reemplazar en aquella
demostracién el indice discreto k& por la variable de integracién t y las sumas sobre k por
las integrales sobre E. La desigualdad de Minkowski demuestra, ademds, que si f,g € L,(E)
entonces f + g también es de potencia p integrable.

El espacio Lo es llamado el espacio de Hilbert funcional y juega un rol esencial en la fisica:
es el espacio natural de la mecénica cuéntica.

Definiciones topoldgicas

Ahora que tenemos definida una distancia entre puntos de un espacio métrico, podemos dar

algunas definiciones topolégicas. Sea (X, d) un espacio métrico, A un subconjunto de X.

1. Un entorno o bola abierta de radio r y centro z es el conjunto B,(z) = {y € X : d(z,y) <

r}, donde x € X y r > 0.

. Un entorno o bola cerrada de radio 7 y centro z es el conjunto B,.(z) = {y € X : d(z,y) <

r},donde x € X y r > 0.

. a € X es un punto de acumulacién de A si cada entorno abierto de centro a contiene al

menos un punto de A distinto de a, es decir, si (A — {a}) N B.(a) # 0 para cualquier r > 0.



10.
11.

12.

Un punto = € X pertenece al interior de A si existe r > 0 tal que « € B,.(z) C A.
x es un punto aislado de A si existe r > 0 tal que (4 — {z}) N B,(z) = 0.

El conjunto que se obtiene de agregar a A todos sus puntos de acumulacién es el conjunto
clausura de A, simbolizado [A]. Es decir, x pertenece a [A] si cada entorno abierto que
contiene a x tiene una intersecciéon no vacia con A.

A es cerrado si A = [A]. La clausura de A es el conjunto cerrado més pequetio que contiene
a A.

A es abierto si su complemento X — A es cerrado. También: A es abierto si para todo x € A
existe r > 0: By(z) C A.

A esdenso en B C X si B C [A]. De otra manera: A es denso en B si para cada y € B cada
entorno abierto que contiene a y tiene interseccién no vacia con A. O también: A es denso
en B si para cada y € B existe una sucesién {z, },cy contenida en A que converge hacia y.

A es siempre denso si [4] = X.

A es nunca denso en el espacio X si cada entorno abierto de X contiene un entorno abierto
cuya interseccion con el conjunto A es el conjunto vacio.

Un espacio X es separable si contiene un conjunto siempre denso y numerable. En otras pal-
abra, si existe en X una sucesién {x1, z9, - - -} tal que para cada z € X existe una subsucesién
{Zny,Tn,, -} tal que converge a x.

Definiciones analiticas

Un elemento x de un espacio métrico X es llamado limite de una sucesién {z, }nen de X si
d(zn,z) = 0 cuando n — oo. Lo simbolizamos como x,, — x 0 & = lim,,_,~ ©,. Vemos que
x es el limite de una sucesién {z, },en si y s6lo si cada entorno abierto de centro = contiene
todos los puntos de la sucesién a partir de cierto indice n. Cuando una sucesién tiene limite
se dice que es convergente.

Una sucesién {z, }nen de elementos de X es una sucesién de Cauchy o fundamental si
para cada € > 0 existe un {ndice n tal que d(z,,x,,) < € para todos m,n > n.. Toda suce-
sién convergente es de Cauchy, este hecho es una consecuencia inmediata de la desigualdad
triangular, pero no toda sucesiéon de Cauchy es convergente.

Si toda sucesién de Cauchy de un espacio métrico X tiene un limite en X, entonces X es
llamado un espacio métrico completo. Es decir, un espacio métrico X es completo si cada
punto que deberia estar, esta.

Dados (X,dx) v (Y,dy) espacios métricos, una funcién f : X — Y es continua en zg € X
si y s6lo si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que dy (f(z), f(zo)) < € si dx(x,z9) <.

Ejemplo: sea a € X, y definimos f : X — R mediante f(z) = dx(z,a). Entonces f es
continua en X, es decir la funcién distancia es una funcién continua.

Existe una manera ttil de caracterizar a las funciones continuas en espacios métricos: diremos
que una funcién f : X — Y es secuencialmente continua en 2 € X si para toda sucesién {x,, }
que converge a x en X, la sucesion {f(x,)} converge a f(x) en Y.



Proposiciéon: Una funcién es continua en x si y sélo si es secuencialmente continua en x.
Demostracién: Supongamos que f es continua en x, y que x,, — x. Sea € > 0 dado. Debido a
la continuidad de f, podemos elegir § > 0 tal que si d(x, x,) < ¢ entonces d(f(z), f(zn)) < €.
Por la convergencia de {x,}, podemos elegir N tal que n > N implica que d(z,z,) < 6. Por
lo tanto, n > N implica d(f(z), f(zn)) < ey f(zn) = f(2).

Para probar la implicancia opuesta, mostraremos que si f es discontinua, entonces no es
secuencialmente continua. Si f es discontinua en x, existe luego un € > 0 tal que para cada
n € N existe , € X con d(z,z,) < 1/ny d(f(z), f(zn)) > €. La sucesién {z,} converge a

x pero {f(z,)} no converge a f(x).

6. Convergencia

Como existe méas de una manera de medir la distancia entre dos elementos de un espacio métrico,
la convergencia de una sucesion de, por ejemplo, funciones f, a la funcién limite f no es tan simple
como el concepto de convergencia de una sucesién de nimeros reales z,, al limite . Convergencia
significa que la distancia entre f, y la funcién limite f se hace cada vez més pequena a medida
que n aumenta, por lo que cada métrica nos da una nueva nocién de lo que significa converger.
Esta distincién entre distintas formas de convergencia no es meramente académica: por ejemplo,
los ingenieros deben ser precisos acerca del tipo de errores que estan preparados para tolerar, o
sino, los edificios que disefian podrian colapsar. Estas son algunas de las formas méas comunes de
convergencia en espacios funcionales:

(i) Si, para todo z en su dominio de definicién D, el conjunto de nimeros f,(z) converge a f(z),
decimos que la sucesién converge puntualmente.

(i) Sila méxima separacién
sup |fn(z) = f(2)]

z€D

va hacia cero a medida que n — oo, decimos que f,, converge a f uniformemente en D.
(iii) Si
[ 1ata) = f(@ldo
D
va a cero cuando n — oo, decimos que f,, converge en media a f en D.

La convergencia uniforme implica la convergencia puntual, pero no ocurre lo contrario. Si D es
un intervalo finito, entonces la convergencia uniforme implica la convergencia en media, pero la
convergencia en media no implica ni la convergencia uniforme, ni siquiera la convergencia puntual.
El ejemplo clédsico es la sucesién f, = z™ y D = [0,1). A medida que n aumenta f,(x) — 0
puntualmente en D, pero la convergencia no es uniforme porque

sup | fu(a) — f(2)] = 1

zeD

para todo n. Ahora, si D = [0, 1], entonces f,, no converge ni uniforme ni puntualmente a cero,
pero si lo hace en media.

Consideremos la convergencia en el espacio de funciones continuas C([a,b]) con la métrica del
méximo. Dado una sucesién { f,(t)}nen de elementos de Cj, ) que converge a f(t), tenemos que
d(fn, f) = 0 cuando n — co. Es decir, dado € > 0 existe n, tal que méx;en | f () — f(¢)| < € para
n > n.. Por lo tanto, |f,(t) — f(¢)| < € para todo n > n. y para todo t € [a,b]. Esto significa que



{fn(t)} converge uniformemente hacia f(¢). Entonces la convergencia determinado por la métrica
del méximo en Cl, ) es la convergencia uniforme en el intervalo [a, b].

Sea ahora { fy(t)}nen una sucesién de funciones de L,([a,b]) que converge a f(t), entonces

b
/ Fult) — F(0)PdE— 0

cuando n — co. Decimos entonces que la sucesién de funciones {f,(t)} converge en media a la
p-potencia de la funcién f(t). Para p = 2 diremos que la convergencia es en media o cuadrética.

7. Métricas equivalentes

Veremos ahora que el hecho de que una funcién sea continua o no, o que una sucesion sea o no
convergente no depende de una métrica especifica, sino de clases equivalentes de métricas. Notemos
que un dado conjunto X puede tener muchas métricas. Por ejemplo, si d es una métrica, también
lo serd ad para cada « positivo.

Definicién: Dos métricas d; y dg en un conjunto X son equivalentes si existen «, 8 > 0 tal que
ady(z,y) < ds(z,y) < Bdi(z,y) para todos z,y € X.

Ejercicio: Sean d; y dy métricas equivalentes en X. Si f : X — R es continua respecto de dy,
también lo sera respecto a ds.

8. Separabilidad

Separabilidad del espacio euclideo n-dimensional
El conjunto Q™ que consiste de todos los puntos de R™ con coordenadas racionales es numerable y
siempre denso en R".

Separabilidad de (g ) En el espacio de las funciones continuas Cjg 1) consideremos el sub-
conjunto Cy de todos los polinomios a coeficientes racionales. Cjy es numerable y debemos demostrar
que también es siempre denso en Cl 1} Si tomamos una funcién arbitraria f € Cjg 1}, de acuerdo
al teorema de Weierstrass, dado un € positivo, existe un polinomio P tal que

) €
Jnax Ift) = P@)] < 5.

Obviamente existe otro polinomio P, a coeficientes racionales tal que

) €
tren[guﬁ] |P(t) — Po(t)| < 3

Por lo tanto, d(f, P) = méxcjo,1) |f(t) — Po(t)| < e.

9. Compacidad

La compacidad es uno de los conceptos mas importantes del andlisis. Puede pensarse a la
compacidad como una ”finitud aproximada”, o como una generalizacién de la nocién de finitud a
los espacios de infinitas dimensiones.

Una manera simple y 1util para definir conjuntos compactos en espacios métricos es mediante
sucesiones.

Definicién: Un subconjunto K de un espacio métrico X es secuencialmente compacto si cada
sucesion en K tiene una subsucesion convergente cuyo limite pertenece a K.



Ejemplo: El espacio de los niimeros reales R no es secuencialmente compacto. Por ejemplo, la
sucesién {z,} con x, = n no tiene ninguna subsucesién convergente porque |z, — Z,| > 1 para
todo m # n. El intervalo cerrado y acotado [0,1] es un subconjunto secuencialmente compacto
en R. El intervalo semiabierto (0,1] no es secuencialmente compacto, porque la sucesién {1/n}
converge a 0, y por lo tanto no tiene ninguna subsucesién con limite en (0,1]. Sin embargo, el
limite pertenece a [0, 1].

La importancia de los conjuntos compactos estara claramente establecida en los espacios nor-
mados infinito dimensionales. Conviene sin embargo comenzar con el caso finito-dimensional. Los
subconjuntos compactos de R™ tiene una caracterizacion simple y explicita de acuerdo al teorema
de Heine-Borel.

Teorema de Heine-Borel: Un subconjunto de R™ es secuencialmente compacto si y solo si
es cerrado y acotado.

El hecho de que los subconjuntos cerrados y acotados de R™ son secuencialmente compactos es
una consecuencia del siguiente teorema, llamado teorema de Bolzano-Weierstrass.

Teorema de Bolzano-Weierstrass: Toda sucesion acotada de R™ tiene una subsucesion con-
vergente.

El siguiente criterio para determinar la compacidad secuencial en espacios métricos es usual-
mente mas facil de verificar que la definicién dada anteriormente. Sea A un subconjunto de un
espacio métrico X. Decimos que una coleccién (numerable o no) {G,} de subconjuntos de X es
un cubrimiento de A si su unién contiene a A, es decir

A C U,G,.

Si cada G, es abierto, decimos que {G,} es un cubrimiento abierto.

Sea € > 0. Un subconjunto {z,} es llamada una epsilon-red del subconjunto A si la familia de
entornos {B.(x,) es un cubrimiento abierto de A. Si el conjunto de puntos {z,} es dinito, decimos
que es una epsilon-red finita.

Definicién: Un subconjunto de un espacio métrico es totalmente acotado si tiene una
epsilon-red finita para cada ¢ > 0, es decir, para cada ¢ > 0 existe un conjunto finito de pun-
tos {z1,x2, -+, z,} en X tal que A C UY_, Bc(zq).

Teorema: Un subconjunto de un espacio métrico es secuencialemente compacto si y solo si es
completo y totalmente acotado.

Otra manera de caracterizar a la compacidad es en término de conjuntos abiertos. Decimos que
un cubrimiento {G,} de A tiene un subcubrimiento finito si existe una coleccién finita de conjuntos
{Ga,,Gay,+,Ga, } tal que A C U G,,.

Definicién: Un subconjunto K de un espacio métrico X es compacto si todo cubrimiento
abierto de K tiene un subcubrimiento finito.

Ejemplos: El espacio de los niimeros reales R no es compacto porque el cubrimiento abierto
{(n—1,n+1) : n € N} de R no tiene ningin subcubrimiento finito. El intervalo semiabierto (0, 1]
no es compacto porque el cubrimiento {(1/2n,2/n) : n € N} no tiene subcubrimiento finito.

Para los espacios métricos la compacidad y la compacidad secuencial son equivalentes. Teore-
ma: Un subconjunto de un espacio métrico es compacto si y solo si es secuencialmente compacto.

Definicién: Un subconjunto A de un espacio métrico X es precompacto o relativamente
compacto si su clausura en X es compacta. Esta definicién nos dice que A es precompacto si toda
sucesién en A tiene una subsucesién convergente (cuyo limite podria no pertenecer a A).

10



Las funciones continuas en los conjuntos compactos tienen hermosas propiedades. Sabiamos que
la continuidad implica la continuidad secuencial, resulta por lo tanto que las funciones continuas
preservan la compacidad. Teorema:Sea f : X — Y continua en K, donde K es un espacio métrico
compacto e Y es un espacio métrico cualquiera. Entonces f(K) es compacto.

10. Teorema de la contraccién

Definicién: Sea (X, d) un espacio métrico. Una funcién T : X — X es una contraccién si existe
una constante ¢ con 0 < ¢ < 1 tal que

d(T(x), T(y)) < cd(z,y) (4)

para todos los elementos z,y € X

Por lo tanto, una contraccién acerca los puntos del espacio métrico. En particular, para cada
2 € X y para cualquier r > 0, todos los puntos y en el entorno B,.(z) son mapeados dentro de un
entorno B,(T'(x)), con s < r. De la ecuacién (4) se deduce que una contraccién es uniformemente
continua.

SiT: X — X, entonces un punto x € X tal que

T(x)=x (5)

es llamado un punto fijo de T'. El teorema de la contraccion dice que una contraccién en un espacio
métrico completo tiene un tinico punto fijo. El teorema de la contraccién es uno mas de un conjunto
de teoremas de punto fijo. Existen también teoremas de punto fijo que tratan el caso cuando ¢ = 1,
y otros que tratan el caso de aplicaciones continuas arbitrarias en ciertos espacios métricos. Por
ejemplo, el teorema del punto fijo de Schauder dice que una aplicacién continua en un subconjunto
convexo compacto de un espacio de Banach tiene un punto fijo.

En general, se necesita la condicién que c sea estrictamente menor a uno para probar la unicidad
y la existencia de un punto fijo. Por ejemplo, si X = {0,1} es el espacio métrico discreto con la
métrica determinada por d(0,1) = 1, entonces la aplicacién T' definida mediante T(0) = 1 y
T(1) = 0 satisface la condicién 4 con ¢ = 1, pero T no tiene ningtin punto fijo. Por otro lado, la
aplicacién identidad en cualquier espacio métrico satisface 4 con ¢ = 1 y cada punto del espacio es
un punto fijo.

Vale notar que 5 y sus soluciones, no dependen de la métrica d. Por lo tanto, si podemos
encontrar en cualquier métrica en X tal que X sea completo y T sea una contraccion en X.

Teorema de la contraccién: Si T : X — X es una contraccion en un espacio métrico
completo (X, d), entonces existe exactamente una solucion x € X de la ecuacion T'(x) = x.

Demostracién: La prueba de este teorema es contructiva, es decir, explicitamente se con-
truird una sucesion que converja al punto fijo. Sea zy un punto cualquiera de X. Definimos una
sucesién {x,} en X mediante

Tpy1 =T (z,) para n>0.

Denotamos la enésima iteracién de T' mediante T, entonces z, = T™(zg).
En primer lugar, mostramos que {z,} es una sucesiéon de Cauchy. Si n > m > 1, entonces por
7?7 y la desigualdad triangular, tenemos

d(Tpy X)) = d(T" (x0), T™ (x0)) < ™d(T" "™ (x0), z0)

<™ AT ™ (o), T ™ o)) + d(T™ ™ Hzo), T ™ *(20)) + ... + d(T(20), z0)]
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ck] d(zy,20) <™ [Z ck] d(zy,20) < (16_ c) d(x1,x0),

k=0

n—m-—

<c™ [ Z

k=0

lo que implica que {z,} es de Cauchy. Como X es un espacio completo {x,,} converge a un limite

x € X, El hecho de que el limite = es un punto fijo de T se deduce de la continuidad de la
contraccién T

T(x) = T(nh;n;o Tp) = nlggo T(x,) = nhﬂngo Tpt1 = T.

Finalmente, si x e y son dos puntos fijos entonces
0<d(z,y) =d(T(z),T(y)) < cd(z,y).

Como ¢ < 1, tenemos d(x,y) = 0 y por lo tanto x = y y el punto fijo es tinico. &.

10.1. Puntos fijos en sistemas dinamicos

Un sistema dindmico describe la evolucion en el tiempo del estado de un sistema. Los sistemas
dindmicos surgen en modelos en muchas disciplinas diferentes, incluyendo fisica, quimica, biologia
y economia.

Un sistema dindmico estéd definido mediante un espacio de estados X, cuyos elementos describen
los distintos estados en los cudles puede estar el sistema, y una prescripcién que relaciona el estado
en el tiempo ¢, x; € X, con el estado en tiempo previo. Llamamos a un sistema dindmico continuo
o discreto, dependiendo si la variable tiempo es continua o discreta. Para un sistema dinamico
continuo, el tiempo t pertenece a un intervalo en R, y la dindmica del sistema esta tipicamente
descripta por una ecuacion diferencial ordinaria de la forma

donde el punto simboliza una derivada temporal y f es un elemento de X.

Para un sistema dindmico discreto, podemos considerar que el tiempo ¢ = n es un entero, y la
dindmica estd definida mediante la aplicacién (o mapa) T : X — X que relaciona el estado 41
en el tiempo n + 1 con el estado x,, en el tiempo n,

Tpt1 =T xy,.

10.2. Ecuaciones integrales

Una ecuacién integral de Fredholm de segunda clase, donde la incégnita es la funcién f : [a,b] —
R, es una ecuacion de la forma

f(z) - / k(o) (9)dy = g(x), (6)

donde k : [a,b] x [a,b] = Ry g : [a,b] — R son funciones dadas.
Una ecuacién integral de Fredholm de primera clase es una ecuacion de la forma

/ k() f(y)dy = g(x). (7)

La ecuacién integral (6) puede ser escrita como una ecuacién de punto fijo T(f) = f, donde la
aplicacién T estd definida mediante

b
Tf(z) = g(z) + / k(. 9) f(y)dy.
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Teorema: Supongamos que k : [a,b] X [a,b] = R es una funcidn continua tal que satisface

azt;r;b{ / |k<x,y>|dy} <1, (8)

v g la,b] = R es una funcidn continua. Existe entonces una dnica funcién continua f : [a,b] — R
que satisface la ecuacion (6).

Demostracién: Vamos a probar este resultado demostrando que si se cumple (8), el operador
T es una contraccién en el espacio normado C([a, b]) con la norma uniforme ||.||s. Sabemos que el
espacio C([a, b]) con esta norma es completo. Ademds, T es una contraccién ya que para cualquieras
fi, f2 € C([a, b]), tenemos

ITh =Thle = sWacacs |J; k@ y) (1) = faly)dy
< spacacy [y k(@)1 1) — f2(y)ldy
< i = folloosupucyen { I k(. y)ldy}
< dllfi ~ felle:

donde

b
c= sup {/ |k(x,y)|dy} < 1.
a<z<b a

La existencia de una tnica solucién sigue del teorema de la contraccién. .

De la demostracién del teorema de la contraccién podemos obtener el punto fijo f como un
limite,
f= lm T"fy, (9)
n—oo

para cualquier fy € C([a,b]). Es interesante reinterpretar este limite como una serie. Definimos la
aplicacién K : C([a,b]) — C([a,b]) mediante

b
Kf= / k(. 9) (v)dy.

Esta aplicacién es denominada operador integrald de Fredholm, y la funcién & es llamada nicleo
de K. La ecuacién integral (6) puede ser escrita como

I-K)f=g

donde I es el operador identidad. La aplicacion contraccién T estd dada por T'f = g+ K f, lo que
implica que

" fo g+ K(g+-+K(g+ Kfo))

= g+Kg+---+K'g+ K" fy~

Usando la ecuacién (9), encontramos que
o0
f=> Koy
n=0
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Como f = (I — K)™'g, podemos escribir formalmente esta ecuacién como

(I-K)!'= iK". (10)
n=0

Esta serie es llamada serie de Neumann. El uso de sumas parciales de esta serie para aproximar a
la inversa se llama aproximacién de Born. Explicitamente, tenemos

(I+K+K?+--)f(x)

b b b
— @)+ / k() (v)dy + / / ko, y)k(y, 2) f(2)dydz + -

La serie de Neumann es similar a la serie geométrica. De hecho, la ecuacién (??) es realmente una
serie geométrica que es absolutamente convergente con respecto a determinada norma del operador
cuando || K| < 1. Esto explica porqué no necesitamos ninguna imponer alguna condicién sobre g,
la ecuacién (8) es una condicién que asegura que I — K es invertible, y ésta s6lo depende de la
funcién k.
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