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Conjuntos y pertenencia

» Nociones primitivas: conjunto y elemento de un conjunto. Si x es un elemento
del conjunto A (o x pertenece a A), escribimos

x € A.

» Es decir, x € A es una proposicién: puede ser verdadera o falsa. Su negacién
—(x € A), es decir x no pertenece a A, la abreviaremos por

x ¢ A.
P Es tradicién usar la notacién de letras maydsculas

ABC,.... X, Y, Z,... para conjuntos y letras mindsculas

a,b,c,....,x,y,z,... para los elementos de estos conjuntos.

» Esta notacién no es universal. Por ejemplo, A € x tiene perfecto sentido (aunque
preferimos no usar esta notacién).

2/48



Ejemplo
» A= {4,810} es un conjunto y sus elementos son 4, 8 y 10.
> B = {{4},{8},{10}} es otro conjunto y sus elementos son {4}, {8} y {10}.

» De hecho, valen:

4ecA, 4 € {4} € B, {4} ¢ A.
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lgualdad de conjuntos
Empecemos por el problema mas sencillo: j cudndo son iguales dos conjuntos?

Definicion
Dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos. En simbolos:

A=B < VYx(x€ A < x € B).

Definicién de conjuntos por extensidn
» La igualdad de conjuntos nos dice que podemos definir los conjuntos por
extension, listando todos los elementos del conjunto (entre llaves).
» {4,8,10} es el (dnico) conjunto cuyos elementos son exactamente 4, 8 y 10.

» También se puede usar la definicidn por extensién con conjuntos infinitos, aunque
esto no es muy frecuente.
> N={1,2,3,...}
» z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
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Definicidon por comprensién

Si A es un conjunto y p(x) es una proposicién abierta sobre los elementos de A,
podemos formar el conjunto de los elementos x de A tales que p(x) es verdadera. Este
conjunto lo denotaremos por

{x e A:p(x)}.
A veces también se denota {x € A | p(x)}.

Definicién de conjuntos por comprension

Ahora también podemos definir un conjunto por comprension, especificando alguna
propiedad que caracterice univocamente a todos sus elementos. Por ejemplo,

» {ne N:3k €N, n=2k} es el conjunto de los niimeros naturales pares.
» {(neZ:(n—-1)2<9}={-2,-1,0,1,2,3,4}.
> {x eR:(x—1)2 <9} =[-2,4]
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Conjuntos universales

» Utilizaremos un conjunto universal U del cual tomaremos todos los elementos con
los que trabajaremos en un determinado contexto.

» Es importante tener claro cudl es el conjunto universal con el que estamos
trabajando.

> Por ejemplo, si U = N, entonces el conjunto {x:2 < x <7} ={3,4,5,6,7}.
> Perosi U =R, entonces {x :2 < x <7} =(2,7] (intervalo semiabierto).

» Si no esta claro cudl es el conjunto universal, escribir {x : 2 < x <7} es ambigiio y
por tanto desaconsejado.
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El conjunto vacio

Existe un conjunto @ que no tiene ninglin elemento. Formalmente
32 Vx(x ¢ 9).

Otras notaciones para este conjunto vacio son (J, {} 6 0 (en desuso). El conjunto vacio
tiene la siguiente importante propiedad.

Teorema
El conjunto vacio es tinico. En otras palabras, si A es un conjunto sin elementos,
entonces A = .

Antes de demostrar nuestro primer teorema sobre conjuntos, establecemos una
notacién que nos serd muy util en el futuro.
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Contencién / Subconjuntos
Ahora vamos a definir la nocién de que un conjunto esté contenido o incluido en otro.
Definicién
Decimos que un conjunto A estd contenido en un conjunto B, o que A es un
subconjunto de B, si todo elemento de A es también un elemento de B. Usaremos la

notacion
ACB

para indicar que A es un subconjunto de B. En simbolos:

ACB <= VYx(xe A = xe€B).

Notacién
Para indicar que A no es un subconjunto de B, es decir (A C B), usamos la notacién

AZ B.
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Definicién

Decimos que un conjunto A estd contenido estrictamente en un conjunto Bsi AC By
A # B. O sea, A es un subconjunto de B pero B tiene mas elementos que A. Para la
contencidn estricta usaremos la notacién

ACB.

Importante
Las notaciones C y C no son adoptadas en todos los libros de matematica. Las
notaciones

> A C B para la contencién
> A ; B para la contencidn estricta

son también muy comunes (cuidado con el libro que lean).
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Ejemplos

Consideremos los conjuntos

A={1,2,3}
B=1{1,2,3,{1,2,3}}
C=N

Se verifica que:

> ACByporlotanto ACB
» AcB

» ACN

» BN
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Algunas propiedades

Teorema
1. Para todo conjunto A se tiene que A C A.

2. Dos conjuntos A y B son iguales si y sélo si A es un subconjunto de B y B es un
subconjunto de A. En otras palabras,

A=B < [(AC B)A(BC A).

Demostracion.

1. Ejercicio.

2. Para probar = podemos reescribir el lado derecho como (A C A) A (A C A), lo
cual sabemos que es verdadero por el item anterior. Para ver <= debemos ver
que Ay B tienen los mismos elementos. Si x € A, como A C B, tenemos que
x € B. Andlogamente, si x € B, vemos que x € A. Luego A= B. O
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Teorema
Sean A, B, C tres conjuntos. Se tiene:

1. SSAC ByBCC, entonces AC C;
2. SSACByBCC, entonces AC C.

Demostracidn.

1. Tenemos que probar que todo elemento de A es elemento de C. Sea x € A, como
A C B concluimos que x € B. Ademas, como B C C, sigue que x € C, que es lo
que queriamos probar.

2. Ejercicio. O
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Lema
Si @ es un conjunto vacio y A es cualquier conjunto, entonces & C A. Mds adn, si A
es un conjunto no vacio, entonces & C A.

Demostracion.
Usando la definicién de contencién, debemos probar

Vx(x € @ = x € A)

la cual es trivialmente verdadera (ya que para cada x, el antecedente de la implicacién
es falso). O

Demostracién del Teorema de Unicidad del Vacio.
Sean @ y @’ dos conjuntos vacios. Por el lema anterior tenemos que @ C @' y
@' C @. Usando el teorema de la doble contencidn sigue que @ = &', O
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Diagramas de Venn

A veces se usan los llamados diagramas de Venn para representar graficamente ciertas
propiedades de los conjuntos y ayudarnos a ganar intuicién. Por ejemplo, la contencién
A C B la dibujamos como se muestra en la figura (donde también dibujamos el
ejemplo concreto en que A= {1,5,7,12} y B ={1,5,7,9,12,13,18})
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Cardinalidad

» Decimos que un conjunto A es finito si podemos contar cudntos elementos tiene y
decimos que A es infinito si no es finito (esta es una definicién informal, cuando
veamos funciones podremos dar una definicién precisa).

» La cardinalidad de un conjunto finito A se define como la cantidad de elementos
de Ay se denota por |A|.

Ejemplo
Sean

A={1,7,19}, B={25A39}, C=N, D={N,Z,QR,C}

|Al = 3.
|B| = 4. Atencién |B| # 6.
C es un conjunto infinito.
|D| = 5.

vvyYyy
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Teorema
Si Ay B son dos conjuntos finitos, se tiene:

1. ACB = |A < |B|;
2. ACB = |A| < |B].

Demostracién (informal).

Probamos 1) y dejamos 2) como ejercicio. Si tenemos que contar los elementos del
conjunto B, del cual A es subconjunto, podemos empezar contando los elementos que
estdn en Ay luego seguir con los elementos de B que no estan en A. Claramente
obtendremos que |B| es un niimero mayor o igual que |A|. O

Corolario
|| = 0.

Demostracidn.
Ejercicio.

O
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Cardinalidad de conjuntos infinitos

» También tiene sentido hablar de la cantidad de elementos de un conjunto infinito
(y comparar estas cardinalidades), pero es una teoria mas complicada que no
estudiaremos todavia.

> A modo de ejemplo, tratemos de pensar qué cardinalidad es mas grande, jla de N
olade Z?
01 -1 2 -2 3 -3 4 —4
N 2 A A
01 23 45 67 8

» Otros ejemplos mds complicados (que no veremos en este curso):

> N[ = Q]
> N[ < |R|
> [R[=|C|
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https://youtu.be/TUFQKN5mIWM

Conjunto de partes

Ejemplos
i Cudntos subconjuntos tiene el conjunto A = {x,y,z}?

» Sabemos que si B C A, entonces |B| < |A| = 3. Esto nos dice que una buena
forma de contar los subconjuntos de A es mirando los subconjuntos de 0, 1, 2y 3
elementos.

Subconjuntos de 0 elementos: &
Subconjuntos de 1 elemento: {x}, {y}, {z}
Subconjuntos de 2 elementos: {x,y}, {x,z}, {y,z}

Subconjuntos de 3 elementos: {x,y, z}

vVvyvyyvyy

Luego, A tiene 8 = 23 subconjuntos.
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Conjunto de partes

Si A es un conjunto, existe un conjunto P(A) formado exactamente por los
subconjuntos de A. Este conjunto es llamado el conjunto de partes de A.

Observacién
» Los elementos de P(A) no son elementos de A.
> Para todo A, se tiene que & € P(A) y A € P(A).

Teorema
Si A es un conjunto finito con n elementos, entonces

[P(A)| =2".
Demostracidn.
Lo veremos mds adelante L]
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Operaciones con conjuntos

Unién de conjuntos

Definicién
Dados dos conjuntos Ay B, existe un conjunto AU B, que llamaremos /a unién de A y
B, cuyos elementos son los elementos de Ay B. Mas formalmente,

Vx(x€e AUB < (x€ AVxeB)).

A B
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Teorema

Si A, B y C son conjuntos, se tienen.

A=AUA.
AUB=BUA.
ACAUByBCAUB.
ACB < AUB=B.
AU(BUC)=(AUB)UC

AR A

Demostracion.
1. Ejercicio.
2. Ejercicio.

3. Ejercicio.
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Demostracién (cont.)

4. Para ver = tenemos que ver la doble contencién.
Sabemos que B C AU B por la parte 3).
Para probar que AU B C B empezamos con un elemento x € AU B.
Si x € B ya esta.
De lo contrario x € A. Pero como A C B, concluimos también que x € B.
Para ver <= tomamos x € A. Como x € AUB y AU B = B, sigue que x € B.
Por lo tanto A C B.

5. Hay que probar la doble contencién. Veamos que AU(BUC) C (AUB)UCy
dejemos como ejercicio la otra inclusién.
Si x € AU (B U C) hay dos posibilidades:

Caso : xc A — x€ AUB = xe€ (AUB)UC.
Caso 2: x € BU C. También se abren dos posibilidades:

»> Subcaso 2a: x€ B = x € AUB = xe€ (AUB)UC.
» Subcaso 2b: x€ C = x € (AUB)UC.

Como estudiamos todos los casos, el teorema queda demostrado. []
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Intersecciéon de conjuntos

Definicién
Si Ay B son dos conjuntos se define su interseccién como

ANB={xeA:xeB}={xeU:xc ANx € B}.

En palabras, AN B estd formado por los elementos que Ay B tienen en comdin.

s B

ANB

23/48



Teorema

Si A, B y C son conjuntos, se tienen.

A=ANA.
ANB=BNA
ANBCAyANBCB
ACB «— ANB=A.
AN(BNC)=(ANB)NC

AR A

Demostracidn.
Ejercicio.
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Diferencia de conjuntos
Definicién
Si Ay B son dos conjuntos, el conjunto diferencia B — A esta formado por los
elementos de B que no estan en A. En simbolos,

B-A={xeB:x¢A}

A B

Notacién alternativa
A veces el conjunto diferencia
también se denota por

B\ A
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Teorema
Sean A, B y C tres conjuntos. Se cumplen:

1. A-—A=0.

2. A—g=A

3. B—AC B. En particular, o — A= 0.
4 B—-A=A-B — A=8B.

5. (A-B)-—CCA—-(B-C).

Demostracion.
Dejamos las primeras tres como ejercicio.

4. Haremos AC By B C A.
Sea x € Ay supongamos por el absurdo que x ¢ B.
Sigue que x € A — B, pero por hipétesis A— B =B — A. Luego x € B— Ay por
ende x ¢ A, absurdo. Por lo tanto A C B.
Andlogamente vemos que B C A.
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Demostracién (cont.)

5. Empezamos con un elemento x € (A— B) — C.
Tenemos que x € (A—B) y x ¢ C.
Esto dice que x € A, x ¢ By x ¢ C. En particular x ¢ B — C.
Concluimos que x € A— (B — C). O

&
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Complemento (relativo)
Definicién
Dado un conjunto A C U, definimos el complemento de A (relativo al conjunto

universal U) como el conjunto

A=U-A={xcU:x¢A}.

/. i
/ Otras notaciones frecuentes

» A€
» CA
> [:cuA

éA / > A
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Definicién
Dos conjuntos Ay B se dicen
disjuntos si AN B = &.

Ejemplo/Ejercicio
Dado AC U,

> ANA= g, es decir, Ay su
complemento son disjuntos.

> AUA=U.
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Leyes de la teoria de conjuntos

Teorema
Dados tres conjuntos A, B, C tomados de un universo U, se tienen:
1. A=A (ley del doble complemento)
2. AUB=ANB
AN B = AU B (leyes de De Morgan)
3. AUB=BUA
AN B = BN A (leyes conmutativas)
4. AU(BUC)=(AuB)UC
AN(BNC)=(ANB)N C (leyes asociativas)
5. N(BUC)=(ANB)U(ANC)
U(BNC)=(AUB)N(AUC) (leyes distributivas)

6. AUA=A
AN A= A (leyes idempotentes)
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7. AUg =A
AN U = A (leyes de identidad)

8. AU(ANB)=A
AN (BUA) = A (leyes de absorcién)
Demostracion.
» Ejercicio (algunas pruebas ya las hicimos).

P Tratar de dibujar en cada caso el diagrama de Venn que represente cada ley de la
teoria de conjuntos. O

Observacidn

Hay una similitud muy grande entre las leyes de la teoria de conjuntos y las leyes de la
|6gica. Esta analogia no es casual y se estudia en materias mas avanzadas.
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Ejemplo
El cardinal de la unién de dos conjuntos finitos A y B se puede calcular como

|[AUB| =|A|+ |B] — |AN B|. (1)

En efecto, la cantidad de elementos en AU B se puede obtener sumando la cantidad
de elementos en A y la cantidad de elementos en B, observando que de este modo
estariamos contando dos veces los elementos de AN B, por eso tenemos que restar el
término |AN B| en la férmula (1).

By
B
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Corolario
Si A y B son dos conjuntos finitos disjuntos, entonces

|AUB| = |A| + |B].

Demostracion.

Sigue del ejemplo anterior, observando que como en este caso AN B = & tenemos que
|AN B| = 0. O
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Ejemplo

Si A, By C son tres conjuntos finitos, entonces

JAUBUC| = A+ |B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC
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Ejemplo (cont.)

El resultado anterior también lo podemos demostrar usando lo que ya sabemos sobre el
cardinal de la unién de dos conjuntos [X U Y| = |X|+ |Y| = |X N Y]y las leyes de |a
teoria de conjuntos:

JAUBUC| =|AU(BU Q)|
=|Al+|BUC|—|ANn(BU Q)|
=|Al+|B|+|C|—-|BNC|=|(AnB)U(AN C)|
= |Al+[B| +|C| - BN C]|
—[JANB|+|ANC|—|(ANnB)N (AN C)|]
=|Al+|B|+|C|—|ANB| - |AnC|—|BNC|+|ANnBNC|.
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Diferencia simétrica

Definicién
La diferencia simétrica entre los conjuntos Ay B es el conjunto

AAB=(A-B)U(B - A)

AAB
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Teorema
Dados los conjuntos A, B y C se tiene:

1. AAB=(AUB)— (AN B).

AN(BAC)=(AAB)AC,
AANB=BAA.
AND = A

ANA=D. Mis ain, AANB =0 < A=B.
AN(BAC)=(ANB)A (AN C).

ook~

Demostracion.

Veamos la primera afirmacién a modo de ejemplo y dejemos las demas como ejercicio
para practicar. Antes de seguir con la prueba, enunciamos el siguiente resultado auxiliar
(cuya demostracién queda como ejercicio).

Lema
Si X e Y son tomados de un conjunto universal U, entonces X — Y =XNY.
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Demostracién del Teorema (cont.)
Supongamos que A, B C U. Por un lado tenemos que

AABE (A-B)U(B-A) " (ANB)U (BN A).

Por otro lado

(AUB)—(ANB)=(AUB)N(ANB) Lema
=(AUB)N(AUB) De Morgan
=[(AUB)NAJU[(AUB) N B] Distr.
=[ANn(AUB)]U[BN(AUB)] Conmut.
=[(ANAUANB)U[(BNA)U(BNB)] Distr.
=[@U(ANB)JU[(BNA)U ] Clase ant.
=(ANB)U(BNA) Neutro
=(ANB)U(BNA) Conmut. O

38/48



i Qué es un par ordenado?
» IMPORTANTE: los conjuntos no estidn ordenados: {a, b} = {b, a}

» Dicho de otro modo, si tenemos un conjunto con dos elementos A = {a, b} no
podemos saber cudl es el primer elemento y cual es el segundo elemento de A. De
hecho, ni siquiera tiene sentido preguntarnos esto.

» En un par ordenado, importa el orden de los dos elementos.
Definicion

El par ordenado de los elementos a y b se define como

(a, b)

Se dice que a (resp. b) es el primer (resp. segundo) elemento del par ordenado (a, b).

Notacién
A veces también decimos que a (resp. b) es la primera (resp. segunda) coordenada del
par ordenado (a, b).
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lgualdad de pares ordenados
Definicién
Dados a, b, ¢, d tenemos que

(a,b) =(c,d) <= a=cyb=d.

Importante

» el par ordenado (a, b) se construye a partir de los elementos a 'y b;
» el primer elemento de (a, b) es a;

» el segundo elemento de (a, b) es b.
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Producto cartesiano

Definicién
Dados dos conjuntos Ay B, el producto cartesiano A x B se define como el conjunto
de todos los posibles pares ordenados en los cuales la primer coordenada es un

elemento de Ay la segunda un elemento de B:

Ax B={(a,b):ac ANb e B}.
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Ejemplo

» El plano se define como el producto cartesiano de dos rectas
R?=R xR.
» El espacio tridimensional se puede definir como el producto cartesiano
R®=RxR?>=Rx (RxR).

Observar que también tendria sentido definir R3 = R? x R. De hecho, en la
practica identificaremos R x (R x R) con (R x R) x R y simplemente usaremos
ternas ordenadas

RE=RxRxR={(x,y,2): x,y,z€R}

» Se trabaja similarmente con R4 R%,... R, ...
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Uniones e intersecciones generalizadas

Unidn generalizada

Definicion

Si F es un conjunto de conjuntos, existe un conjunto | J%, llamado la unién de &,
cuyos elementos son exactamente los elementos de todos los conjuntos que conforman

%. En simbolos
xe|JF < FAcF) xcA

Ejemplo

J{{1.2,3}.{2.3,4,5}} = {1,2,3,4,5}.
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Otras notaciones
Existen notaciones mas amigables para las uniones arbitrarias.
» Si F = {A1,As, ..., Ap} denotamos la unién |JF de la siguiente manera

n
Ua=Aauau---ua,
i=1
={x€U:x €A paraalgini=1,2,...,n}.

» Si | es un conjunto de indices y F = {A; : i € I} denotamos la unién |JF por

| JAi ={xeU:xeA paraalginic I}.
iel

» Caso particular, cuando / = N, se suele denotar

UAf:GAi:A1UA2UA3u...
ieN i=1
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Importante

A veces la notacién de subindices presenta dificultades cuando recién empezamos a
usarla. Hay que tener en cuenta que lo importante es el conjunto / del cual se toman

los indices, y no la letra particular i € I que usemos para denotarlos. Por ejemplo, si
| = N tenemos que

UA_UAk_UA—UA—UA etc.
i€eN keN
Ejemplo/Ejercicio
» Si A es un conjunto, entonces U@(A) = A

» Si F es una familia de conjuntos, entonces U? = U A.
AeF
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Intersecciones arbitrarias

Andlogamente a la uniones arbitrarias, podemos definir la interseccién arbitraria de una
familia de conjuntos.

Definicién

Si F es un conjunto de conjuntos, el conjunto (%, llamado /a interseccion de F, es el

conjunto cuyos elementos son exctamente los elementos que estdn en todos los
conjuntos que conforman & a la vez. En simbolos

xe(F < V(AcF), xcA

Notaciones alternativas
> NLA=AiNAN---NA, ={x€U:x €A paratodoi=1,2,...,n}
> NienAi =21 Ai = {x € U : x € A; para todo i € N}.
» Nic)Ai ={x €U :x € A para todo i € /}.
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Ejemplo

R = |JRx {t})

teR

W

R x {'tt}
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Ejemplo/Ejercicio
Para cada n € N, sea

I =[—nn={xeR:—n<x<n}
Probar que,
Ul=n,nl =R, ([=n,nl =[-1,1].
n=1 n=0
L C L 1L 311 | S
C | N S R R J 4
-n . . 24 © 4 2 © n
L 1 N
L Jd “
-n . . n
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