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UNIDAD 5: Polinomios
1. Polinomios: Definiciones y propiedades basicas.

Comenzamos repasando algunos conceptos bésicos de polinomios.

Definicién 1. Un polinomio es una expresion de la forma
(1) p(z) = apz™ + ap_ 12" 4 4 arx + ag,
donde n € Ny, cada ay, € C, parai=0,1,--- ,n y x toma valores en C.

Dado un polinomio como en (1), cada nimero complejo ay se llama coeficiente del polinomio. Cada término de
la forma ai2* se denomina un monomio y k es el grado del monomio y el grado del coeficiente ay. El coeficiente
ap se llama término independiente de p.

Si ar, = 0 para cada k = 0,--- ,n entonces p(z) = 0 para todo = y p se denomina polinomio nulo y se denota
p=0.

Si p es un polinomio no nulo, se denomina grado del polinomio p al mayor niimero natural o cero n tal que a,, # 0.
Si p tiene grado n escribimos gr(p) = n o gr(p(z)) = n. Observar que si gr(p) = n entonces a = 0 para todo
k > n+ 1y el coeficiente a, se llama coeficiente principal. El polinomio nulo no tiene grado.

El polinomio p se dice a coeficientes complejos y el conjunto de todos los polinomios a coeficientes complejos
se denota Clz]. El polinomio p se dice un polinomio a coeficientes reales (respectivamente racionales o enteros) si
todos sus coeficientes son reales (respectivamente racionales o enteros). Estos conjuntos se denotan Rlz], Q[z] y Z[x].

Decimos que dos polinomios p y ¢ son iguales si tienen igual grado y los coeficientes de los términos de igual

grado son iguales. Esto es, si

p(x) = ana" + -+ a1z +ag, a, #0, q(z) =bpa™ +---+ bz + by, by, #0

entonces
. 5o si n=m
= ¢ siy sélo si
p=asy ar =bg, VE=0,--- ,;n=m.
Observacién 2. Al escribir un polinomio p en la forma p(x) = ap,a™ + Ap_1Z" ' + - 4+ a1z + ag, estamos

implicitamente diciendo que ar = 0 para todo k > n + 1.

A continuacién damos las definiciones formales de suma, resta y producto de polinomios.

Recordemos que para sumar dos polinomios, sumamos los coeficientes de los monomios de igual grado.
Ejemplo 3. Sip(x) =22% + 322 +1 y q(z) = 2* + 2% + 2, entonces:

23 +37:2 +1
4 +z2 4=z
44208 4422 4z 41

p(x
+q(

(r+q9(z) =

):
):

T

T
T

De manera formal, definimos la suma como sigue:

Definicién 4. Dados dos polinomios p,q € Clx], el polinomio suma p + q es aquel polinomio cuyo coeficiente de

grado k se obtiene de sumar los coeficientes de grado k de p y q.
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Més precisamente, si p, ¢ € C[x] tienen la forma p(z) = a,2"+a,_ 12" 1+ ayx+ag y ¢(x) = b—ma™+- - - byz+by,

el polinomio p + ¢ resulta:

eSin>m:  (p+q)(®) = a2 +an_12" o+ a1 2™+ (@ + )T+ (@1 b1z 4
<+ (ar + b1)x + (ag + bo)-

eSim>n: p + q coincide con g + p donde g + p se calcula segin la el renglén anterior.

Teorema 5. La suma de polinomios es una operacion cerrada en Clzx], asociativa, conmutativa, con elemento neutro

(el polinomio nulo) y tal que cada p € Clz] admite un elemento opuesto, que denotamos —p. Ademds, si p,q € Clz]

se verifica

gr(p + q) < max{gr(p), gr(q)}.
Demostracion. Ejercicio O
Observacién 6. 1. Sip(x) = apx™ + -+ 4+ a1 + ap € Clz], entonces su polinomio opuesto —p tiene la forma

(=p)(z) = (—an)z™ + - + (—a1)z + (—ao)-
2. Sip,q € Clz] y gr(p) > gr(q) entonces gr(p+ q) = gr(p).

Definicién 7. Dados dos polinomios p,qClz|, se define la resta de ¢ a p y se denota p — q como el polinomio
p—q=p+(—q), donde —q es el polinomio opuesto de q.

Ejemplo 8. Sip(x) =223 + 322 +1 y q(z) = 2* + 2% + x son como en el ejemplo 3 entonces:

p(z) : 223 +322 +1
(cq)@): ot 2
(p-q)(z)= -2t +22° +2? -z +1

Recordemos que para multiplicar dos polinomios, esencialmente aplicamos la propiedad distributiva y las propie-

dades de la potencia de nimeros complejos. Veamos un ejemplo:
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Ejemplo 9. p(r) = 2° —iz? + 22 y q(x) = 2% + 3, entonces

p(z)-qlz) = (2°—iz® +2z)- (2?2 +3) = (2° —iz® +22) - 2% + (2° —i2® + 22) - 3
= (27 —ix* +22%) + (32° — 3iz? + 62)

= 274+ 32° —iat + 223 — 3ia® + 62
A partir de este ejemplo, serd mas comprensible la definiciéon formal del producto de polinomios.

Definicién 10. Dados dos polinomios p,q € Clz] de la forma p(z) = ana™ + ap_12" 1 + - a1z + ag y q(x) =
b—mz™ + - bix + by, se define el polinomio producto p - q como:

(p-q)(x) = (an - bm)T" ™ + (anbm—1 + an_1bpm)z"T™ 1 + - 4 (a1by + agby)x + aobo

Teorema 11. El producto de polinomios es una operacion cerrada en Clz], asociativa, conmutativa y con elemento

neutro (el polinomio constante igual a 1). Ademds, si p,q € Clz] son no nulos, se verifica

gr(p-q) =gr(p) +gr(q)

Demostracion. Ejercicio O



2. Divisibilidad

A diferencia de la suma, para el producto no existe, en general, un elemento simétrico. Es decir, dado un polinomio
p € C[z], no existe, en general, un polinomio p* € C[z] tal que p - p* = 1. De hecho esto es posible si y sélo si
gr(p) = 0, esto es, si p es un polinomio constante no nulo (intentar una prueba). En consecuencia, no es posible
definir el cociente de polinomios como una operacién cerrada en C[z].

Los polinomios se comportan en este sentido como los nimeros enteros. Dados dos nimero enteros m y n, con
n > 0, el cociente m/n no es, en general, un ndmero entero. Pero existen enteros ¢ y 7, con r < n, denominados
cociente y resto, tales que m = c¢-n + r. Asi por ejemplo, tenemos que el cociente de dividir 25 por 6 es 4, y el resto
es1,estoes 25 =6-4+1,0 137 =7-19+ 4, o sea que el cociente de dividir 137 por 7 es 19, y el resto es 4.

Existe un algoritmo similar para dividir polinomios:
Teorema 12. Algoritmo de la division

Dados dos polinomios p, q € Clz] con q # 0, existen tinicos polinomios ¢ yr en C[z] tales que r =0 o gr(r) < gr(q)
yp=c-q+r.

El polinomio ¢ se denomina cociente y el polinomio r se denomina resto.
Observacién 13. Si gr(p) < gr(q), tomamos c =0 y r = p.

Antes de ver la demostracién del teorema, recordemos cémo hallar en forma practica los polinomios ¢ y 7.

Ejemplo 14. Supongamos que queremos dividir el polinomio p(x) = 4a* —223+2x por el polinomio q(x) = x> —x—1.
Entonces procedemos de la siguiente manera:

En primera instancia completamos el polinomio p, es decir, escribimos explicitamente los coeficientes cero menores
al grado de p: p(x) = 4a* — 22% + 022 + 22 + 0.

Luego disponemos p y q como en el siguiente diagrama:

4t —22% 4022 +2z +0 ‘ i — |

4ot
Dividimos el monomio de mayor grado de p por el monomio de mayor grado de q, en este caso —- = 422, Multipli-

camos el resultado por q, escribimos su opuesto debajo de p, y realizamos la operacion p(x) — 4x2q(x):
dz*  —22% +0z2 42z +0 ‘ ?—z—1
—dxt 4x® 4422 42
223 422 42z +0

Repetimos este proceso, hasta llegar a un polinomio (resto) de grado menor que el de q.

4zt —22% 4022 +2z +0 ‘ 22—z —1
—dx* 44a® 4422 422 + 22+ 6« Cociente
2% 4422 +2z 40
223 +22%2 42z
622 44z 40
—622 +6x +6
10 +6 < Resto

En este caso, el cociente es c(x) = 4% + 22 + 6 y el resto es r(x) = 10z + 6, y es fdcil verificar que p=c-q+r.

Haremos ahora la demostracion del Teorema 12:

Demostracion. Consideremos el conjunto
A={p—h-q:heClz]}

Existen dos opciones: que el polinomio nulo esté en A o que no esté en A.

Caso 1: Supongamos que 0 € A. Entonces existe he Clz] tal que 0 =p — h- q. Luego tomando ¢ = h se verifica
p=c-q,y vale el teorema con r = 0.

Caso 2: Supongamos que 0 ¢ A. Entonces para todo h € C[z] debe ser p — h - ¢ # 0 y por lo tanto todo polinomio
en A tiene grado.



Sea ng el minimo de los grados de los polinomios que estdn en A. Es decir, si u(x) € A entonces gr(u) > n, o de
manera equivalente, si t € Clz] y gr(t) < no entonces t ¢ A. Como nyg es el minimo entre todos los grados posibles de
los polinomios de A, resulta que hay (al menos) un polinomio cuyo grado es ng, que llamamos s € A. Luego existe
ho € Clz] tal que s =p —hg - q y gr(p — hog) = no. Veamos que gr(s) < gr(q).

Supongamos que § = by 2™ +-- -+ bz +by y que ¢ = dppx™ +- - - +diz+dp con dy, # 0y by, es decir gr(g) = m.
Segtin lo escrito arriba, vamos a probar que ng = gr(s) < gr(q) = m. Por el contrario, suponemos que ny > m para
llegar a un absurdo.

Supongamos que 1y > m. Entonces ng —m > 0 y es posible construir el siguiente polinomio

~ b b b
S—=s8— ﬂxnofm.q:pfho.qfﬂxnofm.q:pf <h0+noxnom) - q.

Observemos que § € A (1) pues probamos que § = p — i~zq donde =hg + l{%’x”“_m € C[z]. Calculemos el grado de

S.
Notar que gr(Z=ea" ™™ - q) = gr(Z"a"~"™) + gr(q) = no — m +m = ng, resulta gr(3) < ng. Por otro lado, el

término de grado ng de S es rp ™ — %‘:x"“‘mqum = 0. Luego gr(R) < ng (2).

Las afirmaciones (1) y (2) llean a una contradiccién pues no puede haber ningin polinomio en A de grado menor

estricto que ng. El absurdo proviene de suponer que ng > m. Por lo tanto demostramos que gr(s) = ng < m = gr(q).

Podemos entonces tomar ¢ = hg, 7 = s para los que se verifica que p = c¢- g + r, con gr(r) < gr(q).

Resta probar solamente la unicidad de los polinomios ¢ y r que verifican las condiciones del teorema.

Supongamos que existen ¢y, ¢ y 71,72 en C[z] tales que

p=cig+r congr(r) <gr(q)y
p=cC2q+T2 con gr(ra) < gr(q).

Tenemos entonces
p=ciqg+ri=caq+r2= (1 —C2)-q=12 —71.

Supongamos que 1o — 71 # 0 entonces ¢; — ¢a # 0y resulta gr((cy —c2) - q) = gr(ci — ¢2) + gr(q) > gr(q). Ademsds,
gr(ra —r1) < gr(q) ' Luego en la igualdad (c; — ¢2) - ¢ = ro — 71 se tiene un polinomio que tiene grado > gr(q) y
grado < ¢ al mismo tiempo, lo cual es un absurdo. Este absurdo provino de suponer que ro — 71 # 0.

Luego resulta ro — 1 = 0. En este caso, se tiene (¢; — ¢2)g = 0 lo cual implica ¢; — c2 = 0 ya que g # 0. Por lo

tanto 7o = r1 y o = ¢1. Queda entonces probada la unicidad. O

Corolario 15. Sean p, q € Clx] con ¢ #0, p # q y gr(p) > gr(q). Sean ¢ y r el cociente y resto de dividir a p por
g:p=c-q+r. Entonces c # 0 y gr(c) = gr(p) — gr(q).

Demostracion. Si r = 0 entonces, p = cq y sabemos que gr(p) = gr(c) 4+ gr(q). Si r # 0, entonces gr(r) < gr(q).
Como gr(cq) = gr(c) + gr(q) > gr(q) resulta que el grado de cqg es mayor estricto que el grado de r, por lo tanto al

sumarl cq y r, se mantiene el grado de cq. Es decir, gr(cqg+ 1) = gr(cq) = gr(c) + gr(q), como querfamos probar. O

Definicién 16. Decimos que un polinomio p es es divisible por otro polinomio q # 0 si existe un polinomio ¢ de

manera que p = cq.

En otras palabras, p es divisible por q si y sélo si el resto de dividir a p por g es cero.

Analizamos a continuacién el caso particular en que se realice una divisién por un polinomio de la forma g(x) = z—«,
donde « es un ntmero complejo cualquiera. Es decir el caso particular en que ¢ es un polinomio de grado 1 con
coeficiente principal 1.

Cuando dividimos un polinomio p por un polinomio ¢ de la forma ¢(z) = = — «, es posible calcular de manera
sencilla el cociente ¢ y el resto r. Este procedimiento para hallar ¢ y r se conoce como regla de Ruffini. Observemos
que si gr(p) > 1y qg(x) = x — « entonces el cociente ¢ tiene grado gr(c) = gr(p) — 1y gr(r) < gr(q) = 1, por lo tanto

r es un polinomio constante.

Iprobar esta afirmacién teniendo en cuenta los diferentes casos i)r1 =0,ii) 72 =0y iii) 71 Z0y r2 #0.
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Veamos primero cémo se efectiia este algoritmo. Supongamos que queremos dividir p(z) = 5z — 323 + 222 + 3 por
q(z) = x — 2. Comencemos observando que como ¢ es un polinomio de grado 1, el cociente de dividir p por ¢ serd un
polinomio de grado 3 y el resto sera el polinomio nulo o un polinomio de grado 0, es decir, un polinomio constante.

Para aplicar la regla de Ruffini, armamos una tabla como la siguiente, donde escribimos los coeficientes de p
en orden decreciente de sus grados. En la primer columna del segundo renglén, colocamos el opuesto del término
independiente de q.

5 -3 2 0 3

Como segundo paso, colocamos en la tercer fila el coeficiente principal de p:

5 -3 2 0 3

211

5

Realizamos un proceso repetitivo, de izquierda a derecha, que consiste en sumar cada columna, anotar el resultado

debajo de la linea y multiplicar por el nimero de la izquierda (en nuestro caso 2) y poner el resultado encima de la
linea, pero en la columna siguiente:
5 -3 2 0 3
21} 10 14 32 64
5 7 16 32 67

El 1dltimo niimero obtenido es el resto de la divisién. Los anteriores representan los coeficientes del cociente, en orden

decreciente de los grados, que tiene un grado menos que p. Esto es
r(z) = 52 + 7o + 162 + 32, r(z) = 67.
Formalizaremos este método en el siguiente teoremas:

Teorema 17 (Regla de Ruffini). Sea p(z) = a,2™ + ap_12" 1 + -+ a1 + ag de grado mayor o igual a uno y
g(x) =x —a, a € C, y sean ¢ y r el cociente y resto de dividir a p por q. Entonces p(x) = c¢(z)(x — ) + r, donde
c(z) = bp_12" "L + - byx + by con coeficientes que verifican

(*){ bp—1 = ay

bi = ait1+abip1, i=n—2,---,0

y el resto es el polinomio constante r = ag + abg.

Demostracién. Tomamos b;, i = 0, ...,n—1 los coeficientes definidos por las férmulas en (*), a partir de los coeficientes
de p, y llamamos c(x) = b,_12" ! + .-+ + byz + bg. Efectuando el producto se obtiene que c(z)q(x) + r(z) =
(bp_12" L4 bz +bo)(x— )+ (ap+aby) = by_12"™ + (by—o —aby_1)x" 24 - (bg — aby)x — boa+ (ag +aby) = p.
Luego, cq+r =pyvaler =00 gr(r) =0 < 1 = gr(g). Por lo tanto estos polinomios construidos ¢ y r son

efectivamente el cociente y resto dados por el algoritmo de la divisién (pues son tnicos), y vale el teorema. O

Observacién 18. Notar que el polinomio cociente ¢ obtenido por la regla de Ruffini siempre tiene coeficiente principal
igual al coeficiente principal de p. Esto se ve claramente cuando «bajamos» el primer numero de la fila superior
(simbolizado con una flecha en el ejemplo anterior). En el Teorema anterior, este hecho se ve claramente cuando

dice que el coeficiente b,_1 (principal de ¢) es igual a a,, coeficiente principal de p.

Observacién 19. Notar que la regla de Ruffini puede usarse cuando el polinomio divisor q(x) es de grado 1 y con
coeficiente principal 1. Sin embargo, es posible adaptarla al caso que q sea de grado 1 pero con coeficiente principal
distinto de uno. Veamos el siguiente ejemplo.

Sea p(z) = 223 — 822 +10x —4 y q(x) = 42 — 6, queremos hallar el cociente y resto de dividir a p por q. No podemos
aplicar directamente Ruffini pues el coeficiente principal de q es 4 # 1. Sin embargo, podemos sacar factor comin 4

del polinomio q, obteniendo q(x) = 4(x — %), y efectuar la division de p por x — % utilizando la regla de Ruffini:
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Resulta que p(z) = (222 — 5z + 3)(z — 2) + 1. No hemos llegado al resultado pues éstos no son el cociente y resto de
dividir p por q. Efectuamos el siguiente «truco» de multiplicar y dividir por el coeficiente principal de q (el que antes

sacamos factor comaiin):

o) (- or=aemsen ) (= or- [ oo D] -

= (82® — 20z +10) g(z) + 1,

p(x)

por lo que el cociente y resto de dividir a p por q son c¢(x) = (822 — 20z + 10) y r(x) = 1.
Como corolario de la regla de Ruffini obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 20 (Teorema del Resto). Sea p € C[z] con gr(p) > 1 y z € C. Entonces p(z) es el resto de dividir p por
qg(z) =2 — 2.

Demostracion. Sea c(x) el cociente de dividir p por ¢ y r el resto. Entonces p(z) = c(z)q(z) +r = c(z)(z — 2) + r.

Luego p(z) = c(2)(z —2) +r =r. O

El teorema del resto nos indica que hay dos maneras posibles de evaluar un poliniomio p en un niimero complejo
z: la primera es evaluar el polinomio en z, efecuando todos los productos y potencias en los monomios, y la segunda

es calculando el resto de la divisién por z — z. Esto es de gran utilidad, por ejemplo en el siguiente caso:

Ejemplo 21. Sea p(z) = 2° — 3iz* — (8 + 64)a3 + (=10 + 224)2? + 24z — (4 + 81), calcular p(1 + 7).
Para calcular p(1 +14) de la primer manera expuesta arriba, deberiamos computar

(144" =3i(1+40)* = (84+64)(1 +i)° + (=10 +220)(1 +14)* + 24 (1 +14) — (4 + 84).

De la sequnda manera, sdélo hace falta usar Ruffini y dividir por q(xz) = x — (1 + 4). Desarrollando esta iltima
opcion:
1 -8 -86i -10+22i 24 -4-81
1+i 1+1 3 2-121  -18+2i 4+8i
|1 120 57 -8+10i  6+2i 0

Por lo tanto p(1+1¢) = 0. Se aconseja al lector comparar la dificultad y cantidad de operaciones a realizar cuando se

resuelve este ejercicio de la primera y la seqgunda manera.

3. Factorizacién de polinomios

Cuando trabajamos con nimeros enteros, sabemos que existe una tnica manera de factorizarlos como producto de
factores primos. Asi 8 =23, 14 =2 x 7, 220 = 22 .5 - 11, etc. Esta descomposicién resulta extremadamente 1itil para
resolver muchos problemas que involucran niimeros enteros. En particular, permiten reducir una fracciéon a su forma
mas sencilla.

Nuestro objetivo es obtener un resultado similar para polinomios: probaremos que todo polinomio a coeficientes
complejos admite una tnica descomposicién en factores lineales, y cualquier polinomio a coeficientes reales admite
una unica factorizacion en factores lineales y cuadraticos. Estos factores lineales y cuadraticos se obtienen a partir

de las denominadas raices.
Definicién 22. Sea p € C[z], p # 0. Decimos que un nimero complejo « es una raiz de p si p(a) = 0.
En funcién del teorema del resto tenemos
Lema 23. Sea p € C[z]. Entonces « es una raiz de p si y sdlo si p(x) = c¢(x)(x — @), para algin polinomio ¢ € Clz].

Demostracion. Sea p € Clz], p # 0. Si « es una rafz, entonces por definicién p(«) = 0. Por el Teorema del Resto,
esto implica que el resto de dividir a p por  — « es cero y por lo tanto p(x) = ¢(x)(z — @), siendo c el cociente de la
divisién.

Reciprocamente, si p(x) = ¢(z)(z — a) es claro que p(a) = 0 y por lo tanto « es raiz de p. O

De los resultados obtenidos hasta el momento podemos decir que si p € Clx], gr(p) > 1, y « es un nimero complejo,

las siguientes afirmaciones son equivalentes:



= « es raiz de p,

el resto de dividir a p por x — « es cero,

p(z) = c(z)(z — a),
= p es divisible por z — a.

Dado un polinomio p # 0 denotamos con R, al conjunto de raices de p, es decir:
Rp={aeC:p(a)=0}

Proposicién 24. Sea p € Cz], gr(p) > 1. Sea o una raiz de p y ¢ tal que p(z) = c(x)(x — «). Entonces

1. si B es una raiz de ¢, entonces 3 es una raiz de p;

2. si B es una raiz de p y B # «, entonces B es una raiz de c.

Luego Rp = R. U {a}.
Demostracion. Ejercicio. |

El objetivo de esta ultima parte de la unidad es intentar conocer todas las raices de un polinomio dado. Conociendo

las raices de p, conociendo R, entre otras cosas, sera posible determinar el polinomio p.

Ejemplo 25. Consideramos los siguientes polinomios: p(z) = (x —1)? y s(x) = (x —1)3. Notar que Ry = R, = {1}.
Sin embargo, p y s son dos polinomios diferentes ya que tienen distinto grado. Esto muestra que R no determina
exactamente al polinomio. Notemos ademds que si bien p y s son diwvisibles por (x — 1) (al ser 1 raiz), es posible
afirmar que s es divisible por (x — 1) pero p no lo es. Es decir, esta raiz 1 se comporta de manera diferente con

respecto a la divisibilidad de p y s por el polinomio x — 1.

Para diferenciar estos diversos comportamientos observados en el ejemplo anterior, introducimos el concepto de
multiplicidad.

Definicién 26. Sea p € Clz], gr(p) > 1 y k € N. Decimos que una raiz o« € C de p es una raiz de multiplicidad
k si p es divisible por (x — a)* pero no es divisible por (x — a)*+1.

Esto es, a es una raiz de multiplicidad k de p si y solo si

p(x) = (x — a)fe(z), con c(a) #0.

Una raiz o de p se dice raiz simple si su multiplicidad es 1.

Proposicién 27. Sea p € Clz], gr(p) > 1. Sea a una raiz de p y ¢ tal que p(x) = ¢(z)(x — «). Entonces

1. « es una raiz de p de multiplicidad k > 2 si y solo si  es una raiz de multiplicidad k — 1 de c;

2. si B # « resulta B raiz de multiplicidad k de p si y solo si B es una raiz de multiplicidad k de c.
Demostracion. Ejercicio. O

Mencionamos antes que un objetivo de esta unidad es hallar todas las raices de p, con sus multiplicidades. Es claro
que este problema es mas sencillo de resolver cuando el grado de p es menor. Supongamos que conocemos ya una
raiz o de p, y sea ¢ € C[z] tal que p(z) = c¢(x)(z — o). Sabemos que las raices de ¢ son también raices de p (ver
Proposicién 24). Entonces para encontrar otras raices de p, buscaremos las raices de ¢ pues es mds sencillo buscar
las raices de ¢ que de p por ser ¢ de menor grado. Repitiendo este procedimiento, serd posible encontrar todas las
raices de p.

Notemos que el razonamiento del parrafo anterior se basa en el conocimiento de una raiz de p. Por lo tanto, es
importante garantizar la existencia de (jy encontrar!) al menos una raiz de p para poder seguir trabajando. Este hecho
es garantizado por el Teorema Fundamental del Algebra. Su demostracién requiere de conocimientos que escapan a

los objetivos de este curso, y por lo tanto la omitimos.

Teorema 28 (Teorema Fundamental del Algebra). Todo polinomio p € Clx] de grado mayor o igual a 1 admite al

menos una raiz compleja.

Corolario 29. Todo polinomio p € Clz] de grado n > 1 admite exactamente n raices complejas, contadas con su
multiplicidad.
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Demostracion. Sea p € Clz]. Por el Teorema Fundamental del Algebra, existe una raiz compleja a; de p. Luego,
existe un polinomio ¢; € C[z] tal que p(z) = (x — a1)e1(x), y gr(e1) =n — 1. Aplicando el teorema fundamental del

dlgebra a ¢y, existen una raiz compleja oz de ¢; y un polinomio ca € Clz] con gr(cz) = n—2 tal que ¢; = (z—a2)ca(z),

0 sea,

p(z) = (x — a1)(x — ag)ca ().
Podemos aplicar el mismo procedimiento a co. Asi siguiendo, en n pasos encontramos las n raices aq, -+, «ay, de p
(que podrian llegar a coincidir). |

Observacién 30. En la demostracion anterior, cuando escribimos p(x) = (z — aq1)c1(x) es importante notar que
el coeficiente principal de ¢y coincide con el coeficiente principal de p, por lo visto en la Observacion 18. De igual
manera, cuando escribimos c1(x) = (x —ag)ca(x), el coeficiente principal de co coincide con el coeficiente principal de
c1 que a su vez coincide con el coeficiente principal de p, por lo anterior. Entonces, si continuamos este procedimiento
hasta escribir

p(x) = (z —o)(z —az) ... (z — ay)c;(),

resulta que el coeficiente principal de c; es igual al coeficiente principal de p.

Corolario 31. Teorema de descomposicion factorial
Sea p = apx™ + -+ a1z +ag € Clz] cona, #0 y gr(p) > 1, y sean B1,---,Bs las s raices distintas de p, de
multiplicidades ky, - - - , ks respectivamente, tales que k1 + - -- + ks = n. Entonces

p(x) = an(x — ﬁl)kl N~ ﬁs)ks

Demostracion. Siseguimos los pasos de la demostracion del Corolario 29, obtenemos que tras n—1 pasos encontramos

n — 1 raices de p, a1, -+ ,ay_1, que pueden llegar a repetirse. Ademds p queda factorizado como
(2) p(x) = (r —a1)(a—az) - (x — an_1)ca1(2)

donde ¢,_1(z) es un polinomio de grado 1 y su coeficiente principal coincide con el coeficiente principal de p, por

la Observacién 30; o sea que ¢,—1(x) = a,x + b, con b € C y sabemos que a,, # 0. Para completar la factorizacién,

observamos que ¢,—1(z) = a,(z + ai), es decir a, = ,ai es raiz de ¢,—1 y reemplazando en (2) obtenemos
(3) p(z) = an(z —ar)(a —ag) - (. — an_1)(T — an).
Notar que las raices ay,as,...,a, pueden repetirse. Renombramos (1, 82, ..., s las s raices distintas de p. Para

cada raiz (;, el polinomio (z — ;) aparece en (3) tantas veces como la multiplicidad k; de ;. Entonces reagrupando
términos resulta

(4) (@) = anfz = )" (a = B2)" -+ (@ = Bo)*.
Es claro que k1 + - - - + ks = n, obteniendo en (4) la factorizacién dada en el teorema. ]

Para factorizar un polinomio p en factores lineales, procedemos como en la demostracién del Corolario 29 o apli-
camos el Corolario 31.

Observemos que encontrar una rafz de p equivale a encontrar una solucién de la ecuacién p(x) = 0.

Ejemplo 32. Supongamos que queremos factorizar el polinomio p(x) = 23 — 822 + 10z — 4. Observemos primero
que P(1) =0. Luego 1 es raiz de p, y p es divisible por q(x) = x — 1. Dividimos p por q aplicando la regla de Ruffini

y encontramos el cociente ¢ tal que p(x) = (v — 1)c(x):

2 8 10 -4
1L 2 6 4
2 6 4 0

Luego c(x) = 22% — 6x + 4 y las dos raices restantes de p son las raices de ¢ que podemos calcular aplicando la
resolvente:
6+ /(—6)2 — 32
4

T12 = = x1=1, 29 =2



Por lo tanto ca(z) = 2(z — 1)(x — 2) y entonces
pla) = 2(x — 1)*(z - 2).
O sea que las raices de p son oy = 1, de multiplicidad 2 y ay = 2 de multiplicidad 1.

Ejemplo 33. Cuando p no tiene término independiente, o = 0 es siempre una raiz de p cuya multiplicidad es el
menor grado de los monomios que componen el polinomio.
Tomemos por ejemplo p(x) = 27 + 2°. Entonces a = 0 es una raiz de multiplicidad 5 de p, pues p es divisible por

q(x) = 2° pero no lo es por ¢'(x) = 2°. En este caso tenemos

p(x) = 2°(2* +1).

5 es un factor comiin de todos los términos

Este procedimiento se conoce en general como «sacar factor comin», pues x
que componen p: p(x) = 27 + 25 = 2° - 2% + 251 = 2°(2® + 1). Observemos que no hemos hecho mds que aplicar la
propiedad distributiva del producto de niumeros complejos respecto de la suma.

Para terminar de factorizar p, debemos factorizar c(x) = x?+1, o sea, necesitamos resolver la ecuacion x> +1 = 0,

que tiene como soluciones x1 =1 y xa = —i. Luego c(x) = (x +4)(x — i) y entonces
p(z) = 2°(z +i)(z — 1)
0 sea que a1 = 0 es una raiz de multiplicidad 5 de p y as = 1 y ag = —i son raices de multiplicidad 1 (o raices

simples). Contadas con su multiplicidad, tenemos las siete raices de p.

8 — 4. Sacando factor comin x* obtenemos que p(z) = z*(z* — 1). Para

Ejemplo 34. Factoricemos p(x) = x
completar la factorizacion de P debemos resolver la ecuacion z* —1 =0, o bien 2* = 1. Es decir que las restantes
cuatro raices de P son las cuatro raices cuartas complejas de 1. Como 1 en forma polar es 1y, aplicando la formula

de De Moivre, obtenemos que las cuatro raices cuartas de 1 son
CE1:10:1, xgi].% :i, £U3:].ﬂ-:71, 1'4:1%71.:71..

Luego p(z) = 2*(z — 1)(z+ 1)(xz —i)(z + i), y las ocho raices de P son a; = 0 de multiplicidad 4 y s =1, a3 = —1,

aq =1 y as = —i de multiplicidad 1.

A continuacién desarrollamos algunos resultados que permiten encontrar raices de polinomios cuando éstos sean a
coeficientes reales o racionales.

Comencemos observando que en los ejemplos que hemos analizado, las raices complejas de los polinomios a coefi-
cientes reales vienen de a pares: cada vez que un complejo « es raiz de un polinomio a coeficientes reales, su conjugado

@ también lo es.

Teorema 35. Sea p € R[z], un polinomio a coeficientes reales. Si o € C es una raiz de p, entonces @ también es

raiz de p.

Demostracion. Supongamos que p(x) = anx™ + -+ + a1x + ag con a; € Ry a € C es una raiz de p. Entonces

p(a) = apa™ + -+ + a1 + ag = 0. Evaluamos ahora el polinomio en el conjugado de «a, @:

P@) = (@) + a1 @)+ -+ T+ ag = @ F T araFap = pla) =0 =0,

Aqui hemos aplicado las propiedades del conjugado de un niimero complejo y el hecho que @; = a; ya que cada a; es

un numero real. La penultima igualdad es valida por hipdtesis. O
Como consecuencia de este teorema obtenemos los siguientes resultados cuyas pruebas quedan como ejercicio.

Corolario 36. Sea p € R[z| de grado n > 1. Entonces:

1. p tiene una cantidad par de raices complejas no reales. Es decir, el conjunto {a € C—R/p(a) = 0} tiene una
cantidad par de elementos.

2. si el grado de p es impar, entonces tiene al menos una raiz real. Es decir, si n es impar resulta {a € R :
pla) = 0} £0.

Corolario 37. Sip € R[x] es un polinomio a coeficientes reales y o € C es una raiz de p de multiplicidad k entonces

@ también es raiz de p con igual multiplicidad.
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Ejemplo 38. Sea p(x) = 23+ 2% +x+1. Si recordamos que cuatro potencias consecutivas de i suman 0, pues toman
los valores 1, —1, i y —i, observamos que p(i) debe ser 0. En efecto p(i) = i®+i>+i+1=—i—1+i+1=0. Como

p es a coeficientes reales, —i también debe ser raiz de p. Aplicando dos veces la regla de Ruffini tenemos:

1 1 1 1
L i -1+ -1 = p(x) = (z—i)(2® + (1 +i)xr +14) y ademds
1 1+ 00

1

1 1+ ¢
3 IR S = plz)=(z —i)(x+i)(z+1).
1 1 0

La dltima expresion p(x) = (x — i)(x +i)(z + 1) es la descomposicion factorial de p: todo factor es un polinomiio
de grado 1 con coeficiente principal 1, y estos son polinomios a coeficientes complejos, a pesar que p es un polinomio
a coeficientes reales.

St multiplicamos los dos primeros factores, correspondientes a las raices conjugadas de p obtememos que
p(r) = (2% + 1)(x + 1). En esta expresion contamos con un polinomio de grado 2 y otro de grado 1, pero todos
sus coeficientes son reales, en concordancia con los coeficientes de p. Este hecho es vdlido para cualquier polinomio

a coeficientes reales y se expresa en el sequndo punto de la observacion a continuacion.

Observacion 39. Todo polinomio a coeficientes reales puede factorizarse siempre como producto de polinomios
lineales o cuadrdticos a coeficientes reales. En efecto, si a = a + ib es una raiz compleja de p de multiplicidad k,

@ = a — ib también es una raiz compleja de multiplicidad k y los factores (x — a)*(x — @)% pueden escribirse como
(z—a)fz-a)f =[?—-(a+a)z+ a&]k

Observando que a+a = 2a € R y aa = a2 +b? € R, resulta 22 — (a+a)x +aa un polinomio cuadrdtico a coeficientes

reales.

Para finalizar, mostraremos un método para encontrar las raices racionales de un polinomio a coeficientes enteros

Teorema 40 (Teorema de Gauss). Sea p(z) = apz™ +- - +a12+ ag € Z[z] un polinomio a coeficientes enteros, con

. T . . . . .. ..
ag £ 0. Si a = — es una raiz racional de p, con r y s primos relativos, entonces v divide a ag y s divide a a,.
s

Demostracion. Sea p un polinomio como en en enunciado del teorema y sea « una raiz racional de p, es decir a € Q.
. 7’ T z
Notemos primero que 0 no es raiz de p pues ag # 0. Como o = — es una raiz de p y es no nula, resulta p(a) =0y
S
r # 0. Luego

r
ap— +---a1— +ap=0.
sm s

Multiplicando ambos miembros por s”, obtenemos

(5) ™ + Q15 o ca s+ ags™ = 0.
Reacomodando términos y sacando factor comin r esta ecuacién es equivalente a
(6) P(anr™ a8 = —ags™.

—aps™

Como ag # 0, 7 # 0 pues 0 no es raiz de p. Luego, como a,r" ' +---a;s" ! € Z, resulta " € Z, con lo cual r
divide a ag o r divide a s™. Pero r no puede dividir a s pues r y s son primos relativos (no tienen factores primos
comunes). Concluimos entonces que r divide a ag.

En la misma ecuacion (5), podemos sacar factor comun s en y reacomodar términos de manera que se obtenga
n—1 n—1\ __ n
s(aps +Fapor" ) = —apr™.
Con el mismo razonamiento que antes, concluimos que s divide a a,. O

Observaciéon 41. Si bien el enunciado del Teorema de Gauss estd hecho para polinomios a coeficientes enteros y
con término independiente no nulo, este teorema puede aplicarse a polinomios a coeficientes enteros comn término

independiente cero y tambien a polinomios cualquiera a coeficientes racionales. A continuacion explicamos cémo:
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s Sea p € Z[z] con término independiente ag = 0. En este caso basta sacar factor comin x™, para m el menor
grado de los términos de p, y obtenemos p(x) = x™c(x), con ¢ un polinomio a coeficientes enteros con término
independiente no nulo. Para hallar las raices de p, aplicamos el Teorema de Gauss al polinomio c.

s Sea p € Q[x] de grado mayor o igual a 1. Entonces p(z) = an2™ + ap_12"" 1 + -+ + a17 + ag donde cada
a; es un numero racional, luego a; = b;/t; donde b;,t; son nimeros enteros. Sea T un nimero entero que es
mailtiplo de todos los t; (por ejemplo, es posible tomar T = t,t,_1...t1tg 0 T = mem(ty,ty_1,...,t1,t0)).
Multiplicamos y dividimos a p por este nimero T resultando -p(x) = %(Tp(x)) Es claro que T - p y tiene
coeficientes todos enteros y sus raices son las mismas que las de p. Luego, aplicamos el Teorema de Gauss a
T-p.

Ejemplo 42. Hallemos las raices de p(x) = 223 — 42% + x + 1. Este polinomio tiene coeficientes enteros y término
independiente no nulo, entonces podemos aplicar directamente el Teorema de Gauss. Una raiz racional o de p es de
la forma r/s donde r divide a a9 = 1 y s divide a aqg = 2. Luego r puede ser £1 y s puede ser +1 o £2, y por lo
tanto las posibles raices racionales de p son: +1, :i:%. Evaluando p en estos valores, vemos que 1 es raiz de p y que los

otros posibles valores no lo son. Por lo tanto p tiene sélo una raiz racional que es 1. Utilizamos Ruffini y obtenemos

9 —4 1 1
11y 2 -2 -1
\2 2 1 0

y p(z) = (z —1)(222 — 2z + 1). Para terminar de factorizar p, buscamos las raices de c(z) = 2x? — 2x + 1. Observar
que 1 no es raiz de c, entonces cc NO tiene raices racionales pues si asi fuese, esa raiz seria raiz de p que no tiene

raices racionales salvo el 1. Entonces es inutil aplicar Gauss a c. Buscaremos sus raices mediante la resolvente:

24+yv4-4-2-1 24+v—-4 1 1,
xr19 — = = -+ —1.
’ 4 4 2 2
Finalmente, escribimos c(z) = 2(z — (5 + 3i))(z — (3 — 31)) (iiNO olvidar el coeficiente principal de c!!) y resulta
(@) = (o= De@) = 22 = Dz — (5 + 50 — (5~ 59)
P = - 2 "2 2 2"

Ejemplo 43. Supongamos que queremos factorizar el polinomio p(z) = 2x% + 2° — 62* + 2% + 222. Este polinomio
es a coeficientes en 7. y tiene el término independiente nulo. Estamos en la primer situacion de la Observacion 41.
Comenzamos entonces sacando factor comiin x° y tenemos p(x) = x2(2z* + 23 — 62% + z + 2). Procedemos a hallar
las raices de c(z) = 22* + 23 — 622 + x + 2 para luego factorizarlo.

Como c es un polinomio a coeficientes enteros y tiene término independiente no nulo, podemos aplicar el Teorema
de Gauss a c(x). Las posibles raices racionales de ¢ son de la forma r/s con r un divisor de ag = 2 y s un divisor de
an = a4 = 2. Los posibles valores para r son £1 y +2, y lo mismo ocurre con s. Luego las posibles raices racionales
de ¢ son £1, £2 y £1/2.

Evaluando p en cada uno de los valores obtenidos, concluimos que 1, —2 y —1/2 son raices de p. Podemos aplicar

tres veces sequidas la regla de Ruffini y obtenemos:

2 1 -6 1 2 2 3 -3 -2 2 -1 -1
11} 2 3 -3 =2 -2, -4 2 2 -1l -1 1
2 3 -3 -2 0 2 -1 -1 0 2 -2 0

Luego c(z) = (z — 1)(z + 2)(z + 3)(2z — 2) = 2(z — 1)*(z + 2)(z + 3) y resulta entonces p(z) = z%c(z) =

20%(z — 1)%(z + 2)(z + 3).
Ejemplo 44. Supongamos que queremos factorizar el polinomio p(x) = %x?’ — %xQ + % € Q[z].Este polinomio es a

coeficientes en Q. Estamos en la sequnda situacidn explicada en la Observacion 41. Tomamos T = 12 = med(2,12),

donde 2 y 12 son los denominadores en los coeficientes de p. Tenemos que p(z) = 12(323 — La? + L) = L (623 —

72% + 1). Aplicando el teorema de Gauss a c(z) = 6x3 — 7Tx? + 1, obtenemos que las posibles raices racionales de
c son *£1, i%, i% Yy i%. Evaluando ¢ en cada una de las opciones, vemos que 1, % Y —% son raices de c. Luego

c(z) =6(z —1)(z — 1)(x+ ) y por lo tanto p(z) = 3(z — 1)(z — L)(z + 1).
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4. Acotacién de raices: Método de Laguerre-Thibault

Para un polinomio p € C[z] dado, no siempre es sencillo hallar con exactitud sus raices. Si el polinomio p tiene
raices reales, entonces el método de Laguerre-Thibault permite encontrar intervalos de la forma [¢, L] de manera que
todas las raices de p pertenezcan a ese intervalo.

Un numero real L se dice cota superior de las raices reales de p si toda raiz real de p es menor o igual que L. Es
decir,sia € R,NR=a < L.

Un ntumero real ¢ se dice cota inferior de las raices reales de p si toda raiz real de p es mayor o igual que ¢. Esto
es,sia € R,NR={<qa.

Observemos que si L es cota inferior y ¢ una cota inferior de las raices reales de p, entonces,

R, NR C [(, ).

Teorema 45. Sea p un polinomio a coeficientes reales, de grado mayor o igual a 1. Supongamos L € R es un

numero de manera que el cociente c(x) y el resto R de dividir p por (x— L) tienen todos sus coeficientes NO negativos,

entonces L es cota superior de las raices reales de p.

dem.) Sea p € R[z] y L un nimero real positivo o cero, es decir L € R. Supongamos que p(z) = c(z)(x — L) + R
donde ¢(x) tiene todos sus coeficientes no negativos y R es un nimero no negativo. Observar que R es un polinomio
constante.

Debemos probar, bajo estas hipdtesis, que toda raiz real de p es menor o igual que L. O lo que es equivalente, si

a > L entonces p(a) # 0; es decir, ningiin niimero mayor que L es rafz. Sea o > L > 0, evaluamos p en «
(7) pla) =cla)(a—-L)+R

Notemos que, como todos los coeficientes de ¢ son no negativos y « es positivo entonces c¢(a)) > 0. Ademds, a— L > 0

por cémo fue elegido a; y R > 0. Entonces en (7) tenemos:

8) p(a):@(a—L)-i-:}%/>O.

Luego, p(a) > 0 y @ no es raiz.

Veamos unos ejemplos para aprender a utilizar este resultado.

Ejemplo 46. Sea p(z) = 223 — 10x + 1; aplicar el teorema anterior para dar una cota superior de las raices reales
de p. Observemos que este polinomio tiene grado 3 y es a coeficientes reales, entonces tiene al menos una raiz real.

Aplicamos de manera directa el teorema anterior. Tomamos un candidato L = 1 y realizamos la division de p por

x—1:
2 0 -10 1 2 0 -10 1 2 0 -10 1
1]l ; 9 1 2 2
\2 \22 22 8
<0

Como el coeficiente -8 es negativo, este L propuesto mo nos servird para aplicar el Teorema. Pues para L = 1 el
cociente c(x) tiene un coeficiente negativo, por lo que no podremos concluir nada.

Proponemos ahora L = 3 y efectuamos la division por (x — 3):

2 0 -10 1 2 0 -10 1 2 0 -10 1 2 0 -10 1
3|4 3| 6 3| 6 18 3| 6 18 2
E 2 ¢ 2 6 8 2 6 s 25

En este caso si nos sirve pues c(x) = 2x? + 6x + 8 con todos sus coeficientes positivos y R = 25 > 0. Afirmamos

entonces que toda raiz de p es menor o igual a 3: « € Rp = a < 3.

Notemos que en el ejemplo anterior ¢ tiene coeficientes enteros, por lo que podriamos utilizar el Teorema de Gauss
para hallar sus rafces racionales; o = % es raiz racional, entonces r divide a 1 y s divide a 2. Luego, si ¢ tiene rafces
racionales, éstas son +1, i%. Al evaluar ¢ en estos candidatos a raices, vemos que no se anula ¢ en ninguno de ellos.

Podemos concluir que ¢ NO tiene raices racionales.
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Ejemplo 47. Estudiar las raices de p(x) = 2° + 22* — 523 4+ 822 — Tz — 3.

Este polinomio tiene coeficientes enteros, por lo que podriamos utilizar el Teorema de Gauss para hallar sus raices
racionales; o = % es raiz racional, entonces r divide a 3y s divide a 1. Luego, si p tiene raices racionales, éstas son
+1,43. Al evaluar p en estos candidatos a raices, vemos que no se anula p en ninguno de ellos. Podemos concluir
que p NO tiene raices racionales.

El polinomio p tiene grado 5, por lo tanto tiene al menos una raiz real; por el pdarrafo anterior, sabemos que las
raices reales son irracionales. Usaremos el Teorema 45 para hallar una cota superior de las raices reales de p.

Proponemos L =1 y dividimos p por x — 1:

i 9 5 8§ -7 -3 12 -5 8 -7 -3

i 1 1 3
18 -2

| 1 —
<0

No continuamos con la division pues ya encontramos un coeficiente del cociente que es negativo. Proponemos un L
mayor, L = 2:

12 -5 8 -7 -8 12 -5 8 -7 -8

+ 2 2 8 6 28 42

| 1 1 4 3 14 21 39

jPerfecto! L =2 es cota superior de las raices reales de p. Esto es: o € R, = o < 2.

2

En este ultimo ejemplo vemos que las raices reales de p son menores o iguales que 2, pero no podemos asegurar
que sean menores que 1. Si quisiéramos ajustar nuestra cota, podriamos realizar la divisién con L = % (punto medio
entre 1y 2). En este caso, tenemos que p(z) = (z — 3)c(z) + R donde c(z) = 2* + Z2° + 2% + T2+ 82 y R =111
Concluimos entonces que toda raiz real de p es menor o igual que 3/2.

Un truco necesario:

Ejemplo 48. Consideramos el polinomio p(x) = —2° +7x? — 3 e intentamos hallar cotas superiores para sus raices

reales (que las tiene pues gr(p) = 5). Proponemos L = 3 y efectuamos la divisidn por x — 3:

-2 0 0 7 -8

!
2

~—
<0

Observemos que el coeficiente principal del cociente es negativo. Y esto sucederd con cualquier L propuesto pues el
problema aqui es que el coeficiente principal del polinomio dado p es negativo. Por lo tanto, este método no nos
servird para hallar cotas superiores de las raices de p.

Sin embargo, podemos utilizar el siguiente truco: el polinomio p y su opuesto tienen exactamtente las mismas raices.
Entonces, encontrar una cota superior para las raices reales de p es equivalente a encontrar una cota superior para
las raices reales de —p. Y lo interesante de esto es que r = —p tiene ahora coeficiente principal positivo.

Consideramos r(z) = 205 — Tx? + 3 y proponemos L = 3
2 0 0 -7 3
3| 6 18 54 141
2 6 18 47 144

Concluimos por el Teorema de Laguerre-Thibault que 3 es una cota superior de las raices de r. Dado que R, =Ry,
se tiene que 3 es también una cota superior para las raices reales de p.

Conclusién 49. Sea p € Rlz] de manera que gr(p) > 1 y el coeficiente principal de p es negativo. Entonces para
hallar cotas superiores de las raices reales de p, aplicar el Teorema de Laguerre-Thibault su opuesto: r(x) = —p(z).

Para hallar cotas inferiores ¢ de las raices reales de un polinomio p € R[z]| utilizamos la siguiente proposicién
combinada con el Teorema 45.

Proposicién 50. Sea p € R[z]| y definimos q(x) = p(—x). Un nimero real £ es cota inferior de las raices de p si

L = —{ es cota superior de las raices reales de g(x).
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Importante: jjNO confundir ¢(z) = p(—x) con r(z) = —p(z)!!
dem.) Vimos en la préctica que « es una raiz de p si y s6lo si —« es una raiz de ¢. Sea ¢ una cota inferior de las
raices de p. Entonces a > ¢ para toda « raiz de p.

Veamos que —/ es cota superior de las raices reales de ¢: consideramos 5 € R tal que ¢(b) = 0, entonces o = —f es
raiz de p por lo escrito antes. Luego, por hipétesis, —3 = « > £. Multiplicando por —1 esta desigualdad obtenemos
que 8 < —/. Concluimos entonces que toda raiz real de ¢ es menor o igual que —¢ y por lo tanto —¢ es cota superior
de las raices reales de gq.

Ejemplo 51. Hallar una cota inferior para las raices reales del polinomio p(x) = —3z3 + x — 2.
Vimos en el Ejemplo 46 que p tiene raices reales. Para hallar cotas inferiores de estas raices, armamos el polinomio
q(x) = p(—x). Tenemos q(z) = —3(—x)3+ (—x) —2 = 323 —x — 2. Como hecho anteriormente, aplicamos el Teorema

de Laguerre-Thibault para hallar cotas superiores. Proponemos L = 2,

3 0 -1 -2 3 0 -1 -2
211 2 6 12 22
IE |3 6 11 22
Dado que todos los coeficientes del cociente y el resto de esta division son positivos, tenemos que 2 es cota superior
de las raices reales de q(x). Por la proposicion anterior, £ = —2 es cota inferior de las raices de p: es decir o € Rp =
a > —2.

Ejemplo 52. Encontrar una cota inferior para el polinomio del Ejemplo 46 p(x) = 223 — 10z + 1. Trabajando con
el ejemplo anterior, para hallar cotas inferiores de p, buscamos cotas superiores de q(x) = p(—zx).

El polinomio q es de la siguiente forma: q(z) = 2(—xz)® — 10(—z) + 1 = —22® + 10z + 1. Notemos que estamos
en el caso de buscar cotas superiores para el polinomio q que tiene coeficiente principal negativo. Entonces debemos

utilizar el truco explicado en el Ejemplo 48: usar el opuesto de q.

Tomamos 7(z) = —q(z) y buscamos una cota superior de las raices de 7. Se tiene 7(x) = 22> — 10z — 1 proponemos
L=5:
2 0 -10 -1
5 10 50 80
2 10 40 79
Luego L = 5 es cota superior de las raices de 7 y de q. Por la proposicion anterior, { = —5 es cota inferior de las

raices reales de p.

En el Ejemplo 46 vimos que 3 es una cota superior de las raices reales de p. Luego
R,NR C [-5,3].

Ejemplo 53. Hallar una cota inferior para las raices de p(x) = x® + 2x* — 523 4+ 822 — Tz — 3, el polinomio trabajado
en el Ejemplo 47. Ya aprendimos que para encontrar las cotas inferiores de las raices reales de p debemos buscar
cotas superiores de las raices reales de q(x) = p(—zx).

El polinomio q tiene los siguientes coeficientes: q(x) = —a® + 22* + 523 + 82% + Tz — 3. Nuevamente estamos en
el caso de buscar cotas superiores para un polinomio q que tiene coeficiente principal negativo. Entonces volvemos a
utilizar el truco explicado en el Ejemplo 48: usar el opuesto de q.

Tomamos 7(x) = —q(x) y buscamos una cota superior de las raices de 7. Se tiene 7#(z) = x° —2x*—52° — 822 —Tx+3
proponemos L = 4:

1 -2 -5 -8 -7 3
4 4 8 12 16 36
12 8 4 9 39

Luego, 4 es cota superior de las raices de T y al mismo tiempo cota superior de las raices reales de q. Por la

proposicion anterior, { = —4 es cota inferior de las raices de p. Recordar que % es cota superior de las raices reales
de p, segin lo visto en el pdrrafo posterior al Ejemplo 47. Luego:

R, R C [—4, g].



