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INTRODUCCION

Comenzamos esta unidad recordando la definicién de la ecuacién general de segundo grado.

Definicién 1. . Un ecuacion de segundo grado en las variables x e y es una expresion de la forma

(1) Az + Bey+Cy* +Dax+Ey+F =0,donde A, B y C no son simultdneamente nulos.

Es decir, al menos uno de los valores A, B o C es distinto de cero.

En una ecuacién cuadratica como (1), el término B zy se llama término rectangular de la ecuacién. En esta unidad

estudiaremos qué lugares geométricos pueden ser descriptos por una ecuacién general de segundo grado. Es decir,

dados nimeros A, B, C, D, F' y F donde los tres primeros no son simultdneamente nulos, estudiaremos en funcién

de esos nimeros, cudl es el lugar geométrico £ definido por:

L={P(z,y): A2* + Bay+Cy*+ Dx+ Ey+ F =0}.

Ya vimos en la unidad anterior que toda circunferencia, toda elipse, toda hipérbola y toda pardbola (las tres dltimas

con ejes focales o directriz paralelas a los ejes coordenados) pueden ser descriptas por una ecuacién de segundo grado.

Hemos visto que la ecuacién candnica o cartesiana de las cénicas estudiadas en la unidad anterior es posible

escribirla de la forma (1) distrubuyendo los cuadrados y «acomodando» los términos de un lado de la igualdad,

dejando 0 del otro. En el préximo cuadro se presenta cada ecuacién candnica y los coeficientes que se obtienen al

distribuirla como lo hecho en el ejemplo anterior. Se sugiere al lector corroborar los coeficientes dados en la tabla.

Cénica Ec. Canénica A2+ Bzy+Cy?*+Dx+Ey+F =0  Obs. (B=0)
A=C=1,B=0;
Circunferencia (z — x0)? + (y — yo)* = r? s o o A=C
D=2z, E= -2y, F=x5+y5—1r°.
A=2% B=0;C=3%
Elipse (ool | (g g ik B g AC>0
D==%0 p==20 F=5%1%_1
A=4 B=0,C=3
Elipse ozl 4 gl g . P AC>0
D==%0 F==20 F=5%1%_1
A=L B=0,C=-%
Hipérbola (””‘(;0)2 — (9_1732’0)2 =1 ‘i; ) b 2 g2 A-C<0
D==Z0 F=2% F=2%_% 1
Hipérbola ~— — @20 4 =yl _ g L0 e 2 A-C<0
D=2 F=_2p Fp=_5 4% |
A=1,B=C=0
Parabola (x —20)% = 2p(y — v0) ) A-C=0
D = -2z, E = —-2p, F =z + 2pyo.
A=1,B=C=0
Parébola (x —0)? = —2p(y — vo) ) A-C=0
D = —2xy, E=2p, F =x§5— 2pyo.
A=B=0,C=1
Parébola (y —y0)? = 2p(z — z0) ) A-C=0
D= -2p, E = =2y, F = yj + 2pxo.
A=B=0,C=1
Parabola (y — v0)? = —2p(z — x0) A-C=0

D= 2p7 E = _23/0» F= y(% - 2px0
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Notar que en cada uno de los casos las ecuaciones cuadraticas resultantes NO tienen término rectangular, es decir
B = 0. Esto, veremos mas adelante, se relaciona con el hecho que siempre los ejes de las elipses e hipérbolas y las

directrices de las parabolas estudiadas en la unidad anterior son paralelos a los ejes coordenados.

A continuacién definimos el «tipo» de una ecuacién general de segundo grado.

Definicién 2. Una ecuacion de sequndo grado
Ar*+ Bay+Cy?*+Dax+Ey+F =0

se dice de tipo eliptico si AC — BTZ > 0, de tipo hiperbdlico si AC' — 372 < 0 y de tipo parabdlico si AC — BTZ =0.

Observacién 3. Cuando una ecuacion de seqgundo grado no tiene término rectangular, es decir B = 0, entonces el

«tipo» de la ecuacion, depende del signo del nimero A - C', o de si es cero.

Del cuadro de arriba se deduce que las ecuaciones de segundo grado que describen las circunferencias y las elipses
son de tipo eliptico; las ecuaciones que describen las hipérbolas son de tipo hiperbdlico y las ecuaciones que describen
las parabolas son de tipo parabdlico. Podemos deducir entonces que no es casual el nombre elegido para los tipos de

ecuacion.

Sin embargo no es verdad que toda ecuacién de tipo eliptico describa una elipse o circunferencia; no es verdad
que toda ecuacién de tipo hiperbélico describe una hipérbola y tampoco es verdad que toda ecuacién de tipo pa-

rabdlico describe una parabola. Veamos con cuidado los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4. La ecuacion x2 +y? +5 = 0 es de sequndo grado de tipo eliptico y el lugar geométrico que define es el

congunto vacio.

En efecto, esta ecuacion tiene como coeficientes A=C =1, B=D=FE =0y F =5 y por lo tanto AC — BTZ =
1-1-0/4=1>0. Por otro lado, sea

L={P(z,y): 2>+ y*+5=0}.

Es claro que L = 0, pues el niimero x> + y*> + 5 es positivo para cualquier punto P(x,y) (observar que x* + y* un
ndmero mayor o igual que cero y al sumarle 5, resulta x2 + y? + 5 un numero estrictamente positivo y por lo tanto

nunca cero).

Ejemplo 5. La ecuacion 22 — y2 = 0 es de sequndo grado de tipo hiperbélico y el lugar geométrico que define son

dos rectas que se intersecan en un punto.

Nuevamente llamamos L al lugar geométrico definido por esta ecuacion. Los coeficientes de esta ecuacion son
A=1,B=0,C=-1yE=F=0; porlo tcmtoA-C’—BTZzl-(—l)—O/4<0 y es de tipo hiperbdlico.

(2) -y =0 & 22=y* & (y==zo0bieny=—x).

Es decir un punto P(x,y) € L siy sdlo si sus coordenadas satisfacen y = x o bieny = —x. Estas dos tltimas ecua-
ciones definen dos rectas que pasan por el origen y con pendientes 1 y —1 respectivamente. La grdfica a continuacion

presenta el lugar geométrico L:



Ejemplo 6. La ecuacién x> = 0 es de sequndo grado de tipo parabdlico y el lugar geométrico que define es una recta.

En esta ecuacion los coeficientes son A=1, B=C =D =FE =F =0 por lo tanto AC — BTz =1-0—-0/4=0yes
de tipo parabélico. Los tinicos puntos P(x,y) que satisfacen x*> = 0 son aquellos que tienen x = 0, pudiendo tomar y

cualquier valor. Luego, el lugar geométrico definido por esta ecuacion parabdlica es la recta r)x = 0.

Concluimos entonces que dada una ecuacién de segundo grado Az?2 + Brxy+Cy?+Dx+Ey+ F =0, el lugar
geométrico que ella describe puede ser una circunferencia, una elipse, una parabola, una hipérbola y también el
conjunto vacio o rectas, entre otras cosas. A continuacién, estudiamos en detalle las ecuaciones de segundo grado

para poder identificar el lugar geométrico que ella determina a partir de sus coeficientes.

2. ESTUDIO DE LA ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO

2.1. Ecuaciones de segundo grado sin término rectangular. Por simplicidad comenzamos estudiando las

ecuaciones sin término rectangular. Es decir aquellas de la forma
(3) A+ Cy¥*+Dax+Ey+F =0 donde A y C no son simultdneamente nulos.

Observemos que esta ecuacién es de tipo eliptico si AC > 0, de tipo hiperbdlico si AC < 0 y de tipo parabdlico si

AC = 0. Escrito de otra manera:

eliptico, si Ay C tienen igual signo,
A2+ Cy¥* +Dax+Ey+F =0 es de tipo hiperbdlico, si Ay C tienen distinto signo,

parabdlico, si alguno entre A o C' es cero.

Analizaremos los lugares geométricos que se obtienen segun el tipo de la ecuacién.
2.1.1.  Tipo eliptico. Sea la ecuacién
(4) A? +Cy* +Dax+Ey+F =0 donde A y C son no nulos y tienen igual signo.
Podemos trabajar la ecuacién de segundo grado llegando a una equivalente:

D E
A*+Cy* +Dx+Ey+F = A(:cQ—i—Zx)—i—C(yz—i—ay)—i—F

_ 2 2 22_ 22 2 E £2_ EQ
= A(x 2+ (o) = () +C vyt GGe) ()7 | F

D\? E\? D?  E?
= A(ZZ?+2A> +C’<y+20> +F—E—E.

. 2 2 ., .
SiF— 4D—A - f—c = 0, entonces la ecuacién (4) es equivalente a

D\? E\?
A(.’L‘—I—M) —I—C’(y-ﬁ-w) =0.
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Como A y C son distintos de cero y tienen igual signo, esta ecuacién tiene tnica solucién z = —53 e y = —55.
Si F— % — % # 0, denotamos u = 4D—Z + % — F y la ecuacién (4) es equivalente a
D \2 E \2
(= + 31) n (v+35) _
1 1 -
AH cH

Notar que /Ay p/C tienen igual signo. Esta ecuacién no tiene solucién si u/A y u/C son ambos negativos. Por otro

lado, esta ecuacién define una elipse si /A y p/C son positivos y distintos; ésta tendra eje focal vertical u horizontal
dependiendo de si u/A > u/C o pu/A < p/C. En caso que u/A = p1/C > 0, la ecuacién describe una circunferencia.
Conclusién: si Az?2 +Cy?+ Dz + Ey+ F =0 es de tipo eliptico, entonces el lugar geométrico que describe es

uno de los siguientes:

= ¢l conjunto vacio,

un punto,

una elipse,

una circunferencia.

Ejercicio 7. Dar una ecuacion de sequndo grado de tipo eliptico tal que el lugar geométrico que describa sea el

conjunto vacio. Reptir el ejercicio para cada uno de los casos en la lista de arriba.

2.1.2.  Tipo hiperbolico. Sea la ecuacion
(5) Az?+Cy?*+Dax+Ey+F =0 donde A y C son no nulos y tienen distinto signo.

Trabajando la ecuaciéon de manera analoga a lo hecho en el tipo eliptico, llegamos a que este ecuacion es equivalente

a:
D\? E\®> D?* E?

Aa? +Dz+Ey+F= A — — ) =—=+—-F
»*+Cy*"+Dx+Ey+ 0 & <$+2A> —|—C(y+20> 4A+4C

Si F— % - % = 0, entonces la ecuacién (4) es equivalente a

D\? E\? A D\? E\?
A — — | = bi - = =) .
<x+2A> +C<y+20> 0, o bien C<m+2A> <y+20> ;

pero ahora A y C tienen signos diferentes y por lo tanto —% es un numero positivo. Son soluciones de esta

ecuacion, todos los valores (z,y) tal que

el =(rm) o elrm) ()

Es decir, el lugar geométrico definido por la ecuacién (5) es una unién de dos rectas cuyas ecuaciones son:

Ve vt Gaa ac =% 2\~ Tty c24 a0

Notar que el punto ( D/2A E/ZC) pertenece a ambas rectas por lo tanto r; y ro son secantes.

Por el contrario, si F' — 41: c ;é 0, denotamos p = 7 A . 40 — F y la ecuacién (5) es equivalente a
D \2 E \2
(z+3x) , Wtse) _
T + T =1.
am cH

Notar que p/A y p/C tienen diferente signo. Entonces siempre describe una hipérbola y su eje focal es horizontal o
vertical segin sea /A >0y p/C < 0 o viceversa.
Conclusién: si Az +Cy?+Dax+ Ey+ F =0 es de tipo hiperbélico, entonces el lugar geométrico que describe

es uno de los siguientes:

= dos rectas que se cortan,

= una hipérbola.

Ejercicio 8. Dar una ecuacion de seqgundo grado de tipo hiperbdlico tal que el lugar geométrico que describa sea dos

rectas secantes. Reptir el ejercicio para una hipérbola.
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2.1.8.  Tipo parabdlico. Sea la ecuacién
A2 +Cy* + Dz +Ey+F =0 donde A o C son cero (no ambos al mismo tiempo).
Vamos a suponer primero que C' = 0, entonces la ecuacién a estudiar es:
(6) Az? +Da+Ey+F =0.

ysea L ={P(z,y) : Ax> + Dz + Ey + F = 0}. Es claro que si E = 0, entonces esta ecuacién se traduce en una
ecuacién cuadratica en z: Ax? + Dx + F = 0. Esta cuadratica tiene a lo sumo dos soluciones reales. Si no tiene
soluciones reales, entonces L es el conjunto vacio; si esta cuadratica tiene una unica solucién xg, entonces el lugar
geométrico es L = {P(xp,y) : y € R}, una recta paralela a la eje y; por tltimo, si la cuadrética tiene dos soluciones
xo, 4, el lugar geométrico definido por (6) es £ = {P(z0,y) : y € R} U{P(z},y) : ¥y € R}: la unién de dos rectas
paralelas al eje y.

Cuando E # 0, podemos escribir la ecuacién (6) de la siguiente manera:

CDN (LB (oD F
YTo4) T 2oa) \Y " 1AaE T E)-

Es fécil ver que esta ecuacién describe una pardbola con directriz paralela al eje . Sus ramas seran hacia arriba o

hacia abajo segun el signo de %.

Queda como ejercicio para el lector, trabajar la ecuacién (6) en el caso que A = 0. Es claro que el razonamiento
serd analogo al hecho recién, sélo que aparecen en este caso parabolas con directriz vertical y rectas paralelas al eje
x.

Conclusién: si Az?> +Cy?+Dx+ Ey+ F =0 es de tipo parabdlico, entonces el lugar geométrico que describe
es uno de los siguientes:

= ¢l conjunto vacio,
= una recta,
= dos rectas paralelas,

= una parabola.

Ejercicio 9. Dar una ecuacion de sequndo grado de tipo parabdlico tal que el lugar geométrico que describa sea el

conjunto vacio. Reptir el ejercicio para cada uno de los casos en la lista de arriba.

2.1.4. Observaciones finales y ejemplos. Es importante estudiar y recordar qué lugares geométricos surgen de cada
tipo de ecuacién (resumido en las conclusiones al final de cada caso). Al momento de enfrentarse con un ejercicio,
se debe proceder completando cuadrados e interpretando el resultado, segin el tipo de la ecuacién. A continuacién

resolvemos algunos ejercicios a modo de ejemplo.

Ejemplo 10. Determinar el lugar geométrico L que describe la siguiente ecuacion:
22— 9y —6x4+9=0.

Los coeficientes principales de esta cuadrdtica son A =1, B=0 y C = =9 por lo tanto es de tipo hiperbolico. Ya
sabemos que el lugar geométrico que ella determina es o bien una hipérbola o bien un par de rectas que se cortan.
Trabajamos la expresion de la ecuacién completando cuadrados: x? — 9y? — 62z + 9 = (z — 3)% — 9y? por lo tanto L

estd descripto por la ecuacion (x — 3)? = 9y?. Los valores (x,y) que satisfacen esta ecuacion son aquellos que
r—3=3y obien x—3=-3y,

por lo tanto L es la unidn de dos rectas de ecuaciones r1)x —3y —3 =0y ro)x+ 3y —3 =0 que se cortan en el
punto (3,0).

Ejemplo 11. Determinar el lugar geométrico L que describe la siguiente ecuacion:

222 + 3y? + 4z — 30y + 71 = 0.



Los coeficientes principales de esta cuadrdtica son A = 2, B =0 y C = 3 por lo tanto es de tipo eliptico. Ya
sabemos que el lugar geométrico que ella determina es o bien el conjunto vacio, o un punto, o una elipse, o una
circunferencia. Es importante reflexionar sobre estas posibilidades pues nos permitirdn evitar futuros errores.

Trabajamos la expresion de la ecuacién completando cuadrados: 222 +3y? +4x — 30y +71 = 2(x+1)2+3(y—5)? -6
por lo tanto L estd descripto por la ecuacion

GRS R

Luego L es una elipse de con eje focal horizontal (3 > 2), y centro C(—1,5). Los pardmetros a y b se ven de esta

ecuacion y son: a = /3 y b =+/2; por lo tanto ¢ = 1. Luego los focos son los puntos Fi(—2,5) y F»(0,5).
Ejemplo 12. Determinar el lugar geométrico L que describe la siguiente ecuacion:
4y? + 32 — 8y +4=0.

Los coeficientes principales de esta cuadrdtica son A = B = 0 y C = 4 por lo tanto es de tipo parabdlico. Ya
sabemos que el lugar geométrico que ella determina es o bien el conjunto vacio, o una recta, o dos rectas paralelas o
una pardbola.

Completamos cuadrados en la ecuacion que define a L: 4y*+3x—8y-+4 = 4(y—1)2+3x por lo tanto L estd descripto

por la ecuacion
3
—1)?=-Cu.
(y—=1) 12
Luego L es una pardbola de vértice V(0,1) y directriz paralela al eje y. Ademds p = 3/8 y el foco se encuentra a la

izquierda de la directriz; el foco es F(—3/8,1) y la directriz es la recta de ecuacion d) x = 3/8.

Invitamos al lector a revisar los ejemplos 4, 5 y 6 comparando los lugares geométricos obtenidos con los tipos de

ecuacion, teniendo en cuenta la clasificacién hecha arriba de los lugares geométricos que se obtiene para cada tipo.

2.2. Ecuacién general de segundo grado. Hemos preparado toda la teoria para ahora si enfrentarnos al caso

maés «dificil» del estudio de una ecuacién general de segundo grado
(7) A2> + Bry+Cy* + Dz +Ey+F =0.

donde el término rectangular es no nulo: B # 0.

Sea L el lugar geométrico de los puntos P del plano descriptos por esta ecuacion. Es decir:
L={P(x,y): Ax* + Bay+Cy*+Dx+Ey+ F =0}.

Veremos que los lugares geométricos £ que se describen por una ecuaciéon de esta forma general son los mismos
que en el caso B = 0, s6lo que las cénicas obtenidas no tienen sus ejes paralelos a los ejes coordenados. Por lo tanto,
debemos trabajar con cambio de coordenadas por rotacién (en caso de no tenerlos bien frescos en la memoria, se
sugiere repasarlos antes de continuar la lectura de este apunte).

Dada la ecuaciéon Ax?+ Bay+Cy?+Dx+Ey+F =0 con B # 0 definimos un angulo @ € [0, 7/2) de la siguiente
manera:

n0=nm/4si A=C.
= 0 tal que tan(20) = 2.

Consideramos el cambio de coordenadas que se obtiene de rotar los ejes un dngulo 6. Es decir, sea {O, 7/7 ?l}
el sistema coordenado obtenido al rotar un dngulo 6 el sistema candnico {O,1,j}. Las coordenadas (z/,y’) de un
punto P en el sistema {O, 7/, 7} se relacionan con las sus coordenadas (z,y) en el sistema {O, 7, 7} de la siguiente
manera:
() { =1 cosf —y sinf

y=1"sinf +1vy cosb



Reemplazamos las coordenadas z e y en la ecuacién (7) y obtenemos
Az’ cos® — ¢ sinf)? + B(x' cosh —y sinf) (2’ sinf + gy cosh) +

9) C(x' sinf 4y cos)* + D(z’ cosf — o' sinf) + E(x’ sinf +y' cosf) + F =0

Esta es una ecuacién de segundo grado en las variables 2’ e 3’ que tiene la forma A’ (2/)? + B’ 2"y’ + C' (v')® +
D'z’ +E'y +F =0y los coeficientes A’, B’, C’, etc.. se obtienen distribuyendo la expresién de arriba.

Es importante ademés que el lugar geométrico definido por la ecuacién Az +Bay+Cy?+Dx+Ey+F =0en

—
el sistema {O, i, J } es el mismo que el definido por la ecuacién A’ (2')2 + B’ 2y’ +C' (y')2 + D' 2’ + E'y + F' =0
A
en el sistema {O’, 7 , J } Es decir el lugar geométrico £ también se describe como:
£ — {P(]}/,y/) . A/ (Z‘/)2 +B/Z‘/y/ + Cl (y/)2 +D/Z‘/ +E/y/ —|—F/ — O}

Es facil ver que los coeficientes A’, B’ y C’ de la ecuacién (9) son

A" = Acos?0+ Bcosfsinh + Csin 0
(10) B'" = B(cos?# —sin?0) 4+ 2(C — A) cosfsinf = B cos(20) + (C — A)sin(26).
C' = Asin®?# — BcosfOsinb + Ccos> 0

Veremos que el coeficiente B’ es siempre cero por la manera en que elegimos el dngulo 6.

En el caso que A = C, tomamos 6 = /4 y por lo tanto cos(20) = cos(r/2) = 0 y la expresién de arriba de B’,
implica B’ = 0.

Por otro lado, si A # (C, entonces 6 es tal que tan(20) = B/(A — C) y por lo tanto
B = (A — C)sin(20)/ cos(20). Luego

B’ = Bcos(20) + (C — A)sin(20) = (A — C)sin(20) + (C — A)sin(20) = 0.

En cualquier caso B’ = 0, como queriamos probar.

Concluimos entonces que £ est4 descripto por la ecuacién de segundo grado A’ (/) +C" (y')*+D' 2/ +E'y'+F =0
en el sistema {O, 7/, ;,}, SIN término rectangular. Sabemos de la Seccién 2.1. que el lugar geométrico que describe
una ecuacion de segundo grado sin término rectangular es una hipérbola, una parabola, una elipse, una circunferencia,

una recta, un par de rectas paralelas, un par de rectas secantes o el conjunto vacio.

Observacién 13. Es posible probar que los coeficientes en A’ y C' que se expresan en (10) verifican
32
A-C=A.-C—-—=—.
4
Es decir, las ecuaciones de segundo grado
A/ (xl)2+cl (y/)2+D/$/+E/y/+F/ :O y
A2+ Bazy+Cy?*+Da+Ey+F =0
son ecuaciones de igual tipo. Esto indica que si empezamos trabajando con la ecuacion Ax*+Bxy+Cy?+Dx+Ey+
F =0 que es, por ejemplo, de tipo hiperbolico ya podemos asequrar que A’ (2')?+C' (y')?+ D' 2’ + E'y + F' =0 es

de tipo hiperbdlico y por lo tanto describe una hipérbola con eje focal paralelo al eje ¥’ oy, o bien dos rectas secantes.

Observacién 14. Cuando en la ecuacion cuadrdtica Axz?> + Bay + Cy>+ Dx+ Ey+F =0 se tiene B# 0 y
A # C el cdlculo del dngulo 0 determinado por tan(20) = % debe hacerse de manera exacta y no aproximada.
Para ello, utilizaremos las férmulas a continuacion:

1

2(20) = —————
cos(26) 1 + tan?(26)

y signo(cos(26)) = signo(tan(26))
(11)

sen? § = % (1 — cos(20))

1
1(1 + cos(26))

cos? 6 =
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Ejemplo 15. Determinar el lugar geométrico L descripto por la ecuacion
2 2 _
z°=2zy+y +2y—1=0.

Esta ecuacion cuadrdtica tiene coeficientes A = C =1 y B = —2. Como AC — 2~ =1-1—(=2)%/4 = 0 esta
ecuacion es de tipo parabdlico y por lo tanto es el conjunto vacio, o una recta, o dos rectas paralelas, o una pardbola.

Para determinar cudl de estos cuatro posibles lugares geométricos es L, realizamos el cambio de coordenadas por
rotacién con 8 = w/4 (notar que A=C =1).

El cambio de coordenadas relaciona las coordenadas (z,y) con (2',y') de la siguiente manera:

i i

T
, escrito de otra manera:
y=a' L2 +y L2 { y

Con esta informacién armamos la ecuacion cuadrdtica en el nuevo sistema (x',y'):

@ —2xy+yt4+2y—1 = <\f(ff’—y’)> —2?(w’—y’)\g§(ﬂﬁ’+y’)+(?(w”ry’)) +2§(:ﬂ’+y')—1
(12) = 2(y)? + V22 +V2y — 1
, VA VBl s
= <y+4> +2<LL‘—8\/§)

—! =
El lugar geométrico L queda determinado por aquellos puntos P de coordenadas (2',y’) en el sistema {O, i ,j },

que satisfacen la ecuacion

(f)f (v ).

. ., P . . . _ ﬁ

Es sencillo ver que esta ecuacion define una pardbola con directriz par/’alela al eje coordenado y' con p = .
—

Ademds el vértice tiene coordenadas V( V2, ——) en el sistema {O, 7, ,J } y el foco F se encuentra a la izquierda

de la directriz. Las coordenadas del foco son F(3v2 — B, —%) = (L —f) y la directriz tiene ecuacidn d)x’ =
5 p_3
V2+E=13v2.

A continuacion graficamos esta situacion. Para localizar el vértice V' puede ser conveniente encontrar sus coorde-

— —
nadas en el sistema original {O, i, j}. Para ello usamos las ecuaciones

{ x=2a'cosf —y senf = g(x’—y’) Y { x' =xcosh+ysend = g(x—ky)
y=a'senb + 1y cosf = ‘f(:v +9) y = —xsenf +ycosh = %(—x—&—y)

Utzlzzando las primeras, obtenemos que V' tiene coordenadas (8, 8) y el foco F tiene coordenadas F(% %) en el sistema
x
3t

{0, z‘ , ] } Por medio de las sequndas ecuaciones obtenemos que la recta directriz tiene ecuacidn d) 2 —=2=0.



Ejemplo 16. Determinar el lugar geométrico L descripto por la ecuacion

day + 3y* 4 2v5x + 45y = 0

Esta ecuacion cuadrdtica tiene coeficientes A=0, B=4 y C =3. Como AC — BTQ = —4 < 0, esta ecuacion es de

tipo hiperbolico y por lo tanto el lugar geométrico que determina es un par de rectas secantes o bien una hipérbola.

Para determinar cudl de estos dos posibles lugares geométricos es L y graficarlo, realizamos un cambio de coorde-
nadas por rotacion de un dngulo 6. Como A # C, elegimos 0 tal que

B 4
A-C 3

Observemos que 6 ~ 63° 26" 5,82", pero NO nos sirve un valor aprozimado. Utilizamos las ecuaciones (11) para
obtener:

tan(20) =

cos?(26) = %, cos(26) <0 = cos(20) = —%

y por lo tanto

1
cos) = —, senf =

Bl

5 )
El cambio de coordenadas relaciona las coordenadas (x,y) con (2',y') de la siguiente manera:

{x=xg%—yjs=jgﬂ—2y)
y=a' 24y == 2=(2'+y)

Con esta informacion armamos la ecuacidn cuadrdtica que describe a L en el sistema (x'y’):

1 !/ !/ 1 !/ !/ 2
V%Qx+y)+3(¢§m:+y0 +

2\/5%(33’ —2y) +4V5

= 4(2")? - (v')? + 102/,
2
5 25
= 4 / e _ N2 _ -
(x-+4) e
—! =

El lugar geométrico L queda determinado por aquellos punto P de coordenadas (z',y’) en el sistema {O, i ,j } que
satisfacen la ecuacion

1
day + 3y + 2Vbx +4V5y = 4%(95’ —2y")

1 ! /
E(Qx +v)

(@' +3)° )2
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Es sencillo ver que esta ecuacidn define una hipérbola con eje focal paralelo al eje x'. Su centro C tiene coordenadas
(—%, 0) en el sistema rotado (o primado), luego su eje focal es justamente el eje x’. Los pardmetros de la hipérbola son
a=2%yb=23 porlo tanto c = Va® +b? = 2/5. Deducimos de esto que sus focos son Fl(—§ —¢,0) y Fo(—2+¢,0):
Fi(3(=1—-+/5),0) F»(23(—=1+/5),0). Los vértices son Vi(—2 —a,0) y Va(—2 +a,0): Vi(—2,0) y V2(0,0); es decir,
el origen de coordenadas (de ambos sistemas) es un punto de la hipérbola, mds aiun, es un vértice de la misma.
Observar que todas las coordenadas dadas en este parrafo son relativas al sistema primado.

Las ecuaciones de las asintotas en este mismo sistema son:

5 5

b
r)y =@ =) e v )y =20 ) e )2 =y 5 =0

b 5 5
)y = (@ )t e )Y =2+ 5) e )2y S =0,
Para realizar su grdfica, primero graficamos los nuevos ejes. De nuevo, no intentamos calcular 8 explicitamente,

—/ — —
nos basta conocer su seno y su coseno. En efecto, observemos que el versor ; = cosf ; +senf j, o sea que tiene

2
componentes (1/+/5,2//5) en el sistema {0,7, Jj}.

Usando las ecuaciones

_ 1 r2 _ 1 ! ! r_ 1 2 _ 1
{x—x\/g—yS—E)(m—Zy) y {x— 7+y7—7(m+2y)
y=a'Je+y' 75 = 7520 +y) Y=gty = (-2 ty)

podemos ver que en el sistema canonico {O, 1, } se tienen las siguiente coordenadas de los puntos: C(— 4\[, —%)
Fi(— (1+\f) 2\/3(1—1—\/5)), Fg(ﬁ(\[ 1), Qf(f 1)), (2\[7 —7) V2(0,0). Ademds las ecuaciones de

las asmtotas son: r1)4dx + 3y + % =0yry)y= 2\[ Notar que o es paralela al eje x, como se ve en el dibujo.



