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Apunte de teoria N°1: Descomposicién de vectores en el espacio

Con los vectores del espacio es posible efectuar un estudio andlogo al hecho para vectores en el plano. In-
troduciremos las coordenadas de los mismos en un sistema coordenado dado y usaremos estas coordenadas
para escribir las operaciones entre vectores (suma, producto por escalares, producto cartesiano, etc...). Luego

introduciremos nuevas propiedades de los vectores.

Consideramos en el espacio un sistema coordenado cartesiano {O, OP;, OPQ, OPg} Quedan determlnados los
- =
siguientes versores, llamados, versores canénicos del sistema coordenado: —OPl, j =0Py k= OP3

— . . L
Teorema 1. Dado un vector u en el espacio, existen unicos escalares o, B,y de manera que
— - =2 -
u=a i +Bj +vk.
e % . ek . . .
Demostracion. Sea u un vector del espacio. Recordar que es vélida la siguiente igualdad

— — — —
U= proy- u —I—proy? U —l—proyz U .

, . - = — — —, = .
Ademsds, sabemos que para cualquier vector v##( resulta proyy u= (u x v) v, por lo tanto la igualdad
anterior se escribe como

— — - = — - 7 — - =
(1) u=(ux i) i+(uxj)j+(uxk)k

. - - - 7 . o = = - .
Definiendo o =u X §,8=u x j,vy=u X k laférmula (1) se reescribe u=« i +8 j +7v k, como queriamos
probar. O

La expresion (1):
— - 7 - T 7 I
u=(ux i) i+(uxyj)j+(uxk)k
L. — L. , — - — -
se llama descomposzcwn del vector u en los versores candnicos y a los nimeros o =u X ¢, 8 =u X j,
—> —)

—
~ —u x k se los denomina componentes del vector U en el sistema coordenado {0,i,7, k}
_>
Dado un vector u en el espacio de coordenadas «, 3,7 en {O, i, j , k;}, escribimos ©= (o, B,7). De esta

manera quedan identificados los vectores del espacio con una terna de niimeros reales de manera biunivoca.
ﬁ
ue Vs +— (a,8,7) €R’.

N
Anslogo a lo que vimos en el plano, un vector U tiene coordenadas (v, B,7) siy sblo si w=0P donde P es el
punto del espacio tal que P(«, 3,7).
Entonces quedan identificados los puntos del espacio, con las ternas de nimeros reales y a su vez con los

vectores del espacio.
ue V3 +— (a,B,7) € R® «— P punto del espacio.
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Operaciones por componentes
- = . — —
Sean u y v dos vectores del espacio con componentes u= (z1,y1,21) ¥y V= (x2,y2,22). Entonces el vector
- = = . . = :
suma w=u + v es otro vector del espacio, que tiene componentes y las denotamos w= (x3, y3, z3). Nos interesa
, . — - = -
saber como se relacionan las coordenadas (3, y3, z3) del vector suma w y las coordenadas de u y v. El siguiente
teorema describe exactamente esta relacion, asi como las componentes de otros vectores obtenidos a partir de

— — . .
u y v mediante operaciones de vectores.

Teorema 2. Sean U= (x1,9y1,21) ¥ U= (z2,Y2,22) dos vectores en el espacio y A € R. Entonces

N
LU+ v=(x1 + 22, Y1 + Y2, 21 + 22),
(/\1717)\%7)\21)7

—
u
X V=122 + Y1y2 + 2122.

2 =
3. v
Corolario 3. Sea u= (x,y,2) un vector del espacio, entonces

L. — ZZ: (—1', -y, _Z);

2. |u | =22+ 42+ 22
%
Teorema 4. Dados dos puntos P(x1,y1,21) y Q(x2,y2, 22) del espacio, el vector PQ tiene coordenadas

%
PQ= (x2 —x1,y2 — Y1, 22 — 21)

—
y la distancia entre ellos es d(P,Q) = | PQ | = v/(x2 — 21)% + (y2 — y1)2 + (22 — 21)2.

. . L= = — .

Dados una cantidad finita de vectores del espacio uq, ug,... Uy, decimos que estos vectores son coplanares

si todos ellos pertenecen a un mismo plano del espacio.
. e s . . .
Cualesquiera dos vectores no nulos del espacio ©, v son siempre coplanares ya que o bien son colineales o
. Lo o . . 1
determinan un plano. Si © y v no son colineales, es decir, uno no es un multiplo del otro, entonces el plano 7 que
. , — — . — —
ellos determinan estd formado por todos los vectores de la forma o u +5 v. Esdecir m = {a u +5 v: o, € R}.
— — —

Por otro lado, los vectores i, j e ¢ + j son coplanares pues se encuentran en el plano coordenado xy. Sin
embargo tres vectores cualesquiera no siempre son coplanares. Por ejemplo los tres versores candnicos no son
coplanares.

Luego, tres vectores en el espacio no siempre pertenecesn a un mismo plano. El siguiente teorema nos brinda

una herramienta para determinar si tres vectores dados son o no coplanares.

- = — . . . . . .

Teorema 5. Los vectores u, v, w en el espacio son coplanares si y sélo si existen dos numeros reales o y 3
— — —

tal que u=a v +5 w.

Demostracion. Ejercicio para el estudiante. ([l

Ejemplo 6. Considerar los vectores U= (1,3,-2) V= (—=1/2,-3/2,1), w= (0,—1,4), S= (2,5,-8), ?z
(10, —4, —1). Determinaremos entre ellos, algunas ternas de vectores que sean coplanares. Realizando algunas

cuentas podemos comprobar que
» v=—35 u y por lo tanto son colineales y coplanares.

= U Yy w no son COOl’l/neales (nota/r que lOS cocientes enetre sus dOS primeras COmpOnent@S son 1 # ?)

Ellos determinan un plano ™ que es:

™= {Oé(l,3, _2) +ﬁ(oa_1a4) : O‘aﬁ € R} = {(Oé,?)Oé - Ba —204+4ﬁ) : Oé,ﬁ € R}

— — — - = = .
s=2u —w, entonces u,w y s son coplanares por el teorema anterior.
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- = = . . . ,
= ¢, U yw no son coplanares. St asi lo fueran, por el teorema anterior, existen nimeros o, B € R tal que
— — — . . . .
t=a u +L w. Es decir, a, B son soluciones del sistema lineal
10 = «
—4 = 3a-p0
-1 = =2a+4p.

Sin embargo, es claro que este sistema no tiene solucion. Luego los tres vectores no son coplanares.

Cosenos directores

. s = . . - p
Definicion 7. Dado un vector no nulo u en el espacio, se llaman cosenos directores de u a los nimeros reales

A A A
— — —
cos (U, i), cos (ﬁ, J) y cos (U, k).

_)
Si U= (z,y,2) #0, entonces los cosenos pueden calcularse usando el producto escalar o las componentes del

vector
A — -
(Z %) u X 9 x
cos i) = =
’ |u | VaR+yr a2
/\*) — -
U X
cos (Z, Jj) = — J _ L ,
lu | Va2 +y?+ 22
", U x Z
% Z
cos(u, k) = = .
(k) (w22t 22

. — . . .
Tal como sucede para los vectores en el plano, los cosenos directores de un vector w describen su direccién y

el sentido de . Sin embargo, no describen su médulo. Por ejemplo, los vectores U= (1,2,-2) U= (1/2,1,-1)
A A A A A

tienen iguales cosenos directores: cos (u, )= cos (v, i)= 1/3, cos (u, j)= cos (v, k)= 2/3, cos (u, k)=
A

= = s / - . -

cos (v, k)= —2/3 pero distintos médulos: | © | = 3 mientras que | v | = 3/2.
A A
— . — = — 7

Teorema 8. Sea u= (x,y,z) un vector no nuloen el espacio y sean a = cos (u, ), b = cos (u,j) yc =

—>/\—> .
cos (u, k) sus cosenos directores. Entonces

1. u= | v |(a,b,c),

2. Up= (a,b,c)

— — . . . . , . . —
3. Un vector v es paralelo a w y tiene igual sentido si y solo si los cosenos directores de v son a,b, c.

Notar que las coordenadas de un versor coinciden con los cosenos directores del mismo. Ademds una terna

. — . o
de numeros reales a, b, ¢ son los cosenos directores de un vector u del espacio si y sélo si a? + b% + ¢? = 1.

. ., e e S 2 . .
Proposicion 9. Si u, v, w son tres vectores del espacio no nulos y no coplanares, entonces para cualquier

- L .
vector T existen unicos numeros reales o, 8,7 tal que
— — — —
r=oau+pv+yw.
Definicion 10. Una base del espacio es un conjunto de tres vectores no nulos y no coplanares.

—- = = - 7 =
Ejemplo 11. 1. Fijado un sistema coordenado cartesiano {O, i, j,k}, el conjunto {i, j, k} es una base del
espacio llamada base canénica. 2. {(2,1,1),(1,0,1),(—1,—1,1)} es una base del espacio. 3. {(2,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}

no es una base del espacio.



