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Integral indefinida

Hemos estudiado la funcion derivada de una funcidn. ;Serd posible determinar una

funcioén conociendo su funcidn derivada?.

Definiciéon. Una funciéon F (x) es una primitiva o una antiderivada de f(x) en un

intervalo / = [a,b] si F'(x)=f(x) Vxel.

2

Ejemplo: La funcién F(x) = %es una primitivade f(x)=x yaque F'(x)= f(x).

2
F(x)= x? +8 también es una primitiva de f(x) porque F'(x) = f(x).

2
Por lo tanto también lo es cualquier funcidn de la forma F(x) = x? + C siendo C un

valor constante.

Definicion. Al conjunto de todas las primitivas de una funcion f(x), se le llama

integral indefinida de f(x). Se simboliza J. f(x)dx =F(x)+C (C constante). El

simbolo j se lee “integral”, la funciéon es el integrando y x es la variable de

integracion.

Tabla de integrales (C constante)

I kdx=kx+C (kconstante)

n+l

Ix"dx= al +C n+1#0
n+1
Ie"dxze"+C

Icosx dx = senx +C

Isenxdx:—cosx+C
Jldx:1n|x|+C
X

[(F G+ g dr =] f(x)dx+ [ g(x)dx
[(f)-glendr =] f(x)dx— [ g(x)dx
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Ejemplos:

4 x5 4 x5 3 X4 X2
D|x"dex=—+C 2) |2x"dx=2—+C 3 +3x)dx=—+3—+C
)| S ) 5 ) +3x)dr == +35

[ e <[ dv = V[ de 2 s o= 22

2

1
1

. 2 !
5) j%dxzij Adx:SxT+C:16x2+C

2
Propuesta 1. Resolver el ejercicio 1.

Integral Definida

Sumas de Riemann

El problema planteado es hallar el area de la region encerrada entre la curva y = f(x),
el eje x y las abscisas x =a y x =b. Una idea sencilla consiste en dividir la region en
rectangulos de igual base, luego sumar sus areas logrando una aproximacion del area.

ALJ;I

W

2 &
Sea f una funcion definida en un intervalo [a,b]. Subdividimos dicho intervalo en

subintervalos del mismo ancho eligiendo n-1 puntos {xququ”...,xn_l} que satisfagan
X,=a<x,<x,<.<x,=b.Elconjunto P = {xo’xl’xz,xp...,xnfl,xn} se llama particion
de [a,b]. P divide al intervalo en n subintervalos cerrados [xo . X ], [xl,x2 ] yeees [xn_l , X, ]
Llamamos Ax, = x, —x,_, al ancho de cada intervalo. En cada subintervalo elegimos un
punto c¢;. Y consideramos rectangulos de altura f(c,)y base Ax, =x, —x,, (didmetro
de la particion).

Una aproximacion del area sera

S = fe)An + fe)A, +.+ fle, A, = 3 f(e)Ax,
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Suma inferior: (suma por defecto)

Si f(c;) =m, es el valor minimo en [x X ]

=127

inf —

Sine = S ()Y, + f(cy)Ax, +...+ f(c,)Ax, :Zn:f(cf)Ax; , S < Area

#p

A

-

— N
Ip=a

Suma superior: (suma por exceso)

Si f(c;) =M, es el valor maximo en [xH ,xi]

Ssup = f(e)Ax, + f(c))Ax, +...+ f(c,)Ax, = if(ci)Axi ) Ssupf > Area

\ /

Ay

- -l

n X
s ]
Xg =

Se tiene asi que S, < Area< S,

A medida que aumentamos el niimero de rectangulos n, n — o con Ax — 0 tanto el

area por defecto como por exceso se aproximan al area buscada.
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Si f es una funcion continua en [a,b]. El area entre la grafica de f el eje x y las
b

abscisas x=a y x =5, la representamos con el simbolo I f(x)dx. (Se lee integral
a

entre a y b de f, a es el limite inferior de integracion, b es el limite superior de
integracion).

Si a cada particion P de [a,b] le asociamos un area por defecto s y un area por exceso S:
n n b . .
s = Zmi (x,—x,,), S= ZMi (x, —x,,) resulta s < I f <. Sitenemos una sucesion
a
i=l1 i=1

de particiones BA,P,,...,P,... le corresponden s,,s,,...,5,... (4reas por defecto),
S1,8,,...,8,... (4reas por exceso). Si los didmetros tienden a 0, las diferencias

S| —51,8, —8,...,8; —5)... tienden a 0 y ambas sucesiones tienden al area buscada,
b b b
i SLfSS,{, S, —s, — 0 entonces s, —)Lf y S, —>Lf.

El simbolo z de sumatoria se convirtid en una ““s” estilizada I quedando

j:f(x)dx.

Teorema:

Si f* es una funcion continua en [a,b] entonces su integral definida existe en [a,b].

Propiedades de la integral definida. Sean f y g dos funciones continuas en un

intervalo /, y a, b, c valores reales:

I)J.:f(x)dx =0
D) [ feyde==] f(x)dx
b b
3) jakf(x)dx = kjaf(x)dx con k cte
b b b
Y [ (f+gede=] " fx)de+ | glx)dx
5) L= gCendr = [ f(x)de [ gy
6)Si a<b<cy f escontinuaen [a,c] entonces J.:f(x) dx + Ibcf(x) dx = J.:f(x) dx

7)Si f(x) >0 y continua en [a,b] entonces Ib f(x)dx>0




Analisis Matematico II Mgter. Viviana Paula D’ Agostini

Si f(x) <0 y continua en [a,b] entonces I ’ f(x)dx<0

8) Si f(x)>g(x) en [a,b] entonces I; f(x)dx > I; g(x)dx

9)Si f es continua en (a,b) y existen los limites laterales [y f(x) =a y

x—a*

lim f(x) = B entonces tomamos una funcion continua en [a,b]

x—b~
asix=a
. b b
g(x) =1 f(x) si xe(a,b) ydefinimos [ f(x)dx = g(x)dx
Psix=b
Definiciéon

Si y = f(x) es positiva e integrable en un intervalo [a,b] entonces el drea debajo de la

curva y = f(x) en[a,b] es A:I;f(x) dx .

Teorema Fundamental del Calculo

Sea f una funcidn continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a,b) entonces la
funcion F(x) = rf(x) dx es derivable y F'(x)= f(x) xe(a,b).
El teorema demuestra que la funcion integral que da las areas entre a y x para cada

valorde x F(x)= I ' f(x)dx esuna funcion cuya derivada es la funcion f(x).
Jhy

g

\

= T

F(x)

w -

b X
I f(x)dx representa un nimero y I f(x)dx representa una funcion de x .
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Regla de Barrow

Sea f una funcidn continua en el intervalo [a, b] y G(x) una primitiva de f entonces

[ b f(x)dx =G(b) - G(a) .

Para hallar la integral definida seguiremos el siguiente proceso:
a) Se halla una primitiva cualquiera de la funcion,
b) Se sustituyen en esta primitiva los limites de integracion superior e inferior y se

restan los resultados.

Ejemplos:

1) J‘; cos xdx =sen(m)—sen(0)=0

3
Lo, X 1_1
2) '[O)C dx—?o—g

3

0
3

Propuesta 2. Resolver el ejercicio 2.

Calculo de area

Para determinar el 4rea bajo la curva de f(x) distinguimos el signo de f(x).

Si f(x) >0 x e[a,b] entonces la integral definida es positiva 'y

7 b
Area= j F(x)dx &
5
[ E:, }

Si f(x)<0 x €[a,b] entonces la integral definida es negativa y

Area= — [ foydx=|[" f(x)d I

rea J-af(x) x—J.af(x) x " . ‘
i
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Ejemplo: Hallar el area limitada por y =4 —x” y el eje x.

La funciéon y =4 — x> corta al eje x en x= = 2.

, ) 2
Area= j2(4—x2)dx=4x—x— _g- 8,5 8 g 10 32
-2 3 -2 3 3 3 3
4y
N
¥
-2 2 g
Area del recinto para una funcién
, b b
Area=I f(x)dxzj.xlf(x)derJ-xzf(x)dx +J- f(x)dx
a a X, X5,
ALy
3

v

a i \ g 5

Para dos funciones positivas sin corte

b
a

Area=[ (f()-g(x)dx  f>g

¥ f/
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Para dos funciones cualesquiera sin corte

b
a

Area= ['(£()+C ~(g(x) + C))de=[ "(f(x) - g(x))dx

AL};I
-~y )+

Para dos funciones que se cortan

A= I (f(x) - g(x))dx + j (g(x)— f(x))dx + j ( F(x) - g(x))dx + j ” (g(x) - f(x))dx

*y

F g

w o

Ejemplo 1:
Hallar el area de la region encerrada entre f(x) = —x? +2x+3 y g(x)= x? —4x+3.

Representar graficamente.

FO) = —x2 4+ 2x+3=—(x+1)(x-3) fEd
g(x)=x2 —4x+3=(x-3)(x—1) i _
xp=-1  x=3 N14 ! 4
x; =1 x,=3 V,(2,-1) 3 :
I
—x2+2x+3=x2—4x+3 § i
_2x2 4 6x=0 ) |
—-2x(x-3)=0 | .
x=0 v x=3 . : .
1 0 i 4%
/ _1 __________ I
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X

[C(f ~g)dr=[(-2x? + 6x)dx =| -2 S 6 P iga27 0
o/ TEE =] T3 T2 o -

Ejemplo 2:
Hallar el area de la region encerrada entre f(x) = —x? +2x+3 y g(x)=x+1.
Representar graficamente.

F(x)=-x2 +2x+3=—(x+1)(x=3)

gx)=x+1

—x2+2x+3=x+1 3
—x2+x+2:0

y=-1 x,=2 V(4

71

3 2
2 _ 2 2 | ox X 2 _9
j_l(f—g)dx—'[_l(—x +x+2)dx-[—?+7+2xj _1—5

Ejemplo 3: Hallar el 4rea de la region encerrada entre f(x)=x>+x-2, x=-1y
x =2 . Representar graficamente.

L &
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3 2
b2 % (x2 N I
—J._l(x +x—2)abc-|—_|.1 (x"+x-2)dx = [3 + 5 2xJ

=— l+l—2+l—l—2 + §+2—4—l—l+2 = 24,7 1580
3 2 3 2 3 3 2 3 3.2 6

Propuesta 3. Resolver los ejercicios 3,4, 5,6y 7.

Método de sustitucion

Deseamos calcular jh(x) dx reconociendo que A(x) = f [g(x)]g'(x) y suponemos que
I f(t).dt = F(t) nos resulta facil de obtener. Entonces:

Si I h(x)dx = I f [g(x)]g'(x) dx y realizamos el cambio de variable ¢ = g(x)

dt = g'(x)dx resulta jf(t) dt =F(t) = F(g(x))

Ejemplos:
3 t* 1 4
1 -dx=\|tdt=—+C=—(x-1)"+C
) [(x=D dx =] 7 76D
t=x-1 y dt=dx
Verificacion: G(x—l)ucj :%4(x—1)3:(x—1)3
t4

1 1 1 x-1*
2) [x-1dx=[ —di==[Pdt=—"—-+C==""""1
) Jr=Ddx=] 2 2I 2 4

_1 C
2 4

t=2x-1 dt =2dx %dt:dx

Verificacion: G (x-D*+ cj = %4@ -1 =(x-1)°

3
3)j3(x2 —4x)2(2x—4)dx=j3z2dr=3jt2dz=3%+czt3 +C=(x*-4x)> +C
t=x>—4x y di=Q2x—4)dx
Verificacion: ((x* —4x)’ +C)'=3(x" —4x)*(x* —4x)+0 = 3(x* —4x)’ (2x - 4)

4)J‘2xsen(3x2 )dx = J‘sentédt = %.[sent dt = %(— cost)+C = %lcos(3x2)+ C

t =3x? dt = 6xdx %dt:Zxdx

10
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Verificacion: ((x* —4x)’ + C)'=3(x* —4x)*(x* —4x)+0 = 3(x* —4x)’ (2x —4)

2 4
w+

4
5) .[14x(7x2—4)3dx=jt3dt:%+C= C

t=Tx*-4 y dt=14xdx
2 4 2 3
Verificacion: {% + c} = @ (7x —4)+0 = (7x* - 4)*14x
Propuesta 4. Resolver el ejercicio 8.

Integracion por partes

D[u(x).v(x)] =u'(x)v(x)+u(x)v'(x)
en notacion diferencial: d [u(x).v(x)] = du(x)v(x) +u(x).dv(x)

despejando el ultimo sumando: w(x).dv(x) = d[u(x)v(x)]— v(x)du (x)

integrando miembro a miembro: J.u(x).dv(x) =u(x).v(x)— J.v(x)du (x)

Ahora podemos calcular la integral de ju dv a partir de jvdu
Ejemplo:
Ixe’”dx =xe' — Ie’”dx =xe" — J.e"dx =xe' —e" +C

U=x dv=e"dx

du = dx y=e"

Verificacion: [xe" —e" + C] =e' +xe* —e" +0=xe"

Propuesta S. Resolver el ejercicio 9.

11



Analisis Matematico II Mgter. Viviana Paula D’ Agostini

EJERCICIOS

1) Calcular:

a)jxédx= b) | (6x° +8x% —3)dx = c)I—3J§dx=
1 [ 2 j X

d | =dx= e 5x°+2x-3)dx = 3¢ —4) dx =

)f% )|« ) n[Ge -4

g)J.(senx+\/;+ex)dx: h)J.(x—l)(xz—3x)dx: i)j(%x+%—3)dx:
X

j)"-(cosx+%jdx =

2) Calcular:
1 2z 1
a) I e“dx = b) Isenxdx = o) | (4x* —8x—2)dx =
0 0 -1
2 1 V4
d)J(2x—3)—(3x2+2) dx = e) J(x3+1)xdx= DJ(Senx+cosx)dx:
1 -1 0

3) Hallar el area de la region encerrada entre f(x) =9 — x? yeleje x.

4) Hallar el 4rea de la region encerrada entre f(x)=4-— x? y g(x)=3.
5) Hallar el area de la region encerrada entre f(x)=x" —4x y g(x)=—-x+4.

6) Hallar el area de la region encerrada entre f(x)=x> —2x y g(x)=—-x>+3x—-2.

7) Hallar el area de la region encerrada entre f(x) = x?—2x-3, ¢l eje x y las rectas

x=1yx=4.
8) Calcular:
a) J-(x —5)tdx = b) | e dx =

c)j6cos(2x—l)dx= d) | J(x+3) dx=

e) | sen(x+5)dx= f) J-senxcosxdxz

g) | V5x+2dx= h) J.xcosxzdxz

12
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i) j3x 2—x%dx =

9) Calcular:

a) | 2xe’dx =

¢)|xInxdx=

i)

k)

xcosxdx =

x cos(3x)dx =

\/;mxdxz

J-lx e dx =
2

i) J4sen(2x +3)dx =

b) Ilnx dx =

d) | x senxdx =

f) | x’lInxdx=

h) J-(x—2)exdx=

j) sz Inxdx =

PRACTICA COMPLEMENTARIA

1) Hallar el area comprendida entre y = —x? -2x+3, el eje x ylasrectas x=—2yx=1

2) Calcular el area comprendida bajo la recta de ecuaciéon y=3x—2, entre x=—1y

X =

1.

3) Calcular el area comprendida bajo la curva y = Jx ,entre x=0yx=4 .

4) Calcular el area comprendida entre y = x2e y=1.

5) Calcular

a)

6) Resolver

) j ax{2x? —1)2dx =

¢) j 3(6x—2)%dx =

2
(x3 —Exzj dx =
n 2

) J:(\/; +5x* ) dx =

b) r(ex +x+3)dx=
|

d) f(x+ﬁ) dx =

b) j(2x+ 1)()62 +x - l)zdx =

d) j3sen(3x + 2)dx =

13
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e) J‘%cos(x —3)dx =

1 3x+1
—e dx =
g) j 3

i) sz 3x2 =l dx=

k) J‘ﬁdx—

7) Resolver

a) %dxz

c) x> Inxdx =

e) x? cosxdx =

i) J‘Ol(\/; + 5x4) dx =

k) J.Sx 3x2 +7dx =

m)j
x—

ii) jo (\/;+2ex+x3)dx=

3
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