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Analisis Matematico I

Funciones
Sucesiones y Series

Mgter. Viviana Paula D’ Agostini



Introduccion

Durante el transcurso del cuatrimestre se utilizaran diferentes apuntes de apoyo para el
desarrollo de las clases. Este material muestra s6lo un compendio de los contenidos a
desarrollar, se presentan conceptos, propiedades, teoremas, ejemplos, ejercicios y algunas
demostraciones. El mismo se completard paulatinamente en el transcurso de las clases.
Al final de cada apunte se encuentra la bibliografia sugerida para que el estudiante recurra
a ella para contribuir a una mejor comprension de los temas.

Se sugiere al estudiante concurrir y participar activamente de las clases, plantear sus
dudas, interactuar con sus compaiieros, realizar las actividades que se proponen y otras,
que podra encontrar en la bibliografia sugerida o en otros medios.

Su estudio no debe limitarse a los apuntes de clase, ni a recordar una féormula para el
calculo inmediato. Es importante comprender las definiciones, conocer las diferentes
representaciones simbolicas, poder enunciar e interpretar propiedades y teoremas,
estableciendo relaciones entre los mismos.

El alumno debe asumirse como estudiante terciario, comprometiéndose
responsablemente con el estudio.

Seguramente encontrara dificultades, que no deben desalentarlo. Por el contrario, superar

las mismas tiene que ser un desafio.



TEMARIO

Conjuntos numéricos.

Funciones. Definicion. Dominio, Codominio, Imagen. Representacion en ejes
cartesianos. Funcion par e impar. Funcion creciente y decreciente. Funciones elementales
(Constante. Identidad. Lineal. Definidas por secciones. Valor absoluto. De Potencia.
Cuadraticas. Polinémicas. Racionales. Algebraicas. Exponenciales. Logaritmicas.
Trigonométricas). Algebra de funciones (Suma, Resta, Producto, Cociente). Composicion
de funciones. Funcion uno a uno. Funcién inversa.

Sucesiones. Definicion. Limite de una sucesion. Sucesiones convergentes y divergentes.
Propiedades. Series. Definicion. Serie geométrica.

Ejercicios.

Apéndice.

Bibliografia.
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Conjuntos numéricos. Repaso

N = {1,2,3,4,5,...} Numeros naturales
Ny = {0,1,2,3,4,5, } = NU{O} Numeros naturales incluido el cero

Z {...—3,—2,—1,0,1,2,3,4,5,...} Numeros enteros

0= {E/ p.qeZAng# 0} Numeros racionales
q

Un ntimero racional se reconoce si su cifra decimal es finita o infinita periodica.

0.25 =£=l 0.33333...= 3 = !

100 4 9 3
Un namero es irracional ( 1) si su representacion decimal tiene infinitas cifras no periodicas.
T, V2, e

NCZCQ, QUI=R (R:numeros reales)

Algunas notaciones:

R™ : conjunto de los nimeros reales positivos,
R~ : conjunto de los numeros reales negativos,

R(J)r : conjunto de los numeros reales positivos incluido el cero.

Propuesta 1. Resuelve el ejercicio 1.
FUNCIONES

Definicién: Si A y B son dos conjuntos no vacios y f esunaley que a cada elemento de A le
hace corresponder un unico elemento de B, decimos que la terna (A, B, ) es una funcién de

AenB.
Se simboliza: f: 4 — B
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Ejemplos: A g
A C - B

1 > 2

2 3

3 > 4

h es una funcion g no es una funcion
A

1
2
3

f es una funcién que tiene por ley: f(a)=a+1

Los conjuntos A y B son llamados dominio y codominio de la funcion respectivamente. El

conjunto imagen o recorrido de f es el conjunto de todos los valores posibles de f(a) (se lee
f de a), conforme"a" varia en todo el dominio A, es decir Imf ={ f(a),ae A}. Se dice que
b € Bes laimagen de a € 4 (o que a es una preimagen de b ) y lo simbolizamos b = f(a), si

b es el correspondiente de a porlaley 1.

Eijemplo:
f
A m B Df _ {1’2’3}’ Cf _ {2’3’4’5}’ Imf _ {2’3’4}
1 )
f={1.2).(2.3).3.4)}
2 > 3
3 > 4 =2, f(2=3 [fB)=4

5 La preimagen de 2 es 1
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Propuesta 2. Resuelve el ejercicio 2.

Consideraremos funciones para las cuales los conjuntos A y B son conjuntos de nimeros reales,
llamadas funciones reales. La ley se da por una o méas férmulas que expresan la relacion que
existe entre los elementos del dominio (variables independientes) y los del codominio (variables

dependientes) a los que se simboliza con x e y respectivamente.

Para dar una funcion solo se explicitard la ley f', aceptando que su dominio es el conjunto de

todos los niumeros reales x tales que existe f(x) y su codominio es R.

Df ={xeR/Af(x)} Cf=R

Notas:
- Cada elemento del dominio de una funcion tiene una y sola una imagen en el recorrido.
- Un elemento del recorrido puede ser imagen de mas de un elemento del dominio, es decir

puede tener mas de un preimagen. (Observar la funcién h)

En la representacion en ejes cartesianos:

Dominio «—— » eje x (eje de abscisas)

Imagen <«—» e¢je y (eje de ordenadas)

Ejemplo: f(x)=x-1

‘k})
z Df:R
Im f =R
|
f(0)=-1
o la preimagendel: x—-1=1=>x=2
-1 0
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Paridad. Sea f una funcion:
fesparsi f(—x)= f(x) VxeDf

La grafica de una funcion par es simétrica respecto del eje y . Si trazamos la grafica de f para

x>0, obtenemos toda la grafica con solo reflejar con respecto al eje y .

ALJ;

fesimparsi f(—x)=—f(x) VxeDf

La grafica de una funcion impar es simétrica respecto del origen. Si trazamos la grafica de f
para x>0, obtenemos toda la grafica al hacerla girar 180° alrededor del origen.

R
AL}J
Ejemplol: s
1 N
f(x) = x? Df =R
f(=x)=(=0?=x> = f(x) . fes par '

-
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Ejemplo 2: ~y
f(x)=x> Df =R 7

[0 =(=x)° =% =—f (%)

h ol

.. f es impar -2 o 2

Ejemplo3:
f(x)=x-1, Df=R. g(x)= x2 en [—2,4]

fy g no son funciones pares ni impares.

Intersecciones con los ejes coordenados

Interseccion con el eje y : se obtiene para x =0. Si existe, es unica. P(0, £(0)) .

e

J

- -l

Interseccion con el eje x : puntos del dominio, donde el valor de la funcidn es cero. Reciben el

nombre de ceros o raices de la funcion. P(x,,0).

JL};I

/*

,"'I{xz o X

w o

La grafica de una funcién puede intersecar al eje y a lo suma una vez, pero puede cortar al eje

x mas de una vez.
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Cualquier recta paralela al eje y corta a la grafica de una funcién a lo sumo en un solo punto.

La siguiente grafica no corresponde a una funcion:

‘L}J

-» =

Funciones creciente v decrecientes

Se dice que una funcidon fes creciente sobre un intervalo I (de numeros reales)
si xp <xp = f(x))<f(xp) Vx;,xpel

Se dice que f es decrecienteen I: si x] <xy = f(x1)> f(xp) Vx;,xp el

f creciente

f decreciente

Jx2) 1

S

S@) 7 (x)

-y

w

Ejemplo 1: f(x)= x? es crecienteen [0,+00) y decreciente en (—,0].
Ejemplo 2:
f(x)=2x+1 Df =R x,,%, € Df

X, <X, =2x, <2x, = 2x +1<2x, +1= f(x) < f(x,)

Luego f es creciente en su dominio.

Ejemplo 3:
f(x)=-3x+2 Df =R X,,x, € Df

X, <x, = 3%, >-3x, = 3x,+2>3x, +2= f(x,) > f(x,)

Luego f es decreciente en su dominio.




Analisis Matematico | Mgter. Viviana D’Agostini

Algunos tipos de funciones

Funcion constante: f(x)=c, ceR, VxeR
Ejemplo:
.
¥
f(x)=1
z
T Df =R
1
Im f = {1}
: )
-4 -z ] z 4
Funcion identidad:
Aly
2
f(x)=x
1 _______
Df(x)=R I
|
— n} 1 {
Im f =R -z - 0 T 2 4
I
o sl
Funcién lineal:

f(x)=ax+b a,beR

/ \ Df—R, Imf:R

Pendiente  Ordenada

: R b
al origen (0,b) (——,Oj a#0
y=ax+b a
Ay 0-b
_— == :ta
b Ax _é a=1g
a
y 0<a<90°eiga>0sa>0
b ! 90°< o < 180° = tgr <0 <> a < 0
¢ tg180°=0 < a =0
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Ejemplo: f(x)= %x -1 ¢
4
Df(x)=R
2 L
Imf =R |
|
co 3 o l x
a=tga=—=— | >
CA -z 0 2 4
el o
a partir de (0,—1) se construye un 43
triangulo de CA=2 y CO=3 |
Funcion definida por secciones
Ejemplo:
2x-3 si x<4
h(x) = :
2 si x>4
Df =R Im /A = (—0,5]
=2 & g >

h(0)=2.0-3=-3

preimagen de 5: x =4

Funcion valor absoluto:

X six=>0
f(x)=|x= .

-x six<0
Df =R
Imf =Ry

2
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Funciones de potencia: f(x) = x“ donde a es una constante.

Consideremos algunos casos:

a) a = n, n entero positivo.

"y

f(x) =2
~2
X
' 4
0 1 2
Df =R,Dg=R,Im f =Ry,Img =Ry Dh=R,Dj=R,Imh=R,Im ;=R
1
b) a=-1, f(x)=— Df:R—{O} Imf:R—{O}
X
al x |y
1|1
2 |12
31173
: 12| 2
13] 3
1/4| 4
. : -1 ] -1
- ; > 2 | -12
3 ]-1/3

Nota: las tablas de valores s6lo ayudan a realizar las representaciones graficas de funciones con

un comportamiento muy particular, no son una buena opcioén en la mayoria de los casos. Se

debe ser prudente con su utilizacion.
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a=-2 ”
¥
3
S0 =
x2
4
Df =R-1{0}
Imf=R" 2
u]
-B -4 -2 u} 2 4 [
ca="'%, a
=1/3
‘l};
‘l}; 2
gy =3
1
0 =
-3 -2 = 0 T 2 3 g
g
-2
Df =Ry =Im f Dg=R, Img =R
Funcidn cuadrética: f(x)= ax? +bx + c, ab,ceR, az0 Df =R

f(x)=a(x— h)2 +k, f(x)=a(x—x)(x—x,)  (Paraprofundizar las ideas ver en el
apéndice: Ecuacion cuadratica)

~b+b* —4ac ~b-b* —4ac ,
= > Yy Xy = oy son llamadas raices o ceros de la

funcion

g2
Vértice: V(xl ‘;xz ’f(xl X Dz[_b’ﬂjz(h,k)

2 2a 4a

10
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: . . ., -b x;+x
Eje de simetria la recta de ecuacion x =/ = ™ =1 5 2
a

Si a >0 = las ramas de la pardbola quedaran hacia arriba

ya que (x— h)2 >0 y k esla ordenada al origen.

a =0
Si a <0 = las ramas de la pardbola quedaran hacia abajo.
Ejemplos: I
1)
f()=x>+x-6 R
2 4
a=1>0,
X1 = 2, Xy = —3,
% —_1’ -25
2 4
2) f(x)=x2—4x+4, X| =X, =2 ~y
4_.
2..
o )
0 z 1 =

11
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3) g(x)=x>-2x+5 a=1>0,
No tiene raices reales.

Completando cuadrados:
g(x)zx2 -2x+1-1+5=

=x22x+1+4=

=(x-1)72+4,

V(1,4)

Interseccion con el eje y: (0,5)

-

Funcidn polindmica:

f(x)=a,x" + an_lxn_1 +..+ a2x2 +ayx+ay neNgy, a,€R, a,#0, Df=R
Casos particulares: funciones lineales y cuadraticas.

Funcion racional:

apx" +a, (X" +ayx? +apx+ag
-1

fx) =

n,me Ny, a,,b, €R,a,#0,b, #0

by x™ +b, x4+ byx? +byx+ by

El dominio de f excluye los valores que anulen el denominador.

Ejemplo 1: 4y
2
2
x° -4
fx) =
x+2
o )
Df=R—{—2} + 0 z 4 g
2.4 (x-2)(x+2) i
al = al =x—-2, x#-2 | -2
x+2 x+2 !
|
Im f = R—{-4} |

12
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Ejemplo2: /(x) =+ Df = R—{-33} Imf=R—{o,—%}
x° =9
x+3 _ x+3 _ 1 x£3, x#-3
v2_9 (x=3)(x+3) x-3
a~y I
|
|
|
|
5 |
|
|
_.3 0 : i
= ———— 0 2 R 6 8 10 v
|
|
-2 |
|
|
|
|
_4 I
|
Ejemplo 3:
‘L}J 1
o
1 |
f(x)= 5 l
(x—1) |
A0y
Df =R-{l} :
|
5 |
Imf=R" :
|
|
-6 -3 -2 o1z 4 6
|

Funciones algebraicas:

Una funcidn recibe el nombre de algebraica si puede construirse usando operaciones algebraicas
(adicion, sustraccion, multiplicacion, division y extraccion de raiz) a partir de polinomios.

Cualquier funcion racional es algebraica.

13
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xt —16x2

Ejemplos: f(x) =vVx> +1, g(x)= {/;(x -4), h(x)=——F—
x+/x

Funciones exponenciales: f(x)=a", a>0, a=#1 (aconstante)

X y
Ejemplo 1: -3 o3 _ L
AL}; e3
f(x)=e" 20 -2 1
4 e = —
e2
Df =R -1 -1 1
e  =-—
; e
Im f = R* 01 0y
1 1 el —e
il ; 2 62
-B -4 -2 u} 2
3 e3
Ejemplo 2: 7
f(x)=2" :
3
Df =R
=
_ +
Imf =R N
-4 -3 -2 -1 o 1 2 3
Ejemplo 3: *y
4
fx)=(1/2)"
3
Df =R
2
Imf=R"
D ¥ Ji
-z -1 D 1 2 3 4 v

14
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Funciones logaritmicas: f(x)=log,(x), a>0, a=#1 (aconstante) log,x=y< a” =x

Al.y
Dfi =Df, =Df3 =Dfy =R"
2 /
Imfi=Imf;, =Imf; =Im f4 =R
l.
0
0
_1-
-2
-3
‘Ly
log, x=Inx 2 f(x)=Inx Fix)=Inx
f(x)=Inx g
0 i
Df =R* 0 1 2 3 4 5 & 7
=
Imf =R
-2
‘L}I,
2 f(X)ZIilif////
1 g(x)zloglox
0 5
0 1 z 3 4 5 & g 4
=
=

Nota: para repasar propiedades de exponencial y logaritmo ver el apéndice.

15
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e

2.5n

1.5n

0,5n

Al‘y

Im f =[-11]

R

Df

Algunas funciones trigonométricas: (Para ampliar el tema ver en el apéndice: Trigonometria).
f(x)=senx

=057

-1.5m

2T

Imf =[-11]

Df =R

=COSXx

J(x)

‘L}:

2

=tanx

S ()

16
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Propuesta 3. Resuelve los ejercicios 3,4y 5.

Algebra de funciones. Sean fy g dos funciones

- Igualdad de funciones: f=g < Df =Dg A Vxe Df: f(x)=g(x)

2
Ejemplo: f(x) =2 39, g(x)=x+3, h(x)=x+3 six#3
x_

X2 -9 (x-3)(x+3) _
x—3 x—3

+3

f 'y g no son iguales pues Df =R — {3} yDg=R h'y f sison funciones iguales.

f

- Sean f y g dos funciones entonces las funciones f + g, f —g, f.g ,~ se definen:
(f+&)x) = f(x)+g(x) xeDyp o =Df nDg
(f=&)x)=/(x)-gx) xeDy o =Df nDg
(f-2)(x) = f(x).g(x) xeDys,=Df NDg
(iJ(x)zﬁ xeDf/g:Dmeg—{x/g(x):O}
g g(x)
Ejemplos:

a) Sean f(x)=+x ¥ g(x)=+2-x Df =R;, Dg=(-»,2]

(f+g)x)=vx+/2—x Dy, =[02]=D, ,=D,,

(f —2)x) =x —2-x (£.2)x) = Vxv2—x = Jx(2—x) =V2x - x?

1. _ 8 g N2-x _ _
b) Sean h(x)= ! y r(x)= -1 Dh {0}

X X
(h+r)(x)=0 Dy =R- m£<hrxm—% Dy, =R-{0}

Propuesta 4. Resuelve el ejercicio 6.

17
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Composicion de funciones. Dadas dos funciones f y g, la funcidon compuesta f o g estd

definida por: (f e g)(x) = f(g(x))

El dominio de f o g es el conjunto de todas las x en el dominio de g tales que g(x) esté en

el dominio de /. Es decir f o g estd definida siempre que g(x) y f(g(x)) lo estan.

Do ={xeDglg(x)e Df }

N g<x>—> 7(g()

entrada salida
Ejemplo1: f(x)=3x  Df =R g(x)=+x  Dg =R,
(f @)@ = [(g() = f(x) =3 Dy, =freR; IVx eR)=R]
Ejemplo 2: f(x)=x’ Df =R g(x)=+x Dg=R;
(f o)) = f(g() = f(x) =x Dy, = e Ry INx eR)=R]
(2o /)= g(f () = g(x*) = |« D,.,={reRix* eRj|=R
Ejemplo3: f(x)=~x-1  Df =[l,4) g(x)=lnx  Dg=R"

(g0 @) =g(f(N)=gWx—D)=In(x—1) D, =fre[l+o)/Vx—1eR"|=(1,+o)
Propuesta 5. Resuelve los ejercicios 7y 8.

Funcioén uno a uno

Se dice que una funcion es uno a uno si nunca toma el mismo valor dos veces.
X #2x, = f(x)# () Vx,x,eDf o f(x)=f(x)=>x=x, Vx,x,eDf

Geométricamente si f es uno a uno, asigna a elementos diferentes del dominio elementos
diferentes del recorrido. Cualquier recta paralela al eje x corta al grafico de f alo sumo en un

punto.

2 : , N
, g(x)=x" no son funciones uno a uno, pero si lo son en Ry .

Ejemplos: f(x)=|x
Es decir puedo restringir el dominio de una funcién y obtener una funcién uno a uno.

Cualquier funcién lineal es uno a uno.

18
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Funcion inversa
Sea f una funcidén uno a uno con dominio A e imagen B. Entonces su funcién inversa f -1

tiene dominio B e imagen A y se define f_1 (V)=x& f(x)=y VyeB.
vied WyeB [T(f)=x A SUTON=v

Ejemplo 1: f—l

2 / 3
3 4
Df ={1,2,3} Imf=1{2,34} Df ' ={2,34} ms'={1,2,3}
f(x)=x+1  feslal ) =x-1
Ejemplo 2: f(x)=3x-1 (fes1al)sidespejamos x =yT+1 y cambiamos x por y (para
trabajar con la notacion habitual) resulta y = xT-i—l obteniendo asi f -1 (x)= _x;—l

El grafico de f -1 puede construirse mediante simetria del grafico de f respecto de la recta
y=x.
-~y Fay=3x-1

22 Df=R=Imf=Df ' =Im /!

19
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Ejemplo 3:

S =x
Df =Imf =Rg

X1,X2 EDf

xp# Xy = Jxp #xy = f(x)) # f(x2)
S feslal

f_l(x):x2 six>0

Df '=Im sl =R{

Ejemplo4: f(x)= x+l Df =R - {2} = Imf_1
x_
.1 ’\’
+1=(x-2).1+3, = —
T JW)= (festal)
x—2 1
3
i B
|
|
|
2 I
|
] 1
___________________________ - - ____+________ - e e e e e e e e e e— = = —
0 i
-6 -4 iy s 0 2 4 6 3
-4 :
I
_2 :
|
|
|
|
4 |
|
|
x+1 1+2y
y= ,y(x—2)=x+l<:>yx—2y=x+1<:>x(y—1)=1+2y<:>x=—l, y#1

20
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2x+1

fx) = Df'=R-{l}=Imf

X —

JL})

Para profundizar sobre graficas de funciones ver en el apéndice: Nuevas funciones a partir de
funciones ya conocidas.

Propuesta 6. Resuelve los ejercicios 9, 10y 11.

‘VH

21
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Sucesiones

Una sucesion es una infinidad de objetos dados ordenadamente.
Nosotros vamos a trabajar con sucesiones de nimeros reales. En una sucesion es importante el

lugar que ocupa cada uno de sus términos.

Definiciéon. Una sucesion de nimeros reales es una funcion de N en R.
f : N > R, acada niumero natural se le asocia un numero real que es un término de la sucesion:

al 1 se le asocia el primer término, al 2 el segundo, al 3 el tercero, etc.

A los términos de la sucesion se los designa por:  a;,as , ... , a,, ...

FuN=.R
1=y
2 —»ay
3—rag

b v

Limite de una sucesion

Hay sucesiones que tienen limite finito. Ejemplos:

ni Lo 1oLl L Lo
27 3 45 6 "
2) 0.9, 0.99, 0999, 0.9999, .. —>1
1 1
)1, 0, —, 0 =, 0, —, .. >0
2 3 4

Una sucesion tiene limite L (Le R ) cuando al tomar términos cada vez mas avanzados, se
aproximan cada vez mas a L. Sin embargo, no es necesario que cada término esté mas préximo
a L que el anterior.

@ aj g4 a3 @5 &5 L ag dgayg

22
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Hay otras sucesiones que no tienen limite finito. Por ejemplo:

4) -2 -4, -8, -16, -2", .. > -=»

51, 2, 10, 4, 100, 8 1000, 16, ... — +ow

En estas ltimas sucesiones al tomar términos cada vez mas avanzados, superan cualquier valor

por grande que este sea.

@) a7 ag @3 das a7 ag 23 I"

@10

Existen otro tipo de sucesiones que tampoco tienen limite. Por ejemplo:

L, =2, 3, =4 5 -6 -, (=1 ...

senl, seml, sen3, send, ..., senix), ...

09, =08, 059, —0:89..

Definiciones

e lim a, =L < dado ¢ >0 podemos encontrar un término a partir del cual se cumple que
n—>0

|an —L| < ¢. Es decir, se dice que lim a, =L cuando podemos conseguir que |an —L| sea
n—©

menor que cualquier cantidad prefijada, por pequefia que esta sea, sin mas que tomar los

términos a, suficientemente avanzados. (Ver ejemplos 1,2y 3)

Otra forma de representacion: (1,a;) (2,ap) (B,az) ... (n,a,)
Ya
b e
I J
y=L—&
0 123 4 .
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e lim a, =© < dado k podemos encontrar un término a partir del cual se cumple que
n—>0

a, > k. Es decir, se dice que lim a,, = o cuando podemos conseguir que «, sea mayor que
n—>0

cualquier numero prefijado, por grande que sea, sin mas que tomar los términos a,

suficientemente avanzados. (Ver ejemplo 5)

e lim a, =—© & dado k podemos encontrar un término a partir del cual se cumple que
n—>0

a, <k.Sedice que lim a, =—oo cuando podemos conseguir que a, sea menor que cualquier
n—

numero prefijado, por negativo que sea, sin mas que tomar los términos a, suficientemente

n

avanzados. (Ver ejemplo 4)

Las sucesiones que tienen limite finito se llaman convergentes. Las demas son llamadas

divergentes.

Algebra de limites finitos

Supongamos que lim a,=a y lim b, =b (a yb reales) entonces se cumplen las
n—»o0 n—>0

siguientes propiedades:

lim (a, +b,)= lim a, + lim b, =a+b (Siexisten los limites del segundo miembro)
n—>o0 n—>0 n—>0

lim (a, —b,)= lim a, — lim b, =a—b

n—>0 n—»0 n—>0
- lim (ka,)=k lim a, =ka (keR)
n—»0 n—»>0

lim (a, b,)= lim a, lim b, =ab

n—» n—>oo n—>o0
lim a,

1 : An n—® a

-Si b0 y b,#0, lim|—|=""—=—

n—o\ b, lim b, b

n—»0

k
-Si a,>0, lim ank =( lim anj =qa* (si @ y k no son ambas nulas)
n—» n—>0
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b lim by b
-8 a,>0, lim (an n )z( lim anjn—m =a (si a ybno sonambas nulas)
n—»o0 n—o0

Operaciones con sucesiones de limite no finito

Si sumamos dos sucesiones que tienden a infinito la sucesion suma resultante también tendera

a infinito: lim a,, =0 A lim b, =0 = lim (a, +b,) =00
n— n—>0 n—

Si restamos dos sucesiones que tienden a infinito, se pueden obtener distintos resultados.

Ejemplo. Dadas las siguientes sucesiones:
a, =n, b, =2n, c, =n+(=D", d,=n+L, LeR
a,= 1, 2, 3, 4 5, 6, .., n,

b,= 2, 4, 6, 8 10, 12, .., 2n,

c,= 0, 3, 2,5 4, 7, ., n+(=n",

d,= 1+L, 2+L, 3+L, 4+L, 5+L, 6+L, .., n+L,

Estas ultimas sucesiones tienden todas a infinito. Sin embargo:

lim (a,, - b,)) =-o, lim (b, —a,)=o, lim (¢, —a, ) no tiene limite, lim (d,, —a,)=L
n—»0 n—0 n—»0 n—»0

a,-b,= -1, =2, -3, —4, -5 -6, .., —n,

dy—a,= L L, L L L L, ..,

lim a, = A lim b, =0 = lim a, — lim b, esuna forma indeterminada.
n— n— n—>0 n—>0

El limite de una sucesion se dice en forma indeterminada, si al analizar los limites de las
sucesiones componentes no es posible determinar el resultado. En tal caso debemos estudiar

mas a fondo la sucesion, hacer algunas operaciones y deshacer la indeterminacion.
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Algunos resultados para razonar: Sea L € R

lim a,
n—»0

= 400

5

lim a, = -0,

n—»0

lim a,
n—0

lim a,
n—0

lim a,
n—0

lim a,
n—»0

lim a,
n—»0

lim a,
n—»0

lim a,
n—»0

lim a,
n—0

lim a, =—o,

n—»0

lim a,
n—o0

lim a,
n—0

lim a,
n—o0

lim a,
n—o0

limb, = L= lim(a, +b,) =+

n—o

n—0

limb, =L => lim (a, +b,)=-x

n—>0

n—0

=+o0, lim b, =+0= lim (a, +b,)=+o©
n—oo n—o0
=400, limb, = L = lim(a, +b,) =+
n—>0 n—>0
=+o0, lim b, =+00= lim (a,.b,)=+w
n—o0 n—o0
=400, lim b, =+0o= lim (.anb”):+oo
n—» n—o0
=400, lim b, =—0= lim (.anb”)zo
n—o n—0
=+00, lim b, =L,L>0= lim (a,.b,)=+o
Nn—>00 n—0
=-o0, lim b, =L,L>0= lim (a,.b,)=-x
Nn—>0 n—0
=+o0, lim b, =L,L<0= lim(a,.b,)=-o
n—aoo n—o0
lim b, =L,L<0= lim (a,.b,)=+o
n—o0 n—0
—L,L>0, lim b, =+0= lim| 2% |=0*
n—»w n—w\ by,
. .| ay _
=L,L<0, lim b, =+c0o= lim| — |=0
n—o n—o\ by
. .| ay _
=L,L>0, lim b, =—00= lim|— =0
n—oo n—0 bn
. . (ay,
=L,L<0, lim b, =—0o= lim| — |=+4®
n—oo n—o0 n
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Indeterminaciones

lim a, =+ A lim b, =co, lim (a, —b,)
n—o0 n—o0 n—o0

lim a, =0 A lim b, =0, lim[a—”j

n—»0 n—0 n—0 n

. . . a
lim @, =40 A lim b, =+, lim|-*
n—o n—o n—wn\ by,

. _ . _ . b
lima, =0 A lim b, =0, lim(a,"")
n—>00 n—>00 n-o

lim a, =t A lim b, =0, lim (a,.b,)
n—»0 n—»0 n—»0

. _ . _ . b
lim a,, =+© A lim b, =0,lim(a,”")
n—>00 n—>o0 n-o

. _ . _ . b
lim a,, =1 A lim b, =+, lim(a,’")
n—>00 n—>00 n-—o

Propuesta 7. Resuelve los ejercicios 12y 13.

Calculo de limites de sucesiones

Un caso particular: a,b realesy a#0, b#0

— to sip>q
an® +anP14..._)a .
lim pn?d + b'na4-1+ ...~ ) p Stp=4q p,q EN
e — 0 sip<gq
Ejemplos:
—>3
-0 —0
—>00 —>3_ 5 l
N 3nt-sn+T w23
1) lim ’127”= lim #=E
n=>0 20" +3n+l n—o 5 L3
=% —2 n n2
-0 -0
—2
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—3
>0 5 7
3 35ty
v 3n”=5n+7 ) n° n
D lim e el A2 3 1
n>o2n”+3n+l norew = ° L 0
—> n I’l2 n3
—>0
— 3
oo ST
3n° =5n+7 20
111) lim : _ 1m%:*w
n—o =2n° +3n+l1 noo "+ 2 L
—>0 n 1’12 7’13
—>0
—0
—Sw 2 3 1
5 TSt
. . 2n°+3n+l1 . n n n
1v) lim ~ 5 = 1 SR =0
n—w3n”=5n+7 n—ow3_ 2
—® n2 n3
—3
—00 2 ( 2 ) —00 11+7
. 2_ . 2n“-5n+7—-(2n“+6n0 . _ . - o
v) lim (W—Zn) = lim = lim 27 = |jm —2 = —-11
n—oo n—oo n+3 n—oo n—oo 14—
—>00 —00 n

Propuesta 8. Resuelve el ejercicio 14.

Series

Serie: Dada una sucesion @, de numeros reales formamos otra S, con
S, =a,+a, +ay+...+a,, esta sucesion S, (sucesion de sumas parciales) es llamada serie.
Es decir dados 4;,a,,as,...,a, , consideramos S; =a;, S, =a;+a,, Sy =a;+a, +as,...

Si existe 1im S, =S diremos que la serie es convergente y que S es la suma de la serie.
n—>0

Notacion: Sino existe lim S, =S la serie es divergente.
n—>0
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Serie geométrica

l4r+r2+r3+rf 4 40"+, reR, r:razon

Sp=14+r+r*+r3+rt4.. 4"t

rSpy=r+ri+r3+rt4+. 4 lppn

S,1—-r)y=1—-1r"

n n
lim S, = lim (L—r J:limL— fim L= L L g

n—)ool—}’ n—)ool—l” 1-r 1—I’n—>oo

Si |r| <1 limr"=0 y Ilim S, =L Jq serie converge
n—>00 n—>00 1-r

si |r| >1 lim r" =0 la serie diverge
n—m
< (1 £ 1 1
Ejemplo: Y, (—j =Y —, r=—<1 = laserie converge, susuma es:
k=0\2)  §Zo2* 2
1+1+L+ ! + :L:lzz
2 22 2 L
2 2

Propuesta 9. Resuelve el ejercicio 15.
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EJERCICIOS
1) Indica en cada item V o F.
a) 2€Z’ b)—%eZ ) V3eQ
d)J4eN e) 0,6l f) 0 R
g)%eQ h) —-100e R i)98eZ

2) Siendo 4 = {1,2,3,4,5, 6} yB= {0,1,2,3} indicar cuales de las siguientes relaciones (de A en B)
son funciones. En aquellas que no lo son, ver que parte de la definicion de funcidn no se verifica,

y para las que representan una funcion indicar Df', Cf e Im f .
S =1{10).(2.0.(3.1).(42).(53);
g ={(10)(21).3:2).(1:2).(4.3).(5.3).(6.0)}
(1L1,22)3.1)(4.2).(5.1).(6.3)}
= {1.2)(2:2)3.:2).(4.2)(5:2).(6.2);

3) Siendo f(x) =x2 —3x+5, hallar £(0), £(3), (=3, f(2x) v f(1+h).

h

4) Hallar el dominio de las siguientes funciones:

1

Si(x)=2x~1 fr(x)=

1 2x+3
f3(x)—m fi(x)= 2.

f5<x>—’“;54 =G4 =23 f=—2

fo(x)=3x? =9 Jio(x)=-3 fll(x):x3—5x+%
fo@=logbx-1)  fo=¢"  fut=f-3  fi=2
x+1

5) Graficar las siguientes funciones, indicando dominio e imagen.

fi(x)=2x+4  fL(x)=—x-2 f3(x)=%x+5 f4(x)=x2—4x+3

-25

S ==x" +x+2 fo(x)==x"+3 S == xt5

30



Analisis Matematico | Mgter. Viviana D’Agostini

dx-3 si x2>1
-1 si 0<x<1

fs(x)={ fo(x)=<-5 si x=0 fm(x):{

2x si 1<x<3

x*+1 six>0

2 .
Loy siox<—1 x“ =1 si x<0

fu@)=a" -1 S () =x =1 f0=GTe =k

S g

6) Hallar f+¢, f—g, f.g,— 7 indicando en cada caso su dominio.
g

a) f(x)=x+3, gx)=2x-1
b) f(x)=x*+2, g(x)=In(x-2)

¢) f(x)=+3-x, g(x)=+x+5
7) Expresar las siguientes funciones como una composicion de dos funciones.

a) f(x)=x? +3 b) g(x) = cos(=2x") ¢) h(x) = J/x

8) Hallar f o g indicando dominio en cada caso.

a) f()=x2+1, gx)=vx+l b) f<x>=xiz, g<x>=§
0 f<x>=xi2, g()=x d) f(0)=In(x—2), gx)=x+2

9) a) Considerando la funcién f, del ejercicio 5:
1) (Es fy una funcién uno a uno?, ;porqué?
i1) Indicar la imagen de 1 y la/s preimagen/es de 5.
ii1) Indicar los intervalos donde f, crece y donde decrece.

v) Analizar su paridad.

b) Considerando la funcién f, del ejercicio 5:
i) (Es f, una funcién uno a uno?, ;porqué?
i1) Indicar la imagen de -2 y la/s preimagen/es de 7.
iii) Indicar los intervalos donde f;, crece y donde decrece.
iv) Analizar la paridad.

10) Indicar si las siguientes funciones son uno a uno. Justifique. A las funciones que no son uno

a uno, transformelas en una funcidén uno a uno realizandoles el menor cambio posible.

f(x)=2x-1 g(x):x2+1

31



Analisis Matematico | Mgter. Viviana D’Agostini

11) a) Indicar ley, dominio y recorrido de las funciones inversas de las siguientes funciones:
f(x)=2x-3 g(x)=+x+5 h(x)=x> =2, Dh =[0,0)

b) Graficar f y f~' mostrando simetria respecto de y = x .

1

¢) Graficar g y g~ mostrando simetria respectode y = x.

d) Graficar 4 y A~' mostrando simetria respecto de y = x .

12) Indica cuéles de las siguientes sucesiones son convergentes y cuales divergentes. Justifica.

a) I, 5 9, 13, 17,

b) 4, 2, I, —, —
) 2

1
C 07 PR 07
) 2
d) - 1, 3, - 57 77 _97

13) Dadas cuatro sucesiones a,, b,, s, y ¢, que verifican:

n’=n?

lima, =4, limb, =, limc, =-c0, lims, =o©
n—0 n—»0 n—»0 n—0

Evalua los limites:

a) lim q,b, = b) lim 3q, = ¢) lim (b, —c,)=
n—>0 n—>0 n—0
. . S . bn
d) lim (b, +c,)= e) lim b,°n = ) lim —=
n—»0 n—>o0 n—ow 8,
g) lim b, s, = h) lim b,“n = i) lim (a, +b,) =
n—»oo n—>0 n—>0

14) Evalua los siguientes limites:

.3
a) lim —= b) lim [l—ij=

n—won n—>o n

4+2n 30> +5

¢) lim = d) lim 3=

n—ow n n—o 4—p

3 2 _ _ 2 _

¢) lim 3n 4n2 +2n 1: f) lim 4;1 +2n 1:

n—>0 5n° +4 n—% p” +3n-6
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2 2 2

o) lim (2n+3)(n 2n+5)= hy lim 2n" =5n+7 n"+5 _

n—»o0 S —1 n—0 n+3 n+l

2 _ 2

i) lim 3n_1+6n+3 _ i) lim 3n" +4n-4 3n” —Tn+3 _

n—»o nZ 44 n—>o 3n+1 3n+1

b n3+2n 2 n4
) 2n° —5n+3 : n°—-2n+3

k) lim| —— = D) lim|—FF =

n—o|  3n-1 n—o| 2% _1

15) Clasificar en convergente o divergente; en caso de ser posible halle su suma:

k k k

235 - v 2ls) - 22 -
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APENDICE
Ecuacion cuadritica

Una ecuacion es cuadratica si mediante transformaciones equivalentes puede reducirse a la
forma:

ax? +bx+c=0 a,b,ceR, a+#0
2
b ¢ b b
toxt—=0o X t—xt——s-———+—=0S|x+— | ———5+—=0&
a a a 4a”  4da a

( b T 2 ¢ b —4ac b
x+—| = -—= S x+—
2a 4a> a 4a°

x—_—b+ b* —4ac oy _ —b++/b* —4ac —b—b* —4ac

= + , Xy =
2a 2a ! 2a 2 2a

X; ¥ X, son soluciones de la ecuacion.

Si b% —4ac > 0= las dos soluciones son reales y distintas
Si b2 —4ac = 0= las dos soluciones son reales e iguales

Si b? —4ac < 0 = No existen soluciones reales

: b c
Propiedades: x| +xy =——, X|.Xy =—
a a

Por el teorema de la descomposicion factorial de un polinomio resulta:
ax? +bx+c= a(x—x;)(x—x,)

\ J \ J
Y Y
Forma Forma
Polindémica Factorizada

Forma canonica:

) (2bcj , b B2 B ¢ (bjzbzc
ax“ +bx+c=a/ x +—x+—|=d/ x +—x+——-——+—|=4d| | x+— | ——+—|=
a a a  4a’? 44d* a 2a 4a® a
2 g2 2 g2
a [x+ij +b;24ac =a[x+ij +M:a(x—h)2+k
2a 4q 2a 4q T

Llamando:

Forma canodnica -b —b? + dac
h=— 1y k=

A " 2a 4a
ax2+bx+c:a(x—h)2+k
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Nuevas funciones a partir de funciones ya conocidas

Transformaciones de funciones.

Consideremos las traslaciones.

Desplazamientos verticales y horizontales. Supongase que ¢ > 0. Para obtener la grafica de:

v = f(x)+c, se desplaza la grafica de y = f(x) una distancia de ¢ unidades hacia arriba
y= f(x)—c, se desplaza la grafica de y = f(x) una distancia de ¢ unidades hacia abajo
v=f(x—c), se desplaza la grafica de y = f(x) una distancia de ¢ unidades hacia la derecha

v=f(x+c), se desplaza la grafica de y = f(x) una distancia de ¢ unidades hacia la izquierda

24

y=(x+1?

h i

w i

Estiramiento y reflexiones verticales y horizontales. Supongase que ¢ >1. Para obtener la
grafica de:

v =cf(x), estirese la grafica de y = f(x) verticalmente en un factor ¢

1 .
y=—f(x), comprimase la grafica de y = f(x) verticalmente en un factor ¢
c
v = f(cx), comprimase la grafica de y = f(x) horizontalmente en un factor ¢
yv=Ff (ij , estirese la grafica de y = f(x) horizontalmente en un factor ¢
c

y=—f(x), refléjese la graficade y = f(x) respecto al eje x

v = f(—x), refléjese la grafica de y = f(x) respecto al eje y
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Algunas propiedades

- Si a y b son numeros positivos y x € y son nimeros reales:
X

D a*" =a*a” 2) a*™Y -4
a”’
3) (@a*)” =a™? 4) (ab)* =a* b*
- Si x e y son nimeros reales positivos:
X

1) log, (x.y) =log, x+log, y 2) log, (;j =log, x—log, y
3) log,(x")=rlog,x  (rreal) 4) log,(a*)=x VxeR

|
5) q'%%a ¥ = x 6) logax=ﬂ

Ina

- Si x es un real positivo:

DInx=y<e =x 2) el 3)In(e*)=x VxeR

I
=

Trigonometria

r

Angulos

Los angulos se pueden medir en grados o en radianes (7ad ). El angulo determinado por una

revolucion o una vuelta completa mide 360°, que es lo mismo que 27z rad . Por lo tanto:

nmrad «—» [20°

o

1 rad = 180 ~57,3° 1°=| = |rad ~ 0,017rad
T 180

La siguiente tabla muestra la correspondencia entre grados y radianes para diversos valores

comunes de angulos.

Grados 0°]30°|45°|60°|90°| 120° | 135° | 150° | 180° | 270° | 360°
Radianes | 0

N
NS
w |y
(SN
|

En la siguiente figura se ilustra un sector circular cuyo angulo
central es @, su radio es r y abarca (o subtiende) un arco de Y
longitud «. Dado que la longitud de arco es proporcional al ! roo )

tamafio del angulo, y como todo el circulo tiene 27z rde v '

circunferencia y su angulo central es 27, tenemos: Al p
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Z - 2 q despejar 6 y a tenemos 6’:1, a=r6.
2 2rmr r

Recuerde que las tres expresiones son validas cuando 0 est4 expresado en radianes.

En particular con @ = » vemos que un angulo de 1 rad es el angulo formado por el centro de
un circulo al subtender un arco cuya longitud es igual al radio de ese circulo.

La posicion normal o estandar de un angulo se tiene cuando se coloca su vértice en el origen de
un sistema de coordenadas y su lado inicial en el lado positivo del eje de las x. un angulo
positivo se obtiene haciendo girar el lado inicial en sentido contrario al de las manecillas del
reloj hasta que coincida con el lado terminal. Los angulos negativos se obtienen por rotacion

en el sentido de las manecillas del relo;j.

-~
4+ 4 8 <0
gz=0 i
{ade 0 lade inicial x’
fenmiaal \ lado inicial g
g X
14 ladeo
0 ;
terminal
Nota: angulos distintos pueden tener el mismo lado terminal.
Algunas funciones trigonométricas
Cco ca Cco hipotenusa cateto
senf=—, cosf@=—, tanf=—
h h ca - opuesto

cateto adyacente

Esta definicion no se aplica a angulos obtusos o negativos; asi pues para un angulo &

cualquiera, en posicion normal, sea P(x.y) cualquier punto del lado terminal de @ y r la distancia

|OP , ahora definimos:
sen€=Z cos9=£ ‘taln6?=Z
r r X
x
>
sen@

Recordar ademas que: tan @ =

cosé
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Signos segun los cuadrantes:

sond cos & tan &

Veamos algunos cocientes trigonométricos exactos de ciertos angulos:

oy
PP

wal

Con similares ideas a las anteriores se puede construir la siguiente tabla:

o 0| Vs Vs 7| 27 | 37 S T 3_7r 27
6 |4 |3 |23 |4 |6

sen@ | 0] 1 1 NCR! 3 1 1 0 |-1 0
2 |2 |2 2 V2 ]2

cost | 1| /3 11 0 1| 1 J3 o[-0 1
o V22 2 2Ty
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