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La recta en el plano 

1- Introducción 

Fijado un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales en el plano, a cada punto P le corresponde 
un único par ordenado (x,y ) de números reales y recíprocamente a cada par ordenado (x,y ) le corresponde 
un único punto P del plano. Se establece de este modo una correspondencia biunívoca entre puntos del 
plano (elementos geométricos) y pares ordenados de números reales (elementos algebraicos). 
 
Decimos que: 
(x,y) son las coordenadas del punto P   
x es la abscisa del punto P 
y es la ordenada del punto P.                  
      

 

 

2- Lugar geométrico    

Se llama lugar geométrico  (en el plano o el espacio) a un conjunto de puntos (del plano o del espacio) 
que cumplen con una o varias propiedades geométricas.  

 

Son ejemplos de lugares geométricos: 

 

� El conjunto de todos los puntos P del plano (espacio) que equidistan de dos puntos fijos R y Q. 

� El conjunto de todos los puntos del plano (espacio) que equidistan de un punto fijo C. 

 

¿Qué representa en el plano cada uno de los lugares geométricos?. Dibujar algunos puntos de cada 
conjunto puede ayudar a encontrar la respuesta. 

 

2.1- Ecuación de un lugar geométrico del plano  

Si (x, y ) son las coordenadas de un punto cualquiera de un lugar geométrico del plano, la propiedad o 
las propiedades que definen dicho lugar se traducen por lo general a una ecuación en las variables x e y 
que llamamos ecuación cartesiana del lugar geométrico dado. 
 
Ejemplo 1: Hallemos la ecuación del lugar geométrico de los puntos que equidistan de los 
puntos )4,1(y)2,3( −RQ  

{ }RPQPPA == /   (1) 

 

Sean (x, y)  las coordenadas de un punto P perteneciente a A. 

Entonces  )4,1(y )2,3( −+=−−= yxRPyxQP . 

                                                     ⇔=⇔∈ RPQPAP  

168124496 

   )4()1()2()3(

)4()1()2()3(

2222

2222

2222

+−+++=+−++−⇔
⇔−++=−+−⇔

⇔−++=−+−⇔

yyxxyyxx

yxyx

yxyx

 

P (x,y)  

Fig. 1 
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 0448 =−+−⇔ yx  

o equivalentemente  012 =+− yx      (2) 

 

Hemos probado que todo punto P  de coordenadas (x, y)  que pertenece a A verifica la ecuación 

012 =+− yx  y recíprocamente todo punto P  cuyas coordenadas satisfacen 012 =+− yx , pertenece al 
conjunto A. 

En este caso decimos que 012 =+− yx es la ecuación (cartesiana) del lugar geométrico A. 

La  ecuación (2) corresponde a la recta mediatriz del segmento determinado por los puntos P y Q. 

La ecuación (cartesiana) de un lugar geométrico en el plano es una ecuación en las variables  x e y, 
tal que todo punto P(x,y)  del lugar, la verifica ó satisface y, recíprocamente todo punto del plano cuyas 
coordenadas verifican la ecuación pertenece al lugar. 
 

Actividad 1: 

a) ¿Pertenece el punto P de coordenadas (10,10) al lugar geométrico de ecuación (2)?. ¿Por qué? 

b) Encuentre las coordenadas de cinco puntos que pertenecen al lugar geométrico. 

 
 

Ejemplo 2:  Encontremos la ecuación del lugar geométrico de los puntos del plano que se encuentran a 3 
unidades del origen de coordenadas. 

 

{ } scoordenada deorigen  del3 a encuentra se / unidadesPPB =  

 

Si notamos con O al origen de coordenadas y con P(x , y)   a un punto arbitrario, entonces: 

 

⇔=⇔∈ 3OPBP   

 ( ) ( ) ⇔=−+−⇔ 300 22 yx  

 ⇔ 922 =+ yx      (3) 

La ecuación (3) corresponde al lugar geométrico planteado y representa una circunferencia con centro en 
(0,0) y radio 3=r . 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                        Fig. 2 

( 3, 0 ) 

( 0, 3 ) 

x 

y 
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Hemos probado que todo punto P de coordenadas (x, y)  que pertenece a B verifica la ecuación 

922 =+ yx , y recíprocamente todo punto P cuyas coordenadas satisfacen 922 =+ yx  pertenece al 
conjunto B. 

Luego:                                            { }222 3/),( =+= yxyxPB  

 

Actividad 2: 

¿Cuál es la ecuación del lugar geométrico de los puntos del plano que pertenecen a la recta bisectriz : 

a) del primer y tercer cuadrante? 

b) del segundo y cuarto cuadrante? 

 

3. La  recta como un lugar geométrico :                                                                                                                                                                       

Si  P1  es un punto fijo del plano y u un vector  no nulo, 

el lugar geométrico dado por:                                                                                       

                         

                                 { } { }  //: 11 PuPPPr ∪=  

                               

es el conjunto de todos los puntos del plano que pertenecen  a la recta que contiene a  P1 y es paralela a u . 

 

3.1 Ecuación vectorial de la recta en el plano                                                                    

Fijado un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales en el plano con la base { }ji,  asociada, y 

dados un punto ),( 111 yxP  y un vector 0),( 21 ≠= uuu , existe una única recta r que contiene a 1P  y tiene 

la dirección de u .       

 

∈P r ⇔    o// 111 utPPPPuPP =⇔≡ para un cierto ℜ∈t . 

 

 

                       { }ℜ∈==   t; /),( 1 utPPyxPr  

 

 

 

La ecuación: ℜ∈=   t; 1 utPP   recibe el nombre de Ecuación vectorial de la recta.  

 

Como PPOPOP 11 += , ó 11 OPOPPP −= , dicha ecuación se puede escribir: utOPOP =− 1 ,  

o bien: 

(4) 
 

 

Para describir la recta usando esta ecuación es necesario tener como datos un punto P1 de la recta 
y un vector u  paralelo a la misma. 

ℜ∈+= tutOPOP ,1

Fig. 4 

P1 

P 
r 

y u  

j
 

0 i  x 

 

Fig. 3 

u  

P1 
P 

r 
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En particular, si la recta contiene al origen de coordenadas podemos elegir  P1 (0,0)  y la ecuación (4) se 
transforma en: 

ℜ∈=    t,utOP    (5) 

 
Analicemos el significado geométrico del parámetro t que aparece en la ecuación vectorial utPP =1 : 
 

⇒= utPP   1  
 

                                                         ututPP ==1 ,                

en consecuencia:                                 
 

),(dist
1

 
1

11 PP
u

PP
u

t ==  

 
 
El parámetro t, en valor absoluto, resulta proporcional a la distancia entre el punto P(x,y) de la recta que 

se obtiene para ese valor de t y el punto fijo P1. En particular si 1=u , entonces  | t | es dicha distancia.  

Observamos que para cada valor de t queda determinado un punto P∈r y recíprocamente. La variable t 
se denomina parámetro  y no se representa sobre un eje. 
 

Si en la ecuación (4) explicitamos las componentes, se tiene: 

 

( ) ( ) ( )2111 ,,, uutyxyx +=  ℜ∈t  

de modo que:  

( ) ( )2111 ,, utyutxyx ++= , 

 

La igualdad entre vectores implica: 

 

     

              R   t
21

11 ∈




+=
+=

utyy

utxx
             Las ecuaciones obtenidas se denominan: 

                                                                   Ecuaciones  paramétricas de la recta                
 

coordenadas de un punto de la recta             componentes de un vector paralelo a la recta 

 

 

(6) 

 

 

A 1u  y 2u  se los llama coeficientes directores  de la recta. Estos coeficientes no son únicos ya que 
hay infinitos vectores con la misma dirección que r. Si en particular elegimos un vector de módulo uno 
(versor) los coeficientes directores reciben el nombre de cosenos directores  de la recta. 

 
 

Actividad 3: 

 
1) Escriba las ecuaciones paramétricas de una recta que contenga al origen de coordenadas. ¿Qué    

representa en este caso el parámetro t?  
 
2) Encuentre las ecuaciones paramétricas de la recta que es paralela al vector (1,2) y contiene al punto  

      (2,3). 
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3)   Halle las ecuaciones paramétricas de la recta que contiene al punto Q(-3,2) y es: 

       a) paralela al eje x.              b) paralela al eje y. 

      Grafique ambas rectas.   

4)   Sean ℜ∈




+=
−=

t
ty

tx

41

2
, las ecuaciones paramétricas de una recta r. 

 a) ¿Los puntos P (1,5) y Q (3,-2) pertenecen a r? 

 b) ¿Para qué valor del parámetro t se obtiene el punto (-2,17)? 

c) ¿Para qué valores de t se obtienen los puntos del segmento determinado por las intersecciones de 
la recta con los ejes coordenados? 

d) Calcule el área el triángulo que forma la recta con los ejes coordenados. 

e) Escriba otras ecuaciones paramétricas de la misma recta. 

 

3.3 Ecuación general de la recta en el plano 

Si de las ecuaciones paramétricas (6),   ) 0 uy   0 u   :(con 21 ≠≠ despejamos el parámetro t  
obtenemos: 

               donde de        ,   
2

1

1

1

2

1

1

1

u

yy

u

xx
 t

u

yy
t

u

xx −
=

−
=

−
=

−
          

    Operando algebraicamente resulta: 

0121112

111122

1121

=−+−

−=−

−=−

)xuy(uyuxu

   yuyuxux u

           u)yy(u)xx(

  (7) 

 

 Si reemplazamos 2u por a , 1u−  por b , y   cxuyu por )( 1211 − , obtenemos la ecuación: 

 

   r)   0=++ cybxa , que llamamos: Ecuación General de la recta           (8) 

 

Esta es una ecuación de primer grado o lineal en las variables x e y. Las variables x e y simbolizan las 
coordenadas de un punto cualquiera de la recta r. Asimismo, cualquier punto del plano de coordenadas  

(x, y ) que verifica la ecuación (8) pertenece a la recta.      

 

A los números a, b y c se los llama coeficientes de la ecuación , y en particular a c se lo denomina 
término independiente de la ecuación,  pero ¿qué significan geométricamente?  

 

Para encontrar respuesta a esta pregunta le proponemos que grafique en un mismo sistema de 

coordenadas el vector u = (u1, u2) (vector paralelo a la recta) y el vector ( )12 ,
1

uun −=  = (a, b).  

¿Cómo son u  y n ? Verifique analíticamente. 
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Hecha esta verificación, podemos afirmar que el vector n = (a , b) es un vector perpendicular (o 
normal) a la dirección de la recta . Por este motivo a n  se lo llama vector normal a la recta. 

Encontramos un significado geométrico para el par (a, b),  

Busquemos ahora significar geométricamente el coeficiente c. 

 

De la ecuación (8) se tiene que: 

 

OPnyxbabyaxc ×=×=+=− ),(),(  

                 

 de donde:                    n     

( ) ( ) OPnyxbaybxac ×=×=+=− ,, = 

= 






 ∧

OPnOPn ,cos = n  d (r, 0 ) 

donde d (r, 0 ) simboliza la distancia de la recta al origen de coordenadas.  

(Observación: el concepto de distancia de un punto a una recta será precisado más adelante) 

                                                                                             

• Si | n | = 1, entonces c−  es la distancia del origen de coordenadas a la recta.  

 

Es decir, cuando en la ecuación general de una recta los coeficientes de la x y de la y son las 
componentes de un versor normal a la recta entonces el valor absoluto del término independiente es igual a 
la distancia del origen de coordenadas a la misma.  

 

• Si | n | ≠  1:      ),(   Ordnc =−  es proporcional a la distancia de la recta al origen. 

 

Siendo cc =− ,  resulta:    







≠=

==

1 n  si)O,r(dnc 

  1 n  si)O,r(dc  
 

 

Actividad 4 :  

1) Escriba la ecuación general de una recta que contenga al origen de coordenadas. 

2) ¿Cómo son las posiciones relativas entre las rectas de ecuaciones 0=+ byax  y  0=++ cbyax , 

con 0≠c  ? 

3)  Halle la ecuación general de una recta y grafíquela, si la misma cumple las siguientes condiciones: 

 a) es paralela al eje x.  b) es paralela al eje x  y contiene al origen de coordenadas. 

     c) es paralela al eje y.                      d) es paralela al eje y  y  contiene al origen de coordenadas. 

4) Si en la ecuación 0=++ cybax , es a = 0 ;  b = 0, qué puntos del plano la verifican? 

r 

0 

P (x,y)  

x  

y 

d (r, 0)  

Fig. 5 
i  

j  
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5) Dada la ecuación de la recta 032 =+− yx , indique si los puntos P1 (-3,-3) y P2 (4,-2) pertenecen o no 
a ella. Determine las coordenadas de los puntos de intersección de la misma con los ejes coordenados. 
Represente gráficamente.     

6) Dada la recta ℜ∈




−=
+=

t
ty

tx
r

2

31
)   , 

a) represente gráficamente, 
b) halle su ecuación general, 
c) encuentre la recta perpendicular a la dada que contenga al origen de coordenadas. 

 

3.4 Ecuación segmentaria de la recta 

 Si 0=++ cbyax  con 0y0,0 ≠≠≠ cba , entonces cbyax −=+ . 

Dividiendo ambos miembros por )( c−  resulta: 

               1=
−

+
−

y
c

b
x

c

a
                     o  bien:                1=

−
+

− b
c
y

a
c
x

          )0,0( ≠≠ ba  

Si llamamos  
a

c−  y    
b

c−  con  p  y  q respectivamente, obtenemos la ecuación:  

1=+
q

y

p

x
, que llamamos: Ecuación segmentaria de la recta        (9) 

 

A partir de la ecuación (9) es fácil determinar los puntos en que la recta intercepta a los ejes 
coordenados. Dichos puntos de muestran en el siguiente gráfico: 

 

  

     ¿Qué particularidad tienen las rectas en cuyas ecuaciones  0y0,0 ≠≠≠ cba ? 

Cuando la recta contiene el origen de coordenadas, (c = 0), no es posible expresarla en  forma 
segmentaria. 

 

Actividad 5: 

1) a) Halle la ecuación segmentaria de la recta 0532 =−− yx . 

    b) Encuentre las coordenadas de los puntos de intersección con los ejes coordenados y  

        represente gráficamente. 

r 

y 

x 

( 0, q )  

( p, 0 ) 

Fig. 6 

r 
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2)  Halle la ecuación segmentaria de la recta que contiene a los puntos (0, 5) y (-3, 0). Represente 
gráficamente a la misma. 

 

3.5 Ecuación explícita de la recta. 

Si de la ecuación general  0=++ cbyax (con b ≠ 0) despejamos  la variable y, obtenemos la 
siguiente ecuación: 

                
b

c
x

b

a
y −−=  

Llamando  
b

c

b

a −− y        con  m  y h respectivamente, resulta:   

   hxmy += , que llamamos Ecuación explícita de la recta           (10) 

 

¿Qué particularidad tienen las rectas en cuyas ecuaciones es b ≠ 0? 

 

Veamos el significado geométrico de los coeficientes m y h.  

Significado de h:  

En (10) para x = 0, resulta y = h. Esto indica que h es la ordenada del punto de intersección de la recta 
con el eje y. Por ello recibe el nombre de ordenada al origen de la recta.  

                                                                          

En cuanto al significado del coeficiente m:  

En la Fig. 7 se observa que r  forma un ángulo α                          

con el semieje positivo x.  Considerando el triángulo                                                                  

rectángulo determinado por los puntos P (0,h), Q (x,h)   

y R (x, mx+h) , tenemos que:                                                                                        α  

                       

          *m
x

mx

x

h)hmx(

.ady.cat

.op.cat
tg ==−+==α                                 α                                         

                                )
2

0(
πα <≤                                                     

(* suponemos que las unidades de ambos ejes x e y son iguales)  

Luego el valor de m es la tangente trigonométrica del ánguloα formado por la recta y el sentido 
positivo del eje x. Por esta razón, se lo llama pendiente de la recta o coeficiente angular  de la misma. 

 

Actividad 6: 

1)  Al analizar el significado de m tuvimos en cuenta que )
2

0(
πα <≤ . ¿Llega a la misma conclusión si el 

ángulo α que forma la recta con el sentido positivo del eje x es tal que παπ ≤<
2

 ? 

     Sugerencia: recuerde la relación entre los valores de las tangentes de ángulos suplementarios. 

2)  Le proponemos que trabaje sobre los siguientes casos particulares: 

a) Escriba la forma explícita de la ecuación de una recta que contiene al origen de coordenadas. 

 

y = mx+h  

y 

R(x,mx+h)  

(mx+h) - h =mx  

P(0,h) Q(x,h ) 

h 

x  x  0 

Fig. 7 

r 
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b) ¿Cuál es la forma explícita de la ecuación de una recta cuando m = 0? ¿En qué posición relativa a 
los ejes coordenados se encuentra? Grafique. 

c) Analice por qué no es posible escribir la ecuación explícita de una recta paralela al eje y. 

d) Si una recta biseca al primer y tercer cuadrante, ¿cuál es su ecuación explícita?, ¿y si biseca al 
segundo y cuarto cuadrante? Grafique ambas rectas. 

3)  Conociendo las coordenadas de dos puntos del plano ),(y),( 222111 yxPyxP , obtenga la ecuación 

explícita de la recta que contiene a estos dos puntos (considere 1x ≠ 2x ). 

4)   Escriba la ecuación explícita de la recta que contiene a A(2,3) y forma un ángulo de 120º con el eje x. 

5)   Halle la ecuación explícita  de la recta que contiene a los puntos P1( 2, -3 ) y P2( 1, 5 ).    

 

4. Ángulo entre dos rectas 

Si dos rectas r1  y r2 son paralelas o coincidentes, entonces el ángulo entre las mismas es cero.  

Si r1  y r2 se cortan en un punto entonces forman cuatro ángulos. Dos cualesquiera de ellos o son 
opuestos por el vértice o suplementarios.  

Conocidos 1n y 2n  vectores perpendiculares (o vectores paralelos si se trabaja con las ecuaciones 

paramétricas) a r1 y r2 respectivamente, uno de los ángulos determinado por las rectas es 







=

∧

21 n,nα y 

el otro su suplementario: ( )απ − . 

Si las ecuaciones de las rectas son  0)ry        0) 22221111 =++=++ cybxacybxar  entonces 

21

21cos
nn

nn ×
=α  , donde    ),(y),( 222111 banban ==                                                  2n         2r  

                                                              α                            

                                                                                                                                                                                                                                                                                

                       α        1n   

                                                                                                                                         

                                                                                                                                                    1r  

 

Ejemplo 3: 

 Vamos a encontrar uno de los ángulos que forman las rectas r1) 2 x - 5 y + 1 = 0  y  r2)  x - 5 y  = -3: 

)5,1(y)5,2( 21 −=−= nn , 

´´29´29º1049147701.10
754

27

5152

)5,1()5,2(
cos

2222
≈⇒≈=

++

−×−= αα  

 

4.1 Condición de perpendicularidad entre dos rectas  

 

0,0,0         
2

  r     2121212121 ≠≠=×⇔⊥⇔=⇔⊥
∧

nnnnnnrrr
π

     (11) 

 

   Fig. 8 
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• Si las rectas están expresadas por su ecuación general la condición (11) se traduce a: 

 

0r     212121 =+⇔⊥ bbaar  

 

• Si las ecuaciones de las rectas están dadas en forma explícita,  

222111 ) y) hxmyrhxmyr +=+= , )0m;0m( 21 ≠≠  se puede probar que la condición (11) 
queda expresada como: 

1r     2121 −=⇔⊥ mmr      (11’) 

 

Analice los casos 02 =m  o  01 =m . 

 

4.2 Condición de paralelismo entre dos rectas  

 

212121   /0    //// nnnnrr αα =≠∃⇔⇔    (12)  

 

• Si las rectas están expresadas mediante sus ecuaciones generales, la condición (12) se traduce en: 

2121   ;  bbaa αα ==     

 

Si 22 y ba no son nulos, entonces:  

2

1

2

1
2121     ////

b

b

a

a
nnrr =⇔⇔     

 

¿Qué condiciones deben cumplir los coeficientes de las ecuaciones de dos rectas, dadas en forma 
general,  para que resulten coincidentes ? 

 

• Si las ecuaciones de las rectas están dadas en forma explícita entonces: 

2121 // mmrr =⇔   (12`) 

 

Ejemplo 4:  

Dada las rectas de ecuaciones:  

072
2

3
)02486)

01234)01243)

43

21

=+−−=−+

=+−=−+

yxryxr

yxryxr
 

a) )1r es perpendicular a )2r  pues 3 . 4 + 4 . (-3 ) = 0. 

b) )1r  coincide con )3r pues 
24

12

8

4

6

3

−
−== . 
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c) )1r  es paralela a )4r  pues 
7

12

2

4

23

3 −≠
−

=
−

. 

Le proponemos que exprese las ecuaciones dadas en forma explícita y verifique luego las afirmaciones a), 
b) y c). 

 

Actividad 7: 

1) Halle el ángulo agudo que forman las rectas: 

     a)  022)y023) 21 =−+=+− yxryxr                  b)  022)y012) 21 =−−=++ yxryxr                                                                 

2) Dadas las rectas 10
3

2
)y132) 21 +−==+ xyryxr , analice si son o no paralelas. 

3) Dadas 023)y032) =−+=++− yxtyxs ,  

a) encuentre el ángulo agudo entre ellas. 

b) halle la ecuación de la recta que contiene a la intersección de ambas y forma un ángulo de 60º     

    con el semieje positivo x. 

4) Pruebe la condición (11’) con la siguiente ayuda: 

 

 

 

                β  

            α           α  

                0 

 

                                                                                                                            Fig. 9 

 

 

5. Distancia de un punto a una recta  

La distancia de un punto a una recta es la longitud del segmento determinado por el punto y por el pie 
de la perpendicular trazada desde el punto a la recta. 

 

Dada la recta de ecuación 0) =++ cbyaxr  y el punto ),( 111 yxP : 

 

a) si P1 ∈ r  entonces d (P1, r ) = 0.  

                                                                                               

b) Si P1(x1, y1) ∉  r   entonces: d (P1, r ) = 10Pr PPoyn ,        

siendo ),( 000 yxP cualquier punto de r.  

 

Las coordenadas de ),( 000 yxP  verifican la ecuación de  

la recta, esto es:        

 
y 

m1= tg αααα 

m2 = tg ββββ 

ββββ = 90º+αααα 

x 

r1 
r2 

Fig.10 

y 

P0 

P1 

x  r 

d (P1, r ) 

0 

n

10Pr PPoy
n
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                               000 =++ cbyax , luego 

 

                               )( 00 byaxc +−= .   (*)                                                                                                                                                                                                                               

 

Habíamos visto que:     10Pr PPoy n = ( P P0 1   x  n0 ) . n0 . 

 

Luego 10Pr PPoyn = 00100010 .)( nnPPnnPP ×=× = 010 nPP × . 

 

En consecuencia: 

 

(13)   

 

Como  P P0 1  = (x1 – x0 , y1 – y0)      y     n0    = ( , )
a

a b

b

a b2 2 2 2+ +
, reemplazando en (13) resulta: 

                            0101 ),( nPPrPd ×= = 

 0
22

1
22

0
22

1
22

=
+

−
+

+
+

−
+

= y
ba

b
y

ba

b
x

ba

a
x

ba

a
 

( )

  

)(

22

11

22

11
(*)

22

0011

022022122122

ba

cybxa

ba

cybxa

ba

ybxaybxa

y
ba

b
x

ba

a
y

ba

b
x

ba

a

+

++
=

+
++

=
+

+−+
=

=
+

+
+

−
+

+
+

=

 

Le proponemos que exprese las distancias de )( 1,11 yxP a r), cuando: 

a) rPbyaxr ∉=+ 1y;0)     b) 0y0) 1 ≡=++ Pcbyaxr  

  

Observación: Las ecuaciones 0y0
22

=
+

++=++
ba

cybxa
cybxa  son equivalentes (por lo tanto 

representan a una misma recta). 

 

La ecuación 0
22

=
+

++
ba

cybxa
 se llama Ecuación normalizada da la recta . 

 

Los coeficientes que multiplican a las variables x  e y son las componentes de un versor perpendicular a 
la recta. 

 

d (P1, r ) =  01010Pr nPPPPoy
n

×=  
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El término independiente, de acuerdo a lo obtenido en la propuesta b) representa, salvo el signo, la 
distancia de la recta al origen de coordenadas.  

 

6. Distancia entre dos rectas paralelas 

La distancia entre dos rectas paralelas es la longitud del segmento determinado por los puntos de 
intersección de ambas con una recta perpendicular a ellas. 

 

 

                          

Para hallar d (r1, r2)  basta considerar un punto  de una                                                              

de las rectas y calcular su distancia a la otra recta.                      

                           

                                                    

                                                         

 

 

Actividad 8: 

1)  Halle la distancia del punto P1 (-1, 4) a la recta 4 x – 3 y = 9. 

2)  Analice si las siguientes rectas son paralelas. En caso de serlo, encuentre la distancia entre ellas:     

5
3

1
)023) 21 −==−− xyryxr   

3)  Los puntos A (2,3) y B (6,4) son vértices de un rectángulo. Halle las coordenadas de los otros vértices, 
sabiendo que una de las diagonales está contenida en la recta de ecuaciones:  

ℜ∈




+=
+=

t
ty

tx

53

32
. 

4)  Dados los puntos R (9,-9), S (1,2) y T (3,1), halle las coordenadas del punto simétrico a R, respecto de 
la recta determinada por S y T. 

 

7. Intersección de rectas 

Dadas las rectas: 0)ry        0) 22221111 =++=++ cybxacybxar  determinaremos el conjunto 
formado por los puntos de intersección de ambas rectas. 

y 

x r2 0 

Fig.11 

d (r1, r2) 

r1 
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Geométricamente puede darse sólo alguna de estas tres situaciones:         

 

 

 

 

                                                                                                        

 

                                                                                                                             

               021 /=∩ rr                                      { }),( 1121 yxPrr =∩                          2121 rrrr ==∩  

       Rectas paralelas                                    rectas secantes                                rectas coincidentes 

Fig. 12 

  

Vemos que:  

{ } { }0/),(0/),( 22211121 =++∩=++=∩ cybxayxPcybxayxPrr = 

              = { }0y 0/),( 222111 =++=++ cybxacybxayxP  

 

Por lo tanto ),( yxP pertenece a 21 rr ∩ si y sólo si sus coordenadas verifican el sistema:  





=++
=++

0

0

222

111

cybxa

cybxa
   (14) 

 

De esta manera, el problema geométrico de determinar 21 rr ∩ se traduce analíticamente en resolver 
un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas. 

 

Es sencillo predecir el tipo de solución  del sistema (14) por simple inspección de los coeficientes de 
ambas ecuaciones. Esto es:  

• si se verifica que 








≠
=
=

21

21

21

cc

bb

aa

α
α
α

 las rectas resultan paralelas y el sistema es incompatible (o no tiene 

solución).  

• si 








=
=
=

21

21

21

cc

bb

aa

α
α
α

 entonces las ecuaciones son equivalentes, es decir representan a la misma recta y por lo 

tanto el sistema es compatible con infinitas soluciones. Las mismas resultan ser las coordenadas de 
todos los puntos que satisfacen a una cualquiera de las dos ecuaciones dadas. 

 

• si se verifica que 1221 baba ≠  las rectas son secantes (compruébelo) y el sistema es compatible con 
una única  solución.  

 

Ejemplo 5: Encontremos, de ser posible, las coordenadas del punto intersección de las siguientes rectas:     

y 

x 0 

r1 ≡  r2 y  

y 

x 0 

r1 

r2 
 

y 

x 0 

r1 

r2 
 

P(x1, y1) 
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0423)

012)

=+−
=−+

yxt

yxr
 

Como 
2

1

3

2

−
≠  las rectas son secantes y por lo tanto se cortan en un punto. Para hallar las 

coordenadas del mismo podemos utilizar cualquier método de resolución de sistemas de ecuaciones, por 
ejemplo el de sustitución: 

De la primera ecuación resulta: xy 21−=  (*).  

Reemplazando y  por (*) en la segunda ecuación, queda 04)21(23 =+−− xx , de donde resulta que 

7

2−=x . 

Reemplazando en (*) el valor calculado para x, se tiene que 
7

11=y .  

Luego:   















 −=∩
7

11
,

7

2
21 rr  

 

Le proponemos que realice la representación gráfica de ambas rectas y verifique la solución 
encontrada. 

 

Actividad 9: 

Halle, si es posible, el conjunto intersección de los siguientes pares de rectas: 

122;5)

1262;063)

0423;012)

−=+=+
=−=−−

=+−=−+

yxyxc

yxyxb

yxyxa

 

 

8. Inecuaciones lineales  

El conjunto { }0/),( =++= cbyaxyxPr  está formado por los puntos de una recta cuya dirección 

es perpendicular a la del vector ),( ban = . Esta recta divide al plano en dos semiplanos y recibe el 
nombre de recta  frontera . 

                                                                                                       

  Probemos que los conjuntos:                                                                                                                                                                                           

 

A = { }0/),( >++ cbyaxyxP   y 

B =  { }0/),( <++ cbyaxyxP                                                                                       

                                                                                                                                                                                                                                      
se corresponden respectivamente con cada uno de los semiplanos antedichos.  

     

  Para ello consideremos la recta 0) =++ cbyaxr , los puntos )( 1,11 yxP  y ),( yxP , donde 

 y   1 rPrP ∉∈ , y los vectores fijos ),( 111 yyxxPP −−=  y  ),( ban =  (ambos con origen en 1P ). 

  En la Fig. 11 observamos que pueden presentarse dos situaciones:  

y 

x 0 

Fig. 13 

r 

),( ban =  



Álgebra y Geometría I                                                 La recta en el plano                                         F.C.E.I.A.-U.N.R  
  
 

 16 

(a) los vectores PP1  y  n  están en el mismo semiplano.   

(b) los vectores PP1  y  n  no están en el mismo semiplano.  

 

          ),( ban =       ),( ban =  
                  ),( yxP                       

                                         PPoy
n 1Pr                                                                                                                                       

                   ),( 111 yxP                                                         ),( yxP                      ),( 111 yxP  

                                                                                                                PPoy
n 1Pr        

                                                                                                                                                                                    

                                                                                                                                

 
 
En el caso (a) los vectores n  y PPoy

n 1Pr  tienen igual sentido, mientras que en el (b) tienen sentidos 

opuestos. 
 

Para lograr nuestro objetivo calculemos el producto escalar: nPP ×1  

)(

)()(),(),(

11

11111

ybxaybxa

yybxxabayyxxnPP

+−+=
=−+−=×−−=×

 

Por otra parte, como rP ∈1 , resulta que 011 =++ cybxa , por lo tanto cybxanPP ++=×1 .  

El producto escalar calculado es igual al primer miembro de las inecuaciones que aparecen cuando se 
describen los conjuntos A y B.  

 

� Cuando los vectores n  y PPoy
n 1Pr  tienen igual sentido, PP1  y n  forman un ángulo agudo, 

por lo tanto: cybxanPP ++=×1  > 0.  

� Cuando los vectores n y PPoy
n 1Pr  tienen distinto sentido entonces cybxanPP ++=×1  < 0.  

 

La igualdad: cybxanPP ++=×1  = 0 no puede darse dado que P  no es un punto de la recta. 

 

En síntesis: 

 

{ } { }=>×= 0/),( sentido igual tienen Pry  /),( 11 nPPyxPPPoynyxP n A 

 

{ } { }=<×= 0/),( sentido distinto tienen Pry  /),( 11 nPPyxPPPoynyxP n B 

 

Por lo dicho y observando la Figura 14 podemos concluir que el semiplano que se corresponde con el 
conjunto A es aquel que contiene al extremo del vector normal n  (cuando su origen está ubicado en la 
recta) y el semiplano que se corresponde con el conjunto B es aquel que no contiene a dicho extremo.  

y 

x 0 

Fig. 14 

r 

(a) 

y 

x 0 
(b) 

r 
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Los puntos de la recta r no pertenecen a ninguno de los dos conjuntos. Si en A y en B cambiamos los 
símbolos “>“ y “<” por  “ ≥ ” y “ ≤ ”, respectivamente, los puntos de la recta frontera r quedan incluidos en 
ambos conjuntos. 

 

Ejemplo 6:  Determinemos los puntos ),( yxP del plano cuyas coordenadas satisfacen la inecuación: 

0132 >−+ yx  

Dibujamos la recta 0132 =−+ yx  y su vector normal )3,2(=n . La solución de la inecuación son 

todos los puntos del semiplano que se representa en la figura 12. 

 

                                

                                                                       )3,2(=n  

 

 

                                 

      

                                     

 

                                                  

 

Observaciones:  

1) En la práctica podemos usar un método sencillo que consiste en analizar si un punto cualquiera del 
plano, que no pertenezca a la recta r, verifica la inecuación planteada.  

 

Volvamos al ejemplo anterior y tomemos como punto de prueba al origen de coordenadas. 

Vemos que la inecuación planteada en el ejemplo no se satisface para x = 0 e y = 0 ya que 

0110.30.2 <−=−+ , es falso. 

Entonces (0,0) no pertenece al conjunto solución de la inecuación, lo que nos permite afirmar que dicho 
conjunto resulta ser el semiplano que no contiene al origen de coordenadas. 

 

2) Si en ejemplo anterior sustituimos el “>” por el “ ≥ ” el conjunto solución quedará determinado por el 
semiplano y la recta frontera. 

 

9. Sistemas de inecuaciones lineales en dos variabl es 

Nos proponemos representar gráficamente a la región del plano formada por todos los puntos cuyas 
coordenadas satisfagan simultáneamente dos o más inecuaciones lineales, es decir, un sistema de 
inecuaciones lineales. Dicha región está formada por la intersección de dos o más semiplanos, 
representados cada uno de ellos por una de las inecuaciones dadas. 

 

Ejemplo 7:  Representemos la región R del plano solución del siguiente sistema de inecuaciones lineales:   









≤+
≥
≥

632

0

0

yx

y

x

 

r 

x 

y 

0 

Fig. 15 

(0, 1/3) 

(1/2, 0) 
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{ }632;0;0/),( ≤+≥≥= yxyxyxPR  

R puede ser expresado como la intersección de tres conjuntos de puntos: 

{ } { } { }632/),(0/),(0/),( ≤+∩≥∩≥= yxyxPyyxPxyxPR  

 

Notemos que cada uno de esos tres conjuntos representa un semiplano (observe figura 13): 

� el primer conjunto define el semiplano a la derecha respecto del eje oy (incluido dicho eje).   

� el segundo conjunto describe el semiplano superior respecto al eje ox (incluido dicho eje). 

� el tercer conjunto se corresponde con el semiplano que queda determinado por la recta 632 =+ yx  

y que contiene al origen  de coordenadas. La recta frontera está contenida en este conjunto.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La intersección de los semiplanos resulta ser el triángulo ABC (Fig. 16); es decir, R es el conjunto 
de los puntos del plano que pertenecen a la región limitada  por los lados del triángulo (incluidos 
éstos ). Por este motivo R se dice un conjunto cerrado.   

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

Se debe advertir que un sistema de inecuaciones lineales puede tener como conjunto solución una 
región del plano no acotada o no tener solución (incompatible). 

 

Actividad 10: 

  Represente gráficamente, si es posible, el conjunto solución de los siguientes sistemas de inecuaciones 
lineales: 

 

x  

)3,2(=n  (0,2) 

(3,0) 

y 

0 

Fig. 16 

 

)3,2(=n  (0,2) 

(3,0) 

R 

A 

B 

C 

y 

x 0 

Fig. 17 
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 a)

3 5 15

5 2 10

0

x y

x y

x

+ ≤
+ ≤

≥ ≥







    y 0

                   b)








≥≥
−≥−

≥−

0y   2

55

0

x

yx

yx

                 c)

2 3

2 3 6

0

x y

x y

x

+ ≥
+ ≥

≥ ≥







    y 0

          d) 




≤+
≥+

2

4

yx

yx
 

 

 

Ejercicios adicionales  
1) Represente gráficamente las siguientes rectas: 

        a) 3 x – 4 y = 0             b) y = - x + 3   c) x / 2 – y / 3 = 1 

 

2) En cada caso, escriba una ecuación para la recta que cumple con las condiciones pedidas y represente 
gráficamente. 

a) Contiene a los puntos A(1, 1) y B(3, 4). 

b) Contiene al punto A(5, 3) y es paralela al eje y. 

c) Es perpendicular a la recta 2 x – 3 y + 4 = 0 y corta la eje y en el punto ( 0, 1). 

d) Es paralela a la recta que pasa por los puntos P ( 2, -3) y Q (1, 2) y corta al eje x en el punto (-1, 0). 

 

3) a) Halle las ecuaciones paramétricas de la recta r que contiene al punto A(-1,2) y es paralela al                 

vector u =(-1.3). 

 b) Determine si el punto B(-4, 1) pertenece a la recta r. 

      c) A partir de las ecuaciones obtenidas en a) elimine el parámetro y halle una ecuación general para r. 

 

4) En cada caso analice si las rectas son paralelas o perpendiculares entre sí, o calcule el ángulo agudo 
que forman: 

            a) x + 2 y = 3  ; 6 x + 12 y = 4 

            b) 2 x – y + 5 = 0 ; y = 2 x + 3 

            c) x + 2 y + 11 = 0          ; 3/2 x – 3/4 y = 1 

            d) x +  y  - 1 = 0  ; 2 x + 3 y = 1 

 

5) Halle la ecuación de una recta que diste 2 unidades del origen y sea paralela a la recta de ecuación    

5 x + 12 y = 3.  ¿Existe única solución? Represente gráficamente. 

 

6) Dados los puntos A(-3,2), B(-1,0) y C(2,b); ¿qué valor debe tomar b para que los tres puntos 
pertenezcan a una misma recta?  

7) Considere el punto A(2,3) y la recta r determinada por los puntos B(1,1) y C(3,2). Exprese mediante 
una  inecuación el semiplano determinado por r que contiene al punto A, incluyendo los puntos de r. 

 

8) Cada uno de los puntos A(2,3) y B(-2,2) forma con el origen de coordenadas dos rectas. Determine si 
el punto C(-1,3) pertenece a la recta bisectriz de alguno de los ángulos formados por ellas. 

 

9) La intersección de )1r y )2r  es el punto Q(3,2). Dados los puntos R(5,1) de )1r  y S(-1,1) de )2r , halle 
la recta bisectriz del ángulo agudo que forman ambas rectas. 
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10) Los puntos A(4,5); B(2,2) y C(6,2) determinan el triángulo ABC.  

a)   Calcule:     i) la medida de sus ángulos interiores, 

                  ii) la altura correspondiente al lado AB, 

                  iii) su área. 

a) Escriba un sistema de inecuaciones lineales cuyo conjunto solución sean los puntos del triángulo 
ABC. 

 

11) Dada la recta de ecuación 1+= xy , ¿a qué distancia se encuentra del punto C(4,7)? 

 

12) a)  Dados los puntos A(3,0) y B(4,2) determine una ecuación de la recta que los contiene y otra para la 
recta paralela  que contiene a C(2,6).  

b) Determine una ecuación de la recta que contiene a B y C del ítem a) y otra para la recta paralela 
que contiene a A. 

c) Halle el perímetro de la figura que resulta.  

 

13) Dados los puntos A(5,-2) y B(0,1) determine la recta que los contiene y la recta perpendicular a ella que 
pasa por el punto medio del segmento AB. 

 

14) Halle las ecuaciones paramétricas de la recta que contiene al punto P(3,4) y que es perpendicular a la 
recta determinada por el punto C(1,5) y el origen de coordenadas. 

 

15) Halle la ecuación de la recta que contiene al punto (3,0) y forma un ángulo de 135º con el sentido 
positivo del eje x.  

 

16) Supongamos ubicar un par de ejes coordenados sobre una mesa de pool de manera que un ángulo de 
la misma quede apoyado en el origen y sus lados sobre los ejes. De esta forma podemos darle a cada  
bola una ubicación tal como lo hacemos con los puntos en el plano. Así, una bola ubicada en el punto 
(3/2,1) marca su trayectoria chocando en el punto (2,5) (sobre uno de los lados de la mesa) y entrando 
en un hoyo situado en el punto (3,0). ¿Cuál es el ángulo descripto por la trayectoria? 

 

17) a) Exprese a través de un sistema de inecuaciones  lineales, la región triangular que queda 
determinada por  las siguientes rectas. Grafique dicha región.  

 

Rt
ty

tx
rxysyxw ∈




+=
+−=

+−==++−
1

2
)3

4

3
)01529)  

 
 
 
b) Calcule el punto de intersección entre r)  y  w). Llámelo P. 
c) Calcule la distancia del punto P a la recta s). 
d) Determine el área del triángulo formado. 

 

20) Sean 0y   0 222111 =++=++ cybxacybxa las ecuaciones de dos rectas que se cortan en el 

punto ),( 111 yxP . 
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a) Pruebe que para cada ( ) 0)(, 222111 =+++++ℜ∈ cybxakcybxak representa la 

ecuación de una recta que contiene al punto ),( 111 yxP . 
 

21) En cada caso, halle la ecuación de la recta que contiene al punto de intersección de 

03074)y  0953) 21 =−+=+− yxryxr y que además: 

a) contiene al punto A (-3, - 5). 

b) es paralela a la recta 0532 =−+ yx . 

c) es perpendicular a la recta 02054 =−+ yx  

 

22) Determine para qué valores de ℜ∈k , la recta de ecuación:  

                                                    

053)4()12( =−−−+− kykxk  

a) es paralela a s) 0532 =+− yx . 

b) contiene l origen de coordenadas. 

c) es perpendicular a la recta 023) =+− yxt . 

d) contiene al punto P(-1,3). 

     

23) Halle la ecuación de la recta que contiene al punto A(4,1) y forma con los ejes coordenados un 
triángulo de  área 8. 

 

24) Determine las coordenadas de los puntos que están a distancia 3 del punto A(2,-1) y pertenecen a la 
recta de ecuación: 

                                       

ℜ∈




−−=
+=

t
ty

tx
r

21

22
)  

 

25) Exprese, mediante un sistema de inecuaciones lineales en x e y, el conjunto T de puntos del plano 
(incluida su frontera) 

 

a)       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

y 

x r1 
0 

r4 

(3,0) 

(0,2) 

(0,4) (3,4) 

r3 r2 

30º 

T 
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b)  

 

 

 r1 //  r2 
r1 ⊥  r3 

αααα = 120º 
 
      

T 

y 

x 

r4 

0 

r1 

(3,0) 

(0,8) 

(6,0) 

r3 

r2 

αααα 




