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Algebra y Geometria Analitica La recta en el espacio F.CE.LA-UNR

La recta en el espacio
1. Larectaen el espacio como lugar geométrico.

Sea en el espacio un punto fijo P1 y un vector G =0

y

Py

Figura 1

El lugar geométrico:
r:{P/@:ta;tem} 1)

es la recta que pasa por Py y tiene la misma direccion que el vector U

Hemos descrito la recta r del espacio, como el lugar geométrico de los puntos P que son extremos de los vectores P,P colineales con

U, es decir @:t G. El punto P (movil) describe la recta, cuando t recorre el conjunto ‘R de los nimeros recales (si t=0, P
coincide con Py1).

1.1 Ecuacién vectorial de la recta en el espacio.

Vamos a introducir ahora, un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales con la base canénica asociada.

Figura 2

Sea el punto fijo P,(X;, ¥1,2;) por el que pasa la recta.
Sea U =(u1; u,; us), el vector que da la direccion de la recta, obviamente no nulo.
El lugar geométrico (1) lo podemos escribir asi:

r={P(x;y;z)/$=(¥i+tU;te‘R}

La ecuacion:
OP=OR+ti; teR )

es la ecuacion vectorial de la recta r

Todo punto P que pertenece a r verifica la ecuacion y reciprocamente, todo punto P del espacio que la verifica pertenece a la recta.
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Si el punto de paso de la recta es el origen de coordenadas, es decir P, =0 seré O—Pl =0 y la ecuacion vectorial (2), es para este caso
particular:

OP=ti teR | (3)

Figura 3

1.2 Ecuaciones paramétricas. Coeficientes y cosenos directores. Significado del parametro t.

Si en la ecuacidn vectorial (2) trabajamos con las componentes de los vectores que en ella figuran, es decir

@:(x; y; 2)
OP:=(X; Vi3 2,)
0 =(u; Uy; Uy)
tendremos
(X35 2)=(x%; Yis ) +t(u; uyzu;) 5 teR

0 equivalentemente:
(X;y; 2)=(x% +tu; ¥, +1u,; 2, +1u,) 5 teR

es decir:
X=X +ut
r)ay=y,+ut teR (4
Z=17+Uugt

que son las ecuaciones paramétricas de la recta, cuyo punto de paso es P(X;,Y;,Z;) Y cuya direccion es la del vector no nulo
0 =(u,; u,; u,). Estas componentes se llaman coeficientes directores de r.

Si |U| =1 ( U es un versor), entonces, dichas componentes se llaman cosenos directores de la recta.
En cuanto al significado geométrico del pardmetro t (t € SR) tomando la ecuacidn vectorial (2) tenemos:

tG=OP-OP =PP ; te®R (verFigura2)
es decir
77
IUI

=[Pk =Lr 00 1o

Observemos que |t| es proporcional a la distancia entre el punto P(X; y;z) de la recta que se obtiene para ese valor de t, y el punto fijo

Pu(X15Y152)-
Si |U| =1, entonces |t| es exactamente dicha distancia.
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Si la recta pasa por el origen es decir x, =0; y, =0; z, =0 entonces las ecuaciones (4) quedan:
X=ut

r)<y=u,t

z=ugt

teR (5)

que son las ecuaciones paramétricas de una recta que pasa por el origen. Todo lo dicho para el caso general, vale para este caso.

En particular sera:

1.3 Forma canonica (o simétrica) de la ecuacion de la recta en el espacio. Planos proyectantes. Proyecciones
ortogonales de la recta.

Si en las ecuaciones paramétricas de r

X=X +ut
I’) Y=Y, +u;t teR
Z=17+U;t
son u, #0; u, #0; u, = 0 se puede escribir:
X_
At
ul
_ teR
u2
-3 _,
u3
que a su vez es equivalente al sistema (eliminando t)
X=X — Y=y
ul u2
X— -1
r) X _ 1
ul u3
Y-Y% — -1,
u2 u3
el cual es equivalente a cualquiera de los siguientes sistemas:
X7 _Y7h X=X _ Y% X=% _2-1
u u . u u . u u
r) 1 2 ; r) 1 2 : r) 1 3 (6)
X=X _2-1%4 y_y1:Z_21 y_Y1=Z_Zl
ul u3 u2 u3 u2 u3

Por brevedad los sistemas (6) se suelen escribir asi:

X— - z-12
r) X _Y=Y: _ L (7)
u, u, U,
que es llamada forma candnica o simétrica de la ecuacion de la recta en el espacio que pasa por P, (X, ¥;,2;) Y tiene la direccion de

0 =(u; Uy; Ug)-

No debe olvidarse que (7) no es una ecuacion sino uno cualquiera de los tres sistemas (6).
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Entonces nuestra recta r puede pensarse como el siguiente conjunto:

r={P(x;y;z)/ XX _ Y76 XX Z_Zl}
ul uZ ul u3

es decir

Ahora bien, la ecuacion:
X=X _ Y%
ul u2

se puede escribir de la forma:
U,X—Uyy +(—U,X, +U,Y, ) =0

Haciendo a=u,; b=-u; (—U2X1 +U1Y1) =d, la dltima ecuacion puede expresarse como:
m) ax+by+d=0; vz

es decir, es la ecuacion de un plano proyectante sobre el plano coordenado XY.

En forma analoga la ecuacion:

es la de un plano proyectante sobre el plano coordenado XZ:

73) UsX—UZ +(—UgX, +1,2,) =0

Concluimos que la recta r puede darse como interseccion de dos planos proyectantes sobre los planos coordenados, en este caso XY y
XZ.

Trabajando en forma similar con los sistemas restantes en (6) se puede mostrar que la misma recta r puede darse como interseccién
de pares de planos proyectantes sobre los planos XY e YZ y XZ e YZ respectivamente.

Llamamos proyeccidn (ortogonal) de la recta r sobre cada uno de los planos coordenados, a las trazas de los planos proyectantes que
la determinan, con cada uno de los respectivos planos coordenados.

Es decir, si llamamos con #’ a la recta proyeccion de r sobre el plano coordenado XY, sera:

r :{P(x;y;z)/—X;X1 YN, VZ}D {P(x;y;2)/ 2=0; ¥x; Vy}

1 u2

X=X - .
Recordando que ——* = u; vz, es la ecuacion del plano proyectante de r sobre el plano coordenado XY, entonces r’, la recta
U u;

proyeccion de r sobre dicho plano coordenado, tendra por ecuacion:

=% _ Y=Y
4 U uz
z=0 Vx,Vy

vz

que es la ecuacion de una recta contenida en el plano coordenado XY (ver figura 4).
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Andlogamente, si con »’’ llamamos a la recta proyeccion de r sobre el plano coordenado XZ, serd r”)

X=X I-17;
r)s u Uy es la ecuacion de la recta proyeccion de r sobre el plano YZ.
y=0 Vx,Vz

1.3.1 Casos en que se anulan uno o dos coeficientes directores de la recta.

Partiendo de las ecuaciones paramétricas de r,
X=X +ut
S
iy=yrut LR
Z=17+u,t

con la condicion de que uy #0; u, #0; u; =0, obtuvimos la forma canénica de la ecuacion de r

X=X Y-V _2-7
u, u, U,

Si por ejemplo U, = 0, las ecuaciones paramétricas de r quedan:
X=X

r)<y=y,+u,t

z=17+uyt

teR

despejando t de las dos dltimas e igualando nos queda el sistema equivalente:
X=X
I’) Y=Y — -7
u2 u3
En este caso la recta r puede expresarse como la siguiente interseccidn de conjuntos de puntos del espacio:

r={P(x,y,z)/x=x, Vy;VZ}m{P(x, y,z)/ =Y ﬂ,VX}
u; Us

Y=Y _2-%4

VX
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Es decir r viene dada como interseccion de un plano paralelo al plano YZ y un plano proyectante sobre el plano YZ. Es facil ver que
la recta r, en este caso, es una recta paralela al plano coordenado YZ.

z

/
;
;
/
/
/

Iy

Figura 5

En los casos en que u, =0 o uz =0, trabajando de forma similar se llega a las ecuaciones de la recta. Si u, =0 la recta r es paralela

al plano coordenado XZ ysi U, = 0, r es paralela al plano XY.

Si se anulan dos coeficientes directores, por ejemplo u; =u, =0 y uz =0, las ecuaciones paramétricas de r resultan:

X=X
r) Y=¥ teR
z=17+ugt

Con las dos primeras ecuaciones ya podemos expresar a la recta r como interseccién de dos conjuntos de puntos del espacio:
r={P(x,y,2)/ x=x ¥y;VZ}n{P(x,y,2)] y = y;;¥X; Vz}
es decir r viene dada como interseccion de un plano paralelo al plano coordenado YZ, con otro plano paralelo al plano coordenado XZ.

La recta r es en este caso una recta paralela a ambos planos coordenados, es decir es paralela al eje z.

ZA
r
y=y,x,¥Vz
i
x=x,Vy,Vz o (1 V1 2) E
' i
] ]
1 1
' i
1 1
i :
i *
! P (x.:5.2,)
B B e —
(x%:3.:0)
x
Figura 6

En forma analoga en el caso en que u; =u; =0y u, =0, larecta es paralelaal ejey. Y si u, =u; =0y u; #0, la recta es paralela
al eje x.

En todos los casos particulares queda como ejercicio estudiar la posicion de la recta y obtener sus ecuaciones, cuando el punto de paso
es el origen de coordenadas.
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Ejemplo 1

a) Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos P(16;3) yQ(3;2; 4) .
b) Encontrar las coordenadas de los puntos que resultan de la interseccién de r con cada uno de los planos coordenados.

a) Tomamos a P (1;6; 3) como punto de paso de pasoder,ya P_(j =(2,—4,1) como un vector direccion.

Luego, las ecuaciones paramétricas de r son:
X=1+2t

rN{y=6-4t te®R
z=3+t
b) La interseccidn de r con el plano coordenado XY, serd un punto P, (x,Y;,0).

Haciendo z =0 en la tercera ecuacion de r, se tiene que t =-3.

Reemplazando t =—3en las dos primeras ecuaciones de r tenemos que P;(-5;18; 0) .

i . . ., 5
En forma similar se obtiene que el punto que resulta de la interseccion de r con el plano coordenado YZ es P, (0;8;5) , Y que la

interseccion de r con el plano coordenado XZ es el punto P3(4;0;§) :

Ejemplo 2
Dado A(—1;2;1), hallar las ecuaciones de la recta r que contiene al punto A y forma &ngulos iguales con los ejes coordenados

positivos. Determinar ademas las ecuaciones de los planos que proyectan la recta sobre los planos coordenados (planos proyectantes)
y las ecuaciones de las rectas proyecciones ortogonales de r sobre cada plano coordenado.

Las ecuaciones paramétricas de r son:

x=-1+ut
s
r)ey= 2+ut tedn.
z= 1+ugt

Para determinar el vector U, direccién de r, tenemos en cuenta que r forma angulos iguales con los ejes coordenados, luego sus
cosenos directores, que son los del U, deben ser iguales y por lo tanto deben ser iguales los coeficientes directores de r. Esto significa
que cualquier vector U que tenga las tres componentes iguales es un vector paralelo a la recta.

Tomemos por ejemplo U = (1; 1; 1), luego las ecuaciones paramétricas de r son:

X=-1+t
r)}<y= 2+t te®R (8)
z= 1+t

La ecuacion del plano proyectante de r sobre el plano coordenado XY, se obtiene eliminando t entre las dos primeras ecuaciones, es
decir:
X+1l=y-2.
O sea
X—y=-3; Vz

es la ecuacion del plano buscado. Mientras que la proyeccion ortogonal de r sobre el plano XY, serd, segin vimos:

) X—y=-3 Vz
z=0 VX, Vy

La ecuacion del plano proyectante de r sobre el plano coordenado XZ, se obtiene eliminando t entre las 1° y 3° ecuaciones de (8) y se
tiene:
X+1l=z-1
es decir:
X—2=-2; Vy



Algebra y Geometria Analitica La recta en el espacio F.CE.LA-UNR

mientras que
X—-2=-2V
r) y
y=0 VX, Vz

es la ecuacion de la proyeccion ortogonal de r sobre dicho plano coordenado.

En forma similar se tiene que la ecuacién del plano proyectante de r sobre el plano YZ es:

y—z=1 VX
y que la proyeccion ortogonal de r sobre dicho plano YZ, es:

Y y—-z=1 VX
x=0 vy, Vz

1.4 Forma general de las ecuaciones de la recta en el espacio
Se puede considerar una recta r, en el espacio, como la interseccién de dos planos cualesquiera no paralelos.

Es decir, si
m)ax+by+cz+d =0 Yy m,)ax+by+c,z+d,=0

son dos planos no paralelos, entonces:
r={P(x;y;z)/ ax+by+cz+d, =0}N{P(x;y;2)/ ax+h,y +c,z +d, =0} =

={P(x;y;z)/ ax+by+cz+d, =0; a,x+b,y+c,z+d, =0}

Este ultimo miembro es equivalente a escribir el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales en x, y, z:

d =0
r) ax+by+cz+d, ©)
a,x+b,y+c,z+d, =0

R 3 . - -z
que es la forma general de las ecuaciones de la recta en $R”. El sistema (9) nos da la recta r como interseccion de dos planos no

paralelos. Debemos observar que dada una recta en ERS, existen infinitos pares de planos no paralelos (entre ellos, los pares de planos
proyectantes ya vistos), que la determinan (ver sistemas (6)).

1.4.1 Pasaje de la forma general a las ecuaciones paramétricas y viceversa.

x+hy+cz+d, =0 (= . -
Dada la recta r) AxX+hY+G ! ( 1) con w, y m,no paralelos, queremos obtener sus ecuaciones paramétricas.
a,x+b,y+c,z+d, =0 (m,)

Para ello necesitamos un vector U paralelo a r y un punto de paso.
Para obtener U pensamos que r=7, N, , por lo tanto el vector normal a z;: 1 = (ay;b;c;) es perpendicular a r, y andlogamente,

el vector normal a 7, : fi, = (a,;b,;C,) es perpendicular a r. Estas dos condiciones implican que:

U =, A1, (o cualquier miltiplo escalar de él) dard la direccién de r .

R (xlf Y Zl)

Figura 7
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Ejemplo 3

Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta

Ir){Zx—3y+7z:2 (7y) (10)

3x—-8y+2z=5 ()
Para obtener un vector direccion de la recta r y que sea a su vez perpendicular a 7,y 7, calculamos el producto vectorial entre ﬁl y

A, .

Siendo: n, =(2;-3;7)y i, =(3;,—8;2) , resulta
[
=M Af, =2 -3 7|=50i +17] -7k
3 -8 2

Luego 0 =(50;17;-7) (o cualquier maltiplo escalar de él) dara la direccion de r.

Para hallar un punto de paso P,(x;,Y;,Z;), hacemos por ejemplo, z; =0 (que equivale a hallar la interseccidon de r con el plano

coordenado XY).
2x-3y=2

Reemplazamos en (10) y se tiene
3x-8y=5

. . 1 4 . i
Resolviendo el sistema obtenemos el punto Pl[?—?,OJ y las ecuaciones paramétricas de r son:

x:1+50t
7

r) y=—§+17t teR (11)

7= -t

Ejemplo 4

Determinar la recta anterior como interseccion de los planos proyectantes sobre los coordenados XY y XZ.

Para hallar las ecuaciones del plano proyectante sobre el coordenado XY, eliminamos t entre las dos primeras ecuaciones de (11) y se
tiene:

(x—%)% = (y +gj%<:>l7x —50y—-31=0 Vz, que es la ecuacion del plano proyectante buscado.

Para hallar la ecuacién del plano proyectante de r sobre el coordenado XZ, se elimina t, entre la primera y Ultima ecuacion de (11), se
obtiene:

1)1 1 L
[x - 7J5 =7 2 -7x-50z+1=0 Vy, que es la ecuacidn el plano proyectante buscado.

Entonces la recta r del ejemplo 3, puede darse como la interseccion de los siguientes planos:

17x-50y-31=0Vz
—-7x-50z+1=0 Vy

Dar una recta r como interseccion de dos planos proyectantes puede hacerse también a partir de cualquier forma general de la misma,
como se muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5
X—2y+2-3=0

como interseccion de planos proyectantes sobre los planos coordenados YZ y XZ.
2X+3y—-z+1=0

Expresar la recta r){

10
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Para obtener la ecuacion del plano proyectante sobre el plano coordenado YZ que contiene a r, eliminamos x entre ambas ecuaciones.
Para ello multiplicamos ambos miembros de la primera ecuacion por 2 y luego restamos, llegando a la ecuacion del plano buscado:

—7y+3z—-7=0 Wvx
que satisfacen todos los puntos de la recta r.

De forma analoga, para obtener la ecuacion del plano proyectante sobre el plano coordenado XZ, eliminamos y entre ambas
ecuaciones del sistema dado. Para ello multiplicamos la primera ecuacién por 3 y a la segunda por 2 y luego sumamaos, obteniendo la
ecuacion:

IX+z-7=0 Wy

. —7y+3z—-7=0Vx
De esta forma, se obtiene que r)

IX+2-7=0Vy
Actividad 1
X=-2+3t
1. Una recta tiene las ecuaciones paramétricas: {y =4-t teR
z=1+5t

a) Escribe las coordenadas de dos puntos pertenecientes a la misma.
b) Explica por qué el punto de coordenadas (10,1,10) no pertenece a la recta.

c) Escribe las coordenadas de los puntos de la recta que se encuentra a +/46 unidades del origen de coordenadas.

d) Obtén la forma candnica o simétrica y expresa luego la recta como interseccion de dos planos proyectantes.
e) Escribe las ecuaciones de las rectas que resultan de proyectar la recta dada sobre cada uno de los planos coordenados.

2. Escribe ecuaciones paramétricas de la recta que contiene al punto (2,3,—4) y es perpendicular al plano de ecuacion
X—4y+2z=8.
, . L 2X-y+2=56
3. a) Obtén ecuaciones paramétricas de la recta .
X+4y—-2z2=8

b) Halla las coordenadas del punto donde la recta corta al plano coordenado XZ.

2. Angulo entre dos rectas. Condiciones de paralelismo y ortogonalidad entre rectas.

Sean las rectas
X=X +Ugt X=X, +V;S
R)sy=y,+ut teR y n)jy=y,+v,s SeR
Z=17; +Ugt Z=17,+V3S

donde § = (ul;uz;u3) y V= (vl;v2 ;v3) dan las direcciones de r1 y r2 respectivamente.

Entonces:
arl/lr, & U/lV ot=av; az0 < Uu =av; U, =av,; U, =av,. Eneste caso las rectas son coplanares.

Figura 8

b) Si r1 y r2 no son paralelas puede suceder que:

i) L1, =¢. Eneste caso las rectas no son coplanares y se llaman alabeadas.

0 i) N, #¢ . Eneste caso las rectas son coplanares.

11
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Si r1 y r2 son coplanares se define como angulo entre las mismas al &ngulo que determinan los vectores que dan sus direcciones,
(r.r)=

esto es:

Figura 9

Si 1 y r son alabeadas se define como angulo entre las mismas, al angulo determinado por dos rectas que siendo paralelas a las

dadas tiene un punto en comun.

ity

Figura 10

Observarque r, // ", r, /I r,” y r’1 y r’2 soncoplanares.

A

Entonces, por definicion de angulo entre rectas tenemos que:
N - -
(0.7)-¢

A

(r,r)=(ryr,)

N
- . T -
Si en particular (r,r,)==, las rectas se dicen ortogonales y notaremos r, L.
2

Lln oUlVelixV=0suy, +UyV, +Uvy =0

Se tiene entonces que:

Ejemplo 6
Determinar si el siguiente par de rectas son paralelas u ortogonales.
(m5)

2_ 15
X=gt=7 (m) X—y—2-7=0
) 5 34 (%,) 2 3x—4y-11=0
2

y+—z=——
7 7
Ambas rectas estan dadas en su forma general. Debemos determinar los vectores que dan sus respectivas direcciones.

Para r; tenemos:
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Para r:
n,=(1;-1;-1
)
n, =(3;-4;0)

3 4 0

Esevidente que 0 y V no son paralelos. Luego las rectas no son paralelas.

Veamos si son ortogonales

8 15

a ><\7:[é;—%;1]><(—4;—3;—1)=—7+7—1:0<:>ﬁ LV, y r, sonortogonales.

3. Angulo entre recta y plano
Dados una recta y un plano:
Ny =Yy +uyt
=12, +Uust

teR y max+by+cz+d=0

El 4ngulo que forman ry sz, es el determinado por la recta r y su proyeccion ortogonal sobre 7, r>.

Sn m

Figura 11

rc m; m Lz, laproyeccion ortogonal de r sobre 7 es r'=z N7z

Se tiene entonces que:

En ambos casos se cumple:

sena:|c03gp|:—|

A

x U
| jai

-

Llamamos ¢« al angulo entre larectar y el plano 7 y ¢ al que determinan los vectores uy n.

13
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3.1 Condiciones de paralelismo y ortogonalidad entre rectay plano

Dados el plano z y la recta r, de ecuaciones:

X=X, +Ut
n)ax+by+cz+d=0 y r){y=y+ut LR

z=7+ugt

El vector normal a 7z es g :(a;b;c)y el vector que da la direccion de r es =(U1iU2JU3)-

Entonces:

rllt & nld < nxi=0 < au,+bu,+cu, =0,
condicion de paralelismo entre recta y plano

rlz <nllue(abic)=alu;u,u,)ea=au; b=au, c=

l

condicion de ortogonalidad entre recta y plano

Actividad 2
. . 2X—-y+3z-4=0
1. Halla el &ngulo agudo que determinan las rectas:
3X+2y-z+7=0

2. Comprueba que las rectas:

2x+y+2=0 X+7 3y+4 9-z

a) y = = son paralelas.
X—-4y+2z+12=0 2 -3
2x+y-2z+10=0 4-x y-3 z+11

) y = = son ortogonales.
y+2z2-4=0 4 -3

3. Verifica que el plano de ecuacion 3x—8y+2z =8 contiene a la recta de ecuaciones

4. Determina el valor de a para que el plano x+y—-2z=5 Yy la recta

{

x-1 y-2 z-

P u
n
]7_»

™ U

u

P4 )
™ i

r

Figura 12

X+y—-2z+3=0

4x-y+32+7=0"

X-2 2y-2 7-5

11

distancia entre ambos.

5. Dado el plano x+2y—z=4, determina el valor de a y b para que la recta X5_1: y=1_

plano.
x-1 y-2 z-1

6. Halla el angulo formado por la recta 7

4. Problemas de interseccion

4.1 Interseccion de rectas en el espacio

Dadas dos rectas:

a+l a+2

a+l 2b

yelplano 2x+y—-z=5.

sean paralelos y calcula la

-4 .
sea perpendicular al

14
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R)iy=y;+Ut teR y nL)y=y,+v,s SeR,
2221+U3t Z:ZZ+V35

con U = (U, Uy,Uz) Y V =(vq, Vy,V5) SUs correspondientes vectores direccion,
Puede suceder que:

a) RN #P
i) L, ={P(Xy Y.20)}, 1, Y I, S€ cortan en un dnico punto y son coplanares.
ii) LA, =r=r,; 1,y r, son coincidentes (las coordenadas de los puntos de una verifican las ecuaciones de la otra)

b) nr,=¢ ,entonces r y r, son paralelas (coplanares) o alabeadas (no coplanares).

Ejemplo 7

Analizar si los siguientes pares de rectas son coplanares o alabeadas. En caso de ser coplanares, decidir si son paralelas o hallar el
punto en que se cortan.

x=1+2t
a) n)qy=2-t teR rz)x—5=y=%
z=3+2t
x=1+2t X=5+s
Al escribir ambas rectas en forma paramétricar)qy=2-t teRy r)y=s se R, observamos que no son paralelas, ya
z=3+2t z=7+4s
que los vectores que les dan su direccidn no lo son.
1+2t=5+s
Veamos si las rectas se intersectan. Para ello igualamos las ecuaciones: {2—-t=s ,
3+2t=7+4s

de las dos primeras obtenemos que:
1+2t=5+(2-t)<=t=2,luegos=0.

Observar que los valores hallados: t=2y s=0, verifican la tercera ecuacion, esto quiere que estas rectas se cortan en un punto
P(Xq, ¥o,2p) - Para hallar las coordenadas de P, reemplazamos el valor t=2 en las ecuaciones de r;, 0 s=0 en las ecuaciones

der, . En ambos casos obtenemos el punto P(5,0,7) .

Luego N, :{P(5,0,7)} y por lo tanto las rectas son coplanares.

x=1+2t X=2+S
b) p)iy=2-t teR n)y=s seR
z=3+2t z=1+4s

Repitiendo el razonamiento anterior, igualando las dos primeras ecuaciones de las rectas, llegamos a que t=3 y s=-1. Al
reemplazar t =3en la tercer ecuacion de r, obtenemos z =9. Pero reemplazando s=-1en la tercer ecuacion de r,, resulta que

z =-3. Esto quiere decir que las rectas no se cortan en ningun punto, y como no son paralelas (sus vectores direccion no son
paralelos), resulta que ry r, son alabeadas.

Ejemplo 8

Hallar, si existe, la interseccion de las rectas:

15
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x=1-2t

n)y=t teR,; y rz){
z=7+5t

3X+4y=1
2y+3z=38

Las coordenadas (X, Yq,2g) de un punto de r, N, satisfacen las ecuaciones de ambas rectas, esto quiere decir que deben verificar el
sistema:

Xo =1-2t

Yo =t

Zo=T7+5t

33Xy +4y, =1

2yy,+3z =38

3(1-2t) +4t=1
2t+3(7+5t)=38"

Resolviendo ambas ecuaciones obtenemos el mismo valor para t: t =1. Esto quiere decir que el sistema tiene solucién, y por lo tanto
las rectas se intersectan en el punto P(xg, ¥g,2p) . que se obtiene reemplazando t =1en las ecuaciones de r1 .

Reemplazando las tres primeras ecuaciones en las dos Gltimas se obtiene el sistema: {

Podemos escribir entonces:
6N, ={(-1112)}

4.2 Interseccion de recta y plano.
X=X +Ut

Seanlarecta r)qy=y,+u,t teR yelplano z)ax+by+cz+d =0
Z=17;+Uugt

Se desea encontrar los puntos interseccién de r y z , es decir el conjunto:
rOn={P(X;y;2)/ X=X +Ut; y=Y, +Ut; Z=7 +ut;ax+by+cz+d =0 }

lo que equivale a plantear el sistema:
X=X +Uut
y=Yy, +u,t teR
Z=17+u;t
ax+by+cz+d =0

sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas de facil solucion por sustitucién.

Para ello reemplazamos en la Gltima ecuacion los valores de x, y, z dados en las tres primeas ecuaciones, se obtendra asi una ecuacion
en t, del tipo:

at=p.
g

Si a#0, entonces t ==
(04

Reemplazando este valor de t en las primeras tres ecuaciones del sistema se obtiene el punto de interseccionde r y z .
Es decir: P(xy,z)=rnz.

Si a =0 puede ser:

1) B=0, luego quedara 0t=0, ecuacion que se verifica WVt € R, lo que equivale a decir que todo valor de x, y, z de las tres
primeras ecuaciones verifica la ecuacion del plano.
En este caso la recta esta contenida en el plano.

Es decir: r=rn
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2) B #0, entonces serd Ot = ecuacion incompatible, lo que significa que para ningdn valor de t se obtendran valores x, y, z de las

tres primeras ecuaciones que verifiquen la ecuacion del plano.
En otras palabras

rNn= (sistema incompatible).
Geométricamente significa que 1 // 1.

Ejemplo 9

Hallar r () i, siendo:

x=t
n) 2x—y+z-1=0 y r)jy=-1+2t teR
z= 1-t
El sistema a plantear es el siguiente:

x=t

y=-1+2t teR

z= 1-t

2X—y+z-1=0

Reemplazando las tres primeras ecuaciones en la ultima, se tiene:
2t—(-1+2t)+(1-t)-1=0 < 2t+1=-2t+1-t-1=0 < 1-t=0 < t=1

Reemplazando este valor de t en cada una de las tres primeas ecuaciones y obtenemos:

X, =1
Yo=—1+2=1
z,=1-1=0
Luego ry Tt se cortan en el punto P,(L1;0)
Ejemplo 10
x=2+10t

. . 1 .
Analizar si el plano 7)3x—8y+2z=8 ylarecta r)qy= —1+?t t e R son paralelos o se intersectan en un punto.
z=5+7t

Xx=2+10t

= —1+Et
Planteamos el sistema y= 2 teR,

z=5+7t
3x-8y+2z=8
Reemplazando las tres primeras ecuaciones en la Gltima, obtenemos:

3(2+10t) —8(—1+1—21t) +2(5+7t) =8 <0t =16, ecuacion que no tiene solucidn.

Esto quiere decir que la recta y el plano no se intersectan, por lo tanto deben ser paralelos.

Verifiquemos esta situacion planteando la condicidn de paralelismo entre recta y plano:

rllm < il < nNxi=0 < au,+bu,+cu,=0

Para nuestros vectores: (3,-8,2) x(10,%, 7)=30-44+14 =0, verificandose asi que plano y recta son paralelos.

17
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Actividad 3
x=1+u X=2+t-5

1. Verifica que la recta de ecuaciones {y=2+u ; ueR esortogonal al plano {y=1-t+s ; t,seR Yy encuentra las
z=-3 Z2=2+t+2s

coordenadas del punto de interseccion.

Ayuda: Convierte las ecuaciones paramétricas del plano en una ecuacion general. Sumando miembro a miembro x e y se
eliminan los pardmetros s y t.

2. Halla las coordenadas del punto simétrico a P(1,1,1) respecto del plano x—2y+3z=0. Controla el resultado calculando

la distancia de P y del punto simétricoa P, al plano.
Ayuda: El punto de interseccion entre el plano y la recta perpendicular (al plano) que contiene a P es el punto medio
entre P y su simétrico.

x=1+t x=17+3s

3. Encuentra las coordenadas del punto de interseccion entre lasrectas <y =-3+2t ;teRR y <y=4+s ;sSeR vy
z=-2-t z=-8-5

obtén luego una ecuacién del plano que determinan.

5. Problemas de distancia

5.1 Distancia de un punto a una recta en el espacio.

Seanlarecta r)<y=y,+u,t teR yelpunto Py(Xy, Yy, Zg) . Se desea hallar la distancia de Py(Xq, ¥q,Zg) ar,

Z=12;+Uust

que simbolizaremos: &(Py,r ).
siRyer = 8(R,r)=0

Consideremos entonces P, ¢ r

Figura 13
A
En el tridngulo rectangulo P, R P, se verifica que:
S(Po;r):‘?Po‘senoc,

como (i =0 podemos multiplicar y dividir por |U| obteniendo:

)= ‘ﬁ“lﬂsena _ ‘ﬁmﬂ

S5(Ry;
N

a

Expresion que nos da la distancia pedida. Observemos que si el sentido de U fuera contrario deberiamos trabajar con el angulo
suplementario de «, llamémoslo & , perosena’=sena, pues a+a'=rx.

18
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Ejemplo 11
Calcular la distancia de P, a r siendo:
X=-1+t
Niy=1+2t teR y PBy(L 2-2)
7= —t

0=(12;-1); Ber/P(-110); ﬁz(Z;l;—Z) : |U|=\/1+4+1=\/§

K
~2|=87+0j+3K; |RR AU|=9+0+9 =18

N ey

luego

5.2 Distancias entre dos rectas alabeadas

Dadas dos rectas alabeadas (no coplanares), se desea calcular las distancias entre ellas, es decir la distancia medida sobre la
direccion normal a ambas. Simbolizaremos dicha distancia con §(r;; "z) .

SeanP er,P,er, y Uy V los vectores direccion de ny r, respectivamente.

/
<

U AV ¥ 2 Pl 1
ii "Tl
—_—

Figura 14

=

Observemos en la figura que la distancia 6(rl; r2) se obtiene proyectando P,P, sobre la direccion normala r, y r, simultaneamente.
Dicha direccion normal a ambas rectas viene dada por la direccion de U AV .

Entonces la expresion que permite calcular la distancia pedida viene dada por:

— = — (GAV)
S(rl;rz):‘Proy(uAv)Plpz‘:‘Plpzx(u/\V)o‘: F)lpz>< |_. —
AV
6. Condicion de coplanaridad de rectas en el espacio
Sean las rectas:
X=X +U;t X=Xy +V; S
y=y,+u,t teR y n)y=y,+v,s seR
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Lasrectas I, y I, son coplanares siempre y cuando lo sean los vectores PP, , U y V. Luego:

I, y I, son coplanares <> PP, x GAV=0

Figura 15

Ejemplo 12

Analizar si los siguientes pares de rectas son alabeadas o coplanares. En caso de ser alabeadas, calcular la distancia entre ellas. Si son
coplanares, hallar la ecuacion del plano que determinan.

Xx=2-t X=1+2s 3 1 1 X=1+2s
Q) [){y=1+2t teR n)ly=2-3s seN b) |1)X_2 =y; :2_3 L)]y=4-3s seR
z7=-1+t z=-1-4s B B z=s
2-t=1+2s
a) Las rectas dadas son alabeadas, pues no son paralelas y el sistema {1+2t=2-3t no tiene solucidn (verificarlo).
-1+t=-1-4s

Calculamos la distancia considerando P, (2;1;-1); P,(1;2;-1), i=(-12;)y V=(2-3;-4).

11 0
LuegoRP, =(-L10) ¥ [RRxuAV|=|-1 2 1[=3;
2 3 -4
i j oK
Uav=|-1 2 1|=(-5-2-1) y ‘uAv‘=\/25+4+1=\/%
2.3 -4

Luego:
. 3
5([‘1,I’2)= 0 '

b) Consideramos a P,(3; 1) ,P,(L 4,0), i =(-2,9;-3) y V=(2-3;1) .

Las rectas 1,y I, no son paralelas, pues sus respectivos vectores direccion no son paralelos (verificarlo).
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-2 3 -1
Como PP, xUAV=-2 9 —3|=0, las rectas son coplanares. Para determinar la ecuacion del plano que las contiene necesitamos un
2-3 1

vector normal al mismo, y por lo tanto perpendicular a cada una de las rectas (o0 a sus respectivos vectores direccidn) y un punto de
paso.

Elegimos en este caso, un vector normal: U AV =(0;—4;-12), y un punto de paso: P,(3; 1,1) .

La ecuacidn del plano buscado es:

—A(y-1)-12(z-1)=0, o -y—-3z+4=0.

Actividad 4

. . -1
1. Halla la distancia del punto P(1,4,5) a larecta X2 = . 3 3 y encuentra las coordenadas del punto de la recta que

se encuentra a dicha distancia.

2. Calcula la distancia entre el par de rectas paralelas del ejercicio 2. a) de la Actividad 2.

x=k+2t X=1+s
3. Dadas las rectas <y =t y y=-1+2s
z=2-t Z=-5

a) Determina k para que resulten coplanares.

b) Para dicho valor de k halla una ecuacion del plano que determinan y las coordenadas del punto de interseccion.

X=2+2t
4. a) Halla la distancia entre las rectas )<y =-1-t y [, determinada por los puntos P(1,0,2) y Q(-2,2,6).
z=3+3t

b) Explica como podrias determinar las coordenadas de los puntos Aer, y B er, de modo que el mddulo del vector AB
sea igual a la distanciaentre r, y r, .

3X-y+z+1=0

5. Determina una ecuacion del plano ue contiene al punto P(6,7,0 alarecta r
P g P ( )y ){x+3y—z+3=0

., . 2x+3y-5z2+7=0 .
6. Encuentra una ecuacion del plano que contiene a la recta y es perpendicular al plano x—y+z=0.
5x+4y+7z+1=0

7. Halla una ecuacién de la recta proyeccion ortogonal de la recta r sobre el plano z) x+y-z=1, siendo

x-1 y-2 z-1

") 2 3 5
X=3-2t
8. Encuentra una ecuacion de la recta L que contiene al punto P(-2,3,4) yesortogonala r)<y=4+3t ;teRya
Z=—7+5t
X=-2+4s
n)iy=3-2s ;seNR.
z2=3+t

9. Los puntos A(1,—2,4), B(3,1,-3) y C(5,1,—7) son los vértices de un tridngulo.

a) Halla unas ecuaciones paramétricas de la recta que contiene a la altura trazada por el vértice B al lado opuesto.

b) ¢En qué intervalo tiene que variar el parametro para generar los puntos de la altura?
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Ejercicios Adicionales

1. Dados los puntos P, (-3,2,2)y P,(7,—4,0), y larecta r){sz_H5:0 ,
2x+3y+z-1=0

a) Verifica que la recta determinada por P, y P, esparalelaa r.

b) Calcula la distancia entre ellas.
c) Hallael plano que las contiene.

2. sean r)) XTY32¥1=0 )X—2y—7+5=0
. X— —Z4+0=0,
-X+2y+z-3=0 vz y

a) Verificaque r esparalelaa r.
b) Calculala distanciaentre ry .
c) Hallael plano que contiene a r y es perpendicular a 7 .

3X+y-z=0
3. Dadas las rectas r) y y s) x—2=1=2—+1,
X+2y+2+2=0 2 -2
a) Verifica que son secantes y halla su punto interseccion.
b) Halla las ecuaciones de los planos paralelos al determinado por las dos rectas y que se encuentran a 10 unidades del origen
de coordenadas.

c) Calcula la distancia del punto P(2,1,0) alarecta s.

X=-1+4t )
4, Dadas las rectas r){y= 2-3t teﬂ%ys)x—2=Y;4=§,
7= 2t B

a) Define a r como interseccién de dos planos proyectantes.
b) Determina la posicion relativa de lasrectas r y s.

c) Calcula ladistanciaentre ry s.
d) Da laecuaciondel plano ztalque 7#1s y P(-1,2,0)er.

5. Dada larecta r) XT_lzy—Jrzlzz,ylos puntos A(2,1,0), B(0,1,0) yC(1,11),

a) Halla el valor de k de manera que r resulte paralela al plano 7 determinado por los puntos A, By C.
b) Para dicho valor de k,
i. Calcula ladistanciaentre r y .

ii. Halla el plano a que contiene a r y es perpendicular a 7 .

x+y=0
X—z=-1

6. Dados el punto P(2,—1,0) y la recta r){

a) Hallael plano 7 que contienea Pyar.
b) Calcula la distancia ente r y el ejey.
c) Hallael puntode r mas cercano al origen de coordenadas.

X=1+2t
x+y=0
7. Dadas las rectas r) S)iy= -t teNR,
3y—-z=5
z=1-5t

a) Prueba que son alabeadas.
b) Halla las ecuaciones de dos planos paralelos ere si que contengan respectivamente a cada una de las rectas dadas.
c) Halla la distancia entre ellas.
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RESPUESTAS
Actividad 1
l.a)t=2:R(4,2,11), t=-1:P,(-5,5,-4) ¢) P(3,6) y Q(—?,%,—g]

d) x+2 y-4 z-1 -x-3y+10=0 ) -x-3y+10=0 5x-3z2+13=0 5y+z-21=0
3 -1 5 ' |5x-3z+13=0 ) ’ y=0 ’ x=0
X=2+t X=-2t

2.r){y=3-4t , teR 3.a) {y=10+5t , te®R b) (4,0,-2)
z=-4+2t z=16+9t
Actividad 2
1. 161°58* 37,58” 4, a=g ; dist=2/6 5. a=9 vy b:—E 6. a =arcsen 138 =4° 430,97
2 2 198
Actividad 3
5111
1.1(1,2,-3) 2. | =y—, = 3. P(2,-1,-3); 7)x+2y+5z+15=0
7T 77
Actividad 4

1.d =\/E ; Q ﬁﬂﬁ 2. d:%/@ 3. k=—6; x+y+3z=0; 1(4,5,-3)
1 111111 3V 14

8 8x—-7y+z+5=0
4.8) d=—— 5 x)-13x+11y-7z+1=0 6. 23x+24y+2+31=0 7.
4390 X+y—z=1
X=-2+13t X=3+7t
8. L)<y=3+22t teR 9. ¢y=1-13t teR
z=4-8t z=-3-t
Ejercicios adicionales
1. b) Sl c) 7x+10y+5z-9=0
35
6
2. b) \/; €) 3x+4y-5z-1=0
3. a) rns={1-21)} b) 7;)—2x+11y+10z+150 =0; 7,)—2x+11y+10z-150 =0 c) V2
3x+4y-5=0 1
4. b) r y sson alabeadas C) ,|— d) x—4y—-3z+9=0
){2y+3z—4=0 Ty ) 30 ) oy
5. a) k=3 b) i. \E ii. X+4y+5z+3=0
6. a) 71)2x+3y+z-1=0 b) J2 C) —EEE
333
7. b) m)2x—-y+2+3=0; 7,)2x-y+2z-3=0 C) J6
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