FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS, INGENIERIA Y AGRIMENSURA
ESCUELA DE FORMACION BASICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Algebra y Geometria Analitica

Geometria Lineal del Espacio

La Recta en el espacio

Problemas de Rectas y Planos

Ricardo Sagrista

2017


Lorena
Texto tecleado
Álgebra y Geometría Analítica

lorena.raquel.m@hotmail.com
Texto tecleado
2017


LA RECTA EN EL ESPACIO
1- larecta en el espacio como lugar geométrico

Sea en el espacio un punto figpy un vectord

Fig.1
El lugar geométrico:
r={P/RP=t0;t0R (1)
es la recta que pasa pgory tiene la misma direccion que el vector

Hemos descrito la recta del espacio, como el lugar geométrico de los@ait que
son extremos de los vectorB$ colineales coni, es decirBP =t U. El puntoP
(movil) describe la recta, cuanteecorre el conjunt® de niumeros recales.

2- Ecuacion vectorial de la recta en el espacio.

Vamos a introducir ahora, un sistema de coordenzatéssianas ortogonales con la
base candnica asociada.

R(%;: vii 2)

Fig.2

Sea el punto fijoR, (%; y;; z) por el que pasa la recta.

El vectord =(u,; u,; u,) que da la direcciéon de larecta es obviamenteuim
entonces serfi| # 0

El lugar geométrico (1) lo podemos escribir asi:



r={P(x; y; z) / OP= OP+ tu; {0 Iﬂl

La ecuacion:
(2) OP=O0PR+tU
es laecuacion vectorialde la recta

Todo puntoPOr, la verifica. Reciprocamente, todo puRtdel espacio que la verifica
pertenece a la recta.

Si el punto de paso de la recta es el origen deleaadas, es deci =0 seréOT{ =0
y la ecuacion vectorial (2), es para este casacpéat:
(3) OP=tu

Fig.3

2-1- Ecuacion paramétricas. Coeficientes y cosendsectores. Significado del
parametro t.

Si en la ecuacion vectorial (2) trabajamos corctasponentes de los vectores que en
ella figuran, es decir

OP=(X' y; 2)
1= (%5 %5 2)

0=(u; U u)
tendremos

(x5yi2)=(%:wia)+f{yiw:u)
y operando como hicimos para la recta en el plegamos a:

(x5y:2)=(X+1ty; %+ tu; 7+ tu)
es decir



X:)S‘l'ult
r) y=y+ut (4)
z=z+ut

gue son las ecuaciones paramétricas de la regy® ptinto de paso dg(xl; YVii zl) y
cuya direccion es la del vectar = (u;; u,; U,).

Estas componentes se llamaoeficientes directoresder.

Si |U| =1 (versor), entonces, dichas componentes se llacoaenos directoresle la

recta (por los motivos ya conocidos)
En cuanto al significado geométrico del parameirdR, tomando la ecuacion vectorial
(2) tenemos:

ti=OP- OP= PF  (ver Fig. 2)
es decir
RH

&

; |u=0

t]ld =|RA - [{=
Se llega al mismo resultado que para la recta plagb. Es decift| es proporcional a
la distancia entre la posicion del punRJ( X;Y; z) gue describe la recta. Para ese valor
dety el puntoR(x; v;; z) de paso.

Si |d|=1, entonces|t| es exactamente dicha distancia.

Si la recta pasa por el origen es degix 0; y, = 0; z, = 0 entonces las ecuaciones (4)
quedan:

x=ut
r)yy=ut (5)
z=uyt
gue son la ecuaciones paramétricas de una reetpaga por el origen. Todo lo dicho

para el caso general, vale para este caso.
En particular sera :

-

g

2-2- Forma canonica (o simétrica) de la ecuacion d& recta en el espacio. Planos
proyectantes. Proyecciones ortogonales de la recta.

Si en las ecuaciones paramétricas)de

X=X+ ut
r) y=ytut
z=z+ut

esu, Z0; u, Z 0; u, # 0 se puede escribir:



c
=

r) Y= %

c

2

Z_
4 _y
u3
gue a su vez es equivalente al sistema (elimingndo
X=X _Y~ ¥

Por brevedad los sistemas (6) se suelen escribir as

I') X—Xl:y—)é: - Z 7)
U u, U

que es llamadirma canonica o simétricade la ecuacion de la recta en el espacio
que pasa porB, (X y; ) Y tiene la direccion dei = (u;; u,; u,).
No debe olvidarse que (7) no es una ecuacion sin@ualquiera de los tres sistemas

(6).

Entonces nuestra reatppuede pensarse como el siguiente conjunto:

r:{P(x;y;z)/X_Xl: Y hp X A_ 2 Z}
U U, U U,

es decir

r:{P(x;y;z)/X;Xlz Y- M}H{P(x;y;z) /XIH%:Z_T;}

ahora bien la ecuacion:

se puede escribir:



Ux= U y+(-ux+ yy) =0
ecuacion que se puede presentar asi, hacierdg ; b=-u; (—u2xl+ LM) = d

ax+by+ d=0;0z
es decir es la ecuacion de un plano proyectante sbiplano coordenadgy.

En forma analoga la ecuacion

X=X _2-%

ul u3
es la de un plano proyectante sobre el coordeXddo

Ux= U z+(-yx+ y3 =0

Resumiendo: la rectd puede darse como interseccién de dos planos gientes sobre
los planos coordenados, en este casoy XZ

Trabajando en forma similar con los sistemas réssagn (6) se puede mostrar que la
misma recta) puede darse como interseccion de pares de ptaopsctantes sobre los
planosXY e YZ y XZ eYZ respectivamente.

Llamamosproyeccion (ortogonal) de la recta) sobre cada uno de los planos
coordenados, a las trazas de los planos proyestguot la determinan, con cada uno de
los respectivos planos coordenados.

Es decir, si llamamos cah) a la proyeccion de) sobre el coordenady, sera:

r :{P(x;y;z)/X;xl = y; L Dz}ﬂ{ P(xy;2 /=0 0x0Y
1 2

entonces tendremos:
m) ux-uy+(-ux+ yy) =0 ;0:
es decir

ax+by+ d=0;0z
la ecuacion del plano proyectanterjlsobre el plano coordenadd. Mientras que la
proyeccion de&) sobre dicho plano coordenado, tendra por ecuacion

r') ax+by+ d=0; 0z
que es la ecuacion de una recta contenida enred ptzordenadXy.

En forma analoga se tendra, si ¢bn llamamos la proyeccion de r) sobre el plano
coordenadXZ

r ={F’(><;y;2)/x;xl = Z; £, Dy}ﬂ{P(X;y;Z) 1y=0;0x0%




sera entonces:
W) Uy-uz+(-yy+ y2=0 ;0:

es la ecuacion del plano proyectante)dsobre el plano coordenad@. Por lo tanto la
ecuacion de”), proyeccion der) sobre dicho plano coordenado es:

™) uy —u,z+(-Uy+ 1b,2) =0 ; %0

gue es una recta contenida el &l
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2-2-1- Casos en gue se anulan uno o dos coeficisnd@ectores de la recta.

Partiendo de las ecuaciones paramétrica3.de

X=X+ ut
r) y=y tut
Z= %"' l.ét

obtuvimos la forma candnica de la ecuaciom)de

X=X _Y~¥_ 2 ¢
ul u2 l"%

con la condicion quey, #0;  u,z0; u,z0
Sea por ejempla, =0, las ecuaciones paramétricag flquedan asi:

X=X

Iy =y +ut

z=z+ uyt

despejandg de las dos ultimas e igualando nos queda el sisésmivalente:

X=X
Yy-¥%_2-3
u, Uy
es decir en este caso la regtpuede expresarse como la siguiente intersece&on d
conjuntos de puntos del espacio:

r={P(xy;z) /x=x ;Dy;D)}ﬂ{ A x;y;2 /%:% D>}

Es decirr) viene dada como interseccién de un plano paraletoordenad¥Zy un
plano proyectante sobre el coordendd@oEs facil ver que la recta, en este caso, es
una recta paralela al plano coordendo,t




Se dejan para el lector los casos engpe0 o bien u,= (

Con un analisis similar al que hicimos se llagasadcuaciones paramétricas de la recta
para estas situaciones. Resulta la recparalela al plano coordenad@ (si u, =0) 6

bienr) es paralela al coordenadd (siu, =0)

Si se anulan dos coeficientes directores, por denup=u, =0; u,Z 0, las
ecuaciones parameétricasmjejuedan asi:

X:X1
)y =y
Z= %+ L%i

Con las dos primeras ecuaciones ya podemos ex@arésaecta) como interseccion de
dos conjuntos de puntos del espacio.

r={P(xy;2) /x=x OyORN{ A x;y;d 1= y O30 }

es decir) viene dada como intersecciones de un plano pam@leoordenadd’Z con
otro plano que a su vez, paralelo al coordenédo

La rectar) es sin mas una recta paralela a ambos planodestamtos , es decir es
paralela al eje, en este caso.

A
VA

=y,;0x;0z

x=x;0y;02 ?P(xy:2) |

r z:zl+§Lgt

} i

! ?R(%:¥:2)
- Il RS o y-P

(% ¥1:0)
X

En forma anéloga estudiar los casps u, =0; u,# 0 (la recta es paralela al éf§ y
u, =u,=0; u,# 0 (larecta es paralela al ef¢.

En todos los casos particulares vistos estudiandipn de la recta y obtener sus
ecuaciones, cuando el purﬁ}()g;yl; zl) de paso es el origen de coordenadas.



Ejemplo 1:

Dado el puntoA(—l; 2;]) hallar las ecuaciones de la rectgue pasa por el punfoy

forma angulos iguales con los ejes coordenadogribetarse ademas las ecuaciones de
los planos proyectantes y las proyecciones ortdgerger) sobre cada plano
coordenado, asi como las interseccioneg den dichos planos coordenados.

Las ecuaciones d¢ seran, en forma paramétrica:

X=-1+ut
r)qy= 2+uyt
z= 1+ uyt

para determinat = (ul; u,; u3), gue da la direccién d@ , tenemos en cuenta gue

debe formar angulos iguales con loe ejes coorden&skego sus cosenos directores, que
son los dell , deben ser iguales, por lo tanto deben ser igladecoeficientes

directores dai (y der), esto significa que cualquier vectidorque tenga las tres
componentes iguales es un vector “contenido” eadta.

Tomemos por ejempld = (1; 1; 1), luego las coordenadasrjiseran:

X==-1+t
r){y= 2+t (8)
z= 1+t

la ecuacion del plano proyectanterdlsobre el plano coordenadd, se obtiene
eliminandot entre los dos primeros .
es decir
X+l=y-2
0 sea
x-y=-3; 0z
es la ecuacion buscada. Mientras que la proye¢orbmgonal), de) sobre el planXY,
sean segun vimos:
rn x-y=-3; z=0

la ecuacion del plano proyectanterjlsobre el plano coordenad@, se obtiene
eliminandot entre la 1° y la 3° de (8) y se tiene:

X+1=z-1
es decir:
x—-z=-2; Oy
(plano proyectante dg sobrexX2)

mientras que

") z-x=-2; y=0
es la ecuacion de la proyeccion (ortogonal))dmbre dicho plano coordenado.
En forma similar se obtiene:

10



Ecuacion plano proyectante desobre el coordenad¢Z (eliminandat, entre segunda y
tercera de (8)):
y—z=1 X

mientras que la proyeccion (ortogonal)rflsobre dicho plan¥Z sera:
y—-z=1 x=0 (')

la interseccion de) con el plano coordenadsera un puntcﬂ(xl; yl;O) = z7=0

de la ultima de las ecuaciones (8) se tiene:
0=1+t = t=-1

valor que reemplazado en las ecuaciones restaat@,chos da:

X =-1-1=-2
y,=2-1=1
luego
R(-210)
la interseccion de) con el plano coordenad” sera un puntd (x,;0;z,) = y,=0
de la segunda ecuacion de (8) se tiene:

0=2+t « t=-2

este valor se reemplaza en las ecuaciones restan{8} y se tiene:

X,==-1-2=-3
y,=1-2=-1
luego
R(-3:0-1)

La interseccion de) con el plano coordenadZ serd un puntd, (...; y;;2,) = %=0

De la primera ecuacion de (8) se obtiene:
0=-1+t = t=1

este valor se reemplaza en las ecuaciones restEn{83 y se llega

Yy, =2+1=3
z,=1+1=2
Entonces:
R(0;32)

11



2-3- Ecuaciones de la recta que pasa por dos puntmsnocidos.

SeanR,(x; ¥i; z) » B(%; ¥,; 2,). Se toma como punto del plano cualquiera de los
dos, por ejempl®;.

P (% ¥ai 2,)

v

Ademas es evidente que un vector que da la dinrecidda recta es
0=RB=(%- X%~ ¥:%2- 3

por ello, las ecuaciones de la recta, en formanp@tréca son:

x=x+(%-x)t
Y=y +(y,— y)t
z=z+(3- 2t

Ejemplo 2:
Hallar las ecuaciones de la rectajue pasa por los punt@(1; 6; 3 ; R,(3;2 3
Un punto de paso sera por ejempl¢l; 6, 3. AdemasP,P=1=(2;-4;0).
Luego:

X=1+2t

r)qy=6+4

z=3
Si queremos expresaracomo interseccion de dos planos proyectantesjrendot,
entre las dos primeras ecuaciones:

operando se llega
-2Xx-y+8=0; Uz
(plano proyectante sob€Y)

12



De la tercera ecuacion:
z=3; Ux;Oy

tenemos la ecuacion de un plano paralelo al coadieXy, es decir proyectante sobre
los coordenadoXZ y ZY.

Luego la recta) puede expresarse:
-2x-y+8=0; Uz
") {z =3 ; Ox;0y
La rectar) es paralela al plano coordena<hd

2-4-Forma general de las ecuaciones de la recta@respacio

Se puede considerar una regtaen el espacio, como la intersecciéon de dosoglan
cualesquierano paralelos
Es decir si

m)ax+hy+ gz d=0

)ax+by+ ¢z d=0
entonces

r={P(xiy:z)/axrhyr ¢z g=0|N{ B xiyip /ax by oz 0=
={P(x;y:9) /axt by ¢& ¢=0 ;ax by gz £

Este dltimo miembro es equivalente a escribirigelisnte sistema de dos ecuaciones
lineales erx, y, z

axt+hy+ gz d=0
r) )
axtbyt gz d=0
que es la forma general de las ecuaciones deteaR’®
el sistema (9) nos da la recdacomo interseccion de dos planos no paraleloseeb

observar que dada una rectaRénexisten infinitos pares de planos no paralelogd¢e
ellos, los pares de planos proyectantes ya vigjog)Ja determinan. (ver sistemas (6))

2-5-Pasaje de la forma general a las ecuaciones parétricas y reciprocamente.

Dada:
" {alx+ ay+ Gz 4=0 ()
ax+bhy+tcz d=0 (m)
L Yy T, no paralelos
gueremos obtener las ecuaciones paramétricgs de

Para ello necesitamos los vectotesjue dan la direccion d¢y un punto de paso. Para
obtenerd pensamos qug 0Tt (1T, por lo tanto el vector normal a

™A, =(a;b;c) Or

13



[o mismo

A, =(a,;b,;c,) O

pero estas dos condiciones implican:
i 0o
n,du

X
Ejemplo 3:

Hallas las ecuaciones paramétricas de la recta

3x-8y+2z=5 (m,) )

Aplicando (10) obtenemos un vectidrque da la direccion dg.
Alserfi, =(2;-37); n,=(3-8 J sera

{2x+ y+7z=2 (m)
r

Luegol = (50; 17 —7) (o cualquier multiplo escalar de él) dara la diréa der)

Para hallar un punto de pas@(xl; Vi 21) , hacemos por ejempla, =0 (que equivale
a hallar la interseccion d¢ con el plano coordenad®y).

Reemplazamos en (11) y se tiene:

14



2Xx—-3y=2
3x-8y=5
Resolviendo el sistema, por ejemplo, aplicandedgarde Cramer, se tiene:

es decir un punto dg sera Pl(% ;—g;oj y las ecuaciones paramétricas de la recta

son:
X= 1+50t
7
4
r) y:—7+17t (12)
zZ= -7t
Ejemplo 4:

Determinar la recta anterior como interseccionodeplanos proyectantes sobre los
coordenadoXY y XZ

Para hallar las ecuaciones del plano proyectaie &b coordenad®y, eliminemos t
Entre las dos primeras ecuaciones de (12) y se:tien

(x—lji:(x+—4j—1 = 17x-50y- 31= 00z
7)50 7) 17

es el plano proyectante

Para hallar la ecuacion del plano proyectante debre el coordenad, se elimina,
entre la primera y Ultima ecuacion de (12), seeoieti

(x—ljiz——lz e —=7x=50y+1= 00y
7)50 7
es el plano proyectante buscado.

Entonces la misma rectadel ejemplo 3, puede darse asi:

r) 17x-50y- 31= (
-7x-50y+1= 0

15



Observacion:

Dada la recta) del ejercicio 3
r) 2X—-3y—-+72= 2
3Xx—-8y+2z=5

la ecuaciones de los planos proyectantes se puddener directamente del sistema
dado. Por ejemplo: ecuacion del plano proyectastieesel coordenadsy, se eliminaz
entre ambas ecuaciones para ello multiplicamos amtembros de la primera
ecuacion por 2, y ambos miembros de la segundaiécugor 7, luego restamos, se
llega a la ecuacion consecuencia del sistema:

-17x+50y=-31 -

17x-50y- 31= Q Uz
como habiamos obtenido.

Para obtener la ecuacion del plano proyectanteessipiano coordenad{/z,
eliminemosy, entre ambas ecuaciones del sistema dado. Parawdlipliguemos la
primera ecuacion por (-8) y a la segunda por gdusumamos, se obtiene la ecuacion:

7X+50z=1 -
-7x-50z+1= 0 Oy
como obtuvimos

Veamos ahora el problema inverso, nos dan una pectsus ecuaciones paramétricas:

X=x+ut
y=y+ut (13)
z=z+ut

y se quiere pasar a la forma general, es deciresaga como interseccién de un par
cualquiera de planos no paralelos, tal quert (1T, .

Conviene expresal) como interseccion de dos planos proyectantes.fEsblema ya

lo hemos estudiado, basta elimib@ntre dos pares cualesquiera de las ecuaciones de
(13) se tienen asi, segun vimos pares de plangsgiemtes de) sobre los coordenados
(ver sistemas (6)) y el ejemplo 1.

Ejercicio:
Determinar la forma general de la recta

X=1+t
r)y=-2-3
z=2t

16



Respuesta:

3X+y=1 x+y=1 2X—2=2
r){ y ) o bien r){2 +é 4obien r){2 ‘3 4
y+3z=- y+3z=-

2-6- Angulos entre dos rectas, condiciones de pagtismo y ortogonalidad entre
rectas.

Sean las rectas

X=X +ut X= %+ \t
rl) y=y,tu;t; I‘2) y=y,t Vvt
z=7z+ ut = 2+ yi

donded =(u;U,;U;) Y V=(\;V,;V,) dan las direcciones dg y ro)
respectivamente.

Sirllr, « U/IV «l=0av; az0 <« u=ay; u,=0V,;L=0\,
En este caso ambas rectas son coplanares.

<

Resumiendo
r/lr, =d=av conaz 0

Si r; y ry no son paralelas puede ser

a) N1, =0 en este caso se dicen que las rectaslstreadas
b) N1, # 0, en este caso son coplanares y se cortan en tm pun

En el caso b), uno de los angulos enirey r, es el angulo entre los vectores que dan
sus direcciones.

Es decir

Recordar que:

17
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Fig.10

Alserry y rp coplanaresseran [ r; < xVv=0< uvy+uvu+ yy=0

Si r; y r, son alabeadas se define como angulo entre tamansj al angulo

determinado por dos rectas respectivamente pasaldas dadas y que se interceptan
en un punto (es decir coplanares, como en Fig.11)
Es decir:

P2

’ Fig.11

ro /Il 1, r2 Il 2 1 yr, coplanarios.
Por definicion

pvrz :El]’rzl =lﬁ,\7 =6

el que se calcula con la expresion (14).

Sir; y rp son alabeadas se dice también que

18



son ortogonales- r; 0r; = GOV < GxV=0 = yy+ uyv+ yy=0

En resumenlas rectas r; y r», en el espacigcoplanares o alabeadasn
ortogonales < u,\v, +Uu,V, +U,V,

Ejemplo 5:

Determinar si el siguiente par de rectas son @asl ortogonales.
w-2,-15 (1)

gl 77 .y xymzT=0 (m)

' 34 ' “13x-4y-11=0  (m,)

5
y+7 22—7 (T[z)

Ambas rectas dadas en su forma general. Debemarsnilear los vectores que dan sus
respectivas direcciones.
Parar;) tenemos:

2
A=l10-=
g (’0’ 7)

~

~ G=R0n=1 0 -2=27-27+k
_ 5 N7 7
n=0;L= 5
! 01 2
7
Parar,):
_ i 7k
=(1-1- L -
r} ( ])} = v=n0n=[1 -1 -1=-4i-3j-k
A, =(3;-4; 0) 3 -4 0
Es evidente qué y V no son paralelos- rﬂk r,

Veamos

i xv=(§ ;—2;1}(—4;—3—]) :—$+£75— 1= 0= 0 OV = r, y r, son ortogonales

2-7- Condiciones de paralelismo y ortogonalidad erd recta y plano

Sean
X=X+ Uut
max+by+cz =0y ) yE y+oul
z=z+ut

El vector normal &) esfi=(a;b;c)y el vector que da la direccion tees

a=(u;u;u,).
Entonces :
19Sir/lm -« N0 - nxu=0 « ay+by+ cy=0

19



gue es la conclusién de paralelismo entre rectanop

Py ]

A
1
3]

Fig.12
20) Sj
rOm = A/l = A=al = (ab;g=a(y;u;u)= a=ay;b=ay;cay=0

que es la condicion de ortogonalidad entre regiaryo

A
¥
n
|
'Pl
Tt
2-8- Angulos entre recta y plano
Dados una recta y un plano:
X=x+ut
r)y=y,+Wt y T)ax+by+ cz 0

z=1z+ut

Se define el angulo determinado por la regtael planort, al angulo que formar),
con su proyeccion ortogone), sobre Tt .

Fig 13
rom,;, U,
la proyeccion ortogonal desobrery es r' =1 (T,

20



m,r=fr' =a. Porotraparte(fi,0)=¢ es complementario de

Luego
nxu_ au +bu + cy
AlEl Va0t + ¢y gty

cosp = sem = - a

2-9- Problemas de interseccion
2-9-1- interseccion de rectas en el espacio
Idem las rectas:

X:X1+Ult X= )§+ \{S
L)Ay=y+ut [)4 Y= Y, + V,S
Z= §+ Lé'[ 7= ;+ yS

Determinar si existe en el espacio en el espauejgn presentarse sus ecuaciones en
forma general como interseccion de pares de plary®ctantes. Asi:

U, u, U U

y parar, es

rZ:{P(x;y:z)/X_Xz: " %X %_ 2 ;}
Vl V2 Vl V3

Es evidente que si se desea estudiar,, ello equivale algebraicamente a plantear el
sistema siguiente

X=X _ Yy~ %
ul u2

X=X _ 7= 2
ul B u3

X=% _ Y= %
Vl V2

X=% _2-1
Vl B V3

Los puntosP(x; Y; z) O rNr, deben ser solucién de este sistema de cuatroiengac

con tres incégnitas que equivale a considerartémgaccion de cuatro planos. Mas
adelante aprenderemos a resolver sistemas de ecesdineales en general.

Por ahora procederemos asi: se plantea la intdbsede tres de los cuatro planos,

supongamos que exista, entonces se verifica sa ditbrseccion satisface la ecuacion
del cuarto plano.
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» Si existe un unico punto de intersecc(()g; yo;zo) ,entonces las rectag y r»

se cortan en dicho punto y son coplanares.

» Silainterseccion es vacia, entoncgsy r, son paralelas (coplanares) 6
alabeadas (es sistema es incompatibles)

* Silos puntos de una de las rectas son solucicrlesstema ambas rectas son
coincidentes (el sistema se dice indeterminado)

Ejemplo 6
Hallar la interseccion, si existe, de las rectas
Xx+2y=1 _ 3x+4y=1
) _ : r,) _
Sy-z=-7 2y+ 3z= 3¢

como vemos aca las rectas ya vienen dadas commedot@&n de pares de planos
proyectantes. Entonces para planteflr,, debemos resolver el sistema:

x+2y =1
Sy—z=-7
/ (15)
X +4y =1
2y+3z=38

Veamos la posible solucién del sistema formadogpamplo, con las tres ecuaciones
del sistema.

Las podemos resolver, por ejemplo, aplicando ldareg Cramer.

Tendriamos:

1 2 0 1 1
-7 5 - 0 -7 -

1 4 0 3 1 -
X:—:iz 1; y:—:_2:1
1 2 0 -2 1 2 -2
0 5 - 0 5 -

34 0 3 4
1 2 1
0 5 -7
3 4 1] -
zZ= = 24:12
1 2 0 -2
0 5 -1
34 0

La solucion (—L‘ 1 12) es la solucion de las tres primeras ecuaciones d&) pero
no del sistema.

Por ello debemos ver si verifica la Gltima ecuaadéhmismo :

22



2.1+3.12= 3¢
Luego sin m&s ambas rectas se cortan en el @(ﬁd;l‘ 12) y por lo tanto son

coplanares.
Podemos escribir entonces:

N, ={(-11 12

2-9-2- Interseccion de rectas y planos.

Sean la recta

X=X+ ut
r){y=y,+ut y maxt+ by cz &0
z=z+yt

Se desea (1t es decir el conjunto:
rﬂn:{P(x;y;z)/x: X+ yt; y= y+ yt; = z+ yt;ax by cz €0 }

lo que equivale a plantear el sistema:

X=X+ ut
y=%tut
z=z+ ut

ax+by+ cz+ =0

sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incoghatéscil solucion por sustitucion.
Para ello reemplazamos en la Ultima ecuaciéndtwes de, y, zdados en las tres
primeas ecuaciones, se obtendra una ecuacibdedripo

at=f3; si a # 0 entonces =E
a
Reemplazando este valor den las primeras se obtiene

{(6iveiz)} =rNm
es decir el punto de intersecciénrde 1.
Si a =0 puede ser:

1) B=0,luego quedara tG=0, ecuacion que se verificit OR, lo que
equivale a decir que todo valor xley, zde las tres primeras verifica la ecuaciéon
del plano.
En este caso en que las recta esta contenidgpéamel
Es decir:

r=rm en este caso.
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2) B#0, entonces serét 6 3 ecuacion incompatible, lo que significa que para
ningun valor dé se obtendran valoresy, zde loas tres primeras ecuaciones que

verifiquen la ecuacién del plano.

En otras palabras
r(m=0 (sistemaincompatible).

Geomeétricamente significa qué/ 1t

Ejemplo 7:
x=t
)4 y=- % 2Zel sistema a

Hallar , si exister N1, siendom) 2x-y+z-1=0 y
z= 1-t

plantear es el siguiente:

xX=t
y=-1+2t

z= 1-t
2x-y+2z-1=0

Reemplazando las tres primeras en la Ultima, se:tie
2t-(-1+2)+(1-t)-1= 0 = 2+ E-P2+ ¥t- & 0= 4t= 0= t=
Reemplazando este valor den cada una de las tres primeas ecuaciones yeohbsn
% =1
Y, =-1+2=1
z,=1-1=0

Luegor y Tt se cortan en el punt® (1, 0)
Observacion:si la recta) viene dada como interseccion de planos proyextapor

ejemplo,

=<

X=X _ Y-
r)_ ul u2
X=X _Z- %

U U

X

X

Entoncesr (] 1,razonando como siempre, nos lleva a plantearstensa de tres
ecuaciones con tres incognitas, es decir la intei&e de tres planos.
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X=X _Y~ ¥

ul u2
X=X _2Z- 1%

ul B u3
ax+by+ cz+ =0

gque y sabemos encarar, aungque el camino antenmagsencillo.

2-10 Problemas de distancia
2-10-1- Distancia de un punto a una recta en el espo.

Sean
X = )(1+Lﬁt
ry=y,+ut yelpuntoR( %;Y,;2)
z=z+yt

se desea hallar la distanciaBe a r) que simbolizaremos
5(Ry:r)

Fig.14

SiROr = §(R,r)=0
Consideremos entonce$, Ur

v
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Fig 15

0
En el B R Bcontenido e, se verifica que:

3(Py;r)= ‘5150‘ sern, comodi # 0 podemos multiplicar y dividir pofi|

tenemos:

V)
=
(7]
(¢}
8
]
=
!

6(Po:r)=‘P1 ———=

expresion esta Ultima que nos da la distancia pe@tservemos que si el sentidotde
fuera contrario deberiamos trabajar @on perosem '= sem puesu+o =TI.

Ejemplo 8
Calcular 3(Py;r) siendo:
X=-1+t
r)iy= 1+2 ; P(12-2
zZ= -1

0=(1,2-1; POr/P(-3110; PP,=(22-% {f]=vV ¥ 4 £V

—

K
=3+ 0]+ %; [RROU=V % & &= L

.:Ux
oU
]
(et}
11
= N T
=

2 -

luego
5(%;r):%m73

2-10-2- Distancias entre dos rectas alabeadas

Dada dos rectas alabeadas, es decir no coplansgidesea calcular las distancias entre
ellas, es decir la distancia medida sobre la did@cnormal a ambas .Veamos la figura

siguiente, ademas simbolizaremos dicha distanéia5é§; r2)

A
Z Trz/
\Y

U
i
[enl}
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Fig.16

Observemos que la distancﬁ(rl; rz) se obtiene proyectand@ﬁ0 sobre la direccién
normal ar, y r, simultaneamente, dicha direccion normal a ambziaseviene dada
por la direccion dgui 0V).

Entonces dados

X=X1+Ult X= )§+ \{S
L)Y =Y+t [)3 Y= Y,+ V,S
z=z+ut = 2+ y¢

dondedi = (u;u,;u,) daladireccion dey) y V=(v;v,;v,) da la direccion de).
Por lo dicho arriba sera:

L == || = (G OV)
5(r1,r2) _‘Pr Oy(uuv) P1P2 _‘PlPZX( utl V)o‘ - FIFEX |U DV|
expresion que permite calcular la distancia pedida.
Ejemplo 9
Hallar la distancia entre las rectas
X=2-t Xx=1+ 2s
L)y =1+3 ; L)1y =2-3
z=-1+t z=-1-4¢

R(2:1-2; P,(1 2- 3 luegoRR, =(-1;1,0) ademasi =(-1,2:1); v=(2-3-4

Calculamos ahora:

1 1 0
RRxu0y=|-1 2 1=3
2 -3 -

Entonces:
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3
o(r;r,)=—=
( 1 2) \/3_0
3-10- Condicion de coplanaridad de rectas en el espo

Sean las rectas:

X=X+ ut X= %+ S
rl) y=y,tu,t; I’2) y=Y,tV,S
Z:%"' l.ét z= %"‘ yf
A
Z
p2 \Y] )
P1
ri
u

X Fig 17
Si r, y r, son coplanares deberan ser coplanares los vectBie; iy V.

Luegor, y r, son coplanares- BPR,x ulJv=0

COmoRP, =(%= X:¥,~ % : 2~ 2)

0= (u50,50); V= (v5v,3%)
La condicion de coplanaridad de y r, sera:

X=X YT %
= u ) y (=0
Vi Vv V3

—_—

PEx ul]

<t

3-11-Haz de planos

Sean los planos, )a,x+ by+ gz+ d=0 ; T,) ax hy ¢ ¢0
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Tal queTt, no es paralelo a,, luego Tty (11, =r . Es decir tenemos una recta darle por
sus ecuaciones en forma general.

(16)
ax+by+ ¢z d=0

r){alx+ny+qz+ 4=0
gueremos hallar una ecuacion que nos da en lalpotidos los planos que pasan por
r =14 (11, Dicho conjunto de planos se llama haz (o famde)planos de eje Para

obtener esa ecuacion, a la primera ecuacion ddégs8mamos la segunda multiplicada
previamente por un numevo 1R se obtiene:

ax+hy+ gz d+A(ax by cz §=0
es decir
(a,+2a) x+(h+Ab) y+(c+A g) #( ¢+A =0 (17)

esta ecuacion es de primer gradxeyn z,luego para cada valor d&, tendremos la
ecuacion de un punto.

Ahora debemos mostrar que los planos que 17 cemtierta recta r =11 (T,

Fig.18

Para ello tomamos un purdebitrario P, (,;Y,;2,) 0 r=1,N 1, y probamos que
verifica la ecuacion del haz de planos (17)

En efecto comoR, O(m,N1,) = R,OMmy ROM,<
{q&+Q%+q%+q=0

(identidades numeéricas)
a,%*+hyt Gzt d=0

Si a la primera le sumamos la segunda multipligemita\ [0 R, tendremos :
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(a+A&) % +(+Ab) %+( G+A ¢) z+( g+A ¢=0

Entonces F},(x0 ; yo;zo) 0 alos planos que se obtienen de la ecuacionpéra)cada
valor deA. ComoR, Or es arbitrariogquivale a decir que los planos que se
obtienen de (17) contienen a toda larecta=x, =,.

Finalmente probaremos que (17) da todos los pldelsaz, excepto aquel cuya
ecuacion fue multiplicada por , en nuestro casm,. Para ello pensemos en determinar

la ecuacion del plano del haz que pasa por un plq@xg; YVii zl). Debemos determinar

el correspondiente valor de, para ello, pensemos qlE}a( X yl;zl) tiene que verificar
(17) puedP; pertenece a un plano del haz.

Tenemos:
(a,+2a,) x+(Q+Ab) y(G+Ag) z( ¢+A ¢ =0

DespejemosA, y tenemos:
A= dXxthyr ez d
ax+thy+ gz d

este valor de\ existe = a,x+by+cz d#0 - RIm,

Luego la ecuacién (17) representa a todos los pldabhaz de eje =11 (T, excepto
T, (en este caso).

Si se quiere la ecuacién de todos los planos deldebera considerarse:

(a+A&) x+(+Ab) y+(G+A ) #( g+A §=0

(18)
a,x+hy+ gz 4=0

Si m//in, -« mNm,=0 entonces sera:
a_b_gq ; (a,20; b,20; ¢, % 0)
G

Si sumamosA a todos los miembros:

i+)\ :H+)\ :&+)\ o a1-”\: tl-")\: G+HA

= todos los planos de (17) 6 (18)
&, b, G & b, G

son coincidentes corm, =T,
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Ejemplo 10

Dados los planos

W) X-y-2z=1

W)X+ y-2z=2
determinar el plano que pasa por 1 (1T, Y que verifica, en cada caso las siguientes
condiciones:

a) pase por el punt® (2;-3 1)
b) sea normar al planu2)2x+ y—-3z=4
c) pasa por el puntd?,(2;0; 0)

La ecuacion del haz de planos de ejery (1T, es
(L1+A)x+(=1+A) y+(-2-A) z=(1+ A) (19)

a) el valor deA se obtiene (pueB UTt,) reemplazando sus coordenadas en lugar
dex, vy, zrespectivamente.

(1+A)2+(=1+A) =3+ (-2-A)= (¥ 2) - )\:%

reemplazando en (19) se obtiene la ecuacion deb aralelo:

3.1 5
—X—=y——=2z=2
2 27 2

b) si el plano (19) debe se perpendicular,ael producto escalar de sus versores

normales debe ser nulo.
Es decir, siendo

Reemplazando en (19) tenemos la ecuacion del pladiodo

1 13 5 4
——X-—Yy-—Z=——
6 3

6 6

c) observemos qué, T, luego si aplicaramos el método del caso a) vesamo
que no existe\, lo que ocurre que el plano pedido es el prapipocuya
ecuacion fue multiplicada pok, es decir:

X+y—2z=2
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PROPUESTAS PARA LA PRACTICA

Una recta tiene por ecuaciones paramétricas:

X=-2+3t
y=4-t te R
z=1+5t

a) Escribe las coordenadas de dos puntos pertenecientes a la misma.
b) Explica por qué el punto de coordenadas (10,1,10) no pertenece a la recta.

c) Escribe las coordenadas de los puntos de la recta que se encuentra a J4a6
unidades del origen de coordenadas.

d) Obtén la forma canénica o simétrica y expresa luego la recta como interseccién
de dos planos proyectantes.

e) Escribe las ecuaciones de las rectas que resultan de proyectar la recta dada
sobre cada uno de los planos coordenados.

Escribe ecuaciones paramétricas de la recta que contiene al punto (2,3,—4) y es
perpendicular al plano de ecuacion x—4y +2z=8.

2X-y+z=6
X+4y-2z=8
b) Halla las coordenadas del punto donde la recta corta al plano coordenado XZ.

. a) Obtén ecuaciones paramétricas de la recta {

Halla el angulo agudo que determinan las rectas:

2x-y+3z-4=0 X+y-2z+3=0
3x+2y-z+7=0  ’ 4x—y+3247=0
. Verifica que las rectas:
2x+y+z=0 x+7 3y+4 9-z
a y = = son paralelas.
xX—-4y+2z+12=0 2 -3 3
2 -2z+10 = - _
b X+y-2z+10=0 y 4 X_Y 3:Z+11 son ortogonales.
y+2z-4=0 4 -3 2

. Verifica que el plano de ecuacion 3x-8y+2z=8 contiene a la recta de

x-2 2y-2 z-5
10 11 7

ecuaciones

Determina el valor de a para que el plano x+y-2z=5 'y la recta
x-1 y-2 z-5
3a a+1 a+2

sean paralelos y calcula la distancia entre ambos.

Dado el plano x+2y—z=4, determina el valor de a y b para que la recta
x-1 y-1 z-4
5 a+1 2b

sea perpendicular al plano.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Halla el angulo formado por la recta X2_1 = y;2 = 2;1 y el plano
2X+y—-z=95.
x=1+u
Verifica que la recta de ecuaciones {y=2+u ; ue R es ortogonal al plano
z=-3
X=2+t-5
y=1-t+s ; t,se R y encuentra las coordenadas del punto de interseccion.
z=2+1t+2s

Halla las coordenadas del punto simétrico a P(1,1,1) respecto del plano
x—2y+3z=0. Controla el resultado calculando la distancia de P y del punto
simétrico a P, al plano.

Encuentra las coordenadas del punto de interseccién entre las rectas
x=1+t x=17+3s
y=-3+2t ;teR y <y=4+s ;seR yobténluego una ecuacion del
z=-2-1 z=-8-s

plano que determinan.

-1 y-2 z-3
3
las coordenadas del punto de la recta que se encuentra a dicha distancia.

Halla la distancia del punto P(1,4,5) a la recta X

y encuentra

Calcula la distancia entre el par de rectas paralelas del ejercicio 5 a).
x=k+2t x=1+s

Dadas lasrectas {1y =t y y=-1+2s
z=2-t Z=-5

a) Determina k para que resulten coplanares.
b) Para dicho valor de k halla una ecuacion del plano que determinan y las
coordenadas del punto de interseccion.

xX=2+2t
a) Halla la distancia entre las rectas r,)sy=—-1-t y r,) determinada por los
z=3+3t

puntos P(1,0,2) y Q(-2,2,6).
b) Explica cémo podrias determinar las coordenadas de los puntos Ae r, y Be r,
de modo que el modulo del vector AB sea igual a la distancia entre rLytr,.

Determina una ecuacién del plano 7 que contiene al punto P(6,7,0) y ala recta
" 3x-y+z+1=0
x+3y-z+3=0
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18.

19.

20.

21.

22,

23.

10.

Halla una ecuacion de la recta proyeccion ortogonal de la recta rsobre el plano
x-1_ y-2 z-1

X+y—-z=1,siendo r
) X+y i ) 5 3 5

2x+3y—-5z+7=0

Encuentra una ecuacion del plano que contiene a la recta y
5x+4y+7z+1=0

es perpendicular al plano x—y+z=0.

Encuentra una ecuacién de la recta L que contiene al punto P(-2,3,4) y es

x=3-2t X=-2+4s
ortogonala r)sy=4+3t ;teR ya r,)y=3-25 ;seR.
z=-7+5t z=3+t

Halla una ecuacién de la recta que contiene al punto P(1,2,3) y se intercepta con
- - 2x+3y-z+1=0
las rectas de ecuaciones X y=3 = z-1 y
2 3 4 X-y+3z-4=0
Escribe unas ecuaciones de la recta que contiene al punto M(-1,2,—3), es
perpendicular al vector v =(6,—2,—3) y se corta con la recta
x-1_ y+1 z-3
3 2 -5
Los puntos A(1,-2,4), B(3,1,—-3) y C(5,1,—7) son los vértices de un triangulo.
a) Halla unas ecuaciones paramétricas de la recta que contiene a al altura trazada

por el vértice B al lado opuesto.
b) ¢En qué intervalo tiene que variar el parametro para generar los puntos de la

altura?
RESPUESTAS
29 33 18
.c P(1,3,6 Q —,—,—-—
) P( )y (7 > 7)

b) (4,0,-2)

a:g ; dist =26

5
a=9 b=-—
y 2
/198

o = arcsen
198

1(1,2,-3)
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11

12.

13.

15.

17.

18.

19.

20.

21,

22,

40 51

(§El}

\777

P(2,-1,-3)

g [16 . 0(2_ 40 51
11

X+y-z=1

x=-2+13t
L)y =3+22t
z=4-8t

1711711

{2x—3y+z+3:0

23x+24y+2z+31=0

te R

de las rectas dadas.

x=-1-2t
y=2+3t
z=-3-61

te R

)

k=-6; x+y+3z=0; 1(4,5,-3)

z)-13x+11y-7z+1=0

La recta es la interseccion de los planos que determina el punto P con cada una
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