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EL PLANO
1- Definicion del plano como lugar geométrico

Dado un verson # 0 un punto fijoPy, del espacio, el lugar geométrico
n:{PIWDD n; o P= E} (1) es un plano que pasa por el putoy es
normal al vectorn . Queda entonces descrito el plamocomo el conjunto de

puntosP del espacio, formado por el mismo puRtadado y los puntoB que
son extremos de los vectorB$ normales al vecton dado.

2- Ecuaciones del plano referida a un sistema de co@dadas cartesianas
ortogonales.

Consideremos ahora un sistema de coordenadas@aotestogonal en el
espacio con la base canonica asoc[efd:i; IZ} de componente(sa;b;c) y un

punto B(x;y,;z). El lugar geométrico (1), viene dado asi:

T[:{P(x;y;z)/Fl)PD”n; o P= f}

también




La ecuacion
RPxN=0 (2)
gue deben verificar todos los puntos del plandg slbos, es lacuacion
vectorial del plano T, que pasa por el punR y es normal al vecton .

2-1- Ecuacion general del plano
Siendo P(x;y;z) un punto cualquiera del plano, y corR®=(x- % ;y- ¥ ;2= 7),
la (2) puede escribirse:

(asb;c)x (x=x;y—y1;2-2)=0

y recordando que el producto escalar es igualslitaa de los productos de las
componentes homoélogas, tenemos:

a(x=x%)+b( y y)+ ¢ = 2=0 (3)

es decir:
ax+b.y+ c.z(- ax by c}y=0
si llamamos
—ax—-by-cz=c (3)
se obtiene

ax+b.y+ cz &0 ((4)

que es la llamadacuacion general del plano.
Dicha ecuacion resultd ser de primer grado erréssviariables; y; z.

2-1-1- Significado de los coeficientes de la ecuaeigeneral del plano

los coeficientes de la incognitas, son las compimsette un vectorm = (a;b;c) que es

normal al plano, pues asi fue elegida
En cuanto al coeficientd (término independiente) resulta ser proporcioraldistancia
del origen de coordenadas al plano. En efecto eielﬁ(ix; Y, z) un punto genérico del

plano T, resulta:
g,
cos n;OP

lo que significa qu¢d| es proporcional al médulo de la proyeccién@igsobre la

|-d|=|ax+ by + cZ =|(a;b;c)x(x; y;2) :‘ﬁxO—P‘ :|ﬁHO—F" =i 5(;0)

direccién den , esto es}d| es proporcional a la distancia del origen 0 ah@ld&n caso

que|ii| =1, tendremos qufl| es exactamente la distancia del origen al plaaso(de
la figura)



OPxng| =

siendo

B

ﬁo=|

2

donded(rt; O) simboliza la distancia d& al origen de coordenadas

2-1-2- Ecuacion normalizada del plano
Si en la ecuacion general

ax+b.y+ cz &0

se verifica qudfi| = va’ + b’ + ¢ =1, ella se denomina entonaesuacion normaldel

plano. Es claro que en este caso el término indkgete nos da, salvo el signo, la
distancia del origen al plano.

Siel |fi|#1, podemos normalizar la ecuacion general (4) divido por , lo que es
posible pue$ﬁ| £ 0, por serfi z 0 segin hemos observado.

Se tiene:
a b C d

X+ + 7+
Ja?+2+ @ @i+ b+ Czy Ja+ g+ ¢ d+ B+ @

es donde el nuevo vector normal al plano es:

( a ) b ) C ]
JaZ+b*+ @ N ai+ P+ & A @+ B+ &

y por lo tanto se trata de wersor normal a dicho plano, como es facil de comprobar.



Ejemplo 1:

Hallar la distancia del origen al plarf&x—-y+3z=-1
Siendon = (2;-1, 3 y como|f| =4 +1+ 9=+/14# 1
Debemos normalizar la ecuacion

2 1 3 1
X— + z=-
N 7N VAN VSN !

la distanciad pedida es
5= ‘_ 1 ‘ _ 1
Jialia
Interpretar el signo menos del segundo miembro
Ejemplo 2:

Hallar la ecuacion del plano normal al vectioe (2;3;—1) y que pasa por el punto
R (5;-2 3). La ecuacion (3) nos da la solucion:

2(x-5)+3(y+2-(z-3=0 osea & B =
otra forma de resolver el problema es utilizandeckaacion (4). La ecuacion buscada

sera de la misma forma:
2x+3y-z+d=0

para lo calculad, tenemos en cuenta que el puﬁ;()S;—Z; 3) pertenece al plano, por lo
tanto sus coordenadas han de verificar la ecuagbmismo.

25+3(-2-3=-d = -d=1
reemplazando:

2x+3y-2z=1
como ya habiamos obtenido.

2-1-3- Casos particulares. Ecuacion general de uigmo que pasa por el origen de
coordenadas.

Si en la ecuacion general del plano obtenida:

ax+b.y+cz &0

se tiene qud = 0 entonces el plano pasa por el origen de coares (0; O; 0). En
efecto la ecuacion sera en ese caso



a.x+b.y+ c.z0
que es satisfecha por el citado origen (0O; O; 0).

Reciprocamente, si el origen de coordenadas pegeaielano, entonces el término
independientel, de la ecuacion general es nulo. En efecto, seeauacion

ax+b.y+cz &0
si el punto (0,0,0) pertenece al plano, sus co@das verifican la ecuacion, esto es:
a0+b0+c0+d=0 = d=0
Resumiendo entonces, un plandendra por ecuacion
ax+by+ cz=0 < elorigende coordenadas pertenece a dicho plano

Consideremos ahora otros casos particulares quipymesentarse.
Sea entonces de nuevo, la ecuaciéon general d@:plan

ax+b.y+cz &0
y supongamos qua=0; b#0; c#0, d# 0.laecuacion del plano sera en este

caso
by+ cz+ d=0 Ox (5)

el vector normaln = (O;b;c) resulta ser normal aje x puesto que xfi =0 donde
i = (l' Q O) es el vector asociado de dicho eje. Por lo tamtes paralelo al plano

coordenadd&’Z,lo que implica que nuestro plano de ecuaciong3)amal a dicho
plano coordenado, es decir se tiene un pfaogectante sobre elYZ.

v




Si en (5) es tambiéh= 0 se obtiene:
by+ cz=0 Ox (6)

En este caso el plano proyectante sobMZepasaademaspor el origero lo que
implica que toda ecuacién del tipo (6) es la ecurade un plano proyectante sobre el
coordenadd&’Zy quecontieneal ejex.

ZA

v

X

Igualmente, en forma analoga pueden estudiarsmakiss:

e a#z0; b=0; c#0 d#0, esdecirlaecuaciéon

ax+c.z+ d=0 (Oy

es facil mostrar que representa a un plano proyectobre el planoX¢Z ). Si ademas
esd =0, el tal planocontendraal ejey.

e a#0; bz0;, c=0 d# 0, tendremos la ecuacion
a.x+b.y+ d=0 (02

que sera la ecuacion de un plano proyectante sbptano coordenadd{y), si ademas,
esd = 0, dicho plan@ontendré al ejez

Veamos ahora qué ocurre cuando se anulan de aglogdficientes de, y, zen la
ecuacion general.

Sea por ejemplo:

a=0; b=0;, c#0 dz0

de la ecuacion general obtendremos

cz+d=0  (Ox{y) ;obien z:—% (OxDy (@)

el vector normalii=(0;0,c) =c(0;Q )=ck ~ N/ ejez



por lo que el planat resulta normal a dicho eje o lo que es lo misnralpk al plano
coordenadY.

V4

Siademéa:ded=0
tenemos en (7x= 0;
(Ox;0y) . Ecuacion esta
que caracteriza al plano
coordenadY,como es
facil deducir.

v

y  De modo analogo pueden
estudiarse los casos:
a=0; b#0; ¢c=0 d=#0

La ecuacion sera b.y+d=0 oseay=-— (Ox{J2 yseralade un plano

ola

paralelo alXZ.

Si ademasl = 0 tendremos:
y=0 (Ox;02)
es decir la ecuacion dplano coordenadoXY

Si az0; b=0; c=0 dz 0 tendremos:

ax+d=0 0 sea Xx=-

ol

(Oy03

ecuacion de un plano paralelo al plano coordevati&i ademasd =0 tendremos
x=0 (Oy;02)

El plano sera coincidente con el coordenddoEs decir es la ecuacién de dicho plano
coordenado.

Sifueraa=b=c¢c=0 y d#0 laecuaciéma.x+ b.y+ c.z =0, no es verificada por
ninguin puntoP(x;y; ).

¢, Qué puede decirseaFb=c=0y d=07?
2-2- Trazas de un plano
Llamamostrazas de un planart de ecuacion

ax+b.y+ cz &0



a las intersecciones de él con cada uno de losplawordenados.

Determinemos, por ejemplo, la traza del planoon el coordenadXY (llamada traza
horizontal) de ecuacion este ultimo

z=0 (Oy;0x)

Se trata de hallar la interseccién de ambos planos:
{P(x;y;2) 1ax+ byr cz O} N{ P xy;k /20 ={ P xy)z /ax by =0 =4}
Esto significa que la traza buscada es una redtaecuacion

ax+b.y+ d=0; z=0
contenida en el planoXy.
La traza dermt con el planoYZ (traza vertical), se obtiene hallando la intergetc
{P(x;y;2) lax+ byr c2 O N{ ® x;yig /%0 ={ @ xy)z /by €z =0 4
es decir se trata de una recta de ecuacion

b.y+cz+ d=0 ; x=0 (en el planoYZ)

Igualmente puede mostrarse que la traaa el plano XZ, es la recta

ax+cz+ d=0; y=0 (contenida en el plandXz)

ZA
C(0;09)
’/b§+ cz+ d=0;x=0
ax+cz+ d=0;y=0
T
k
O BOKO) Yy
A(h;0;0)

®___ax+by+ d=0;z=0

X

Para representar un plano necesitamos conoceaagas ty para ello conviene
determinar los puntos A, B y C de intersecciongd@ho con cada uno de los ejes
coordenados. El punto A tendra coordenata®;(0), el valor dén lo obtendremos, por



ejemplo, reemplazando esas coordenadas en la ésubiplano dado y haciendo que
la verifiquen esto es:

ah+ 0+ 0+ d=0; h:—% (a2 0 (8)

Si a#0, el plano no es proyectante sobre el coordeNalpor y eso existe el punto
A.

De igual modo se obtienen las coordenadas de

B(0;k;0) en dondek = —% (b#0) el plano no es proyectante sobrXEl
d
C

C(0,0;1) endondd =—-= (c#0) (9) el plano no es proyectante sokhe

Es claro que si el plano pasara por el origen dedemadas, los puntos A, By C
coinciden con el origen de coordenadas y las trpasan por éste.

ZT
Representar el plan8x + 2y+ z=3 (0:0:3)
Los puntos de interseccién con los ejes son: N\

Con el ejeX: (1; 0; 0)

Ejemplo 1:

Con el ejey: (O; g; 0)

Con el ejez: (0; 0;3)
Con estos puntos se determinan las trazas.

(0;=;0)

~i

v

(1,0;0)

2-3- Forma segmentaria de la ecuacion del plano.

Sea un planat de ecuaciéra.x+ b.y+ ¢c.z- ccon d #0 (es decir no pasando por el
origen). Si dividimos ambos miembros pat)(-obtenemos

a b c
— X+—.y+— z=1
-d -d -d

10



gue también puede escribirse:
XY, 2 =1 (a#O;b#O;c#O)

4 -d -d-
a b c
teniendo en cuenta (8) y (9) resulta
Z+l+_Z:1
h k |

Esta es la llamada forma segmentaria de la equdeidplano. En ella el significado de
h, ky 1, es el visto en el punto anterior
Esta forma de la ecuacién del plano es muy cOmadangpresentar los planos.

Ejemplo 1
Representar el plano de la ecuacign y—2z=2

Pasamos a la forma segmentaria

A §+l’+_2:1

A
z 2 2 -1

v

Ejemplo 2

Representar el plano de ecuaciom+2y=3; [z

Es decir se trata de un plano proyectante solpkaebd coordenadXy.
Sera

X — .
j+ =1 :; 0Oz

<

2 3
La traza sobre ely se obtiene de inmediato. la traza sobrézlse la obtiene para

1 L .
X=0, quedandoyzé; Oz. Ecuaciéon de una recta paralela alZgn dicho plano
coordenado.
. . 1
Analogamente, se tiene que la traza con el pkahes la rectax =§; [z paralela al

ejeZ, en dicho plano coordenado.

11



1

x:%; y=0; Oz—»
—»2x+3y=1; [z

Wl

»
»

y

2x+3y= .i;z: 0

3- Angulo que forman entre si dos planos

Supongamos tener dos planos que se corten. E®hagria elemental, sabemos que
se llama angulo entre los mismos, al angulo dedaién normal del diedro

determinado por ambos planos. Dicha seccion nasenk obtiene interceptando ambos
planos con otro normal a ellos.

Supongamos que las ecuaciones de los planos son
m)ax+hy+ gz- d=0; N=( a:h:q
m)ax+by+r ¢zr d=0; n=(a:h;q)

El angulo formado por, y 1, coincide con uno de los angulos de la seccion norma
(El otro &ngulo es el suplementario)

Recordando que:

nox 1, =[R[[T cost
obtenemos

12



aa+thhtqg o (10)
\/2+ 2, 2\/ 24 h24 o2
8 +th'+¢ {a'+th'+g

3-1 Condicién de perpendicularidad entre planos
nOm - f 0n = fxn=0 (nz0nzQ

En efecto:
: T
Al ser perpendiculares ambos planos s:emz por lo tantocosa =0

Luego en (10) tendremos
(11) a,a+hb+qc=0 yreciprocamente

Luego esta es la condicién necesaria y suficieatgedpendicularidad entre los planos
Ly T,

3-2-Condicion de paralelismo entre planos

Si los planos
m)ax+hy+ gz d=0

m)a,x+by+ ¢zt ¢=0
son paralelos, sus vectores normales

i, =(a;b;c) y A, =(a,;b,;c,) seran paralelos, lo que significa

A, =kn; kz0
Pasado a componentes resulta:

a=ka; bh=kb; q=kg
que es la condicion necesaria y suficiente de @lssalo buscado.

Sia,#0; b,20; c,# 0, esta condicion puede escribirse asi:

3-2-1-Planos coincidentes

Si para los planost y 1, mencionados arriba se cumple que
a=ka; Bb=kb; g=kc; d= kd ; KI F los planos son coincidentes.

Si a,20; b,Z0; c,#0; d,# 0 la condicion anterior se podra escribir asi:

13



Ambas ecuaciones representan el mismo plano, pdassblucion de la primer
ecuacion es también solucién de la segunda y mezEprente.

Ejemplo:
Dados los planos de ecuaciones
2x+3y—-z=-2
-X+2y+kz=1
Calculark de modo que resulten perpendiculares.

Aplicamos la condicién (11):
2(-1)+32-k=0 de donde&=

4- Distancia de un punto a un plano

Sea el planat de ecuaciérax+ by+ cz+ d=0 yel puntoR(x;y;;z) O T

Recordemos que la distancia del pupi@l planoTt, es la longitudd, del segmento
determinado por Py el pie de la perpendicular trazada desde diopalmplano.

P1

J
\

Evidentemente sB m es 8= C
Hallaremos ahora una expresion que nos permitalaal@n funcién de los datos, la

distanciad . Antes recordemos que para proyectar un vegtmbre la direccion de otro
vectorb , tenemos:

14



Luego

‘éxti)‘ﬂPro;éa

Dondeh, es el versor asociado tie

Qi

\ 4

Y »
b
Proy.a

Tenemos entonces el plano

M) ax+by+ cz+ d=0 yelpuntoR(x;y,;z) dados

Tomemos F{)(xO ; yo;zo) O, luego las coordenadas Bgverifican las ecuaciones de
T
X+ Qy+ gzt ¢=0 (12)

—_—

observamos en la figura g@ese puede obtener corﬁmroyﬁ P Pl‘ = ‘PO P xn

15



esto es:
PPy X

=9d (13)
si tenemos en cuenta ahora que:
PP :(Xl_xo?Y1‘YO izl_zo)

a b C
i, = ; :
(\/a2+b2+c2 Ja+ B+ ¢\ &+ F+ czj
Reemplazando en (13) y efectuando el productoa@sicalicado, tenemos

o=

a b c
N S Ay romret S Ay prrare & 7@)‘

efectuando los productos y ordenando:

o=

a b C
e Ve y, + -
\/a2+b2+c2X1 Ja+ b+ & J @+ g+ c?zl

a b

c
_ - - C sl w4
\/a2+b2+c2)<O x/a2+b2+c2y J &+ B+ 620‘ (1)

Si ahora tenemos en cuenta (12) podemos escribir

a b C

d
+ + ———
\/a2+b2+c2)<0 Ja+ B+ c2y0 J &+ 7+ cfzo J @+ B+ @

Reemplazando ahora en (14) tenemos:

a b C |

d
=]
‘\/a2+b2+cle+\/a2+ b7 + czyl+\/ &+ I+ 821+\/ &+ B+ d

Obteniéndose la férmula que nos permite calculdid@nciad pedida. Obsérvese que
0 es el valor absoluto del nimero obtenido. Integoeéalumno el significado del
signo + 0 — que tiene dicho numero. Si desea obtamistancia del origen al plano,
entoncesk, =0 por lo que:

x=0; y,=0; z=0;
guedando

d

Jai+b?+¢c?

que coincide con el resultado obtenido en el par2at-1

o=

16



Ejemplo:
Dado el planar) 2x-y+ z= 3, hallar la distancia del puntg(-1; 2; 3) al mismo.
A=(2; -1 2); p|=v4+ 1+ 1= €
2 -1 1 3| _|- 4
d=|—(-1)+—= 2+— 3—|=|—|=—
R AT
4-1- Distancia entre dos planos paralelos

Con el resultado obtenido en el punto anterior gueduelto el problema de hallar la
distancia entre dos planos paralelos. Bastaralaalieudistancia de un punto,
perteneciente a uno de ellos, al otro plano.

Ejemplo:
Sean los planos T[l) 2x-y+3z=-1
T,) 4x-2y+6z=5

Se verifica quett // T, pues % ===

Tomemos ahora un punto cualquierarde por ejemplo, para ello fijamos

arbitrariamente dos coordenadas, y calculamosdargede modo que verifique la
ecuacionrr,.

R (L 1 z,). Reemplazando en la ecuacién,) 4-2+ 6z =5 de dondez =% .

Basta ahora calcular la distancia del puﬁtEJl; L %) al planort, problema que ya

conocemos.
Se obtiene:

5=
2414

5- Ecuacion de un plano que pasa por tres puntos dados
Se dan tres puntosB (x;V,;2); B (%:Y,:2); B(%:Ys:2) (no alineados)

Se quiere la ecuacién del plano que pasa por ellos.

17



La ecuacion buscada sera del tipo:

M) ax+ by+ cz+ d=0

Necesitamos determinar un vector normal al plaﬁer.(a; b; c) :

Para ello pensemos quiesera perpendicular a todo vector contenido etaelop en
particular sera por ejemplo,

Y

Recordando, ahora, ptoducto vectorial entre dos vectores, dicho vectorviene
dado por:

n =REOR

wU

Para obtener las componentes de este productaiegdienemos en cuenta que
RR=(%= %%~ iz 3
RR=(%- %%~ %% 3

Luego

n=RRURB=|%-x Y-y 2z g= a bf ck( ab)

Para determinar el coeficierde de la ecuacion del plano buscada, procedemos com
de costumbre, haciendo que verifiquen la ecuadmoordenadas de cualquiera de los
tres puntos dados.

Ejemplo:

18



Determinar la ecuacién del plano que pasa poruosos:
H(Z; -2 ]); Pz(_l 3 3; Pa( 3:1- )‘

La ecuacion seré del tipo
ax+ by+ cz =0

Determinemos primero, los coeficientas b y ¢, es decir las componentes de un
vector normal al plano..

RR=(851) PR=(13-2

Luego
Entonces tendremos:
~13x- 5y 14z+ d= (
ComoR(2;-2 1 pertenece al plano debera ser:
(-13).2-5(-2-14d=0Q d=- 3

La ecuacion buscada es:
13x + 5y + 14z= 3(

Obsérvese que el problema planteado puede r4ese|wen el auxilio dgdroducto
escalarentre vectores solamente. Teniendo en cuentgp@d®mos plantear:

&

{a(xz—xl)+b(>é— %) +
a(x-x%)+b(y- ¥+

sistema donde las incognitas sanb vy c.

x P

5l

=0
=0

.:Ul }
o:U N'U

X

o

Es decir

9=

¢ 7- =0
¢ 3~ 9=0

Dando un valor cualquiera a una de ellas, se atiéas otras dos.

Resuelva el alumno el ejercicio anterior siguieash® camino.

19



6- Interseccion de tres planos

Sean los planos de ecuaciones:

m) ax+hy+ gz =0
m,) ax+by+ gz d=0
m,) ax+by+ gz d=0

Se trata de determinar el conjunto 1T, (11, (es claro que este conjunto puede ser el
conjunto vacio)

El conjunto buscado estara constituido por Ioscpmﬁt( X; VY, z) del espacio que
verifiguen simultineamente las ecuaciones:

axt+hy+ gz d=0
(16) ya,x+ b y+ gzt d=0
a,x+byt gz d=0
Se trata pues de resolver el sistema (16) de ¢rexcmnes lineales con tres incégnitas.
Un sistema como el mencionado puede ser resueittbsanétodos conocidos del
secundario. Un sistema como el que nos ocupa mesdmmpatible (si al menos

admite una solucion) ancompatible (si no tiene ninguna solucién). Si el sistema (16)
resultarancompatible geométricamente equivale a decir qué\ T, (1, =0 .

Esta situacion puede representarse en los sigsieas®s:

a) los tres planos son paralelos:

m

m
L

b) dos planos coincidentes y el tercero paraleloas ell

20



c) los tres planos se cortan segun tres rectas mwati el espacio

U QS

r

d) dos planos son paralelos y el tercero los interaenrabos.

Los casos a), b), d) se individualizan observandaobeficientes de las incognitas, en
las ecuaciones del sistema.

El caso c) se lo individualizard mejor, una vezamao el Capitulo referente a recta en
el espacio.

Si el sistema (16) resultacampatible, pueden presentarse dos casos:

1°) el sistema admiténica solucion Sabemos que esto sucedera si el determinante
formado con los coeficientes de las incégnitasdéma es no nulo.

Geométricamente significa que el conjurntp 1T, N 1T, ={ Pl(xl; Y. z])}
Es decir los tres planos tienen en comun un Unimq)Fi(xi;yl;zl).

La solucién del sistema (16()}(1; Yis zl) se la puede obtener aplicando, por ejemplo,
la regla de Cramer.

21



29) el sistema (16) eéadeterminado, es decir tiene infinitas soluciones.
Geométricamente pueden ocurrir estos casos:
a) os tres planos pasan por una misma recta, cualouto de esa rectasatisface
las ecuaciones de los tres planos.

NN, ={P(x; y; 2) /PO §

b) los tres planos son coincidentes

m A AT =1,
TL=ET, =T

c) dos planos coincidentes y el tercero los corta

\

\

Ejemplo 1:

Hallar si es posible la interseccion de los tresp$ cuyas ecuaciones se dan

X+2y+3z=4
2X—-3y+z=2
3X+2y—-2z=15
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Siendo:

1 2 3
D=2 -3 1|#0
3 2 -

compatible, con solucién unicala que puede obtenerse mediante la Regla de Grame
llegandose a que el punto de interseccion en ébpun

(91 31 zi
Rl 5=
57’57 57

Ejemplo 2:

Se proponen los planos que tienen las siguienteenes

X—-y+z=-1
2x-y+2z=0
2X—2y+2z=2
la matriz de los coeficientes es
1 -1 1
A={2 -1 2
2 -2 2

y el rango p = 2. La matriz ampliada

1 -1 1 -1
2 -1 2 0] ..

B= , tiene rango p’ = 3.
2 -2 2 2

Ello implica que el sistema @scompatible.

Este comentario podria omitirse e ir directamertesiguiente observacion:

Notese que este resultado puede deducirse direttaimieservando el sistema, ya que
el primero y el tercer plano son paralelos.

Ejemplo 3:

Dado
X-y+z=1
2x+2y+3z=0
5x+y+4z=1

verificar que el sistema @sdeterminado y que los tres planos se cortan segun una
recta (caso a)
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El plano: Propuestas para la practica

D
Encuentre una ecuacién y esboce la gréfica del plano que contiene al punto P y es
perpendicular al vector 7, cuando:

a) P1,2,3)yii=1i
b) P(1,2,3)yii=1

+J
¢) P(1,2,3)yii= j+k
d) P(1,2,3)yii=i+j+k

2)

El pie de la perpendicular trazada desde el punto A(3 , 6 , 2) a un plano es el punto
B(1, 2, 6). Halle una ecuacion de dicho plano y encuentre las coordenadas de los puntos
donde dicho plano intercepta a los ejes coordenados.

3)

a) Halle una ecuacion del plano que contiene a los puntos:
A(,2,3), B2,3,4)y C(-1,7,-2)

b) Escriba la forma segmentaria y represente graficamente.

c) Escriba una ecuacién normalizada del plano e interprete el significado del término
independiente.

4)

Los puntos O (0,0,0), AB,0,0),B(0,2,0)y CO,O0, 6) son vértices de un
paralelepipedo. Sabiendo que los segmentos OA, OB y OC determinan tres lados del
mismo, encuentre:

a) las coordenadas de los restantes vértices,

b) las ecuaciones de los planos que contienen a las caras del paralelepipedo.

5)

Halle una ecuacion del plano que contiene a los puntos P(2,1,-1) y Q(-1,0, 3) y que es
perpendicular al plano de ecuaciéon —x + 2y +z = 5.

(Qué condicion deben verificar P y Q para que no haya solucién tnica?

6)
Halle una ecuacion del plano que contiene al punto P(2 , 3, -1) y que es simultineamente
perpendicular a los planos cuyas ecuaciones sonx +2y+4z-4=0y 3x+y-2z=7.

7)

a) Encuentre las ecuaciones paramétricas del plano que contiene al origen de coordenadas
y es paralelo a los vectores u = (1,2,1) y v = (1,0,3)

b) Obtenga a partir de las ecuaciones paramétricas, una ecuacion general cartesiana.



8)

Determine & paraque los planos 7:x+2y+z=1y o0:2x+ay+2z=35 sean:
a) perpendiculares,

b) paralelos. En este caso calcule la distancia entre los mismos.

9)
Halle una ecuacién del plano que es paralelo al plano de ecuacion —5 x +y -2z + 8 =0,
sabiendo que ambos planos equidistan del punto P(-1, 1, 4).

10)
Determine los dngulos que forman los planos x +y=1ley+z=2

11)
Halle el coseno del dngulo agudo que forman los planos: x = 3y+z=4 ; 2x+y+7z=1

12)

Analice si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique.

a) Lospuntos A(5,1,1),B(-1,-2,1),C(3,3,3)y D (16, -1, -4) son coplanares.

b) x4+ y=0 Vz esuna ecuacién del plano coordenado XY.

c¢) La ecuacion (8x + y +z ). (x —y + z -2 ) = 0 representa un par de planos que se
interceptan en una recta en el espacio.

d) El plano de ecuaciéon -3 x + 2 y + 5 z =2 se encuentra a dos unidades del origen de
coordenadas.

e) Los planos de ecuaciones x +y+z=1,2x+2y+2z=2no tienen puntos en comun.

f) Los puntos A(2,1,5),B(8,-2,0)yC(14, -5, -5) determinan un tnico plano.

g) laecuacién x . y. z = 0 se satisface para todos los puntos de los planos coordenados.

h) x =3y + 8z - 15 =0 es una ecuacién de un plano perpendicular al segmento de
extremos A(3,2,-7)yB(5,-4,9) que contiene al punto medio del segmento.

1) z = 9 cualesquiera sean x e y es una ecuacion del plano perpendicular al eje z que
contiene al punto A (-4,2,9).

J)  Si dos planos son paralelos sus trazas sobre cualesquiera de los planos coordenados son
dos rectas paralelas.

k) 3x+4z=0 Vy, es una ecuaciéon de un plano que contiene al eje Y y al punto P(8,4,-6)

13)
Halle el volumen del tetraedro formado por el plano 6 x + 7y + 14 z - 42 = 0 y los planos
coordenados.

14)
Construya el prisma triangular formado por los planos coordenados y por los planos de
ecuaciones: X +2y—-4=0 , z- 5=0. Calcule su volumen.

15)
Halle y reconozca la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan
deA(1,1,1)yB3,3,3).



Respuestas:

1) ayx=1 b)x+y-3=0 c)y+z-5=0 d)x+y+z-6=0

2) x+2y-2z+7=0 Ik(-7,0,0) Iy(O,_T,O) IZ(O,O,%)

_ I

3) )-10x+3y+7z-17=0 b) 7 +£+£ 1

-10 3 7
-1 Tz—-17 17
c) Ox+3y 47z =0 , — representa la distancia del plano al origen de

J158 J158

coordenadas.

4) a)D@3,2,0),E(3,0,6),F(0,2,6) y G(3.,2,6)

b)x=0 Vy, Vz x=3 Vy, Vg y=0 Vx, Vz y=2 Vx,Vz
z=0Vx, Vy z=6 Vx,6Vy

5) 9x-y-7z+12=0  SiPyQ son los extremos de un vector paralelo al vector
n = (—1,2,5) entonces el problema admite “infinitas” soluciones.

6) 8x+14y-5z-31=0

xX=s5+t
7) a)y<y=2s syte R b)3x-y-z=0
z=85+3t
8) a) a=-2 b) a=4 d—i
T
9)-5x+y-2z-4 =0
T 2
10) — y —
373
6

11) ——
594



12)

a)

b)
c)

d)

)

h)
i)
)
k)
13)

14)

15)

V. Las coordenadas del punto D satisfacen a la ecuacién del plano determinado por los
puntos A, B y C. También puede justificarlo a través del producto mixto.

F. Se trata de un plano proyectante sobre el plano coordenado XY que contiene al eje z.
V. El producto de dos factores es igual a cero cuando al menos uno de los mismos es
igual a cero. La ecuacion representa un par de planos no paralelos ni coincidentes que
se interceptan en una recta.

. . . . 2
F. La distancia al origen de coordenadas es igual a —

V38

F. Las ecuaciones dadas son equivalentes, es decir tienen el mismo conjunto solucién.
Por lo tanto representan a un mismo plano.

F. Los puntos estdn alineados, es decir pertenecen a una misma recta. Por lo tanto
existen “infinitos” planos que los contienen.

V. El producto de tres factores es igual a cero cuando al menos uno de los mismos es
igual a cero.

V. El vector determinado por los puntos A(3,2,-7)yB(5,-4,9) es perpendicular al
plano y el punto medio, M( 4, -1, 1) satisface la ecuacion

V. El plano es paralelo al coordenado XY, por lo tanto todos sus puntos tienen la tercera
coordenada constante. Siendo A(-4 ,2 , 9) un punto del plano, su ecuacién es z = 9
cualesquiera sean x e y.

V. Surge inmediatamente de escribir las ecuaciones de los planos y sus trazas.

V. Las coordenadas del punto P y las coordenadas de todos los puntos del eje Y
satisfacen la ecuacién dada.
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es un plano de ecuacibon x +y+z -6 =0



