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Numeros Complejos

Introduccién
Recordemos algunos conjuntos numéricos que ya conocemos:
Numeros Naturales N = {1,2,3,4,5,...}

Numeros Naturales incluido el cero N, = {0,1,2,3,4,5,...} = NU{0}
Numeros Enteros Z = {...-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,... }

Numeros Racionales Q = {B/p,q SVANE: 0}
q

Numeros irracionales [: un numero es irracional si su representacion decimal
tiene infinitas cifras no periddicas. Ejemplos: 7, e, v/2.
R

Q NCZCQ
I QUI=R

R: nimeros reales

Cada conjunto de numeros ha ido ampliandose para dar solucidon a nuevos

problemas. En particular, en el conjunto de los numeros reales no es posible

encontrar solucién para la ecuacion x2 + 1 = 0. Es asi que se define al nimero

“i” tal que i? = —1 para poder dar solucion a la ecuacién mencionada.

El conjunto de numeros que resulta de adjuntar i y sus combinaciones al

conjunto de los numeros Reales es el conjunto de los numeros Complejos que

trataremos a continuacion.

Numeros Complejos

Un nimero complejo es de laforma z = a + bi donde a y b son niUmeros reales
e i se define por la relacion i? = —1.

Z = a + bi es llamada Forma Binémica del complejo z.

a es llamada parte o componente real de z y se simboliza: Re(z) = a.

b es llamada parte o componente imaginaria de z y se representa: Im(z) = b.
El conjunto de los numeros complejos se simboliza:
C={z=a+bitabeR;i*=-1}
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Numeros Complejos

Todo numero real a es un numero complejo ya que puede expresarse como
a + 0i. Asi los nimeros reales se identifican con una parte de los niumeros
complejos: a <= a + 0Oi.

Todo numero de la forma bi, llamado imaginario puro, es un nimero complejo

de parte real nula, y puede expresarse como 0+bi.

Ejemplo: Sean z; =3+ 2i, 2z, = %— 5i, 2z3=+3, z,=-7i

3 es la parte o componente real de z;. Re(z;) = 3.

2 es la parte o componente imaginaria de z;. Im(z,) = 2.

1 1
5 es la parte o componente real de z;. Re(z,) = P

—5 es la parte o componente imaginaria de z,. Im(z,) = —5.

V3esla parte o componente real de z;. Re(z3) = V3.

0 es la parte o componente imaginaria de z3. Im(z;) = 0.

0 es la parte o componente real de z,. Re(z,) = 0.

—7 es la parte o componente imaginaria de z,. Im(z,) = —7.

Ejercicio 1. Determina para cada uno de los siguientes numeros complejos sus

partes real e imaginaria.

. 1 .. . .
z,=—2—4i, zz=§+51, z3 =V2—6i, z,=-3i, z5=1000

La unidad imaginaria

El numero i recibe el nombre de unidad imaginaria y se acepta que se comporta
como un numero real y respeta las propiedades de este conjunto. Ademas, son

validas las siguientes propiedades de la potencia:

=i{" . irez

e (i")=i"5, irez
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Numeros Complejos

Observacion. Las sucesivas potencias de [ se repiten periédicamente en grupos
de 4. Es decir:
it =1, i2=-1, i3=i%i=(-1.i=—i, it =i%i?=1

5 = dt=11=1

> =i =—1, i’=i%i3=—i, i8=i

Por lo que es posible calcular cualquier potencia de i como se enuncia en el

siguiente teorema.

Teorema: Para todo n € Z resulta i™ = i” donde r es el resto de la divisién

denpor4 (r=0,1,2,3).

. 4
Demostracion: n = 4k + r r=01203 n -
=
in = i4k+T — (i4)k. iT = 1k. ir =i "
1 si r=0
in — i si r=1
—1 si r=2
—i si r=3
1223 | 4
Eiemplo: j1223 — ;305443 _ (i4)3°5i3 — 3 =—j e
/

7, ilOOO, i26, i325.

Ejercicio 2. Determina los valores de: i

Igualdad de numeros complejos

Se dice que los numeros complejos z; = a + bi y z, = ¢ + di son iguales si

ysolosiia=cyb=d.

Opuesto de un numero complejo

Dado z = a + bi se llama opuesto de z al nimero complejo —z = —a — bi.
Ejemplo: zy =3—2i -z, =—-3+2i

Conjugado de un numero complejo

Dado z = a + bi se llama conjugado de z al nimero complejo Z = a — bi.
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Numeros Complejos

Ejemplos: Dados z; =3+ 2i, 2z, =%— 5i, z3=+/3, z,=-7i

resultan z; = 3 — 21, Z_2=%+5i, 7z =3, Zy =70

Operaciones con numeros complejos en forma binémica

Si zy=a+biy z,=c+di entonces:

zi+zy,=a+bi+c+di=(a+c)+ (b+d)i
z1+(—2z,)=2z,—z,=a+bi—c—di=(a—c)+ (b—Ad)i

z,.Z, = (a+ bi).(c + di) = (a+ bi).c+ (a+ bi).di =
=a.c+bi.c+a.di+bi.di=a.c+b.ci+a.di+b.di* =
=(a-c—b.d)+ (a.d+ b.c)i

Zy Zz _ a+bi c—di _ (a-c+b-d) (b-c—a.d) .

212, === =
1-42 Z, Z; c+di c—di c2+d? c2+d?

Ejemplos: Dados z; =3+2i y z,=1-2i

Z1+2,=34+2i+14+(-2)i=C@B+1D)+2-2)i=4+0i
Zy—2,=34+2i—1—-(-2)i=2+4i
2.2, = (3+20).(1-2)) =B +4) + (—6+2)i=7—4i

zp 342 3420 1-(=2)i 31+2(-2) 21-3(-2)

A T i T 12 1-(2i 12+28 | 12+22 T
-1 8

= ?+§l
Ejercicio 3
i) Dados los nimeros complejos  z; = —2 + 31, z, = 3 — 5i,
z3=—3+7i, z,=6i z5=—5, realizalas operaciones indicadas.
a)zy tz; = d)z; = 9)z1:2; = Nzz3tzytz, =
b))z, +z; = e) —Zz = h) Zs + z4 = K)Z1.24 =
C)Zy — 2y = f)z;.2, = 1) zg:zg = )—z3 —2z1 =
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Numeros Complejos

i) Determina para qué valores de a y b los complejos z; =a+3iy
Zy; = %— bi son iguales.
Propiedades

1) z=Z< z€eR

2 z+2zZ=2a

3) z—Z = 2bi

4) z.Z=a’ + b?

5 z+z,=2+12

6) Z1.2; = 21. 2,

7) —7==%
Zq _Z__l
8) (22)_5 z, #0

2 (D=t oo

Ejercicio 4. Compruebe la veracidad de las propiedades citadas.

El plano complejo

Los numeros complejos pueden definirse como el conjunto de los pares

ordenados (a, b) de numeros reales.

C=RXxR={(ab):a,beR} (aes la componente real, b es la componente
imaginaria).
Puede establecerse una correspondencia biunivoca entre los pares (a,0) y los

numeros reales da.

La unidad imaginaria se define: i = (0,1)
z=a+bi—z=(ab)

Representacion geométrica

Dado un sistema de ejes cartesianos ortogonales en el plano, se establece una

correspondencia binunivoca entre puntos del plano y pares ordenados de
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Numeros Complejos

numeros reales. Esto permite representar los numeros complejos, ya que z se

corresponde con un punto P(a, b) del plano y reciprocamente.
P(a,b) &> z=a+ bi
P recibe el nombre de afijo de z.
Dicha correspondencia hace posible asi hablar del Plano Complejo.
El eje de las abscisas se llama eje real Re(z) y en él se representan los niUmeros

complejos de la forma z = a + 0i < (a, 0).

El eje de las ordenadas se llama eje imaginario Im(z) y en él se representan

los nimeros complejos puros z = 0 + bi < (0, b).

A cada numero complejo le corresponde un vector OP de origen en O y extremo
el afijo P de z.

z=a+bi < P(a,b) & OP

il
Im(2)
P(a,b)
bl _________
£ T l
0 : : ’
1 i Re(z)
Ejemplo:

Im(z)
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Numeros Complejos

Igualdad de complejos

Sean z; = (a,b)yz, = (c,d)entoncesz; =z, ©a=c y b=d.

Operaciones

Si z1 =(a,b) y z, = (c,d) resulta:

z1+2z,=(a,b)+ (c,d)=(a+c,b+d)
e 21— 2, =2+ (—2,) =(a,b) + (—c,—d) = (a—c,b—d)
e 72,7z, =(a,b).(c,d) =(a.c—b.d,a.d + b.c)

_zi_z 7% _(ab) (cd) _ (ab) (c~-d) _

CARTLTL R @ @ e e-d
c —d a.c+b.d b.c—a.d .
=(a’b)'<c2+d2’c2+d2>=( c2+d?’ c%+d? )
e Z"=2.27..2 n veces, n € N — {1}

Ejercicio 5. Realiza las operaciones establecidas para los numeros complejos

indicados.

2z, =(3,-2), z, =(=3,5), z3=(—3,6), z,=(05), z5 = (—6,0)

a) zy +z, = d) z; = 9)Z1: 2, =
b) z; + 7, = e)z* = h) Zs =
C)zy —Z, = f)z,.2, = i) Zy + zc =

Médulo y argumento de un numero complejo

Se llama modulo de un numero complejo z = a + bi al niumero real positivo,
igual a la longitud del vector OP donde P es el afijo de z. Y simbolizamos con la

letra p o |z].

s

m(2) |

b ¢ b
L ——— a1
p;-“"?

=
-

o Re(z)
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Numeros Complejos

Se observa graficamente y utilizando el teorema de Pitagoras que:

p =|z| =Va?+ b2.
Ejemplo: |z;| = V32 + 22 =+/13 |z,| = /(_4)2 +12 =17

Im(z)

-4 =3 =2 =1 o 1 2 3

Re%z)

Ejercicio 6. Determina los mddulos de los siguientes numeros complejos
7y = =2+ 3i z, =3+ 1i z3 =2 +/2i Zy = 6i
Ze = —2 z¢ = (1,5) z; = (—1,4) zg = (—3,-3)

Se llama argumento de un numero complejo z =a + bi al angulo

X que forma la direccion positiva del eje Re(z) con el vector asociado a z.

il

Im(z)

b .
4
el

El complejo z = 0 no posee argumento.

Si « y «'son dos argumentos de z entonces a = a + 2km.
Se llama argumento principal de z: X= arg(z), 0 <x< 2m,

b
tgoc=g a+0
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Numeros Complejos

b

Im(z) T

s

Sia=0 y b>0 entonces arg(z) =g

Re(z)r

Sia=0 y b<0 entonces arg(z) = —

Im(z)

7

e

=

3T
2

L

u]

-

Re(z;

.

Im(z) ‘

Sib=0 y a>0 entonces arg(z) =0

b

n.'-ur

Re(z) :

Sib=0 y a<0 entonces arg(z) =T

Im(z)

e

B

B

a

Re(z)r

Algunos ejemplos mas:

M={zeC/|z| =2}
:-Im{z)

™

[Im(z)

K_;jm(z)

S={zeC/|re(z)| <4}

W={zeC/-1 <re(z) <2A|Im(z)| <1}

-
&

Retz)

R={zeC/1<|z| <2}
Tfm(z)

-1 0 2
Re(z)
X={zeC/ |z| <1}
Im(z)
4- =
4" “\
’ A
i L]
i 1 5
IR o
\ ! Re(z)
‘ '
. o
_+l -

T={ze(/|Im(z)| <3}
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Numeros Complejos

Imi(z)
; “Im{zj

2 4
2. 4 " -
; Re:{z)
Ao RE(Z) =& —4 =z I .4 4 6 ¥

3

-2 =

/3
L={ZEC/|Z|=1 A OSArg(z)SE}

Im(z)

T

1 9 ] Re(=z)

Forma trigonométrica de un numero complejo

il

Im(z)

| S—— z=a+ bi

Como puede observarse en figura a = pcos X y b = psen «, lo que permite
expresar a z en su forma trigonométrica:

z = p(cos x +isen x)

z=a+bi — z=(a,b) & p(cos x) + p(sen x)i

E.|emQ|O:Z1:3+2i, Z2:_4‘+i, Z3=2_2i, Z4:_1_3i

2 1 —2 -3
tg <, = §, tg <,= _—4, tg X3= 7, tg 0(4=_—1

Mgter. Viviana D'Agostini 10



Numeros Complejos

o = 33°41'24",  o,= —14°2'10", o= —45°, o, =71°3354"

arg z; = 33°41'24" arg z, = —14°2'10" + 180° = 165°57'50"
5| Im(2) 2] Im(2)
Zl = 3 - ZE
2 2
2y = —4+1
1 1
arg zy \arg Z3
=2 1 L] 1 2 4 3 2 9 0 1 o
Re(z) Re(z)
- A
arg zz; = —45°+360° = 315° arg z, = 71°33’54”° + 180° = 251°33'54"
a1 Im(z) o dm(Z)

Ejercicio 7
a) Representa graficamente los siguientes numeros complejos indicando a que
cuadrante o eje pertenecen.

z, = —2+3i, Z,=3+1i, z3=-—2-+/2i,

. 1.
z, = 61, Zs = —2, Ze =51

b) Representa los siguientes conjuntos del plano complejo.

A={ze(/|z| <2}
B={ze(/1<|z| <3}
C={ze(/|re(2)| <2}
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Numeros Complejos

D={ze(/|re(z)| <2A|Im(z)| <1}
E={z€e(C/-1 <re(z) <3AIm(z) =1}

i3
F={Z€C/|Z| <3ANArg(2) =Z}

G= {z EC/1<|z| <2A|Arg(2)| < %}

c) Determina, justificando tu respuesta, si z; € C,z, € E,z5 € G,z3 € F,

z, €C, zg €D.

Forma polar de un numero complejo

Sea z=a+bi=|z|(cos X +isen ) llamamos Forma Polar a la

expresion: z = |z|x = pg-

Ejemplos: z, = 2 — 2i, Z; =21« = /22 +(=2)2, Z1 = \/§E
T 4

4
Zz == _31: ZZ == 33_1'[
2
Z3 = 4 Z3 = 40
Igualdad de complejos en su forma polar

Sean z; = |z1]g, ¥ Z; = |23]q, entonces zi =1z, S |z =1z2] A

ay=ay+ 2km, kel

Operaciones en Forma polar

Dados z; = |z1la, Y Z2 = 122]q,

¢ 71.2p = |lea1- |ZZ|a2 = (|zy|. |ZZ|)(a1+a2)

W 1Z1 |t _ (@) )
Zy |ZZ|(X2 |ZZ| (al_az)
Ejemplos: z; = \/§7_n, z, = 3zm Z3 = 4,
4 3

Z1-Zy = \/§7_7t 32_7r = (3\/§)(i) = (3\/§)(7_n)
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Z_z_E_(E)
Zz 4y 4)z2m

3

Ejercicio 8. Dados los numeros complejos

z1=1+1, z, =3 —3i, z3 = —1++3i, z, = —1—+/3i
exprésalos en forma polar y realiza las operaciones establecidas.

a)zy.Z2, = b) z3.z, = C)Zy:Z4 =

d) Z1.Z3 = e) ZpiZy = f) Z1.23.24 =

Pasaje de una forma a la otra

b
|z| =+a?+b?, tga=-— _
z=a+bi a z = |zle
a+0
z = |z|(cos x +isen x)
a = |z|(cos x)

z = |z|(cos < +isen «
zZ = |z| b = |z|(sen x) 1I( )
Z = |z|cos « +i |z|sen «

z=a+ bi

z = |z|cos « +i |z|sen « — :

z = |z|(cos x +isen «) z=a+bi

Z = |Z|o<

z=a+bi—z=(ab) — |z|(cos ) + |z|(sen x)i < |z|

Ejemplo: z =2 — 2i z=|zle = (2% + (—2)27n = V8
=z 4

7 7
z = |z|(cos x +isen x) = \/§<COST + isenT>

. V2 (V2N o, .
—\/§(2+—2 L)—Z 21

/T 7
Z=2—2i<—>Z=(2,—2)<—>\/§<COST>+\/§(S€nT)i<—>\/§7_n
4

Recuerdo:
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o0 0 V3 V4 T | 27 | 37 Y3 T |37 |27
6 |4 |3 |23 |4 |6 P

senf | 0 1 B NEEIR! 3 B 1 0 |-1 0
2 2| 2 2 [V2 |2

cosd | 1| 3 1 0 1 _L V3| -11]0 1
2 |22 20 V2|7 2

Ejercicio 9. Expresa los siguientes numeros complejos en forma bindmica.

Zl=50, Zz=27_71', 23=43_TL', Z4=25_71', ZS=1E, Z6=V24_71'
6 2 3 6 3

Potencia entera de un numero complejo

Sea z = |z|«, N€Z resultaz™ = |z|"

Ejemplo:z =2 —2i 2= |zle = 22 + (—2), = VB
e 4

4
2% = (V8) aun
4

Ejercicio 10. Realiza las operaciones indicadas.

21:50’ Zz=27_71', Z3=43_TL', Z4=25TL', ZS=1E, Z6=\/§4—_TL'
3

6 2 3 6

a) z;,° = b) z,* = C) z3° = d) z,* = e) zs° = f) z* =

Raiz enésima de un numero complejo

Sea z = a + bi se llama raiz enésima a toda solucion de la ecuacidn

x™ =a+ bi,neN — {1}. Seindicax = Va + bi.

Teorema: Todo complejo z = |z|, tiene exactamente n raices enésimas

dadas por: % = nw/ |Z| «+2km; k=0,12..,n—1.
n

Observacion. Todas las raices enésimas tienen igual modulo |Z| y sus

. 2w . ]
argumentos difieren en — radianes, por lo tanto, los afijos de estas raices son
n
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los vértices de un poligono regular de n lados, inscripto en una circunferencia de

radio 1/ |Z].
Ejemplos:
a) Calcular las raices cuartasde z = 1
w = 1o+2kn = 1kn k = 0,1,2..,3
4 2
x0=10=1, x1=1E=i, x2=1n-=_1, X3=13_71'=_l
2 2
m(z)

|

[N

Nk

=
S
Pl
&,

.

b) Calcular las raices quintas de z = i

Vi = 1= k=012..4

E+2k7‘[
5

Xo=1z, xy =1z, %, =1on, x3=11n, x4= 117

10 2 10 10 10

¢) Calcular Y1 + i

3

V2 =V, k=0,1,2.

3

Xo = V2x, x1 = 2sn, Xy = Y217
12 4 12

d) Calcularx®+1=0

X6 =—1 V=T = lusoke k=01,2..5
6
Xg = 1E , X1 = 12, Xy = 157‘[, X3 = 17_71', X4 = 13n , Xg = liim
6 2 6 6 2 6
Ejercicio 11

i) Calcula: a) Y—i = b)i= o Vi+i= HVT—i=

i) Encuentra el conjunto solucion: x>+ 1 =0

Mgter. Viviana D'Agostini 15



Numeros Complejos

RESPUESTAS
Ejercicio 1
Re(Zl) = _2 Im(Zl) = _4’
Re(z;) =3 Im(z,) =5
Re(z3) =2 Im(z;) = —6
Re(Z4_) = 0 Im(Z4) = _3
Re(zs) = 1000 Im(zs) =0
Ejercicio 2
i7 = —i 1000 — 1 26 — —_1 325 —
Ejercicio 3

|) a)Z1+Z2=1_2l b)Z1+Z_1=_4‘

e)—z; =V3+7i f)z,.2, = 9+ 19i

21 1

g)Zl:ZZ = ____i

34 34 h)75+Z4:_5+6i

i) Z5:Z6=§i j)Z3+Zl+Z4=(—2—\/§)+16i

K)z.z4 = —18 — 12i ) —z5 —z; = (V3 +2) — 10i

. 3

ia=- b=-3
Ejercicio 4
VWz=zZzSa+bi=a—-biesobi=-biesb=0=z€eR

2)z+zZ=(a+bi)+ (a—bi)=a+a+ bi—bi=2a
3)z— 7 = (a+ bi) — (a— bi) = a+ bi —a+ bi = 2bi
4) (a + bi).(a — bi) = aa + abi — abi — bbi? = a? + b?

Z.Z

521 +z,=(a+b)+(c+d)=(a+c)+(b+dn=
=(@a+c)—(b+d)i=(a+c)+(-b—d)i=

—a+c—bi—di=(a—b)+(c—d) =7 +17
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6) z1.2, = (a+ bt).(c +di) = (a.c — bd) + (ab + bc)1 =
= (ac — bd) + (—ad — bc)i = ac — bd — adi — bci =

= ac — adi — bci + bdi* = (a — bi).(c — di) = 7;. 7,

7) —Zz=—(a—-bi)=—-a+bi=—a—-bi=—(a+h) ==2Z

a+bi a.c+b.d b.c—a.d
8) (2) - (C+dl) - (cz+d2 ) + (cz+d2)l -

N

__ (ac+bd —-b.c+a.d\ _ a-bic+di _ a-bi _ a+bt _ 7
- (c2+d2) ( c2+d?2 ) T e—dic+di  c-di  cid@i 7z @ 2 #0
1 1 1
9) (—) =—-—== z#0
Z Z Z
Ejercicio 5
_ -1 21.
a) z; +z, = (0,3) d) z; = (3,2) 9)Z,:2Z, = (z,gl)
b) 2 + 73 = (0,—7) e)z,” = (5,—12) h) Z5 =(-6,0)
c)z; — 2z, = (6,3) f)zy.2, = (1,21) ) Zy + 25 = (—6,—5)
Ejercicio 6
|z1| = V13, |z;| =V10 z3| =2, |z4] = 6,
|zs| = 2, |z¢] = V26, |z;| = V17, |zg| =18
Ejercicio 7
a) zy €IIC, z, €I1C, z3 €111 C,
Z, € eje imag. , Zs € eje real, Zg €IV C
c)z1€C,z, € E,zs € G,z3 € F, z, € C, zo € D.
Ejercicio 8
Zl=\/§z, ZZ=V18E, 23=22_TL', Z4_=24-_71'
4 4 3 3
a) Z1.24y = 60 , b) Z3.Zy = 40’ C) Zy.Zq4 = 32,
2
d)zy.23 = 24211, €) Z4:z3 = lan f)2y.25.2, = 42
12 3 4
Ejercicio 9
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Zl=5, Zz=_\/§_i, 23=_4’i,
Zy = 1 —'\/gi ’ Zg = %?'+‘%i; Zg = —'%?'—'%gi

Ejercicio 10
4 2
a) (5¢)° = 125, 0) (221) =162 ©)(4sr) =160
2

d) (25_n)2 =44y e) (1%) = 14 f) (\/743_71)2 = 221

3
Ejercicio 11
i)a) 13n

——+2km —
2 2 6 6
3

b) Vi = Irwe k=01 Xo= 1z, x; = 1sz

2

©) V21, i k =0,1,2,3.

4

Xo= V2r , x; = V2o, x,=V2im, x3=V2s
16 16 16 16

d) V27
4

k=0,1,2. Xg = W7_ﬂ', X1=W5£, x2=6\3/§23_11'
12 4 12

+2km
3

ix’+1=0 x=3-1

V=1 = 1rsokr k=0,1,2..4.
5
Xg = 1E , X1 = 13_71', Xy = 17-[, X3 = 17_71', X4 = 19_71'
5 5 5 5
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