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Secciones Conicas

J

En esta unidad trabajaremos con curvas que fueron descubiertas por geometras de la antigua Grecia, denominadas
secciones conicas o conicas.
Las primeras definiciones de secciones conicas fueron tratadas por el fildosofo griego Menecmo, aproximadamente en el

sl

aflo 350 a. c. al estudiar uno de los tres problemas clasicos griegos: “duplicar el cubo” (los otros dos se refieren a la
cuadratura de un circulo y la triseccion de un angulo). Este problema consiste en construir (utilizando soélo regla y
compas) un cubo de doble volumen que otro dado, lo que unos 2200 afios mas tarde se comprobd que era imposible. En
la busqueda de la solucion al problema, Menecmo planted la necesidad de encontrar la interseccion de dos curvas
(actualmente llamadas parabola e hipérbola), que refieren a las secciones que se obtienen al cortar un cono con un
plano. Toda seccioén conica propiamente dicha puede describirse como interseccion de un cono circular recto de doble
hoja con un plano que no pase por el vértice del cono. Dependiendo el nombre de la curva interseccion: circunferencia,
elipse, parabola o hipérbola, del angulo que forme dicho plano con la recta que contiene al eje del cono (Figura 1).

La mayor parte de su trabajo sobre las secciones conicas se ha perdido, aunque por los fragmentos que se tienen se
puede deducir que investigo sus propiedades con bastante detalle, sin embargo no se conoce coOmo trazaba estas figuras
planas.

Apolonio de Perga resumi6 el conocimiento anterior a ¢l y lo amplié en un famoso tratado de ocho volimenes (262-

190 a. de C). Hubo que esperar unos 1900 afios, en los inicios del siglo XVII, para que las importantes aplicaciones de
las conicas quedaran puestas de manifiesto y éstas jugaran, de hecho, un papel preponderante en el calculo, como por
ejemplo, cuando Kepler demostr6 que las orbitas de los planetas son elipticas.

Puede resultarte muy enriquecedor mirar el video https://www.youtube.com/watch?v=d0ZCyOFW3YE, que es una

realizacion visual publicada por el Dpto. de Matematica Educativa del CINVESTAV, México.

Si el plano que corta a la
superficie conica es per-
pendicular al eje, la seccidn
es una circanferencia.

S5i inclinamos el plano de
modo que sea oblicuo con
el eje ¥ corte a todas las |
generatrices, la seccion es
una elipse.

Si continuamos inclinando
el plano de modo que sea
oblicuo con el eje y gue
sea paralelo a una genera-
triz, resulta una parabola.

5i inclinamos atin mas el
plano, de modo que sea
paralelo a dos generatri-
ces, resulta una curva con
dos ramas llamada hipér-

bola.
| = L e'ze

Figura 1

Actividad 1

1. Investiga cudl es la posicion relativa del plano respecto del cono para obtener un punto, una recta o dos rectas.
Realiza una grafica de cada situacion.

2. Indaga brevemente la bibliografia de Menecmo, Apolonio de Persa y Kepler utilizando los hipervinculos sefialados
en cada caso.

3. El siguiente video https://www.youtube.com/watch?v=XVI 9pbXkBs es una parte de la pelicula Agora que refiere

historicamente al contenido tratado.

" ver al respecto: http://www.arrakis.es/~mcj/clasicos.htm - http://www.astroseti.org/articulo/4152/

Los griegos comenzaron definiendo las secciones conicas en términos de intersecciones de planos con conos, pero
también pueden definirse teniendo en cuenta diversos aspectos desde otras ramas de la matematica: como la geometria
analitica (que desarrollaremos en este curso), la geometria proyectiva, etc.
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En la geometria lineal del plano y del espacio hemos considerado con detalle ecuaciones lineales en dos variables de la
forma ax+by+c=0y ax+by+cz+d =0, que correspondes a rectas en R’ y planos respectivamente. Nos
proponemos ahora estudiar el conjunto de puntos definidos por ecuaciones en las mismas variables, pero de segundo
grado. Una ecuacion de ese tipo debe contener al menos uno de los términos de segundo grado X 2, Xyo y2 , puede

tener (no necesariamente) un término de primer grado en las variables X e y y otro término independiente.

Una ecuacion de segundo grado en las variables x € y es de la forma:

Ax*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0| (1

donde por lo menos uno de los coeficientes 4, B 0 C es distinto de cero. A (1) se la llama ecuacién general de segundo

grado.
La pregunta:

(Qué representacion geométrica tiene una ecuacion de segundo grado?

es la que guiara el desarrollo del presente material.

Para realizar las graficas de ecuaciones recomendamos utilizar algin software, graficador online o aplicacion,
dependiendo del dispositivo que utilices. Hay una larga lista de opciones que se actualizan a diario, por lo que sé6lo
nombramos algunas de ellas.

Si utilizas una computadora puedes elegir alguno de los siguientes software para Windows (libres y gratuitos que
puedes descargar de la pagina indicada): GeoGebra (http://www.geogebra.org/cms/es/) o Maxima

(http://maxima.sourceforge.net/es/), 0 utilizar un graficador online como Wolfram Alpha

(http://www.wolframalpha.com/), Symbolab (https://es.symbolab.com), Mathway (https://www.mathway.com) y

muchos mas.

Si prefieres trabajar con un dispositivo movil: tablet o celular, existen las versiones para Android de GeoGebra o
Maxima, o elegir entre una gran cantidad de aplicaciones disponibles desde Google Play, como por ejemplo: GeoGebra,
Calculus Tools, Wolfram Alpha, Mathway, etc.

Si no estas familiarizado con ninguno recomendamos elegir GeoGebra en cualquiera de sus versiones ya que es el

se utilizara en este apunte.

Actividad Opcional: Explorando formas con software

a) Utiliza alguno de los recursos antes mencionados para realizar las graficas de las siguientes ecuaciones

Dx’+4y’+4xy+12=0 2)16y°-9x’+36x—180=0
3)9x°+16y°+24 xy+80x—60y =0 4)x°+4x+4y°+32y+67=0
5)xy+x-2y=-3 6)-2x"+2y’+3xy—x—3y+1=0
7) x’+6x+2y+5=0 8) 9x’+4y°—36x+8y+31=0

9) 2x°+2y° +4xy-8x-8y+8=0 10) x°=9y°+2x—-2y-35=0

11) x’+y°=2x+6y+10=0 12) 4x°—16x—y’+16=0
13)2x° -2xy+18y° +x-3y-6=0 149)xy=1

b) Agrupa las ecuaciones que tienen “formas parecidas”.
c) Investiga si es posible establecer una relacion entre las graficas pertenecientes a un mismo grupo con los coeficientes
de sus respectivas ecuaciones. Explica brevemente el criterio utilizado.
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Circunferencia 1 J

1.1 DEFINICION GEOMETRICA DE UNA CIRCUNFERENCIA

Una circunferencia es el lugar geométrico de los puntos P de un plano que equidistan de otro punto fijo C, llamado centro,
en una cantidad constante r, llamada radio (r es un nimero real positivo ).

Si llamas I a la circunferencia de centro C'y radio r, puedes describirla P

con notacién de conjunto:  ['(C,7) = {P /d(C,P)= r}

1.2 Ecuacion de la circunferencia

Al fijar un sistema de referencia de coordenadas cartesiano ortogonal, cada punto del plano tiene asociado un par de
coordenadas cartesianas. Supon que el centro C tiene coordenadas (a,b) y considera un punto del plano P de

coordenadas (x, y). Se tiene que:

P(x,y)eT(C,r) < d(C,P) = r@\ﬁ‘ =

Si reemplazas ‘C_P‘ = \/ (x—a)’> +(y—b)> =7y elevas ambos miembros al cuadrado llegas a la ecuacién:

(x—a)2 +(y—b)2 =’
(2)

Ecuacion cartesiana de una circunferencia de centro C(a,b) y radio r

La siguiente grafica corresponde a una circunferencia de centro en C (a,b) y radio r:

1\

gey

Figura 2
Si en particular, el centro de la circunferencia se encuentra en el origen de coordenadas, esto esd = 0, b=0, la

ecuacion correspondiente es:

x2+y2:r2

Ejemplo 1: Encuentra la ecuacion de la circunferencia de radio 3, con centro en el punto de coordenadas (-1, 4) y luego
represéntala graficamente.

Sustituyendo en (2) @ = -1, b =4y r = 3, resulta: (x+1)>+(y-4)°=3"
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o equivalentemente x>+ " +2x-8y+8=0

La ecuacion obtenida es de tipo (1), donde los coeficientes A y C son iguales entre si, e iguales a 1 y ademas el
coeficiente B es nulo.

Actividad 2: Representa graficamente la circunferencia recién obtenida utilizando cualquier software matematico. En
este apunte utilizamos GeoGebra.

Problema teorico:

.Qué condiciones deben cumplir los coeficientes de la ecuacion general de segundo grado (1)
Ax’+Bxy+Cy’+Dx+Ey+F =0

para representar algebraicamente una circunferencia?

Si desarrollas la ecuacion (2), obtienes la siguiente expresion:

x> +y°—2ax-2by+a’+b° —r* =0| 3

que es una ecuacion del tipo (3), donde: B=0,D =-2a, E=-2byF = a’+b* —r’.
La ecuacion (3), cumple las siguientes condiciones:

» es de segundo grado.
» los coeficientes de los términos de segundo grado son iguales.

» no tiene término rectangular (B = 0).

Estas tres condiciones son necesarias para que una ecuacion de segundo grado (3) sea una circunferencia.

Ejemplo 2:
., 2 2 ., . .
Dada la ecuacion x4+ y~ —2x+6)—90 =0, ;corresponde a la ecuacién de una circunferencia?, y en ese caso
(cudl es su centro y radio?
(Qué artificio algebraico puedes usar para que aparezca la suma de dos binomios al cuadrado en el primer miembro?

Vamos por pasos:

» agrupa los términos que contengan la misma variable, escribiendo la ecuacion dada en la forma:
(x> =2x)+(»* +6)—90=0

» completa cuadrados en la variable x, sumando y restando el nimero 1 a la expresion (x2 —2X), (nota que 1 es el
cuadrado de la mitad del coeficiente de x ).

» Procede de la misma forma con la expresion (y2 +6y), sumando y restando el niimero 9 (9 es el cuadrado de la
mitad del coeficiente de y ).

» La ecuacion original es equivalente a:

(x> =2x+1)—1+(1* +6y+9)-9-90=0
agrupando términos se llega a la ecuacion:

(x—1)°+(y+3)* =100

que corresponde es una circunferencia de radio 10 y centro (1, -3).
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Ejemplo 3:
Veamos si la ecuacién 2 x> +2 y° +2x—2y—1=0 representa a una circunferencia. Para ello, dividimos ambos
miembros por 2 y obtenemos:

x2+y2+x—y—%:0

completando cuadrados como en el ejemplo 2, obtenemos:
1 1
(x+ ) +(r=2) =1
2 2

que representa a una circunferencia de centro (— E R 2) y radio 1.

En este caso los coeficientes de los términos cuadraticos no valen la unidad, pero son iguales entre si, podemos decir
que:

Si la ecuacion (3) es una circunferencia entonces:
4)
A=C#0,B=0

Ahora bien:

JEs suficiente que una ecuacion de segundo grado cumpla la condicion (4), para que sea una circunferencia?

Para llegar a una respuesta realiza la siguiente actividad:

Actividad 3: Completa cuadrados y determina si las siguientes ecuaciones de segundo grado tienen por grafica a una

circunferencia.
a) X'+’ —2x+y+6=0 b) x*+y* +2x+1=0

(Qué ha ocurrido en cada caso con el segundo miembro?, ;qué representan cada una de estas ecuaciones?

Para obtener una respuesta de caracter general a la pregunta inicialmente planteada, aplicamos el mismo método de
completar cuadrados a la ecuacion dada en (5):

AX*+AY +Dx+Ey+F=0

PN S R
Y

DY D? EY E> F
xt— | ——+|y+— | ——5+—=0
24) 44 24) 44> 4

( DT( EJZ D>+ E?—4AF
x+— | +|y =

T 2
24 24 44
Para que esta ecuacion sea una circunferencia de centro [_D _E], el segundo miembro debe ser el cuadrado del
247 24

radio.

D> +E*—44F

—_—>
44

Por lo expuesto y para dar respuesta al problema teorico inicialmente planteado se debe pedir que:

Para ello se debera cumplir que: 0-

Una ecuacion de la forma Ax” +C y2 +D x+E y+F=0 representa a una circunferencia si se cumple que:

D*+E*-44F>0 y A=C #0

D E
En ese caso el centro de la circunferencia se encuentra en el punto de coordenadas (_ZA’ —214)
; _ D*+E*-44F
y su radio esta dado por la expresion a4
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Actividad 4:

1) Halla la ecuacién de la circunferencia de radio 2 y cuyo centro esta en (0,3).

2) Encuentra la ecuacion de la circunferencia cuyo centro esta en (1,6) y que contiene a (-2.2).
3) Halla la ecuacion de la circunferencia de radio 4 que pasa por los puntos (-3,0) y (5,0).

4) Determina la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (0,2), (4,0) y (2, -4).

5) Encuentra la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (-1,1) y (2,3) y cuyo centro esta situado en la recta
x+3y-11=0.

6) Describe el conjunto de soluciones de x* + y* +2x+4 y=0.
7) Describe el conjunto de soluciones de 3x° +3y” +2x+4y +4=0.
8) Obtén la ecuacion de la circunferencia tangente a ambos ejes, que contenga al punto (-8, -1). ;Existe tnica solucion?

. ., : . 2 2 .
9) Demuestra que para cualquier eleccion del numero b, la ecuacion x° + y~ —2by=les la ecuaciéon de una

circunferencia que pasa por los puntos (1,0) y (-1, 0). ;{Donde esta el centro de esta circunferencia?

Actividades con Software GeoGebra:

Ingresa en cada una de las paginas indicadas y realiza la actividad propuesta en cada una de ellas. Recomendamos
ingresar con Mozilla Firefox y tener la version de Java actualizada.
http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/c1_circunf constr.html
http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/c2_circunferencias.html

http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/c3_circunferencia2.html

1.3 Recta tangente a una circunferencia en uno de sus puntos

(Qué relacion existe entre una recta tangente a una circunferencia en uno de sus puntos, llamémoslo @, con la recta !
determinada por el centro de la circunferencia y este punto Q?

Realiza una grafica que describa la situacion planteada. I

Ejemplo 4.
Queremos hallar la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia con centro en el punto C (-1,-2) y de radio 5, en el
punto Q (2,2). Obtén la representacion grafica de la circunferencia y la recta en un mismo sistema de referencia

cartesiano ortogonal, utilizando primero 1apiz y papel y luego un software matematico.

» Probemos que el punto Q (2,2) pertenece a la circunferencia calculando la distancia entre ese punto y el centro:

d(22)-1,2)) =2 +1)> +(2+2)’ =425 =5
Como el resultado coincide con el valor del radio, afirmamos que el punto Q (2,2) pertenece a la circunferencia.
» Como el vector C_Q =(3,4) es normal a la recta tangente, una ecuacion de la mismaes: 3x +4y+ ¢ =0

»  Usamos el punto de tangencia para determinar el valor del término independiente, obteniendo la ecuacion:

3x+4y-14=0
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Veamos como resolver el ejemplo anterior con el software GeoGebra siguiendo las siguientes instrucciones:

* escribe en el campo de entradas las coordenadas del centro (-1,-2) y luego pulsa Enter. Repite ingresando las
coordenadas del punto de tangencia (2,2).

cl

* obtiene la grafica la circunferencia que pasa por estos dos puntos. Para ello utiliza el boton “=—wde la barra de

Circunferencia dados su Centro y uno de sus Puntos

Centro y un Punto de |a Circunferencia

comandos y elige la opcion , cliquea con el mouse sobre los dos puntos recién

ingresados y aparecera en la pantalla la circunferencia buscada.

* ingresa el vector (3,4) determinado por los dos puntos y luego mantén accionado el boton R desplazandolo de
manera que su origen coincida con el centro de la circunferencia.

* por ultimo grafica la recta tangente por el punto (2,2) utilizando la opcidén recta perpendicular, que se encuentra
\
disponible cuando despliegas el cuarto botén === de la barra de comandos. Una vez accionado este boton selecciona

con el mouse el vector y el punto de tangencia, y en la pantalla visualizaras la recta tangente buscada.

Observa que en la ventana algebraica, ubicada a la izquierda de la pantalla, aparece la ecuacion de la recta, tal como se
ve en la siguiente figura.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

~
- s [ od
NP Pl B 5 sy o)l 1P| NN - e e @l
) =4 * o Ll 7 | | Ll ) » ¥
P Vista Algebraica b Vista Grafica
=l Conica \\
el o+ 1P+ (y+ 2P =25 ~,
= = [k
- Punto .
i ~,
~,
g
4
N\
~
A
2
\
~
T T I\ T T T
-8 2 4 N B 8 10 12 14
\I
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"
N
~
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~
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\
~,
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104

Figura 3

Actividad 5: Resuelve con lapiz y papel y luego verifica el resultado utilizando un software matematico.

1) La ecuacion de una circunferencia es x” +y° +4x—8y=5. ;Cuil es la ecuacion de la recta tangente a esta
circunferencia en (1, 0)?

2) Si larecta y =x es tangente a una circunferencia en (3,3) y la recta y =2x pasa por el centro de misma; ;cudl es la
ecuacion de dicha circunferencia?

3) Halla la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es el punto de coordenadas (-1,-4) y es tangente a la recta
—2x+3y-10=0.

1.4 Interseccion de recta y circunferencia

Para encontrar los puntos de interseccion de una recta r y una circunferencia C necesitaremos resolver un sistema de
ecuaciones en dos variables.

Recordemos que un sistema de ecuaciones lineales puede una solucion, infinitas o ninguna.
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Actividad 6:

1) Halla la interseccion de la recta 3y —4x+2=0 y la circunferencia (x+2)* +(y—1)>=4. Representa graficamente
la recta y la circunferencia.

2) Dada la circunferencia de ecuacion x% + y2 =35, determina los valores de k para los cuales larecta X —2y +k =0
resulta secante, tangente, o exterior a la circunferencia. Verifica la solucion con software.

3) Dadas la recta y la circunferencia de ecuaciones x +y —5=0y (x—2)> +(y +1)> =#* ;Cuanto debe valer el radio

para que ambas figuras sean secantes?

1.5 Ecuaciones paramétricas de la circunferencia

Hasta aqui hemos trabajado con la ecuacion cartesiana de la circunferencia. Ya utilizamos ecuaciones paramétricas,
como por ejemplo para representar rectas. Ahora veremos cémo también se puede representar circunferencias utilizando

un parametro.

Si fijamos un sistema de referencia cartesiano ortogonal en el plano y consideramos el vector posicion OP

correspondiente a un punto P, es posible representarlo mediante sus componentes de la forma:

OP = ( ‘@‘ cost, OTD‘ sent) :

Figura 4
donde ¢ indica el angulo medido en radianes determinado por el semieje positivo de las x, y la semirecta OP.

Dada una circunferencia de centro C(0,0) y radio r, es sencillo ver que todo punto P(x,y) perteneciente a la misma,

P o

tiene por coordenadas:

X =¥ cost
{ paraun valordet [0,27[) (5)
Yy =r sent

Figura 5

En una circunferencia de centro C(a,b) y radio r, todo punto P(x,y) de la misma verifica que:

OP=0C +CP
, N e Fix,yv)
(x,y)=(a,b)+(rcost, rsent ) paraalgin ¢ [0,27) i 7
= I
X=a+r cost CH
de donde: 0<t<27 (6 d yan
y=>b+rsent -
b cEh)
i
i il (o] o] ] I
Anélogamente, todo punto cuyas coordenadas verifiquen las BTN R e (s TR/
ecuaciones (6) pertenece a una circunferencia de centro C(a,b) =l
y radio r. |
Figura 6

Las expresiones (5) y (6) reciben el nombre de ecuaciones paramétricas de una circunferencia, la primera con centro en
(0,0) y radio 1, y la segunda con centro (a,b)y radio r.
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I Comprueba que todo punto de una circunferencia dada por su ecuacion cartesiana satisface sus ecuaciones paramétricas |

1 .
. Yy viceversa.

Actividad 7:
1) Determina las ecuaciones paramétricas de la circunferencia cuya ecuacion cartesiana es x* + y*> —2x +4y=11.

2) Encuentra una ecuacion cartesiana y representa graficamente la circunferencia dada por las siguientes ecuaciones

paramétricas:
x =4cost x =—-3+2cost

a) 0<t<2rx b) 0<t<2rx
y=4sent y =2+ 2sent

3) Grafica con lapiz y papel las curvas dadas por las siguientes ecuaciones y verifica tu respuesta con un software:

x+1=2cost T T x=3+3cost
t<= b

—L <
y =2+ 2sent 2 y=-2+3sent

T <t<2rxw

Actividad complementaria:

1) Encuentra la ecuacion de la circunferencia de radio 4, cuyo centro estd en la recta 2x +3y+6 =0 y es tangente a la
recta 3x+4y+12 =0. Para ver si hay mas de una solucion te sugerimos que representes graficamente las ecuaciones

implicadas en el problema.

2) Dada la circunferencia x2 +y = 4 | halla el valor de a de manera que larecta y =3x+ a, resulte

a) tangente b) secante ¢) no tenga puntos de contacto.

3) Halla la ecuacion de una circunferencia inscripta en el tridngulo cuyos vértices se encuentran en (5,4), (-15,-1) y
(23/3, -20/3).

4) En una plaza de forma circular de radio 250 m se van a poner 7 faroles cuyas bases son circulos de un 1 m de radio,

el resto de la plaza lo van a utilizar para sembrar césped. Calcula el area de la region cubierta por césped.

5) A un hexagono regular 4 cm de lado se le inscribe una circunferencia y se le circunscribe otra. Halla el area de la
corona circular asi formada.

6) En una circunferencia una cuerda de 48 cm dista 7 cm del centro. Calcula el area del circulo.
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Parabola 2 J

El primero en usar el término parabola fue Apolonio de Perge en su tratado Conicas, considerada obra cumbre sobre el

tema. Es Apolonio quien menciona que un espejo parabdlico refleja de forma paralela los rayos emitidos desde su foco,
propiedad usada hoy en dia en las antenas satelitales. La parabola también fue estudiada por Arquimedes, nuevamente

en la busqueda de una solucién para un problema famoso: la cuadratura del circulo, dando como resultado el libro Sobre

la cuadratura de la parabola.

Comenzamos presentando la definicion de pardbola desde un punto de vista geométrico, para arribar luego a la ecuacion

algebraica.

2.1 DEFINICION GEOMETRICA DE UNA PARABOLA

Una pardbola es el conjunto de todos los puntos P del plano que equidistan de una recta fija d, llamada directriz, y de un
punto fijo F, llamado foce, que no pertenece a d.

La gréfica de una parabola P con directriz d y foco F puede describirse como el siguiente conjunto de puntos:

P(d,F)={P/d(P,d)=d(P,F)}

Direc_triz

Directriz

Figura 7

Se llama eje de la pardbola a la recta que contiene al foco y es perpendicular a la directriz, y vértice al punto
interseccion de la parabola y el eje.

Actividades con GeoGebra:

Es posible visualizar la construccion de una parabola. Ingresa en cada una de las paginas indicadas y realiza las
actividades propuestas.

http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/c12_parabola_constr.html

http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/c13_parabola_ecuacion.html

2.2 Ecuacién de la parabola con vértice en el origen de coordenadas y eje horizontal o
vertical

Fijado el sistema coordenado cartesiano ortogonal usual, el lugar geométrico que estamos considerando queda

caracterizado por el siguiente conjunto de puntos:
P(F,d)=1{P(x,y)/d(P,F)=d(P,d)}

Comencemos considerando parabolas con vértice en el origen de coordenadas, foco en el punto F(0,p), eje vertical y
directriz a la recta d) y=-p. La figura 8 muestra el caso en que p>0.
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Figura 8

PF|=x*+(y-p)’

e Ladistancia del punto P(x, y) a la recta d) y=-p es igual a | y+ p|

Sabemos que:

e Ladistancia del punto P(x, y) al punto F(0,p) es igual a

El punto P(x, y) pertenece a la parabola si:

2 2
X' +(y=p) =|y+p
elevando ambos miembros al cuadrado, desarrollando binomios y agrupando términos, llegamos a la ecuacion de la

parabola:

X +(y-p)’=(+p)’

X4y’ -2py+p’=y'+2py+p’

x2=4py

En este caso el eje de la pardbola es el eje y, que resulta ser un eje de simetria de la curva, ya que si reemplazamos (x, y)

por (=x, y) la ecuacion no cambia.

Podemos resumir que:

Parabola con vértice en (0,0) y eje focal vertical

Si p#£0, x’ =4 P Y |(7) eslaecuacion candnica o reducida de una parabola con las siguientes propiedades:

* foco en el punto F de coordenadas (0, p)
* directriz recta d) de ecuaciony = - p
* ramas hacia arriba si p>0 y hacia abajo si p<0

y

2

Fop 1

5

X’=4py (p>0) X’=4py (p<0)

Figura 9

Hay cuatro posiciones posibles para una parabola con vértice en (0,0) y foco sobre uno de los ejes coordenados, de las

cuales acabamos de describir dos.
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Actividad 8: Parabola con vértice en (0,0) y eje focal horizontal

Comprueba que la ecuacion y2 =4 px|(8) p#0, representa a una parbola con vértice en el origen de coordenadas

y eje horizontal. Representa graficamente el conjunto de puntos que verifican dicha ecuacion y comparalas con las
siguientes figuras.

Ta 3 2 o "F(p.0)2 3 a Sy = 7 2 -8 7 2 -5 4 -3 -%(F,D)A o H 3 3 L

y'=4px (p>0) y'=4px (p<0)

Verifica que estas parabolas tienen las siguientes propiedades:

* foco en el punto F de coordenadas (p, 0)
* directriz recta d) de ecuacion x = -p

* ramas hacia la derecha si p>0 e izquierda si p<0

Figura 10

Ejemplo 5:
Encontrar el foco y la directriz de la parabola x * = 40 y.

De la ecuaciéon deducimos que es una parabola con foco sobre el eje y, con p = 10 y ramas hacia arriba. Por lo tanto el

foco se encuentra en el punto (0, 10) y la directriz tiene ecuacion y = -10.

Ejemplo 6:

1
Dados el foco F/ (-5,0 )y la directriz x = § encontrar la ecuacion de la parabola.

Reemplazando p :g en la ecuacion (8), rapidamente encontramos que la ecuacion buscadaes: |y~ = ——X|.

Llegaremos a la misma solucion si buscamos todos puntos P(x,y) que definen a la pardbola como lugar geométrico. Para
cada uno de estos puntos se cumple que su distancia al foco es igual a su distancia a la recta directriz, esto es:

1 2 2
X+=) +y =
w/( 3) y
1

elevamos ambos miembros al cuadrado ~ x” + 5 x+ 5 +y2: x-Zx+=

9

x-_

3

simplificamos y obtenemos la misma ecuaciéon |y~ = ——X|.

Ejemplo 7:
Hallar la ecuacion de la parabola con vértice en el origen y foco en (2,0).

El eje de la pardbola es horizontal, entonces la ecuacion es de la forma: y2 =4 px . Como la distancia del vértice al

foco es 2, nos queda que: y2 = 8 x . Graficamente:
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) x=-2

V(0,0)

& 1 O [ i

Feo® x°

Figura 11

Actividad 9: Representa graficamente las parabolas de los ejemplos 5 y 6 utilizando cualquier software matematico.

Actividad 10:
1) Determina las coordenadas del foco y la ecuacion de la directriz de cada pardbola. Representa graficamente cada una.
a) x> =2y b) y> = —4x ©) 6x—3° =0 d) x* =24y

2) Halla la ecuacion de la parabola con la informacion dada en cada caso, teniendo en cuenta que el vértice estd
siempre en el origen de coordenadas. Representa graficamente.
a) focoen (2, 0) b) la directriz es la recta x = 4 ¢) la directriz es la recta y = 3/2
3) Halla la ecuacion de la parabola cuyo foco es el punto F(0, -4/3) y su directriz es la recta y - 4/3 = 0.

4) Dada la parabola y2 = 4Xx determina los puntos P de la misma, tal que la distancia de P al foco es igual a 4.

5) Determina grafica y analiticamente los puntos de interseccion de la curva de ecuacion y2 =X y la recta de
ecuacion y =x — 2.
6) Deduce las ecuaciones de las parabolas que tienen vértice en el origen, y focos F;(0, 1/8), F»(0,1/2), F5(0,1) y
F4(0,4). Traza las graficas de estas parabolas. ;A qué conclusion puedes llegar?

7) Determina la ecuacion de la parabolas cuyo vértice estd en (0, 0) y contiene al punto (2, 4). ;Puede existir mas de
una solucion?

2.3 Ecuacion de la parabola con eje de simetria paralelo a uno de los ejes coordenados

Queremos encontrar la ecuacion de una parabola con eje de simetria paralelo a uno de los ejes coordenados y vértice en
un punto de coordenadas (%,k) (A y k no nulos a la vez).

. Qué condiciones deben satisfacer las coordenadas de un punto P(x, y) para pertenecer a la grafica de una
parabola con eje vertical (horizontal) y vértice en (4,k)?

y en tal caso, ;Cuailes son las coordenadas del foco y cuél es la ecuacién de la directriz?

El siguiente grafico nos ayudara a encontrar la ecuacion buscada para el caso de eje vertical:

Figura 12
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Sabemos que:

e Distanciade PaF = \/(x —h) +(y—(k+ p))’ (distancia de un punto a otro)

e Distanciade Pad :| y—_(k- p)| (distancia de un punto a una recta)
. \/ 2 2 _

Igualando: (x=h)}+(y-k-p) =|y—(k-p)|

elevando ambos miembros al cuadrado, agrupando y simplificando, llegamos a la ecuacion |(x —/)* =4 p(y —k)

Se puede repetir un procedimiento andlogo para el caso de eje horizontal. Podemos sintetizar que:

Parabola con vértice en (i,k) y eje focal vertical.

Sip=0, |(x -h)’=4p(y- k)| (9) es la ecuacion canonica de una parabola con las siguientes propiedades:

* vertice en el punto V' de coordenadas (h,k) * foco en el punto F de coordenadas (4, k+p)

* directriz recta d) de ecuacion y = k-p * ramas hacia arriba si p>0 y hacia abajo si p<0

o]

yk-p

HE ) eje x
-0 BT o 5 | o s 10 1=

Vihk)

o Eje %

-5

(-h)’=4 p(y-k) p>o (-h)*=4 p(y-k) p<0

Figura 13

Actividad 11: Parabola con vértice en (,k) y eje focal horizontal

Si p # 0, comprueba que la ecuacién: |(¥ —k)*> =4 p(x — h)|(10), representa a una pardbola con vértice en el punto

de coordenadas (h, k) y eje focal horizontal. Representa graficamente el conjunto de puntos que verifican dicha
ecuacion y comparalas con las siguientes figuras.

] = | |
ejey

w=h-p

m ] n
(-k)’=4 p(x-h) p>o (k=4 p(x-h) p<0
Verifica que estas parabolas cumplen con las siguientes propiedades:

* vértice en el punto V' de coordenadas (h, k)
* foco en el punto F de coordenadas (h+p, k)
* directriz recta d) de ecuacion x = h-p

* ramas hacia la derecha si p>0 y hacia la izquierda si p<0

Figura 14
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Ejemplo8:

1 1
Encontrar el foco de la parabola dada por la ecuaciéon: y = ——x’—x+ 5
Si multiplicamos por 2 ambos miembros y completamos cuadrados llegamos a la ecuacién: (x+1)° =-2(y—1).
1
Comparéandola con la ecuacién (9), concluimos que: A =—1, k=1yp=——.

Como p<0, las ramas de la parabola se abre hacia abajo, su foco tiene coordenadas (h, k + p )= (-1, 5 ) y la directriz

viene dada por la ecuacion y=3/2. Su grafica tiene el aspecto que muestra la figura 15.

Figura 15

Actividad 12:

1) Halla vértice, foco y directriz de cada una de las siguientes ecuaciones y grafica cada parabola.
a) ' +4y+8x—12=0 b)-i(x+%)2:y ¢) P =16x-9-2y

d) x> —4x-8y+9=0 e) 2x° —4x—y+5=0 f) 4y° =3x—4+8y

2) Deduce la ecuacion de la parabola que verifica las condiciones dadas en cada item y representa graficamente.

a) foco F(0,4) y directriz y = 0. b) foco en F(7,2) y directriz x-5=0.
¢) foco F(4,3) y directrizy = 5. d) vértice en (-1,2), eje paralelo al eje x, p=-1
e) vértice en (2,2), eje paralelo al eje x, p=2. f) vértice en (0, 1), eje paralelo al eje y, p=-3/8.

3) Encuentra y representa graficamente la parabola que verifica que su eje de simetria es paralelo al eje x y contiene a
los puntos (4, -2), (0,0) y (3, -3).

Volvemos a pensar el problema teorico planteado para circunferencia:

. Qué condiciones deben cumplir los coeficientes de la ecuacién general de segundo grado (1)

Ax’+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0

para representar algebraicamente una parabola con eje paralelo a uno de los ejes coordenados?

Veamos qué similitudes encontramos en los desarrollos de cada una de las ecuaciones:

(x—=h)’=4p(y—k) (10) y (y—k)Y=4p(x-h) (11
desarrollando (10) y (11):

x*-2xh+h*=4py-dpk < x*-2hx-4p y+(h*> +4pk)=0
V:2ky+k*=4px-dph vy —dpx2ky+(k*+4ph)=0

En ambos casos observamos que:

» tienen un solo término de segundo grado. En la primera C=0 y en la segunda 4=0.

» no tiene término rectangular (B = 0).
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Podemos decir que:

Para que la ecuacion (1) represente a una parabola con eje paralelo a alguno de los ejes coordenados,
es necesario que:

(12)

A=0yB=0 o C=0yB=0

Ahora bien:

.Es suficiente que una ecuacion de segundo grado cumpla la condicion (12), para que sea una parabola?

Para llegar a una respuesta realiza la siguiente actividad:

Actividad 13:
1) Investiga cuales de las siguientes ecuaciones tienen por grafica a una parabola.
a) 2x° +x-15=0 b)Y’ -4y +4=0 Qx’+12=0 d)5)y"=20y—3x+20=0

2) Verifica que una ecuacion de tipo (3) con B=C=0, esto es: Ax*+D x+E y+F=0 representa a una parabola con

24

vértice en el punto de coordenadas (_ D D —44F j y tiene como eje de simetria la recta de ecuacion:  — _D
247 44E

Algunas propiedades y aplicaciones de las pardbolas

Una de las propiedades mas utilizadas de la parabola es la de reflexion. En Fisica, una superficie se dice reflectora si en
cualquier punto los angulos que forman un rayo incidente y uno reflejado con la normal son iguales. Es decir si el
angulo de incidencia es igual al de reflexion.

Si pensamos en una parabola como la seccion transversal de un espejo parabdlico, un rayo de luz que proceda del foco
de la parabola se refleja siguiendo una linea paralela al eje. Asi, un reflector parabdlico refleja la luz en forma de haz de
rayos paralelos. Reciprocamente, la luz que llega al reflector parabdlico en forma paralela al eje de simetria, se

concentra ene le foco.

02

En el sitio http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/cl15 foco parabola.html puedes acceder

en forma dindmica e interactiva a lo recién descripto.

Estas propiedades son la base para la construccién de los faros de automoviles, telescopios reflectores y espejos
parabdlicos en los telescopios.

La trayectoria de un proyectili también describe una  parabola. Puedes visualizarlo en

http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/c26tiro_parabolico.htm.

Una aplicacion mas de las pardbolas, aunque secundaria, se encuentra en las orbitas de los cometas. A cierta distancia
del Sol, existe una velocidad umbral llamada velocidad de escape. Cuando un cometa tiene esa velocidad o una mayor,
escapa del sistema solar; si su velocidad es menor, permanece dentro del campo gravitacional del Sol. El trayecto del
cometa es parabolico si su velocidad es igual a la velocidad de escape. En éste caso el cometa se acerca al Sol una sola
vez y se retira hacia el espacio para nunca volver.

También se forman parabolas en ciertas aplicaciones técnicas. Cuando se cuelga un puente de un cable, es preferible

distribuir de manera uniforme el peso del puente y en ese caso el cable toma la forma de una parabola. Los arcos
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parabolicos tienen mayor resistencia que otras formas; razon por la cual los puentes de arco de concreto se construyen
muchas veces en forma de parabola.

Otro ejemplo que nos serd de mucha utilidad mas adelante, es la superficie engendrada al girar una pardbola en torno a
su eje. ;Te imaginas la forma de esta superficie? ;Qué nombre te parece que puede tener? ;Tienes presente alguna
construccion edilicia con esta forma? Si no reconoces ninguna consulta el tema en internet.

Puede resultar interesante ver distintos ejemplos de parabolas presentes en la naturaleza y en la vida diaria en:
http://www.youtube.com/watch?v=TU9rATRLmeU

Actividad complementaria

1) Un faro de automovil tiene un reflector parabdlico de 20 cm de diametro y 10 cm de profundidad. ;A qué distancia
del vértice debe colocarse el foco luminoso?

2) Un faro (o baliza) emplea un reflector parabolico de 1 m de didmetro. ;Qué profundidad debe tener para que la
fuente luminosa se coloque a media distancia entre el vértice y el plano de la orilla al borde?

3) Un cometa procedente del “espacio profundo” se acerca al Sol siguiendo una 6rbita parabdlica (el sol se encuentra
en el foco de la parabola). Cuando esta a 100 millones de millas del Sol (més o menos la distancia de la Tierra al Sol), la
linea que une al Sol y al cometa, forman un angulo de 60° con el eje de la parabola. ;Cual sera la distancia minima entre
el Sol y el cometa? (Sugerencia: el punto de una pardbola mas cercano al foco es el vértice. Usa la definicion de una
parabola y no una ecuacioén de la forma estandar)

4) Se ha decidido disefar un puente colgante como se ve en la figura:

Torre A: 20m de altura Tarre B: 22 m de altura

tirante 13: 20m

1 2345 6 78 51011121314

Si sabemos que el cable superior tiene forma paraboélica, conocemos la altura de las dos torres y de uno de los tirantes, y
sabemos que la distancia de torre a torre es de 120 m, con distancias entre tirantes iguales, ;cudl seria la altura para cada

uno de los tirantes que se encuentran entre las dos torres?

5) Las torres de un puente colgante estan a 500 pies de distancia y salen a 100 pies sobre la superficie de la carretera.
Los cables principales, o portantes entre las torres (llamadas pilones u horcas) llegan a 10 pies de altura de la carretera,
en el centro del puente, y hay cables verticales de suspension, que se llaman péndolas, cada 10 pies. Calcula las
longitudes de las péndolas a intervalos de 50 pies.

6) Verifica que las ecuaciones paramétricas de una parabola con vértice en el punto (h,k) y eje focal horizontal, de

1,
ecuacion (x-h)’ =4 p (v - k), estan dadas por el sistema r= Et ¢t e R - (Cudles son las ecuaciones paramétricas si el

y=k+t

eje focal es vertical?

7) Determina las ecuaciones paramétricas del arco de la parabola de ecuacion y* = —4x comprendido entre los puntos
0,0)y (-9,6).

8) Busca problemas o aplicaciones relacionados con el tema y compartelos con tus compaiieros
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Elipse 3 J

Segtin el modelo aristotélico, durante dos mil aflos se creyd que los planetas se movian en 6rbitas circulares alrededor
de la Tierra, fue en el siglo XVII que Kepler demostr6 que las drbitas son elipticas y que el Sol estd en uno de los focos.

Comenzamos presentando la definicion de elipse desde un punto de vista geométrico, para arribar luego a la ecuacion
algebraica.

3.1 DEFINICION GEOMETRICA DE UNA ELIPSE

Una elipse es el conjunto de todos los puntos P del plano tales que la suma de sus distancias a dos puntos fijos F; y F; es
constante. Esos dos puntos se llaman focos de la elipse y la distancia entre ellos se llama distancia focal.

La grafica de una elipse E con focos F; y Fjpuede describirse como el siguiente conjunto de puntos (por comodidad

llamamos 2a a la suma de las distancias del punto a los focos):

E(F,,F,)={P/d(P,F,)+d(P,F,)="2a}

Figura 16

Una elipse puede construirse por varios métodos. Uno muy sencillo (Ilamado “método del jardinero”) consiste en tomar
una cuerda de longitud 2a y fijar con estacas sus extremos en dos puntos del terreno (F; y F,), y con un movimiento
continuo extender la cuerda manteniéndola tensa hasta dar un giro completo.

Actividad 14:

1) Traza una elipse, tan exactamente como puedas, en el pizarrén de clase. ;Como te ayudarias con una soga y dos
compaferos para lograrlo?

2) Repite el proceso en una hoja de papel. ;Qué ocurre cuando la distancia entre los focos es muy grande? y ;Cuando es
muy pequenia?

3) Visualiza una animacion de esta construccion ingresando a:

http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/c4_elipse constr.html

3.2 Ecuacion de la elipse con centro en el origen de coordenadas y eje focal horizontal o
vertical

Fijado el sistema coordenado cartesiano usual, el lugar geométrico que estamos considerando queda caracterizado por el
siguiente conjunto de puntos:

E(F,,F,)={P(x,y)/d(P,F,)+d(P,F,) = 2a}
Queremos representar a una elipse como el conjunto de soluciones de una ecuacion, tal como lo hicimos con
circunferencia y parabola. Para obtener una ecuacion mas sencilla, colocamos los focos sobre el eje x en F; (-¢,0) y

F,(c,0), de manera que el origen de coordenadas esté ubicado a la misma distancia entre ellos. En este caso ‘Fl F,|= 2¢c

centro (0,06

1] a k 2 B o H H a 5

Figura 17

e La distancia del punto P(x,y) al focoF,(c,0) es igual a+/(x —c)* + y°
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e Ladistancia del punto P(x, ) al foco Fa(-c,0) es igual a1/ (x +¢)* + °

e Si P(x,y) esun punto de la elipse, debe cumplir que: d (P, F))+ d (P, F,) =2a

O sea: \/(x—c)2+y2+\/(x+c)2+y2:2a

trabajando algebraicamente llegamos a: (a2 - Cz)x2 + azyz =a’ (a2 - Cz)

Observemos el triangulo determinado por los punto F(-c,0), F,(c,0) y P(x,y) de la figura 17. La distancia entre los

focos es 2¢ y la suma de las longitudes de los otros dos lados es 2a . Como la longitud de un lado de un tridngulos es
menor que la suma de los otros dos, tenemos que: 2¢ < 2a, o ¢ < a, entonces a*-c* > 0, lo que nos permite

2 2 , o . 2 72 2 2 .
reemplazar @~ — ¢~ por un niimero positivo, por ejemplo: b”, es decir b = a” — ¢~ , llegando a la ecuacién

b2x2+a2y2:a2b2

Si dividimos ambos miembros por @ b* obtenemos la ecuacién de la elipse | — + == =

(13)

Es inmediato ver que si el punto P(x, y) pertenece a la elipse (verifica su ecuacion), los puntos P;(-x, y), Py(-x,-y) y

P;(x,- y) también pertenecen a la curva. Esto permite afirmar que los ejes coordenados son ejes de simetria de la curva,

y el origen de coordenadas es centro de simetria. En particular al eje que contiene a los focos se lo llama eje focal.

Verr

Para representar graficamente la curva conviene conocer las intersecciones con los ejes coordenados. Al hacer y=0

2

obtenemos Lz —1, de donde x> =a’ o x =+ a.Esto dice que la grafica cruza al eje x en los puntos de coordenadas
a

(-a,0) y (a,0). A estos puntos se los llaman vértices y al segmento que los une, cuya longitud es 2a, eje mayor. De la

misma forma, si hacemos x=0, obtenemos y = +b, de donde sale que la curva cruza al eje y en los puntos de

coordenadas (0,-b) y (0,b). El segmento que los une se llama eje menor y mide 2b. Como a > b, el eje mayor es mas
largo que el eje menor.

Podemos resumir que:

Elipse con centro en (0,0) y eje focal horizontal

2 2
Conb®> =q*> - ¢* (b<a) x_2 +y_2 =1|(13), es la ecuacion canonica o reducida de una elipse que cumplen con las
> la® b

siguientes propiedades:

* centro en el punto C de coordenadas (0,0)

* focos en los punto F,y F,de coordenadas(-c, 0) y(c,0), b’= a’- ¢
* vertices en (-a,0) y (a,0)

* eje mayor horizontal de longitud 2a

* eje menor vertical de longitud 2b

2

3-{(0,b)

Vértice (-a,0) centro (0,0) a,0)
T T T T T T T T 7 T

eje menor=2h

-34(0,-b)

|
PSRN,

i i
ele tayor=2a

Figura 18

Mg. Patricia C6 20




El software GeoGebra brinda de forma sencilla la posibilidad de graficar elipses. Para ello debemos desplegar el boton

)

IL_/!,, ubicado en la barra de herramientas, y elegir la opcion elipse, para luego marcar con el mouse tres puntos sobre la
pantalla, los dos primeros representan los focos y el tercero un punto cualquiera d la elise. En la siguiente figura se
muestra que la suma de las distancias de culaquier punto de la elipse a los focos es simepre la misma, en este caso 7.02.

) e
[ Vista Algebraica o » Vista Grafica =
- Conica a4
@ €1 94.95% + 34X y + 194.54y
= Nimero d=a+h=7.02
=0 d=7.02 g=e+f=7.02
g=7.02
D j=7.02 j=h+i=7.02
Funto
- @ F1={17,3.68)
- @ F2=(3.36,2.84)
- Py=1-154,5.24)

2 P
-9 -1

- Segmento

~@ a=1.57
b =546
e=4386
=217
h=438
i=2.64

RRRE

GeoGebra brinda la posibilidad de recrear construcciones de elipses siguiendo diferentes métodos. Los siguientes link
nos muestran algunas de ellas:

http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/c4_elipse constr.html
http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/c18 elipse_envolvente.htm(como envolvente)
http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/c20_elipse_hipotrocoide.htm(como hipotrocoide)
http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/c23 _elipse_construccion7.htm(el compas de
Arquimedes)

Actividad 15: Elipse con centro en (0,0) y eje focal vertical

2 2

X Yy

1) Conb® =a’> -c?, comprueba que |75 +5 = 1| (14) es la ecuacién canénica o reducida de una elipse con centro

b’ a

en (0,0) y focos sobre el eje y.

Representa graficamente el conjunto de puntos que verifican dicha ecuacion y comparala con la siguiente figura.

4 Vértice(0,a)

I

eje mayor=2a

ejen

Verifica que la elipse tiene las siguientes propiedades:

*focos en los puntosF; y F,de coordenadas (0, -¢) y (0, ¢)
* vertices en los puntos de coordenadas (0, -a) y (0, a)

* eje mayor vertical de longitud 2a

* eje menor horizontal de longitud 2b

2) Justifica que la grafica es simétrica con respecto a los ejes coordenados y al origen de coordenadas

Figura 19
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Ejemplo 9: Hallar los focos y los vértice de la elipse de ecuacién 4x” +9)° =36. Obtener su representacién grafica.

2 2
Dividimos ambos miembros de la ecuacién por 36, llegando a: Lz n Lz — 1. Podemos afirmar que se trata de una elipse
2

con focos sobre el eje x, vértices en (i3,0).Para determinar los focos utilizamos que b? =d? —cz; de donde
c?=a*-b*=9-4=5

Por lo tanto los focos se encuentran sobre ¢l eje x y tienen coordenadas (i V5 70)

Fo(+/5,0) \ w3,0)

a

Figura 20

Ejemplo 10: Encontrar la ecuacion de la elipse con focos en los puntos (-1,0) y (1,0) y semieje mayor igual a 3.
Veamos dos formas posibles de resolucion:

Por los datos sabemos que @ = 3y ¢ = I, por lo que el semieje menor esh =+va’ —c¢> =4/9—1 = NCR

2 2
I X
La ecuacion buscada es Z— + Yy _ i
9 8

Otra manera de encontrar la solucién es utilizando definicion de elipse “cualquier punto P(x,y) debe verificar que la

suma de las distancias de P a los focos es igual a 2a”, esto es: \/(x )P+t + \/(x +1)’+y* =6

Elevando al cuadrado ambos términos: (x-1)> + y* + (x + 1)2 +y7 4+ 2\/(x 1)+ 7 \/(x +1)" +y? =36
Vo124 37 Jx+ D)7 )7 =17-57 - )

L ., . 2 2 _
Elevando otra vez al cuadrado y simplificando obtenemos una ecuacion equivalente: S8x"+9y° =72|

Actividad 16: Representa graficamente las elipses de los ejemplos 9 y /0 utilizando cualquier software matematico.

3.3 DEFINICION DE EXCENTRICIDAD

, . . . [ 2 52
El numero ¢ = < recibe el nombre de excentricidad, siendoc =va’ —b> .
a

Se puede demostrar que la forma de una elipse depende del cociente <.
a

Actividad 17:

2 2
1) Comprueba que todo punto P(x,y) perteneciente a una elipse verifica las desigualdades: x_2 <ly z—z <1, de lo que
a

resulta: | x| <a, | y| <b, esto dice que la grafica de la elipse se encuentra completamente dentro del rectangulo
determinado por lasrectas x =ta y y==1b.

2) Verificaque 0 <e<1.

3) (Qué “forma” toma una elipse si ¢ es casi igual a a?, y jsi ¢ es cercana a 0? ;Podemos decir que la excentricidad es
una medida del “estiramiento” de la elipse?

4) Propon algunos ejemplos que muestren las distintas formas que toman las graficas de elipses segtin los valores de c.

Ejemplo 11: Deducir la ecuacion de una elipse con focos en (0, -8) y (0,8) y excentricidad e=4/5.

De los datos sabemos que ¢c=8 y e=4/5. Entonces: 4 = §<:> a=10
5 a
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para calcular b utilizamos que: cF=a’-b=b*=a" -,
2 2
reemplazando llegamos a que b=6, por lo que la ecuacion de la elipse es: X Y _|
36 100

Calculamos las intersecciones con ambos ejes coordenados, obteniendo los puntos (i 6,0) y (O,J_rlo)y su grafica tendra
el siguiente aspecto:

p F-(043)

-0

V,(-6,0) V_(0.6)

-5 ¢F ,(0,/8)

Figura 21

Actividad 18:
1) Para cada una de las siguientes elipses determina las medidas del eje mayor y la del semieje menor, las coordenadas

de los vértices, focos y la excentricidad. Realiza las graficas.

2 2 2 2
a) X Y b) 16x* +y* = 64 X Y _
16 9 9 36

2) Encuentra la ecuacion de la elipse segin las condiciones que se dan en cada caso. Realiza la grafica de cada una y

1

verifica las mismas con un software matematico.

a) pasa por el punto P( ﬁ 3) eje mayor esta sobre eje x y su longitud es el doble de la de su eje menor.
2 9

b) Vértices (0, * 8), excentricidad 3/5.

¢) Centro en el origen de coordenadas, ejes en los ejes coordenados y pasa por los puntos (-1, 4) y ( \/g ,2).
d) Longitud del eje mayor 4, longitud del eje menor 2, focos en el eje y.

e) Extremos del eje menor en (-10,0) y (10,0), distancia entre focos 6.

f) Excentricidad 1/9, focos en (0,-2) y (0,2).

g) Excentricidad V3 , focos en el eje y, y longitud del eje mayor 4.
2

h) Focos en (£ 5,0), longitud del eje mayor 12.

3) En cada uno de los siguientes items determina las coordenadas de los puntos de interseccion de las curvas dadas por

sus ecuaciones. Utiliza un software para visualizar las graficas y verificar los resultados hallados:
2 2 2 2 2 2
A x+y=3 y 5x°+3'=9 b4y =25y 42 1 ol X o1, ZX o
Y Y 16 2567 6 9 Y 916

3.4 Ecuacion de la elipse con ejes de simetrias paralelos a los ejes coordenados

Queremos encontrar la ecuacion de una elipse con ejes de simetrias paralelos a los ejes coordenados y centro en un
punto de coordenadas (%, k) (h y kno nulos a la vez).

. Qué condiciones deben satisfacer las coordenadas de un punto P(x,y) para pertenecer a grifica de una elipse
con eje focal horizontal (vertical) y vértice en el punto (h,k)?
y en tal caso, ;Cuales son las coordenadas de los focos y de los vértices?
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Actividad 19: Elipse con ejes de simetria paralelos a los ejes coordenados y centro en (%,k)

2 9 2 .. . .
Con b” =a” —c”, comprueba que cada una de las siguientes ecuaciones representa a una elipse con centro en el punto

de coordenadas (%,k) y eje focal horizontal o vertical respectivamente.

()C —2]’[)2 + (y _2k)2 =1 (16) (x —2/’!)2 + (y _zk)z =1 (17)
a b b a

Representa graficamente el conjunto de puntos que verifican dichas ecuaciones y comparalas con las siguientes figuras:

L eiey | vin,k+a) ooy
Py 4]
:(h:a,:) --------- [ Th;-k)- (h:h:) -----------
- | V(hk-a) N .
ejex \ . ejex
0 1 2 3 2 'y 5 o F) 2 1 o 1 2 3
!
2 2 ) 2
(.X,'*Z'l) +(y72k) =il (X*!’l) +(y72k) =1
a b b a
Verifica que se cumplen las siguientes propiedades:
eje focal horizontal eje focal vertical
* focos en F;y F;de coordenadas (h-c, k) y (h+c, k) *focos en F; y F; de coordenadas (h, k-c) y (h, k+c)
* vertices en (h-a, k) y (h+a, k) * vertices en (h, k-a) y (h, k+a)
* eje mayor horizontal de longitud 2a *eje mayor vertical de longitud 2a
* eje menor vertical de longitud 2b * eje menor horizontal de longitud 2b

.. c
*excentricidad e = —
a

Figura 22

Actividad 20:

1) Encuentra el centro, los focos y los vértices de cada elipse, y determina la longitud de los ejes mayor y menor. Traza

las grafica de cada una.

8) (x=2) +4y" =4 b) (xo3)+ 0¥ ob=2f -1 _,
16 9 4

2) En cada caso determina la ecuacion de la elipse que verifique las condiciones dadas y representa graficamente:
a) centrada en el origen de coordenadas, un vértice en (10, 0) y un foco en (-6, 0).
b) centro en el punto (1,-2), la distancia entre los vértices es 8 unidades, eje focal horizontal y excentricidad es Y.

¢) el punto (7,1) es uno de los extremos de su eje menor, tiene un vértice en el punto (3,5) y su eje mayor es vertical.
d) comparte un vértice y un foco con el vértice y foco de la pardbola x> +4y=40, y que tiene su otro foco en el
origen de coordenadas.

3) Determina la ecuacion de una elipse cuyos ejes de simetria son paralelos a los ejes coordenados, siendo la elipse

tangente a los mismos en los puntos 4(4,0) y B(0,-3). Representa graficamente a la elipse.

Planteamos ahora la misma pregunta que en los casos de circunferencia y parabola:

. Qué condiciones deben cumplir los coeficientes de la ecuacion general de segundo grado (1)
Ax*+Bxy+Cy°+Dx+Ey+F =0

para representar algebraicamente una elipse con ejes paralelos a los ejes coordenados?
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Realizando un analisis similar a los realizados anteriormente, podemos llegar a la siguiente conclusion:

Para que la ecuacion (3) represente a una elipses necesario que:
(17)
AC>0y B=0

Ahora bien:

Es suficiente que una ecuacion de segundo grado cumpla la condicién (17), para que sea una elipse?

Para llegar a una respuesta realiza la siguiente actividad:

Actividad 21:

1) Cuales de las siguientes ecuaciones tienen por grafica a una elipse, un punto o el conjunto vacio
a)2x> +y’—4x+4y+6=0 b)2x> +y +4x—4y+10=0 0)2x’ +y*+6x+2y—-40=0
d)y2x>+y>=2y+1 e) X’ +2y* =4y -4 ) x*+y> =2x-1

2) Determina cual debe ser el valor de F para que la grafica de la ecuacion 4x° + > +4(x—2y)+F =0
represente: a) una elipse b) un punto ¢) el conjunto vacio.

Algunas propiedades y aplicaciones de las elipses:

Las elipses tienen dos aplicaciones comunes con las demas secciones conicas, y algunas aplicaciones tinicas. Durante
dos mil afios se creyo que los planetas se movian en orbitas circulares alrededor de la Tierra, segun el llamado modelo
aristotélico. En el siglo XVII, Kepler demostr6 que las orbitas son elipticas y que el Sol esta en uno de los focos, por
esta razon se abandono el modelo aristotélico del sistema solar. No obstante es posible que haya orbitas circulares, y
algunas (entre ellas la Tierra) son casi circulares. De hecho, si redujéramos la 6rbita de la Tierra de tal modo que el eje
mayor tuviera 8 pulgadas de longitud, el eje menor tendria 7.8 pulgadas. Con esa diferencia tan pequefa es dificil
reconocer que la orbita sea una elipse o un circulo.

La otra propiedad que tienen en comun las elipses con las otras secciones conicas es la propiedad reflectora de los

espejos elipticos. Una fuente luminosa en un foco de una elipse se refleja hacia el otro foco. La aplicacion principal de

esto se da en las llamadas bovedas de los murmullos, que son unos recintos con boveda eliptica (en realidad, un

elipsoide, que es una elipse tridimensional) en donde una persona ocupa la posiciéon de uno de los focos y puede

murmurar a alguien que esté en el otro sin que lo oigan los demas. Otra aplicacion es el empleo de reflectores elipticos

de ultrasonido para disgregar los calculos renales: se coloca el reflector de tal modo que el céalculo esté en uno de los
focos y la fuente sonora en el otro, las ondas se concentran en la piedra haciéndola vibrar y desintegrandola.

Todos estos conceptos también se aplican en la aerodindmica e hidrodinamica: un ala, quilla o timén elipticos producen
menos resistencia por friccion que otras formas. Uno de los ejemplos mas conocido es el del ala eliptica desarrollada en

el avion de caza britanico “Spitfire”, de la Segunda Guerra Mundial.

Actividad complementaria

1) Un carpintero construira la cubierta de una mesa eliptica a partir de una hoja de madera contrachapada, de 1,20 por
3,5. Trazara la elipse con el método del jardinero. ;Qué longitud de cordon usara, y a qué distancia clavara las tachuelas
si la elipse debe tener el tamafio maximo que admite la hoja de madera?

2) La Tierra se mueve en Orbita eliptica alrededor del Sol, y éste esta en uno de los focos de la elipse. Las distancias
minima y maxima de la Tierra al Sol son 147.17km y 152.18km, respectivamente. ;Cual es la excentricidad de la
elipse? ;Qué longitudes tiene el eje mayor y el eje menor?

3) La distancia (centro a centro) de la Luna a la Tierra varia desde un minimo de 356.41km hasta un maximo de 406.70

km. Calcula la excentricidad de la 6rbita lunar y las longitudes de los ejes mayor y menor.
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4) Un puente esta formado por pilastras verticales con semielipses entre ellas. Cada semielipse salva un claro de 50 pies,
tiene 10 pies de alto en las pilastras y 20 pies de alto en el centro del claro. Deduce una ecuacion de la semielipse, si el
eje x esta en el piso y el origen a la mitad del claro.

5) Para un objeto en oOrbita eliptica en torno a la Luna, los puntos de la orbita que estdn mas cerca y mas lejos del centro
de la Luna se llaman perilunio y apolunio, respectivamente. Son los vértices de la orbita. El centro de la Luna esta en
uno de los focos de la orbita. La nave espacial Apollo II se puso en o6rbita lunar cuyo perilunio estaba a 109.44 km (68
millas) y el apolunio a 313.82 km (195 millas) de la superficie del satélite. Suponiendo que la Luna es una esfera de
1730 km de radio, deduce una ecuacion de la orbita de la Apollo II. (Coloca los ejes de coordenadas de tal modo que el
origen quede en el centro de la orbita, y los focos estén en el eje x).

L mi

Ll L
:pﬂ]unkﬁ 195mi

2
6) Verifica que las ecuaciones paramétricas de una elipse de ecuacion x_2+y_2=1, estan dadas por el sistema

a
X=acost
{ te [0, 27[)-
y=bcost
2 —
7) Determina los focos de las siguientes elipses a) J* = Ecost tef0,2n) b) {x =3cost te [()’275).
y = 2sent pEND S

8) Busca problemas o aplicaciones relacionados con el tema y compértelos con tus compafieros.
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Hipérbola 4

Como mencionamos en la introduccion las secciones conicas fueron descubiertas por Menecmo, en su estudio del

problema de la duplicacion del cubo. En él se demuestra la existencia de una solucion mediante el corte de una parabola
con una hipérbola, lo cual es confirmado posteriormente por Proclo y Eratdstenes. Sin embargo, el primero en usar el

término hipérbola fue Apolonio de Perge en su tratado Conicas.

Nuevamente comenzaremos presentando la definicion de hipérbola desde un punto de vista geométrico, para arribar

luego a su ecuacion algebraica.

4.1 DEFINICION GEOMETRICA DE UNA HIPERBOLA

Una hipérbola es el conjunto de todos los puntos P del plano tal que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias
a dos puntos fijos F; y F, es constante. Esos dos puntos se llaman focos de la hipérbola y la distancia entre ellos se
llama distancia focal.

La grafica de una hipérbola H con focos F; y F, puede describirse como el siguiente conjunto de puntos (por
comodidad llamamos 2a a la constante):

H(F,,F,)=1{P/|d (P,F))~d (P,F,)|=2a}

Figura 23

Una hipérbola puede construirse por varios métodos que no son tan sencillos como en el caso de la elipse.

Actividad 22:
Visualiza la traza que describen los puntos de una hipérbola cuando se dan como datos los dos focos, ingresando a

http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figsuras/c7 hiperbola constr.html .

4.2 Ecuacion de la Hipérbola con centro en el origen de coordenadas

Fijado el sistema de coordenadas cartesiano usual, el lugar geométrico que estamos considerando queda caracterizado

por el siguiente conjunto de puntos:

H(F,,F,)={P(x,y)/|d(P,F;) - d(P, F,)| = 2a}

Deseamos representar a una hipérbola como el conjunto de soluciones de una ecuacién, tal como lo hicimos con las
conicas tratadas anteriormente. Para obtener una ecuacion mas sencilla, colocamos los focos sobre el eje x en F; (¢, 0) y

F; (¢, 0), de manera que el origen de coordenadas esté¢ ubicado a la misma distancia entre ellos. En este caso

‘ﬁ‘ =2c.
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centro (0,0)
o 2 2 [ 8 10 12

Figura 24
Si P(x, y) es un punto cualquier a de la hipérbola debe cumplir que: ‘d (P,F))—d(P,F, )‘ =2a

0 sea: ‘\/(x+c)2+y2—\/(x—c)2+y2 =2a
Trabajando algebraicamente llegamos a la ecuacion:
(c* —a*)x* —a’y* =a* (¢’ —a?) (18)

Si observamos la figura 23, vemos que en el triangulo PF,F; es |d (P,F))—d(P,F, )| < 2c . En consecuencia, 2 a < 2 ¢

o sea, a < ¢, de donde a’ < ¢ por lo que existe un tnico nimero positivo b tal que b°= ¢’ — a’.

Reemplazando en (18): b’x*-a’y'=a’b’
0 su equivalente:

Es inmediato ver que si el punto P(x, y) pertenece a la hipérbola (verifica su ecuacion), los puntos P;(-x, y), P:(-x,-y) y
P;(x,- y) también pertenecen a la curva. Esto permite afirmar que los ejes coordenados son ejes de simetria de la curva,
y el origen de coordenadas es centro de simetria.

La recta que contiene a los focos recibe el nombre de eje focal o eje transversal, la distancia entre los focos es igual a
2c y se llama distancia focal. La mediatriz del segmento que une los focos, que también es un eje de simetria de la
curva pero no la intercepta, se llama eje imaginario de la hipérbola.

La grafica interseca al eje x en los puntos de coordenadas (-a, 0) y (a, 0) que se denominan vértices de la hipérbola. No

hay interseccion con el eje y, porque al hacer x= 0, se obtiene — y2 =b>.

2 2

Todo punto de la hipérbola verifica la desigualdad %=L+121, entonces Xx° >a’, y por lo tanto

b2

Xx>a o0 x <—a . Esto nos indica que la hipérbola esta formada por dos partes llamadas ramas.
En el caso de la hipérbola también se llama excentricidad al nimero ¢ = —, y se puede comprobar que es mayor que
a

uno.

El conjunto de puntos del plano que verifican las dos inecuaciones|x| <ae | y| < bdetermina un rectangulo. Las rectas

que contienen a sus diagonales, dadas por las ecuaciones y = +— x , se llaman asintotas de la hipérbola. La graficas de
a

la hipérbola y las de sus asintotas se acercan arbitrariamente cuando los valores de x e y se hacen suficientemente

grandes.

Para que el dibujo de una hipérbola resulte mas sencillo y preciso, es conveniente graficar el rectangulo con vértices i

en los puntos (-a,0), (0,-b), (a,0) y (0,b). Trazar las rectas asintotas, que son las que contienen a los vértices simétricos '

|
con respecto al origen de coordenadas, y localizar los vertices. Comenzar a graficar cada rama partiendo del vértice, i
1

de manera que se vaya acercando a la asintota a medida que se aleja del centro.
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Si colocamos los focos sobre el eje y en F; (0,-c) y F; (0, ¢), la ecuacion de la hipérbola es similar a la anterior,

intercambiando x por y. En este caso obtenemos una hipérbola con eje transversal vertical y las asintotas tienen

. a .. .
ecuaciones y =+ x . El procedimiento para graficarlas es el mismo.

Actividad 23:

2 2 2 2
1) Deduce que las ecuaciones de las asintotas de las hipérbolas * _ Y _ 1y 2 _X _1 son respectivamente, las
a* b’ a b
. b
rectas de ecuaciones y =+—x € y=t—x.
a

S|

Podemos resumir que:

Hipérbola con centro en (0,0), eje focal horizontal u vertical

2 2 2 2
Si b* =c’—a’, x_z - % =1| (18) y y_2 - z—z =1|(19) son las ecuaciones canonicas o reducidas de hipérbolas con
a
eje focales horizontal o vertical respectivamente que cumplen con las siguientes propiedades:
* focos en los puntos F; y F'; de coordenadas (-c, 0) y (c,0) *F1(0,-¢) y F»(0, ¢
* yeértices en los puntos de coordenadas (-a,0) y (a,0) *0,-a)y (0, a)
* eje focal horizontal de longitud 2a * eje focal vertical de longitud 2a
* asintotas y = iéx * asintotas y = iﬁx
a

.. c
excentricidad e = —
a

- (ah)x ¥ (ab)x 2 /7 ytam) x
< 7

eje transversal = 2a

-10 -8 -8 -4-b,0) b,0) *+ 8 10 1z

!

‘

.iz -
LI/
I
X

eje trangversal=2a

-8

2
X
2

Figura 25

Ejemplo12: Determinar los vértices, focos, asintotas y grafica de la hipérbola de ecuacion 4 x> —9 y* = 36.

2 2

y

Para llevarla a la forma canonica o reducida dividimos cada miembro de la ecuacion por 36, de donde: — —=— =1.

4
Como el término que contiene a x ° es positivo, la hipérbola tiene eje focal horizontal. Sus vértices estan en (-3,0) y
(3,0).
Como b*=c> —a?,a’=9y b’=4, resulta que ¢=+/9 +4 =+/13, por lo que los focos se encuentran en (i \/13,0).

Sabiendo que a=3 y b=2, las ecuaciones de las asintotas son y = ig x . Después de trazar el rectangulo y las asintotas,
3

completamos el trazo de la hipérbola, como se ve en la siguiente figura.
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3y (32) % v-Gn)x. 7

Figura 26

Ejemplo13: Determinar los vértices, focos, asintotas y gréfica de la hipérbola cuya ecuacién es x* —9y> +9 =0.

2
Para llegar a la ecuacion reducida de la hipérbola dividimos por (-9) llegando a la ecuacion y2 —% =1. Como el

término ) es positivo, la hipérbola tiene eje focal vertical: sus focos y vértices estan en el eje y. Sabiendo que a’=1y

b’=9, obtenemos que ¢’=10. Por lo que los focos estan en (O,J_r\/ﬁ) y las asintotas tienen ecuaciones y = J_rl x - Como
3

en el ejemplo anterior, trazamos el rectangulo, las asintotas y luego la traza de la hipérbola, como se ve en la figura 26.

F,(0,./10)
3
B 2 ’—’—
Y18 ~ < _ =7 y(1Ex
e "
= -
:“n.‘_‘_ 0,1) ',’:
= -
L Ty et
5 5 T T KT 2 do 3 : ‘
e i
=7 [ I |
4"’ ““.‘-‘.
" ‘.ﬁ‘_
o 2 e
-3
FA0,/10)
Figura 27

Ejemplol4: Sabiendo que el centro de una hipérbola es el origen de coordenadas, uno de los focos esta en (-4,0) y la
distancia entre los vértices es 6, determinar su ecuacion. Graficar la curva y sus asintotas.

Como los focos estan sobre el eje x, la hipérbola tiene eje focal horizontal, ¢ = 4 y a=3. Como b*> =¢* —a?, resulta que

b=+16-9=47.

2 2

. . X , .
Por lo tanto la ecuacion de la hipérbola es — —yle y las asintotas son las rectas de ecuaciones y = ii X,y su
37 3

grafica se ve de la siguiente forma:

~
~
Ny (VTB)IX
N

F(-4.0) (3.0 >

Figura 28

Ejemplol15: Encontrar la ecuacion de una hipérbola sabiendo que sus vértices se encuentran en lo puntos (0,-2) y (0,2) y

cuyas asintotas tienen ecuaciones y =+ 2x . Trazar la grafica de la curva y sus asintotas.
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La hipérbola tiene eje focal vertical ya que sus vértices estan en el eje x y a=2. Las ecuaciones de la hipérbola son

2
y== % x = +2x, de donde resulta que b=1. Por lo que la ecuacion de la hipérbola es y? —-x2=1.

Comob’=c®> —a’,c*=a’ +b*=4+1=5,asi c=+/5. Los focos estan es (O,i\/g). La grafica se ve en la siguiente

figura.
Figura 29
Actividad 24:
1) Halla los vértices, focos, excentricidad y asintotas de las siguientes hipérbolas. Grafica las curvas.
2 2 2
X ) Xy I d 2 4.2 _
A | 2 -1 —x=1 ) Ox~ —4y” +36=0
& Y Ve )y —x

2) En cada caso halla la ecuacion y grafica de la hipérbola con centro en el origen de coordenadas partiendo de la
informacion dada.

a) Un foco en (5, 0) y un vértice en (3, 0). b) Un vértice en (0, 2) y un foco en (0, 4).
¢) Un vértice en (4, 0) y asintotas y= J_ré X d) Excentricidad igual a é y un focos en (0,-2).
2 3
e) Pasa por el punto P @) y una asintota de ecuaciéon y = 2 x.
T2

2 2
3) Halla los puntos de interseccion de la hipérbola X Y _jconlarecta3x+2y=0.
9 16

4) Determina grafica y analiticamente los puntos de interseccion de las curvas de ecuaciones:
2 2
X
Payr=2sy ¥ g
16 9

5) Halla la distancia del foco de la derecha de la hipérbola x> —16y* = 144 a la asintota de pendiente positiva.

4.3 Ecuacion de la hipérbola con ejes de simetrias paralelos a los ejes coordenados

Tal como lo planteamos para las otras secciones conicas, queremos encontrar la ecuacion de una hipérbola con ejes de
simetrias paralelos a los ejes coordenados y centro en un punto de coordenadas (4, k) (h'y k no nulos a la vez).

., Qué condiciones deben satisfacer las coordenadas de un punto P(x,y) para pertenecer a grifica de una
hipérbola con eje focal horizontal (vertical) y vértice en el punto (4,k)?

Actividad 25: Hipérbola con ejes de simetria paralelos a los ejes coordenados y centro en (/,k)
Comprueba que cada una de las siguientes ecuaciones representa a una hipérbola con vértice en el punto de coordenadas
(h,k),con eje focal horizontal y vertical respectivamente.
(x—n) (y-k) =k) (—nf
FEEY = a’ b’

Representa graficamente el conjunto de puntos que verifican dichas ecuaciones y comparalas con las siguientes figuras:

=1
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Siendo b~ =c¢” —a~, en cada caso expresa las coordenadas de los focos y de los vértices y verifica que se cumplen las

siguientes propiedades:

eje focal horizontal eje focal vertical
*focos en los punto de coordenadas F;(h-c, k) y Fo(h+c, k)  *focos en los punto de coordenadas F;(h, k-c) y F(h, k+c)
* vertices en (h-a, k) y (h+a, k) * vertices en (h, k-a) y (h, k+a)

Observa que cada una de las coordenadas de los focos y de los vértices estan respectivamente a una distancia ¢ y a del
centro.

* asintotas y =k ié(x—h) * asintotas y = ki%(x—h)
a

.. G
*excentricidad ¢ = —
a

Figura 30

Actividad 26:

2 2 2 2
1) Deduce que las asintotas de las hipérbolas (x _Zh) - (v _zk) =1y i _zk) - (x _Zh) —1 son respectivamente, las
a b a b

rectas de ecuaciones =ki§(x—h)yy:ki%(x—h)-

Ejemplol6: Hallar la ecuacion candnica de la hipérbola con focos en (-1, 2) y (5, 2) y con vértices en (0, 2) y (4, 2).
Graficar la curva y sus asintotas.

0+4 2+2
27 2
distancia entre la abscisa del centro de la hipérbola y la del vértice, resulta a=2. Razonando de la misma forma c=3,

El centro de la hipérbola es el punto medio de las abscisas de los vértices: ( j:(z’z). Como « es la

2 2
entonces b =3> —2% =5 y la ecuacién de la hipérbola viene dada por: (x=2) - (v-2) =1
4 5
Para encontrar las asintotas reemplazamos los valores de %, k, a y b las respectivas ecuaciones, llegando a:

7

y:2i75(x—2)-

eiey

T
I

I

\ I
N y2 (/2 2) I
N I

N
|

T e P T p—— |
22/5)
I

Figura 31
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2
Ejemplo 17: Hallar centro, vértices, focos y asintota de la hipérbola de ec uacion (y _2) _(

curva y sus asintotas.

x—2)2

9

16

—=1. Graficar la

El centro tiene coordenadas (2,2), a=3 y b=4, por lo que c¢=5. Las coordenadas de los vértices y focos son

respectivamente: (2,2+3)y(2,2+5)

<
N
~
N

~
N

~
y=2-(31)(x-2) " ~
~

é
Fy24-3)
|

|
Figura 32

Ejemplo18: Representar graficamente la hipérbola de ecuacion 4x*> —3y* +8x+16=0. Determinar centro, focos,

vértices y ecuaciones de las sus asintotas.

Completamos cuadrados para llegar a su forma reducida o canénica.
4x* -3y +8x+16=0
4(x* +2x)-3y" =
—4(x* +2x+1)+3y° =164
—4(x+1)>+3y* =12

4

3

-16

La hipérbola tiene su centro en el punto (-1, 0), vértices en (-1, * 2), focos en(—l,iﬁ ). Para representarla

graficamente dibujamos el rectangulo determinado por los cuatro puntos (-1, £ 2)y (—1+ \/g ,0). Las asintotas son las

rectas que pasan por los vértices de ese rectangulo con ecuaciones: j =

2

V3

eiey

7
e a-e ]

7,
s
s
’
7

- —-—
T V(-1,2) ‘9
1 I e
b I P 1
! e | 1 1
1 . 4
- ~ 1 ’ 1
S 1
’ U 1 ee x
' C(-1,0) )
3 ” B N CEE T
i 2ol 1
i [ 1
1 ’ 1 x| 1
! 4 ! N 1
1 , , N
(P | S~y
l;l V(-1,-2) N
o -

Figura 33

(x+1) e y=-

2

V3

(x+1)

Actividad 27

1) En cada uno de los siguientes items, determina la ecuacion de la hipérbola que verifica las condiciones dadas.

Representa graficamente cada una.

a) focos en (-1, 2) y (5,2 ) y vértices en (0, 2) y (4, 2).

b) vértices en (0,0) y (0,6) y excentricidad igual a 3/2.

¢) focos en (16,2) y (-10,2) siendo la distancia entre sus vértices igual a 24.

Mg. Patricia C6

33




2) Halla centro vértices, focos, excentricidad y asintotas de las siguientes hipérbolas y sus representaciones graficas.

(x+D)* 5 (x+1)* (y=3°_
e e LT 9 !

c)—4x>+9(y-2)"=36 d)—4(y—1)>+9(x+3)* =1

Volvemos a plantear la misma pregunta que hicimos en las conicas anteriores, ahora para la hipérbola:

. Qué condiciones deben cumplir los coeficientes de la ecuacién general de segundo grado (1)
Ax*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0

para representar algebraicamente una hipérbola con ejes paralelos a los coordenados?

Si realizamos un analisis similar a lo hecho en los otros casos, podemos llegar a la siguiente conclusion:

Para que la ecuacion (3) represente a una hipérbola es necesario que:

AC<0yB=0 0

Ahora bien:

.Es suficiente que una ecuacion de segundo grado cumpla la condicion (20), para que sea una hipérbola?

Para llegar a una respuesta realiza la siguiente actividad:

Actividad 28:

1) Analiza la representacion grafica que corresponde a cada ecuacion, indicando si se trata de una hipérbola, dos rectas
secantes o el conjunto vacio.

a)x* —9y*~6x+9=0 b)2x” -8y *+8x+16y+2=0 c) y’-14y+52=0
d) 9x% —y*+18x+6y =0 e)4x® +y>—8x+2y+6=0 f) x> +1=y°
2) Determina cudl debe ser el valor de F para que la grafica de la ecuacion
4x* —y* +4(x=2y)+ F =0
represente: a) una hipérbola con eje focal horizontal
b) una hipérbola con eje focal vertical

¢) un par de rectas secantes

Actividad 29:
Para cada uno de los siguientes items escribe y representa graficamente la ecuacion de la hipérbola que cumple con las
siguientes condiciones:

a) centro en el foco de la pardbola de ecuacién x” +16y = 0, excentricidad igual a 3/2 y contiene el punto P (2, -1).

b) centro en vértice de la parabola de ecuacion x* +16 y =0, excentricidad igual a 3/2, y contiene al foco de ordenada

2 2
positiva de la parabola de ecuacion — — Y o 1

9

Algunas propiedades y aplicaciones de las hipérbolas:
Propiedades de reflexion. Las rectas que unen los focos con cualquier punto de una hipérbola forman angulos iguales
con la tangente a la hipérbola en dicho punto.
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Por tanto, si la superficie de un reflector, es generada por la revolucion de una hipérbola alrededor de su eje transverso,
todos los rayos de luz provenientes del exterior que converjan sobre un foco, se reflejan pasando por el foco. Esta
propiedad se emplea a veces en ciertos telescopios juntos con reflectores parabodlicos.

Este principio se usa en los telescopios del tipo Cassegrain.

Astronomia, trayectorias de cometas. Un cuerpo celeste que provenga del exterior del sistema solar y sea atraido por
el sol, describira una orbita hiperbolica, teniendo como un foco al sol y saldrd nuevamente del sistema solar. Esto

sucede con algunos cometas. Un ejemplo de trayectoria hiperboélica es la descripta por el cometa Lulin.

Recorrido de un asteroide que vaga libremente. Su trayectoria serd rectilinea (Ley de Newton) hasta que se vea
perturbada por la proximidad de un planeta, por ejemplo, cuya tracciéon comienza a curvarlo.

En raros casos el asteroide, serd “capturado” por el planeta y caera hacia €l o pasara a moverse siguiendo una 6rbita
eliptica a su alrededor. Pero lo mas probable es que describa una trayectoria como la indicada: una rama de hipérbola.
La asintota de la izquierda marca la trayectoria que tendria el asteroide sin la influencia del campo gravitatorio del
planeta. La atraccién, mayor a menor distancia, obliga al asteroide a cambiar cada vez mas rapidamente de direccion.
Cuando el asteroide se aleja del planeta decrece paulatinamente la atraccion y el movimiento tiende, de nuevo, a ser

rectilineo: aparece la segunda asintota.

El reloj de sol. Cada dia el Sol, desde que sale por el Este y se pone por el Oeste, describe sobre el cielo un arco de
circunferencia. Este movimiento es aparente, porque, en realidad, es consecuencia del movimiento diario de rotacion de
la Tierra. Desde hace mucho tiempo se sabe que, cuando el Sol recorre el cielo a lo largo de un dia, la sombra que
proyecta un objeto fijo describe una curva coénica. Esto se puede comprobar experimentalmente si se va marcando, por
ejemplo, cada media hora, sobre una superficie plana el limite de la sombra que proyecta un objeto cualquiera. Los
relojes de sol se fundamentan en este hecho. Estan provistos de un marcador o estilete, llamado gnomon, que proyecta
su sombra sobre una superficie plana donde estan sefializadas las horas. El extremo de la sombra indica la hora solar
correspondiente. El sol, por lo lejano que esta, se considera como un foco puntual de luz. La linea imaginaria que le une
con el extremo del gnomon recorre a lo largo del dia parte de la superficie de un cono, también imaginario. La
superficie de este cono se corta por el plano del reloj donde se observa la sombra del extremo del gnomon. Por eso, la
trayectoria que sigue esa sombra es la de una conica. En las latitudes de la Peninsula Ibérica (de 38° a 42°) esa conica es
siempre una hipérbola, tanto mas curvada cuanto mas proximo esté el dia 21 de Junio (solsticio de verano) o al 21 de
Diciembre (solsticio de invierno). En dos dias del afio, la trayectoria de la sombra que proyecta el gnomon es una recta
en todos los lugares de la Tierra. Esto ocurre en los dias 21 de marzo (equinoccio de primavera) y 23 de septiembre
(equinoccio de otofio). La razén es que, en esos dias, la trayectoria del Sol y el extremo del gnomon estdn en un mismo

plano que corta al plano de observacion en una recta.
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Actividad complementaria

1) Un telescopio tiene su espejo principal parabolico, con foco a 10 pies del vértice, y un espejo hiperbdlico con 12 pies
entre sus focos; se instala a 9 pies del vértice de la parabola. Deduce las ecuaciones de ambos espejos, si el eje x es el
eje de la parabola (y también el eje transversal de la hipérbola) y el origen se encuentra en el vértice de la parabola.
Transforma las ecuaciones si el origen se ubica a la mitad de los focos de la hipérbola.

2) Un cometa se acerca al Sol con una 6rbita hiperbdlica, comenzando en una direcciéon que forma un angulo de 30° con
el eje transversal, y llegando hasta 40 millones de millas del Sol. Determina la ecuacion de la orbita, con el eje x
coincidiendo con el eje transversal, y el origen con el Sol.

2 2
3) Verifica que las ecuaciones paramétricas de una hipérbola de ecuacion x_z_y_z —1, estan dadas por el sistema

a b

= t

Y= asee te[0,27r]—{£—§7r}-
y=>btgt 2 2

2
4) Determina la parametrizacion de la hipérbola * _ 1,2 _1
4 y

5) Busca problemas o aplicaciones relacionados con el tema y compartelos con tus compaiieros.
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