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ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO

1. Introduccién

Hasta ahora hemos visto que cualquier seccién conica con ejes paralelos a los ejes coordenados, se puede representar
mediante una ecuacién de segundo grado:

Ax’+Bxy+Cy°+Dx+Ey+F =0 (1
donde B = 0. Ademas toda ecuacion de segundo grado con B = 0 representa una conica propiamente dicha cuyos ejes son
paralelos a los ejes coordenados, o de tipo degenerada (una o dos rectas, un punto o el conjunto vacio).

En esta seccién analizaremos qué representan las ecuaciones del tipo (1) cuando el coeficiente B, (coeficiente del término
rectangular) es no nulo.
Sabemos que hay dos tipos principales de problemas que se tienen que abordar en Geometria analitica plana:

i) Dada una curva como lugar geométrico, hallar la ecuacion cartesiana que la representa analiticamente.

i) Dada una ecuacién cartesiana reconocer el lugar geométrico que representa.

Vamos a considerar el problema ii): dada una ecuacion de segundo grado de la forma (1), queremos determinar el lugar
geométrico que representa, sus caracteristicas principales y su representacion grafica.

Recordemos que si B = 0 en (1) tenemos cuatro posibilidades:

¢ Ningun punto (X, ) satisface (1). Un ejemplo es la ecuacion X% + y2 +5=0.
# Un s6lo punto satisface (1). Por ejemplo la ecuacion 3x* + 2y? =0 se satisface solo para (X, y) = (0,0).
¢ La grafica de los puntos que satisfacen la ecuacion consiste en una o dos rectas. Por ejemplo, la ecuacién

(3x+2y +5)* =0 representa una recta, a ecuacion X> —4y? =0 representa dos rectas secantes, (puesto que se

satisface si X —2y =0, o Xx+2y =0), y laecuacion X> = 4 representa dos rectas paralelas.

+ La gréfica de los puntos que satisfacen la ecuacidn es una conica propiamente dicha, que se reconocera completando
cuadrados en x e y, lo que permite transformar la ecuacion (1) a una de las formas reducidas antes estudiadas.

Los distintos casos planteados pueden resumirse en el siguiente cuadro:

AC Céonica Casos degenerados
. Una recta (dos rectas coincidentes)

0 Parébola
Dos rectas paralelas
Conjunto vacio

: Circunferencia
+
Bl Punto

Conjunto vacio

- Hipérbola Dos rectas secantes

Ademas, en el caso de tratarse de una conica con centro de simetria los términos de primer grado D x y E y determinan la
posicién del mismo. Esto es:




e siD=E =0 lacdnicatiene su centro en el origen.
e enotro caso la posicidon del centro se puede obtener completando cuadrados.

A continuacion vamos a ver como trabajar la ecuacion general de segundo grado cuando B # 0.

2. Rotacion de ejes en el plano

Si en un sistema cartesiano ortogonal Oxy giramos los ejes un angulo agudo @ en sentido antihorario, se obtiene un nuevo
sistema de coordenadas OXY, como muestra la figura 1.

Todo punto P de coordenadas (x,y) en el sistema original Oxy, tiene coordenadas (X, Y) en el nuevo sistema OXY.

Si r es la distancia de O a P (medida del vector O_P) y @ es el angulo que el vector OP forma con el nuevo eje X, al

considerar los dos triangulos rectangulos OPQ y OPR (figura 2), se establecen las siguientes relaciones:

X:rcose(z) X=rcos(6+ @) 3
Y =rsenéd y=rsen(6+ )
eje y“ Pxy) eje y“

ejeY

Y
‘ejevx ‘eje-;x
Figura 1 ] Figura 2
Usando en (3) las férmulas de Adicién para Cosenos y Senos, llegamos a:
X =rcos(0+p)= y=rsen(0+¢)=

=r(cos & cosp—senfsenp) = =r(sen@cos @+ cosb senp)=
=(rcos @) cosp—(rsend)seng = =(rsen#)cosp+(rsosd)senp =
=X cosp—Y seng =Xsen@p+Y cose

) ) X=Xcosd-Y send o o )
Obteniendo las expresiones (4) paraxey en términos de X e Y, que indican cémo hallar x e y
y=Xsend+Y cosd

cuando se conocen X e Y.

: A _ . . X =Xxcos@+ysend
Despejando de (4) X e Y en términos de x e y se obtiene las relaciones inversas: ()
Y =—Xxsené+ycosé

Resumiendo:




Ecuaciones de rotacion de ejes

Si en un sistema cartesiano ortogonal Oxy giramos los ejes un angulo agudo @ en sentido antihorario, se obtiene un nuevo
sistema de coordenadas OXY. Las coordenadas (x,y) y (X,Y) de un punto P estan relacionadas mediante las siguientes
ecuaciones:

X=Xcos@d-Y send X =X cos@+ysend
y=Xsend+Y coséd Y =—xsené+ycosé

Veamos algunos ejemplos:
Ejemplo 1:
Un sistema de coordenadas cartesianas se rota 60°. Hallar las coordenadas del punto P(3, -1) en el nuevo sistema. ;Qué

coordenadas tiene el sistema original un punto Q cuyas coordenadas en el sistema rotado son (- \/é . 1).

Para encontrar las coordenadas del punto P en el sistema rotado utilizamos las ecuaciones (6):

1 V3. 1,43 3-43
= 0 [—— = — — =
X =xc0s60° +y sen60 _2x+ 5 y 23+ 5 (-1) 5 | p(3_‘6 _3\@_1).
33— 2 2
Y =-x sen60° +yc03600:—\/2§x+;y:\/2§3+;(—1):3‘/2§1

Para encontrar las coordenadas del punto Q en el sistema original utilizamos las ecuaciones (5):

X = X cos60° —Y senGOO:EX —EY =1X —EY =1(—\/§)—£:—\/§
20 2 20 2 2 2 . 0(=3.1)
V3, 1, 3

y = X 5en60°+ Y cos60°= S x + 1y =¥ ymy+ Lo
27 2 2 2

Ejemplo 2:

Determina la representacion de la ecuacion X* — X y+ y2 —2=0 después de rotar los ejes 45°. Traza la curva resultante.

_\2
2

y=%x +Y)

X (X-=Y)

2
Como sen 45° = cos 45° = 7 , remplazando en las ecuaciones (5) :

Sustituyendo en la ecuacion general (1):

1

1 1
S(X =YY =S (XP=YH)+=(X+Y)*-2=0
S(X=Y)? =~ (X =Y ?) 4 2(X +Y)

%[xz—zw Y2 X2 4Y 24 X2 42XY +Y?]=2
X2 +3Y2 =4

resultando la ecuacion de una elipse.



Figura 3

3. La Ecuacién general de segundo grado

Al iniciar este tema dijimos que cualquier seccidn cdnica con ejes paralelos a los ejes coordenados, se puede representar
mediante una ecuacion de segundo grado en donde B = 0. Ademas, toda ecuacion de segundo grado con B = 0 representa
una conica propiamente dicha con ejes son paralelos a los coordenados o de tipo degenerada. Veremos ahora que cualquier
ecuacion de segundo grado con término rectangular no nulo (B # 0), puede ser llevada mediante una rotacion de ejes a una
de las formas ya conocidas.

A los efectos de eliminar el término rectangular veremos como calcular el angulo @ de rotacion apropiado.

Teorema 1: Rotacion de ejes para eliminar el término rectangular.

La ecuacion (1) Ax’> +Bxy+ Cy? +Dx+Ey+F=0
puede reescribirse como:

A'X?+CY?+D X +E’Y+F =0
girando los ejes coordenados un angulo @ (0°< & < 90°) donde:

ctg 260 :A;C
B

Demostracion. Sustituyendo los valores x, y dados en (5) en la ecuacion (1) y agrupando términos, llegamos a:

AX?2+B XY+C'Y?+D X +E’Y +F’'=0
donde:

A= Acos’0 + B cosd sené + C sen’d

B'=2(C—-A)send cosé + B(cos® & — sen’d)

C’= Asen’d —B cosé send + C cos’ 6

D =D cosd + E senéd

E'=- D send + E cos@

F'=F
Para eliminar el término XY debemos seleccionar @ de manera que B'= 0, entonces:
B'=2(C-A)send cos@ + B(cos* 8 — sen’d) =(C—A) sen26 + B cos20 =0
Luego, Bcos 20 =(A-C) sen 20




cos 26 A-C

=ctg20 = , con lo que queda demostrado el teorema.
sen 260

Finalmente:

Podemos concluir que:

Si B =0, el término rectangular no esta presente y no se necesita rotacion.
Si B # 0, para eliminar el término rectangular bastara elegir el angulo & que verifique:

cth¢9=A%BC, 0°<9<90°  (6)

Observemos que:
e SiA=C,
ctg260 =0=c0s20 =0 =260 =90° =6 =45°.

e SiA # C,

B
920 =——
g A-C

El proximo paso es encontrar los valores exactos del sen @ y cos @, hallando previamente el cos 2 €. Esto es:

1

V1+tan?260

Como 0° < 26 <180°, los signos de cos 26 y tan 20 debe ser iguales. Por ultimo, de acuerdo con las formulas de mitad

X 1-cosx X 1+ cos X
sen—ziJ cos—=J_rJ
2 2 2 2

haciendo x = 2@, y teniendo en cuenta que 0°< @ < 90°, se tiene que:

1-—cos26 1+ cos26
sené = — cos @ = —

X=X cosd—-Ysend
y=Xsend+Y cosé

cos 20 =+

de angulo:

Identidades que se emplearan en las ecuaciones de rotacion (4): {

Teorema 2: Invariantes bajo rotacion

Si mediante un giro de ejes, la ecuacion AX°+BXy+Cy*+Dx+Ey+F =0 se transforma en la ecuacion
AX*+B XY+CY?*+D X+EY +F =0, entonces:
i) F=F i) A+C = A+C iy B?—4AC =(B")* —4AC’

Estoes: F, A+ C, B? —4AC son invariantes bajo una rotacion.

Teorema 3: La ecuacion (1) representa a una hipérbola, una elipse o una parabola (o es el caso degenerado de una de ellas),

de acuerdo con el valor de B> —4AC , como indica la siguiente tabla:




B2_4AC Ecuacion tipo Lugar geométrico

vl Parabola
raboli .
0 arapofica Una recta (dos rectas coincidentes)
Dos rectas paralelas

Conjunto vacio

Elipse
Circunferencia
Punto
Conjunto vacio

- Eliptica

+ Hiperbdlica Hipérbola
Dos rectas secantes

Ejemplo 3: Realiza una rotacion de los ejes para eliminar el término x y de la ecuacion X +4xy —2y> —6=0.

Representa graficamente.

ComoB?-4AC=16+8>0, se trata de una cénica de tipo hiperbdlica. Buscamos el angulo de rotacion:

ctg20 =ﬂ; t929:ﬂ ; 0520 =~ =§;
4 3 4\ O
1+| =
5
1+§ 9
cosé = =—
2 s
Las ecuaciones de rotacién son: , que sustituir en la ecuacion original, obtenemos: 2 X 2—-3Y 2=6
¥ u
X
i vl 02265
Va :
B
Figura 4

Ejemplo 4: Identifica el lugar geométrico que describe la ecuacion x y = 1 realizando una adecuada rotacién de ejes.
Representa graficamente.



ComoA=0,B=1yC=0, laecuacién es de tipo hiperbélica y como A=C, € = % :

Por lo tanto:
x=XcosZ -y sen® =X Q -Y Q :X—Y
4 4 2 2 J2
y=XsenZ +Ycos”Z = X V2 Y V2| _ X+
4 4 2 2 2

Al sustituir estas expresiones en la ecuacion x y =1, resulta:

: X% y? - iy o .
O equivalentemente = — =1, que es la forma candnica de la ecuacion de una hipérbola centrada en el origen con
2 2

veértices en los puntos de coordenadas (i V2 , O) en el sistema OXY.

Para hallar las coordenadas de los vértices en el sistema Oxy, sustituimos las coordenadas OXY en las
X =Y

X
ecuaciones: V2 , con lo que vemos que los vértices son los puntos (1, 1) y (-1, -1) en el sistema Oxy.
X+Y

V2

Notemos también que las asintotas de la hipérbola son las rectas de ecuaciones Y = =+ X, que corresponden a los ejes X, y en
el sistema original.

Figura 5

Ejemplo 5: Identificar el lugar geométrico que representa la ecuacion 2 X° —X y+2 y2—2:0. Dar sus elementos

caracteristicos (en el sistema original) y representar graficamente.

ComoB?2-4AC=1-4.2.2<0, se trata de una cénica de tipo eliptica. Como A = C, sabemos que el &ngulo de rotacion es
de 45°, y las ecuaciones de rotacion son las mismas que las del ejemplo anterior. Por lo la ecuacion resultante es:



X% Y?
= =1
4/3 4/5

De donde A% =4/3 y B?=4/5. Con lo que C* = 4/3 — 4/5 = 8/15
Haciendo los célculos:

o focosenel sisttma OY: F; (2\/5/@,0) y F, (—Zx/E/JE, O)
e vértices en el sistema OXY : V; (2/\/5, 0) y V, (—2/\/5, O)

Utilizando las ecuaciones (5) tenemos:
e focos en el sistema Oxy: F1(2/\/E, Z/JE) y Fz(—Z/\/E, —2/\@)
e Vértices en el sistema Oxy : Vl(\/E/\/é, \/E/\/é,) y V, (—\/5/\/§,—\/§/\/§,)

Figura 6

4. Actividades

1. En los siguientes ejercicios clasifica la ecuacion dada. Realiza una adecuada rotacion de ejes para eliminar el término

rectangular. Halla en ambos sistemas de ejes coordenados: vértices, focos, asintotas y directriz (segin corresponda).
Representa gréficamente.

a) x> —10xy+y*+1=0 h) 64 x> +96xy+36y°> —15x+20y —25=0
b) 5 x> —2xy+5y*-12=0 i) x2+24/3xy—y2+2=0

€)3x2 =23 Xy +y2+ 2 x + 2 /3 y=0 X2 +xy+y’—4x—4y +8=0

d)xy +1=0 k) 8x* —4xy +5y* =36

)16 x2—24 xy +9y?—30x—40y =0 1) X2 +24/3xy + y? =0

f)6/3x* +6xy+4+/3y? =213 m) X2 —xy+y>+2x—4y +5=0

g) xy—2y-4x=0

2. Analiza si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa:

“La ecuacion X2 — 2xy + y2 — 4x — 4y + 4 = 0 representa el lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan del punto F(1,1) ydelarectay = —x.”



3. Halla la ecuacion de la elipse de la figura, en el sistema O xy. Determina las coordenadas de sus vértices y focos, en el
sistema Oxy.

Yy

[

/6

4, Realizando en el sistema Ox¥ una rotacion en sentido antihorario de un angulo PR obtiene el sistema coordenado
OXY. Laecuacion Y* = —8X representa a la parabola P en el sistema OXY.
a) Esboza la grafica de P.

b) Encuentra las coordenadas de su foco y la ecuacion de su directriz en el sistema Oxy.

¢) Halla la ecuacion de P en el sistema Oxy.



